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SEMINAIRE DE PROBABILITES

Année 1972

MESURES VECTORIELLES ET INTEGRALE STOCHASTIQUE

ar Michel METIVIER

- MESURES VECTORIELLES ET INTEGRATION.-



CHAPITRE I

MESURES VECTORIELLES - INTEGRATION

Le but de ce chapitre est de rassembler de fagon
autonome les notions sur les mesures vectorielles gui nous

seront utiles dans la suite pour 1l'intégrale stochastique.

La nécessité d'envisager des mesures non bornées
conduit & définir les mesures sur un § - anneau de parties
d'un ensemble 9 et non sur un ¢ anneau, ou une tribu
comme dans le cas des mesures réelles (cf. [ 5] ). La plupart

des résultats de ce chapitre sont contenus dans [4 ] . Celui

relatif aux prolongements est dans [ 5] .

La théorie de l'intégration a été réduite 3 ce qui

sera utile au chapitre II, et au chapitre III.
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MESURES VECTORIELLES - INTEGRATION

I - MESURES -

1 - Mesures d valeurs dans un espace de Banach. -

1-1 Définition 1

Soit & un & anneau de parties d'un ensemble @ ,
et soit VY un espace vectoriel localement convexe . On appelle
mesure sur (& , 3 valeurs dans V , toute application ¢ addi-
tive de (£ dans W . Autrement dit, m , application de (3 dans

¥V est une mesure vectorielle si, m est additive, et si, pour

toute suite (A) d'éléments deux 3 deux disjoints de (B,
n €N
de réunion A = U A € @B, onam(A) = I m (A ) , la
n n

somme étant prise au sens de la topologie donnée sur V.

A priori, la notion de ¢ - additivité dépend donc de
la structure localement convexe considérée sur W . Si WV est
un espace de Banach, on peut considérer sur W le structure
localement convexe définie par la norme, aussi bien que la struc-
ture localement convexe faible (définie par les semi - normes
X ~=»| <x, x'" > |od x'" e @ , dual de W ). On a cependant le

théordme suivant dd 3 Pettis (cf. [ 8] . IV - 10 - 1).

1-2 Théoréme 1

Toute mesure o - additive sur @ pour la topologie

faible est ¢ =~ additive pour la norme , et réciproquement.



Démonstration
On suppose que m est ¢ - additive pour la topo-
logie faible, non ¢ - additive pour la norme et on va en

déduire une contradiction.

Si m n'est pas o¢ - additive pour la norme, il
existe un § > 0O et une suite décroissante (An) extraite de @
(méme raisonnement que pour les mesures réelles) telle que

NA =290 et m(A ) = § pour tout n
B n

Considérons alors le ¢ - anneau (I engendré par
{An} , et le plus petit sous espace fermé de WV contenant
{m(A) : Ae@®'} . Il va immédiatement résulter du lemme sui-

- ~ P
vant que ce sous espace fermé W est séparable.
Lemme 1 :

Soit m une mesure définie sur un ¢ - anneau 1;,
engendrée par un anneau J%, d valeurs dans un espace localement
convexe E. Alors { m(B) : B¢} est inclus dans 1l'enveloppe

convexe fermée dans E de { m(B) : B €Qt }

Démonstration du lemme

Un principe classique de prolongement par mesurabi-
1ité montre que pour toute forme linéaire continue x' sur E
et tout réel o

inf, <m (B) , x' > > «a

Bei&

on a

inf , < m(B) , x' > > a
Be T

le lemme en résulte.



Soit alors (x'n) une suite extraite de la boule
unité de W' telle que

¥ o | <m@a) ,x' > | > %

En raison de la métrisabilité de Y et de la com-
pacité faible de la boule unité de W' , on peut extraire de

(x' ) wune sous suite (x'_ ) telle que
n ny

v Ael , la suite (< m(A) , x' >) canverge.
k ke

Il résulte d'un théoréme classique de Nikodym
(cf. [ ] 1III - 7-u4) (cf. également le théorime de
" Vitali-Halm-Sachs" de [4] IV-2), que

lim sup |<m (A) , x'_ > | =0

n k n My

ce qui contredit

¥ k |<m (A, ), x'_>| > % . -
*K Pk
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1-3 Théoréme 2

Si m est une mesure vectorielle 3 valeurs dans un
espace de Banach W , pour tout A ECr, l'ensemble

{m (B) : Bed ,B € A} est borné.

Démonstration

Ce théoréme est bien connu si ¥ = R. Considérons alors
une forme linéaire continue x' quelconque. L'application
B ~»5< m(B) , x'> est une mesure réelle en restriction 3 la
tribu @ " A . L'ensemble{< m(B) , x'> : B €@, BC A } étant
borné pour tout x', on en déduit le théoréme d'aprés un résultat

élémentaire sur les ensembles bornés d'un espace de Banach.

2 - Semi - variation - Variation -

2-1 Définition 2

Soit "A l'ensemble des partitions finies de A € & ,

constituées d'éléments de (5 . On pose, pour tout A € (&

| Im]| (A) = sup {]| = dBm(B)H=°‘B€R:|°‘B|:1sM'EP}
B €M
et
Im]  (A) = sup Lo |Im (BY]].
M ed, B eM
La fonction |[|mf{] est appelée semi - variation de m,

et | m | la variation.

2-2 Proposition 1
A
Soit G’A , 1'ensemble des partitions finies ou infinies

dénombrables de A € @&, constituées d'éléments de . On a, pour
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toute mesure m , sur (5, 3 valeurs dans l'espace de Banach W :

P
| m |(A) =sup{ I || m(B) ||:ME€E 62 }
BEM
Démonstration.
La relation
LAY
(2-2-1) | m |(A) < sup'{z [[m(B)|] : M€ &
BeM
est triviale.
é
Soit M = {B.} € et
Tiew A
L
(2-2-2) a < T Hm (B8;)]]
il existe n tel que
n
i=1
. . n A
Seit M = (B; : i =1...ntUga-U B}e @,
i=1
(2-2-3) a < |l m®]| < |ml &
BeM

La proposttion résulte de (2-2-1), (2-2-2) et (2-2-3).m

2-3 Proposition 2

Im| est une mesure positive ¢ - additive sur & .

Démonstration

~
Soit o 1la relation d'ordre sur*fukdéfinie par

M< M' siVB'e€M ,3BeM tel que B'(C B
A
(On dira M' plus fin que M). @k est filtrant pour cet ordre

et on voit immédiatement que 1l'application
A

(PA 3 M ====)B€’5M [Im (B)]|

est croissante.
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Soit Ai e @ s 16D CMN , les Ai étant disjoints deux a
deux, et A = U A.. Boit o < |m|] (A) , et M € @
. i A
1€D
telle que

a < £ |Im BY|].
&M

o)
Soit M' € &’A plus fine que {Ai} . Comme M'N Ai € dbA. on a

i
n n
@ < : | Imm|| = I by | Im(B)||< £ |m] (A.)
BEM! izl BEM'NA, i=1 *
d'ou
(2-3-1) Im| (&) < % Im] (a;).
i
Par ailleurs, si Mi € “:’Ai , ONn a Ill Mi € @A . Donc
(2-3-2) r|m{Ap) = & supl I [ m (B)] : M, e@® )
. . 1 A.
i 1 BfMi 1
< sup { £ |m (B)] :Pﬁédi} = |m| (A)
BEM

La proposition résulte de (2-3-1) et (2-3-2). @

2-4 Proposition 3

1°) ¥ A€ [ma) || <|m| €AY < |m| (&)

2°) ¥ Ae [ Im[](A) < 2 sup{|Im(B)||: BCA, B€ }

3°)||Im|| est croissante et dénombrablement sous -
additive (i.e. : V (A ) extraite de

[Im{ 0 A < = [Im]] (A)).
n n
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Démonstration.-

-~

1°) est trivial 3 partir des définitions
2°) on voit facilement que, lorsque W = R,

| |m|](A) = |m| (A) = sup { |m(B)|+|m (BB)] : B& @&, B C A}

2 sup {|m(B)| : Be&, BC A}

A

D'ol :

| Im] | ca)

sup(| 3 apem(®),x'> |1 x'€ Vil [x' ||l jagl<l,MeP)
B €M

sup { I < m(B),x'" >|: x'ew' ,||x'||]< 1, Me@®}
BeM

IA

2 sup {|[<m(B) , x'>|] : Be G, Bc A, ||x'|] < 1}

IA

2 sup {||m(B)|]: B € . BC A}

IA

3°) Le fait que ||m|| soit croissante résulte trivia-
lement de la définition.

En outre, en introduisant comme ci dessus les mesures
néelles <m, x' > , on a
| |m] | ( g A < |T§E||£1< m, x' >|( g A
et, d'aprés la proposition 2

[Im[|[CU A) < sup lemyx'>| (A))
n [Ix"[]2 n

sup I sup I |<m(B),x'>]
g n wee, ser
n

iA

1 A

sup_ | Em(B)]] = z|m|] (A) . ®
Me® n

€ n
n An



2-5 Remargue.-

Le plupart des mesures que nous rencontrerons dans la

suite ne seront pas de variation finie : pour tout A € @& ,

A# 0 onaura | m |(A) = + =
Par contre, d'aprés la proposition 3 - 2°) la varia-
tion est une fonction finie sur @ . L'importance de cette

fonction est soulignée par le théoréme suivant.

2-6 Théoréme 3.-

Soit A ¢ , et W un espace de BAnach.
1°) Soit NLA l'espace vectoriel des mesures vectorielles,
3 valeurs dans W, définies sur & N A. C'est un espace de
Banach pour la norme m —~-n||m|](A).
2°)8i (m_ ) est une suite de mesures telle que ¥ A €,

lim m_ (A) = m (A) existe dans ¥ , m est une mesure a valeurs

n
dans V.
Démonstration.

Que p : m ~='||m|[{A) soit une semi norme sur M, ,

se vérifie immédiatement 3 partir de la définition. Que ce soit
une norme résulte de la prop. 3 - 1°).
Enfin, si (mn) est une suite de Cauchy pour cette norme,

la majoration

¥B el nA [l m (B) - m_, B < [Imy = m_+|[(B) < plm-m 3

montre que

v B el N A m (B) = lim m_ (B) existe.
n

Pour tout x' € W'

B~a<m (B) , x'> = 1lim < mg (B) , x' >
n



est une mesure réelle d'aprés le théoréme de Nikodym (cf. [u 7]
III - 7-4) ou de Vitali Hahn Sachs (ef. [ 7] IV-2).
sur A €&
D'aprés le théoréme 1, m est une mesmre. En outre

p m=-m)=|[m-m][[CA) <2 sup |[[m(B) - m (B)]

BCA n

< 2sup ||lim m_, (B) - m_ (B)]|
BCA n' O

< 2sup p(|m =-m_,|)
- , n n
n'>n
La convergence de (m ) vers m pour la norme p, résulte donc
de ce que la suite (mn) est de Cauchy pour cette norme.
La deuxiéme asse:ition du théoréme est prouvée dans le cours

de la démonstration du 1°). @

3 - Propriété de domination des mesures vectorielles,

Ensemble des valeurs.

3-1 Théoréme 4.-

Soit (mn) une suite de mesures vectorielles sur une
tribu € 3 valeurs dans un espace de Banach V¥ telle que
lim m (A) existe ¥ A €.
; 1°) L'ensemble des mesures réelles

{< m o x'> :x'eV' , ||x']| <1 nem}

est une partie relativement faiblement compacté de 1l'espace
de Banach M, des mesures réelles bornées sur G .

2°XCet ensemble de mesures réelles est un ensemble
équi - absolument continu, par rapport & une mesure positive
cenvenable y . La mesure p peut d'ailleurs &tre choisie de

telle sorte que pour tout A ¢

u(A) < sup |<mn(A),x'>|
B,x'



Démonstration

1°) D'aprés le théoréme d'Eberlein, il suffit de mon-
trer que, pour toute suite (un) extraite de (mn) et toute suite
(x'n) extraite de la boule unité de W', on peut extraire des
sous suites (un ) et (x’n ) telles que la suite (<p_ ,x' )

X % Ny ny kel
converge faiblement dans . Quitte 3 extraire a priori une
sous suite de la suite considérée, on peut évidemment soit sup-
poser que (y_) est cofinale a4 (m ) , soit que (y ) est station-
naire. Dans tous les cas, l'hypothése selon laquelle m(A)=1lim un(A)
existe pour tout A € T est vraie. D'aprés le théoréme 1 e? le
théoréme de Nikodym, m est une mesure sur * .

Remarquons que, d'aprés une variante du théoreéme de

Vitali Hahn Sacks, (cf.['T] IV-2), pour tout x', la famille

{<pn(.),x'>} est faiblement compacte dans 'ﬁ@ , donc a for-
tiori bornée et sup sup |<un(B),x'>| < sup || < un(.),x'>|]<+m.
n Be’C n

D'od 1l'on déduit que 1l'ensemble {u (B):B eT ,ne N}
est fortement borné dans ¥, et que, par suite,

sup |lp |l <2 sup (]|u (B)]| :Be® ,nemM} <+e
n

Soit alors A une mesure positive telle que les me-
sures réelles (<un(.),x'n>) soient absolument continues par

rapport & A , et soit £ 1la densité de <pn,X' Le probléme

1,,1>
que nous traitons est équivalent 3 celui de la compacité faible
de {f_} dans L' (2,%).

Comme dans LI (2,C,2) on a

sup |[£ || | = sup |[<upox' >]| < sup |u || <«
n n n



- 28 =

la compacité relative faible de {f } est équivalente & 1'équi-
absolue continuité des applications v n ‘A -aJ fn d x .
A
(i.e. : ¥ e> 036 >0 A(A) < & ===a|[ £ adx| <e).
A
Supposons que les applications v n définies sur T

ne soient pas équi absolument continues, il existe alors ¢ > O

et une suite (Ak) et une-suite croissante (nk) d'entiers telles

que
1 '
M (A s et ] <cu (A x' > | >
k k
Pour simplifier 1l'écriture, notons u K = M
k
yi = x'n et montrons que les deux relations
k

(3.1.1)  x (A) <% | < u; (A, vl > | > ¢

et
(3.2.2) vy Ae G lim u i (A) = m (A)

k

sont contradictoires.
Raisonnant comme dans la démonstration du théoréme 1,

~—~

on peut, en désignant par & 1la tribu engendrée par (Ak),

-~

extraire une sous suite (y'k ) de (y'k) telle que pour tout
r

A e lim < m(A),y'k > existe. Comme d'apres (3.1.2)

n
lim su |<u'k (A),y'> = <m(A),y'>| =0
koo ||Y'T|£1

on en déduit

VAe‘Z 1}J'<.m <u}'< (A'),y'k> = l}:’(.m <m(A), y'k>



Le théoréme de Vitali Hahn Sachs appliqué a la suite (<ui,y£ >

de mesures réelles contredit alors (3.1.2). D'ol la compactté.
2°) Un critére de compacité (cf. [ 77, IV-2) est pré-

cisément celui de l'existence d'une mesure yu positive telle que

¥e >0 3s tels que

AeT w s == ¥x'eV | <m(A) ,x" 5] <e

Considérons 1l'ensemble H = {fx des densités des

}
’x'

mesures réelles < mn,x' > par rapport d yu .

On a

vfeH ¥ A€t J inf (1,|f|)du_<_%-inf(a,e)_,f |fldu < e
A A

1

Soit h ¢ L~ (@,T,n) telle que

h = sup ess { inf (1,|f]) : f €& H}

la mesure h . u = X posséde les propriétés voulues
¥AeT » (A) _ sup ]f fdu |=sup |<m_(A),x'>]|
heH A X,x' n
et

¥e¢ >0 3n>0 tels que A (A) < n == SUp IJ fdul <ce
heH A

3.2 Corollaire 1.-

Si m. est une suite de mesures vectorielles sur un

s

anneau (G, telle que im  m_ (A) existe pour tout A €@,
il existe une mesure positive, finie sur € , » , telle que
a) ¥e 3I§ VB € AnA x (B) < 6§ ==||m ||(B) < ¢

b) A(B) < sup | m_ (B)]]

Démonstration

Le corollaire est conséquence immédiate du théoréme

et de la propriété
[Im, | (B <2 sup {|| m (B)|| : B'e &, B' € B} .



Corollaire 2

Si m est une mesure vectorielle sur & ,

| [m||  est telle que, pour toute suite décroissante (A.),
on a
lim m (A ) = 0 ¢mmed lim | |m]] (A ) =0
n n
Démonstration

L'implication &= est triviale.
L'implication ===y résulte du raisonnement suivant

soit A wune mesure positive telle que ¥ ¢ > 0 3§

A (A) <& ey || m [}CR) <€
et
A (A < | Im A
on a
lim|| m(A ) [[= O mmmep lim A (A ) = O === lim|| m|[(A ) = O.

n n n



Le théoreme de Vitali Hahn Sachs appliqué a la suite (<ui,y£ >)

de mesures réelles contredit alors (3.1.2). D'od la compacité.
2°) Un criteére de compacité (cf. [ 7], IV-2) est pré-

cisément celui de l'existence d'une mesure yu positive telle que

¥e>0 38 tels que

A eT pw (A) < 8§ = ¥ x'e W’ | < mn(A) X' > < e .
Considérons l'ensemble H = {fx,x'} des densités des

mesures réelles < mn,x' > par rapport a

On a

SIS

v f e H ¥Ael J inf (1,]£f]) d w <
A

inf(d,e)-—g{ |fldu < ¢
A

Soit h ¢ Lt (2,C>u) telle que

h = sup ess { inf (1,|f|) : f€ H }

la mesure h . y = ) posséde les propriétés voulues
¥Ae¢eT x (A) _ sup |J fdyu |=sup |<m (A),x'>]
heH A x,x'" - D
et

¥¢ >0 3n>0 telsquex(A)in=—_)sup|J fdu| <
heH /A

3.2 Corollaire 1.~

Si m, est une suite de mesures vectorielles sur un

8

anneau (G, telle que t%m m (A) existe pour tout A €@,
il existe une mesure positive, finie sur €, » , telle que
a) ¥e 3 NB € nA x (B) < §==a||m ||(B) < ¢

b) A(B) < sup ||m (B)]]

Démonstration

Le corollaire est conséquence immédiate du théoréme

et de la propriété
|Im || (B <2 sup {|| m (B')[| : B'e¢ &, B' € B} .



Corollaire 2 :

Si m est une mesure vectorielle sur @& ,

| Im|| est telle que, pour toute suite décroissante (Ay)s
on a
lim m (A ) = O ¢mmemd lim ||m]| (A) =0
n n
Démonstration

L'implication &==== est triviale.
L'implication swmmme=) Trésulte du raisonnement suivant

soit A une mesure positive telle que ¥ ¢ > 0 I $§

A (A)

A

et

A (A)

A

Im (A ]|

on a

lim] | m(A ) |[= 0 = 1im A (A ) = O = 1im] | m|[(A ) = 0. m
n n n



3-3 Théoréme 5 ~

Soit m une mesure cur un § - arneau Q8 , 3 valeurs
dans un Banach W. Pour tout A & (G , l'ensemble
{m(B) : e, BCA}

est faiblement relativement compact dans W.

Démonstration

Soit A une mesure positive, finie sur , ayant
la propriété du corollaire 3-2.
I1 est clair que l'application
&NnA 3 B~ m(B)
se prolonge par linéarité aux fonctions étagées sur @& ,

nulles en dehors de A. On a évidemment | par définition de m,

[Hm M < [ nll, | n || A

L'application m se prolonge donc en une application m

linéaire continue de L (A) dans W. Pour tout x' € ¥' on a

|
<m (h) , x'>= J hd<m, x'"> = Jh 9132%5—1 d A

1
Comme _9_32%5 > pestreinte 3 A est A intégrable, cette

égalité exprime que m est continue de L dans W pour les

topologies ¢ (Lw,Ll) , o (W,W'). L'image de {1 : Be@ NA'}
B

qui est relativement compacgée pour o (Lw,Ll) , par m , est

donc relativement compacte dans W pour o (W,V').



4 - Prolongement des fonctions ¢ - additives.-

Comme dans le cas réel on étudie la possibiiité
de prolonger une fonction d'ensembles ¢ - additive,définie
sur un semi anneau j’, en une mesure sur le § - anneau

& engendré par T .

4-1 Théordme 6 (cf. [5] chap. V et [9] )

Soit m une fonction d'ensembles ¢ - additive définie
Sur un anneau Jt s & valeurs dans un Banach . Les conditions
suivantes sont équivalentes
a - m est prolongeable de fagon unique en une mesnre
g - additive sur le &6 - anneau & engendré par
A
b - m (B est relativement faiblement compact dans W.
c - il existe une mesure positive A finie sur &
telle que YA € ,¥e> 38§ ¥vBellnaA
A (B) <6 == ||m (B)||] <& .

Démonstration.-

a =eemp b d'aprés le théoréme 5 précédent.

Montrons que b vemmp a,

PBur tout x' € W' camsidérons le protongement
o - additif m de la fonction o - additive réelle

<m, x'> définie sur . Par hypothése, m_, est finie sur



N A pour tout A € y, donc & fortiori, tout A € .

La forme linéaire x' —~—» m s (A) est un élément
que nous noterons m(A) du dual algébrique W'*de V'. Il nous
reste 3 montrer que la mesure m, 3 valeurs dans W'¥* ainsi
définie, et o -~ additive pour o (W'* , ' ) ¢st 3 valeurs dans
WV . Or ceci résulte de la compacité relative faible de

(mB) : BeAna pour tout A éi, et du lemme 1,

Comme l'enveloppe convexe fermée de {m(B) : B e./i Nn A}
dans W pour o (W,V/') est compacte, c'est également l'enveloppe

convexe fermée de { m(B) : B et N Aldans W' * pour
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o (W'HV') . D'od
¥Be@aAaA mB)e V.

L'unicité du prolongement est conséquence de l'unicité des
prolongements <m, x'> .
L'implication a ===ed e est exprimée par le corollaire 3-2.
Pour montrer C =m===d a , considérons l'anneau quotient
At\jt/A constitué des classes d'éléments de A égaux modulo i ,
muni de la distance

d (By » By) = 1 (B;AaB,) = A(Bl - B,) + 1 (B, - B))

L'application B ~» m (B) restreinte a A r\ﬂg, définit une
application B ~—5m (B) de Anﬁ/,\ dans ¥ et M est unifor-

mément continue de Jt dans W en vertu de

| lm (By) - m (B[] |lm (By - By} = m (B, - By)|]

A

[lm (By = By)|[+]| m (By-By) ]

et de

Comme itnA/k est dense dans (G nA/l s M se prolonge en une

application additive uniformément continue dea:(*« dans W.

La continuité uniforme entraine la ¢ =~ additivité. Il suffit
-~ . . g

de composer m avec la projection canonique B —~.5 B de A N J&

sur M)/A .8



II - INTEGRATION

1 - Intégrale des fonctions étagées sur (B .

1-1 Notations.-

Dans ce qui suit, m sera une mesure vectorielle
sur @, 3 valeurs dans 1'espace de Banach By

Soient BQ et [B; deux autres espaces de Banach, et b
une application bilinéaire continue de norme 1 de B, x BZ dans
B3. On notera aussi

b (x,y) = (x|y).

BZ d'identifie ainsi, avec sa norme, 3 un sous

espace de Banach de &b (81583).

1-2 Définition 3

Soit P wune application de @ dasms IB2 ,T(@)- mesurable

et étagée (i.e. ne prenant qu'un nombre fini {a;} i=l...ge va-

leurs). On définit l'intégrale de ¥ par rapport a m en posant

n
J\fd m= I (meay) la; ) € By



On vérifie immédiatement que P —~x I d m est

une application linéaire sur 1l'espace vectoriel Z;B @®
2
des applications étagées sur @ , 3 valeurs dans EE. Autre-

ment dit, pour toute famille finie { a. d'éléments

1 }i=loun
de BZ et toute famille { Ai}
n

(1-2-1) J( I 1 .a.,)dm= (m (A;)] a;) € B
izl A : i=1 * 1 3

'/ ”
{=1len d'éléments de (¥ , ONn a

~M 3

i

2 - Intégrale faible d'une fonction réelle.- ¥

2-1 Définition 4 .-

Une fonction réelle f ,C (@-mesurable,est dite
scalairement intégrable par rapport 3 m, si, pour tout
x; € By , f est intégrable par rapport 3 la mesure réelle
A ~»< m (A |, xi >,

Si, pour tout A ¢ @B (resp. tout A € B (®)

x.! '\—aj f (W) < m(dw , x>
1 1l
A
s'identifie 3 un-élément de B, (i.e. s'il existe X, € Bl
tel que
t |
4 Xq < Xp 9 Xy

faiblement faiblement
f est dite intégrable (resp. totalement intégrable) et Xps

> = l f (W) <m (d @) , xi >)

notéeQ{ f dm, est 1'intégrale de f sur A.
A

faiblement
On dira que f est intégrable sur A € B8, si 1 f
A
est intégrable.

*En fait, pour la théorie de 1'intégrale stochasthue L2, il semble qu'on

isse se contenter de la théorie de 1'intégration trés simple, développée
gﬁ § 4 ci-dessous_ les paragraphes 2 et 3 p%ﬁvent donc etre’amls en
premiére lecture.’



2.2 Remarque.-
Il est évident que si f e E@ 1'intégrale J fdnm

définie en 1-2 coincide avec l'intégrale faible ci-dessus.

2.3 Proposition h4.-

Si f est A - essentiellement bornée sur tout
A ¢ & , pour une mesure ) positive dominant m, f est faiblwment

intégrable, et

(2.3.1) V¥V A e & f fdme||[f[]  Colm(A') : A'e BA'C A}
A

od Co (B) désigne l'enveloppe équilibrée convexe fermée de B

dans Bl.

Démonstration.-

On a vu (démonstration du théoreéme 5) que l'applica-
tion 1Af\am(A) se prolongeait de fagon unique en une forme
lindaire unique continue h ~»m(h) de L (A) dans W et telle
précisément que pour tout x'€W' on ait

< m(h), x' > = fh d< m,x'>
(2.3.1) est une conséquence triviale de la continuité de

h~m(h). m



2<4 Proposition 5.-

Si f est faiblement intégrable, l'application

v: A -.§I f d m est une mesure sur & .
A

En outre ¥ ¢ > 0 15 > 0 telle que

[Inl] (A) < 6 mmmmd [[]] (&) < ¢

Démonstration. =~

Par hypothése, pour tout xi € Bi ’

A ~—d5 = < f fdm, x'> £ f.d<m, x'"> est une

A
mesure réelle sur B . On applique alors le théoréme 1, qui
nous dit que v est une mesure.

Si A est une mesure de base commune aux mesures

réelles <m , x' > , les mesures < v , x' > = f ., <m , x' >

sont une partie faiblement relativement compacte (en restric-
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tion & A € (B de ;ﬁl (A ,®nA ,» ) . D'oli pour tout ¢ > O
l'existence de § tel que

[l m [](A) < 6 comump 2 (A) < § wmmmp||v]|] (A) < ¢ ®

3 - Intégrale forte.-

La notion d'intégrale qui suit semble essentiellement

due 3 Bartle [1] ~punford et Schwarts [2]. Cf. Aussi [1] et [u] .

3-1 Convergence en mesure.-

Comme || m || est dénombrablement s-us - additive,

1'ensemble N =(A: A€ ,||m|] (A) =0} est un § - idéal

l”

dans @ . Soit N 1'idéal dans (9) engendré par A .

On vérifie immédiatement u'on définit une fonction
q
~J

dénombrablement sous additive sur B U N en posant N
|| m ||](A v N) =]] m ||(A) pour tout A ¢ (Bet N € N
Pour toute suite décroissante (An) de 8 U~A7 on a
également (cf.I3-1 corollaire)

(3-1-1) lim || m [Ja) =[] m []CO )
n n

On dira qu'une suite (f ) d'applications de 2 dans
B, converge en mesure vers une application f de Q dans
B, ,siVe >0 3 s> 0 tel que

YA e® [Im || ({0 :][ftw)-f (w28} NA) <€



3-2 Convergence presque partout.-

Définition 6.~

On dira qu'une suite (fn) d'applications de @ dans
Bg converge presque partout vers une application f de g
dans B, , si ¥ A ¢ &

fw: lim || £ (@ - f@) || £0} € N
n

Proposition 6.-

La convergence presque partout implique la conver-
gence en mesure
De toute suite convergeant en mesure, on peut extraire

une sous suite convergeant presque partout.

Démonstmation

Analogue 3 celle du cas oi m est réelle, compte tenu
des propriétés de sous - additivité dénombrable de ||m|| et de

(3-1-1). =

3-3 Mesurabilité forte et convergence forte en moyenne

de fonctions réelles,-

Les définitions qui suivent généralisent la notion
de mesurabilité forte et de convergence en moyenne définies

lorsque m est réelle, au cas ol m est vectorielle.

Définition 6.~

L'application f de @ dans B, est dite fortement

||m|| - mesurable si , il existe une suite (f ) de fonction
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de a@ (® telle que f_ = converge ||m]| presque partout
2
vers f
I1 est évident que toute fonction réelle P @ -

mesurable est fortement || m{] - mesurable.

Définition 8.-

1°) Une suite (f_ ) de fonctions réelles faiblement
intégrables, est dite converger fortement en moyenne vers f

si
(i) (f_) converge vers f en mmsure (pour |[|m|[)

¥ A € lim J f dm exliste dans Bl
n A n

(pour la norme)
2°) Une fonction f réelle est dite fortement
intégrable si pour tout A ¢ (& , existe une suite (fn)
extraite de 3 (B telle que fn converge fortement en moyenne

vers lAf

Proposition 7.-

Si (f, ) est une suite de fonctions réelles fai-
blement intégrables convergeant fortement en moyenne vers f,
f est faiblement intégrable et

VA e @ J fdm= 1lim andm
- A n A

dans B, (pour la norme)

Démonstration.-

L'existence de la limite de J fn d<m, x'>
A
pour tout A ¢ (B implique 1'équi - intégrabilité de (fp)

par rapport 3 <m , x' > d'ol résulte l'existence de
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J fd<m, x'" > pour tout A et x' et la relation
A

¥ A € J fd<m, x'>= 1lim < J f dm, x' >
n
A n A

= < 1lim J f dm, x' >
n
n A

Ceci exprime que f est faiblement intégrable et

J fdm= 1lim J f,dm N |
A n A

3-4 Fonctions réelles fortement intégrables.-

Proposition 8.-

Soit (fn) une suite de fonctions réelles faiblement
intégrables et f % (® - mesurable.

1°) (f_) converge en moyenne vers f si et seulement

n
si
(3) (fn) converge vers f en mesure
(3j) 1les mesures v n A -§j f_d m possédent
A D
la propriété
¥ ¢ > 0 3686 >0
[l m [[(A) < 6 =]y | (A)]| < e pour tout r
2°) si (fn) converge en moyenne vers f on a
va e® 1im sup llv(B)-ffde:o
n BeBNA n B
Démonstration.-

1°) La condition est nécessaire en vertu du corollaire
1 du théoreéme 4. La condition est suffisante en vertu des

relations



| IJ (£ -f,)dm ||<]] I (f -f,3dm  ||+]] ! (£, -f,)dm ||
A [AanfﬁJb@ LAﬂHfKQJIiGJ
<l [ £ oan []+]] I £ |l dan+ [|m] @ .6

Canllf-fll > 61 [an|is,-5l> 6]

de la convergence en mesure et de la condition (3jj).
2°) L'uniformité de la convergence résulte immédiatement

de la derniére majoration.

Théoréme7.-

Soit (fn) une suite de fonctions réelles fortement

intégrables convergeant en moyenne vers f.

Alors f est fortement intégrable et (f,) converge

fortement en moyenne vers f.

En outre, lim ¥ _ (B) = ] f dm uniformément sur
n B
B e GBn a.
En particulier, les mesures v convergent pour la
semi norme de la semi - variation. n
Démonstration. -

I1 reste seulement compte tenu de la proposition précé-
dente 3a démontrer que f est fortement intégrable.

Soit (hn k) une famille extraite de & (@® telle que,

’
pour tout n , la suite (h ) converge fortement en moyenne
n,k k €N

vers f
n

Quitte 3 extraire une sous suite, compte tenu de la pro-
priété de convergence uniforme exprimée par la proposition précé-

dente 2°), on peut supposer que, pour A donné,



1
Bsél HI hn,k dm-£fndm||_<a-
B
. . . .
I1 est alors facile d'extraire une suite (hnj’kj) j€ N
convergeant en mesure vers f ., La suite (1A . hn K ) de ‘&(CB)
3*3
converge donc fortement en moyenne vers lA . £ .

Corollaire 1 (Théoréme de convergence dominée).-

Soit (f ) une suite de fonctions fortement intégrables
convergeant en mesure vers f. S'il existe une fonction faiblement

intégrable g telle que

vae® voew 1] gmilcll [so )

f est fortement intégrable et (f,) converge fortement en moyenne

vers f.

Démonstration.-

On appldique la proposition 5 qui donne la propriété

(3j) pour la-suite (fn) et le théoréme 7.

Corollaire 2.-

Si (f,) fortement intégrable converge simplement vers
f en étant majorée uniformément par une constante a , f est
fortement intégrable et (f ) converge fortement en moyenne
vers f.

Démonstration.-

On utilise le fait que

NJ o fawllc a linll @ .o



4 - Intégraticn en moyenne d'ordre p par rapport 3 une mesure de

. iéme . .
puissance p majorée.-

4-1 Définition §.-

Soit m(resp. a ) une mesure définie sur le & - anneau
s +
08’ d valeurs dans 1l'espace de Banach B (resp. dans R").
. . ieme oz
On dira que m est de puilssance p majorée (ou ma-
jorée si p = 1) par la mesure o , s'il existe un anneau ]t

engendrant (€ tel que pour tout A € Jt et pour toute parti-

tion finie (Ai) i=1 n de A extraite de £ et toute
suite (ai) i=1...n de nombres réels on a
n p n 5
(i) Il = a;m @il = = | a; | a (A,)
i=1 i=1
4-2 ExemEles.-
1°) Si m est 3 variation finie | m | sur (B, m

est majorée par !m|
2°) Les mesures stochastiques associées au chapitre 2

d des martingales de carré intégrable seront telles qu'il existe

n
une mesure g telle que pour toute fonction z a; lA
i=1 i
Ay e A , (Ai) deux 3 deux disjoints, or a
n 2 n 2
1l ey omapll = 1 Jlagll o A
i=1 i=1

. . ie
3°) On obtient un exemple de mesure de puissance pl me

majorée, en considérant pour une mesure positive finie donnée
o sur A 1la mesure vectorielle

m: A ~>1 € ;CP (2, ( ),a)
A
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4-3 Proposition et Définition.-

Si m est de puissance piéme majorée par o ,
l'application
f ~— J f dm
définie sur & (Jb par

n n
J (.Z a; 1A.) dm = L a; m (Ai)
i=1 1 i=1

se prolonge de fagon unique en une application linéaire continue

de
P
b AW AT A ,a) dans B

Ce prolongement est appelé l'intégrale en moyenne d'ordre p

de f par rapport & m.

Démonstration.-

La proposition résulte immédiatement de ce que la
relation (i) s'écrit pour f ¢ 7& 0*)
U samli®< JHENT® caa . w
b

4L-4 Proposition 9.-

Si m est de puissance pleme majorée par a , l'intégrale
en moyenne d'ordre p est la restriction a L P (2,8 ,a)

de 1l'intégrale forte définie en 3.

Démonstration.-

On a pour tout A €

m (a)]] =![Il am || < a (&)
A
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| Im[] < a

p
v f e i (Q,C(m),a) , 11 existe une suite (fn) de t(.t)
convergeant &« . p.p. , donc presque patrtout pour ||m|]| ,

vers f. En outre

YA€ lim J f,dm = I f dm  pour la norme de (B
n
par définition.

Les f  convergent donc en moyenne vers f d'apreés

la définition 7 et f est fortement intégrable, d'intégrale

forte 1lim j fn dm.
n



4.5 Définition 10.-

Soit m (resp. a) une mesure définie sur le § - anneau
a& 3 valeurs dans l'espace de Banach B ( resp. dans m+).
Soit B3 un espace de Banach et 82 un sous espace de
.i(Bl;B3). On dira que m est de puissance piéme majorée par a
relativement a EQ, s'il existe un anneau A engendrant (,,
tel quespour tout A € &, pour toute partition finie
(A;). de A, extraite de /t, et toute suite (u.).

1°1i=1...n 1°i=1...n

extraite de B? on a

n
(iy || = ug (ma NP <

1 i=1

nm~Mg

p

Nous verrons un exemple de telle mesure au chapitre
III. Nous amons immédiatement la proposition et définition

analogue 3 celle de 4.3 ci dessus.

4.6 Proposition et Définition.-

. . iéme . . .
Si m est de puissance p majorée par o , relative-

ment a B2 » l'application f’kaf f d m, définie sur érB bt)

2
par (cf. les notations en 1.1 et 1.2)

n n
(r 1, .ay)dm= I (a, m(A.)))
J i1 At i=1 i 1
se prolonge de fagon unique en une application linéaire conti-

nue de LP (2,CED o) dans IB3.

Ce prolongement est appelé l'intégrale en moyenne

d'ordre p de f par rapport a m.



[1]

(2]

(7]

]

(e]

REFERENCES

BARTLE R.G.
" A general bilinear vector integral "
Studia Math. 15. P. 337-352 (1956)

BARTLE R.G. - DUNFORD N. et SCHWARTZ J.
" Weak compactness and vector measures "
Canad. J. of Math. 7 (1955) P. 289-305

DINCULEANU N.
" Vector measures
Pergamon Press. 1967

1

DUNFORD N. et SCHWARTZ J.
" Linear operators I "
Interscience 1966

METIVIER M.

" Limites projectives de mesures "

Annali di mat. pura ed aplicata. IV t. LXIII (1963)
P. 225-251

METIVIER M.

" Martingales & valeurs vectorielles. Applications a la
dérivation des mesures vectorielles "

Annales de 1'Institut Fourier de 1'Université de Grenoble.

Tome XVII . Fascicule 2 . 1967

NEVEU J.
" Bases mathématiques du Calcul des Probabilités "
Masson . 1964

PETTIS B.J.
" On integration in vector spaces "
Trans. Amer. Math. Soc. 44 §1938) P. 277-304

UHL J.J.
" Extensions on decomposition of vector measures "
J. London Math. Soc. 1972



