MONIQUE TOUGERON

Comportement asymptotique des valeurs propres d’un
opérateur elliptique dégénéré

Publications des séminaires de mathématiques et informatique de Rennes, 1972, fasci-
cule 1
« Séminaires d’analyse fonctionnelle », , exp. n°6, p. 1-18

<http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1972___1_A6_0>

© Département de mathématiques et informatique, université de Rennes,
1972, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications mathématiques et informa-
tiques de Rennes » implique 1’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1972___1_A6_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES VALEURS PROPRES D'UN

OPERATEUR ELLIPTIQUE DEGENERE

D'aprés NORDIN

par

Monique TOUGERON

Introduction :

Daons le cas particulier ol A = - L Dj (%7DjJ et ol %éjest cons-~
J
tant sur I', Nordin améliore le résultat de Baouendi et Goulaouic [H] con-
cernant le comportement du nombre N(XA)} de valeurs propres inférisures a A ;

(au lieu d'un encadrement, il obtisnt un équivalent de N()) lorsque A » =),

I - FORMULE DE COURANT-FISHER

1. Opérateurs bornés (Rimsz-Nagy [4] ou Courant Hilbert [2])

Données : H espace de Hilbert de dimension infinie ; T € $(H) auto-adinir*

compact dans H, strictement positif.

Résultat : Si tukh§€‘w, My 20Hy 2 eee 2 = 0 désigne la suite des
valeurs propres de 7, oh a @
{Tu,u)
= Min Max 1
& N
$Esev de H u e H
gim £< k=1 u#o

2.:0pérateurs non hornés

Données : (A,D(A)) non borng, aute-adjoint, strictement positif dans H ;

injection de D(A) dans H compacte.

Résultat : Si {x } 0 <X <& <. ﬁ_kK -~ ®  désigne la suit~

K'ke N’ 1



des valeurs propres de (A,D(A)), on a :

A M I|A1/2U||i
= Max in _ ;
k L 3

Ysav de D[A1/2) u e_SgD(A1/2] ﬂu"H
dim & < k=1 U o

3. Formes quadratigues

Données : alu), blu) fonctionnelics guadratiques définies positives sur un

espace vectoriel W ; 'V désigne le complété de W pour la norme (a(u]]1/2.

H le complété de W pour [b(u)]1/2

i alu,v) et blu,v) formes sesquilinéaires
associées & alu) et blu) sont des produits scalaires sur ¥V et H ; on suppose

que 1l'on a les inclusions W ¢ V< Hetiqua : V.u eV, alu) > blul.

Résultat : D'aprés un théoréme de Friedrichs (Riesz-Nagy [ﬁ]], i1l existe un
unique opérateur non borné (A,0(A)) dane H, auto~adjoint, de domainz

D(A) C V, vérifiant @ alu,v}) = b(Au,v) pour tous uw € D(A), v € V ; de plus

A est positif, D{A) est dense dans V et D[A1/2] =V ; si de plus 1'injerc-

ieme

tion de V dans H est compacte, le k " valeur propre de (A,D(A)) donnée en
2) s'exprime aussi par :
X, = Masx Min alu)
K s b{u)
Qﬁsev de V u e Qﬁv
dim ng_k-1 u#o

On dit que (A,D(A)) est l'extensicn de Friedrichs assceciée & a, b ot W, =t

gue Ak est la Kieme valeur propre associée a (a,b,W). (Par abus de langage,

on parlera de 1l’extension de Friedrichs associée & a,b,W quand il faudra

rendre cgllc associés & a+b,b,W et lui retrancher 1'identité, lorsqu'on
p q

aura alu) > o au lieu de alu) > blu) J.
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IT - PREMIERE APPLICATION DE LA FORMULE DE COURANT-FISHER

Données :

.  ouvert borné defRn, n> 14, de bord ', tel que Q soit une variéis a bord
de classe C .

. 9P e ¢ ®",R) vérifiant 2 = {xe R" | Pixy> o, T ={x]|Ptx) =0}
d¥(x) # o sur T,

on‘note V = {ue L°®), vP D, u €L°@), 4 =1,....n}.

i

. alul), blu) formes quadratiques intégro-différentielles définies dans V

{ alu) = { Wz (o u?2 dx = L !Ivﬂ?D u”zz
la J 37 %)
Cblu) = j u“ dx =iiU"22
0 L% (2)

Résultat : Les 'Honnées” de 1.3) sont satisfaites par a+b,b,V ; d’apres
Bacuendi-Goulavuic [Zﬁ, 1'extensich de Friedrichs associée a a,b,V ast conc
1'opérateur {A,0(A)) non borné dans LZ(Q] défini par :

DAY = {ue H), YueH ()}, As=-ID0 (POU) ;

j 3 J
- 5 - 2 ; iéme , .
et, 1l'injection de D(A) dans L™ {Q) étent compacte, la k -valeur proire
de (A,B(A)) =2st dosnée poer @
A, = Max Min a(u]-
K J_ H(u)
%wvdev uéiv
dim & <k-1 u#o
ITI - ETUCE DE LA FGACTION N(A, 2, Q).
Soit 91 un ouvert contenu dans 2 ; on note N(XA, g, 91), {resg. M(A. g, 5}3)

O =

1.3 «--
le nombre de valeurs propres associées a (e,b, C [91]], (resp. (a,b, C [91:

inférieures ou égalcs & ). De la formule ds Courant-Fisher on déduilt :
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1) A et @, étant fixés si 2 croit, NGy, 2, 2,) décroit, (resp. N(A,

5 b s Qq)].

Tio

étant fixds, si . décroft N(, 2, 2,) et NOv, = 51) décroissent.

2) A et 5 5

Tlo
-

3) 2 et gtant fixés, si Q, N Q. = 9 et Q. U 5; = }, alors posant
L

ol

1
NR)

]
=
—_
>
-

» R,
on a

NI ¢ N, < N@) S N@) < N+ NG

IV - COMPORTEMENT DE N(A, E, ) LORSQUE 4 — + o

Dans le cas particulier ol la dérivés normale (intérieurs) da Yeurr,

%; = %5; est constante sur T', on se proposc de démontrer que

lo

{1} N\, =, Q) est éauivalent & on[k) quand A — o

b
n-1 “1 a¢,-1/2
= 2 = .y
avec GZ(A) d, ALog X, on(AJ dn A pour n > 3, et d2 7 [BV] s
1-n .
d = (n=1) c &) 2 {“ [t+1j t™" dt pour n > 3
n n=1 "3v J 4 2 P -
A
_ 1-n 3 4 2
Craq = (2m) A (av] vel(T') pour n > 2,

W désignant le volume d= la boulc unite de R,

-

1. Localisation au voisinage de I

I' étant une sous-variété compacte detRn de dimension (n-1), on peut trouver
un nombre fini d’ouverts defRn, recouvrant T, dans chacun desquels (y,t),
{ot y est 1'interscction avec T de 1'unigue géodésique minimal passant par
x &t normal: 3 T, gt t la distanco de x & y), soit un systemc de coordon-
nées. Pour ¢ assez petit, on nete alors :

Q€={xem‘lo<t<e}

®
et QE le complémentaire de QC dans £. De III 3), on déduit alors :

N(Q ) < N(Q) < N(R ) + N(®
[ - €

[N . 3

3.

et donc
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1y V02 ) NGLR) | o= NOLe) | —— M) NEe)

Y o o) = Un Gy L Mmooy = FEEOS)
n . n

¥
L'extension de Friedrichs associée & (a,b,QEJ est (A,D(A)) ol A est un opé-

*
rateur uniformément elliptique dens Qe et D(A) le domaine du probléme de

*
Neumann dans Q: ; le comportement & 1'infini de N[X,QEJ est donc connu

n/?

(Garding[i]) : 11 est de type O (A ; ceci réduit le sulte d'inégalités
ci-dessus a : _

lim. W) 1im N 73 M@ L ")

e g (A) — —=—— o (A\)y — g (A} — g (A)

n n n n
Pour avoir (1), il suffit donc de démontrer :
N ) N, )
D2 UA 5 = 3 ——— =

{2) € étant Tixé assez petit, 1lim o [A] lim on[x) 1.

2. Séparation des variables

Dans l2 systémc de cocrdoinnéss (y,t), la métrique réiemannienne da[Rn est

gt + I o, ot gyl av®
i,k=1 3
donc sur @ _ 8t pour v € 51(9 1 ou C,iﬁ-], on &
€ Ci € t €
4 n=1 .
alu) = J o (7 &8 dyu du ¢ (35)?} g% ay dt
GE k=1

blul) = f ul,,t? 2 g1/2 gy dt
G
€

(dfs oo )7

avec g = [det(g ” ki’ ik 555k 3

On pose y:k(y} = gi,(y,o] pour j,k = 1,...,Nn=1 3 Z sy dyJ dy @st alors
J JK 1 J:

la métrique irduite par [gij sur T.

On remarque que pour t petit, on a :
fly.t) =t ¥r0.0) (3 ClE))

172

206,90 = g¥%0.y) (14 0()) = ~12

(y).(1+ C (¢t
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n=1 ‘K n=1 ‘K
et ) g ly.t) d.u d.u = (1+0 (£)) I vty ousu
3, k=1 J 3, k=1 J
si donc onh pose :
n-1
. = e ((8U,2 LIk 1/2
(.d1[uJ. jﬂ R« Vt ([at’ + ; / {y) Bju aku) Y dy dt
€
( 2 1/2
\ b,(ul) = ueo dy dt
£
on a .
1) blu)-b, fu) = f o1t) & v"? ay dt, don 6w, ()] < 0 (e).b, (u)
Q
€

-1
Y /2 Bu,2 R L
t P ly.0) ¥ [}1+0[t))([3—] +(1000£3) ] " 30 3 )

ii) a(u)-a1(u] = [ T

§ 1
& 2 n-1%
au jk
= (=) - / . dy dt
[at] % y BJU BKL] y
La partie entre crochets est du type
U, 2 Nzl ik
o= I3 , ™ a 3 R
0,(0EP + 0,01 % SRR

on a donc :
latu) - a1[u)l < 0fe) a1(u),

et, pour e assez petit :
, a1(u)

a, (u)
1 < < .
1+0(e) ° b1{u] = blu) - b1(u] 1-0(e)

d'ot 1'on déduit, d’'aprés III 1)

a
a = 1 1. r
[ NOL £, 2D < N(%.-B; Tty %)
N(A 21 L) <Ny, 2 e
! b1 1+0(e)* e’ — bt e
et cecl est équivalent 3 :
21 a a : N =
' — =, 0 = < r(1- — 0
N[A(1+O(e)),b4,QE] < N[A,b,QEJ < N[A,b,ﬂe) < N{A(M O[€]],b1.«€l

Une condition suffisante pour avoir (2) est domc, € €tant fixé assez petit :

a a _
{3) N(A.—l.ﬂ ] et N[A,—i,ﬂ } équivalents & o _(A) gquand A — + =,
b1 € b1 € n
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et, posant

wly,t) = uly,t) VP (y,0) & aiw) =a, (=) , btw) =b, (<%,
v 2 1 V“‘?‘) z 1 \/q‘;
{3) éguivaut &
a, Gy
(4 NOL,==,9_) et N{X,—=,8 ) éguivalents & o_(A) quand A — + = ,
b € b € n
z 2
3. Spectre d'un opfateur elliptique autc-adjoint sur T
On pose
[ ; n§1 Jk w w 1/2
a w) = { L{' Y 3, (—=—==) .3, (—==) ¥ dy
1 ° ‘T v 1 J qu KVWV
. 2 .
1 bO[wJ 2 ‘ ?}- Y./2 dy
It fy
alors az[w} et bziw] s'expriment par :
z r
N = (i 3w, 2 1/2 oA fe))
J az(w] J t g [Bt] Y dy JOLJ)J dt
o r
i e
| b tw) =] bl
ra [}
o
On étudie l'extersion 2z Frisdrichs associée a ao,bo;C1[P]
. l.e comnléts de Cq(FE pour EbOEi/z @5t LZ{F) gar %; est strictement posi-
tive sur I et T com.acte.
1/2 ) . e s
. [ao+qu cst une norme equivelente &
1 f /7 1/2
. . 1 2 172
floll 1 = [} J{ h G,w 3w /2 dy + j w® oy dyJ
H (M j.k °T - ) r

donc le cocmplété de Cq{F] pour [ao+bo)1/2 ast H1(P].

. Soit AD I'opérateur défini per
W, 12 , .

Aw) = - T 0 a2 AR e 2
Y ] v

o B , KT
i-k : e

. 2 . . . < .
on sait que [AO + 1, 47(T)) ect auto~adjoint. semi~borné infériecurement par

1 dens LZ[F] ; d'autrc part
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HOT) = HT M) et b (0 +1) w_,e_) = (a +b )(w,,0.) pour tous ®, € HE(T) ,
0 0 1 0O o 172

2 1

W, € H1(F] ; c'est donc que [AO,HZ(F)] gst 1'extension de Friedrichs as-
a

2, T) est

socige a a» bO et C1(F). Le comportement & 1'infini de N, 5
0

donc du type (Garding [3] ) ot

% n-1/2
| = ~ ' . an 0
(5) ho(u] 2 N{w, bo, 'y Ci.q W quand W —
avec
_ 1-n 1-n/2 /2
Coy = D" e [r ?, Y dy

4. Décomposition suivant les fonctions propres de AO

- 2 fo]
a ) re ; »H t 3 b=
Soiaent {uk}k=o les veleurs propres do (A_,H (T]) e {hk}k=o une base de

. 2
fonctions propres correspondantes, orthonormale pour bD dans L™ (T). Pour

w £ C1(Q } ouw e C1(5'), on a :
0o € €

wly,t) = ly) = Z wj(t).hj(y) pour g < t < ¢€

o]

oo~18

bo[m[y.t),hj[y)).hj

On pose elors :
re 2 2
Jf(u) Flu,u) =j tlur (£} + v U7 (E)) dt
ol

f€

| gew) - u(t)? gt
O

ce qui donne :

< “j
az(w] = ?; L flg . )
] AV s
=
b2[w] = z glw, ],
8]
» 3
‘ ‘F_:x (,!']
2 g\P" ((Fv K !
et N, 5= 20 = K |, . Q J
5 g( ) ©
J

ieme

Mais un raisonnement de n diamétre permet d'écrire :

2 Ion(L e/ )
N(x, ==, @) = N, LF=2) I
bz' £ 5 \Y Yv//é L
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Une condition suffisante pour avoir (4) est alors :

.
© (‘F[qy‘l N .
v, , =1 A A > 2 = .
(6) § N l z 3. 7o) o (1) guand avec J_ = I_ ou I
o [F 1 2 .
On pose encore f'{u) = ! t (1 - E—t) u” dt ; on a f'(u) < flu,u) pour
o

tout ue R, donc d’aprés IIT.1),

(7) v 27 ooy o T, 00
I € 24

]

Or l'extension de Friedrichs associée & ', g et Cq(T'] est un opérateur

dégénéré du type Bacuendi-Goulaouic, avec Au = - pr (t{1 - E) du]’ la dégsé-
nérescence ayant lieu en 0 et e ; donc
(8) N(i;—, T, A = 00YA) quand A = + =,
3o flu, 70,
A] - .
et aussi ) N( ——{ = 0(v ), avec j_ = max, j, d'ol
IT%
Y,
jo f(¢i) 5
Z N (———¥—.-%—} = oo _(A)]).
o L& %v n

Une condition suffisante pour avoir (8) est alors
u
{’F (1?%] > ) :
z N , Js o v g (A) gquand A > ®, avec J = I ou
L\ g v) n €

l

Jo

ou encore

f(%\;] \
(9) F g ( i —] , N W) v o ().
u=

v

—-GI-A
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5. Le lemme principal

i) Une autre écriture de (9)

Pour p > o, on consideére les formes gquadrstiques

)
[ Fle,v) = f t (vlev?) dt
J u]
! (e
{ Gle,v) = @ v©dt
Io
t
alors pour u > o et pour v = u{~—=), on a :
‘v'r;

U fu,u) = Fley/p ,v)

i glu) =L Gedi L W)

Ju
= F(O) MLA, = E.!__.'_] T
On pose M{A,p) = N[G(p]' Ic' A} et M(h,0) = N(G[p)’ Io’ A), alors
NFELSl. » A) = M( 1_, e Vi), et la condition (2) devient
v
(” M A s E—gi dN (i) ~ o (X) quand > > o, (de méme avec M),
} sy 117‘ o n ‘
1 hu ‘“‘P \j v
=g Y
?v
2 €
ou encore, faisant Y p =1, g’ =
v WV
e N 2 —
(10) m=, e't).dN =) v O, m=Mou M.
2_ T oV n
T =1 v

ii) Etude de la fonction m(A,9)

On va démontrer le lemme suivant :

Lemme ¢ Soit A >0, m=Mou M, on a :

al o< p <A<y = mliosn) = L O(A3/4]
o - : 2
b A > p > P, >0 = m{i,p) = 0, { Vko)

"o

c) A entier pair positif et o < § < 1 &tant donnés, il existe o > A

tel que pour A <A et o > pys ON ait mlX.p) = E?;jl, sauf si ) appartient



a8 des intervalles symétrigues de longusur 2§ autour
1,3,5,..., ol la différence aux deux extrémités est

absolue.

Démonstration :

o) Remarque préliminaire

I

O et I =—",:l'r\2

» Pour p, > o, >
P 1
rz

J,

tvila) dt

( F[Qq‘pz’V]

\ Slog.0,,v]

n
S———y
N
<
ro

et on note miXx,p ,pzl avec m =

1

1 —
ciées a F[pq.pzl, 6[01,02] et C;(I] ou € (I},
[a]

2

e,

. On remplace F[pq’“z'V) nar C.F’{o1,p7,v} = C.

0.

(4374

: - i
et on note X, , resp. A, , la k
k ! IS

resp. (CF', G, C1(?jl.

H

‘1 '.'2< n A =
HO ﬂ h (01 ] H2]3 Aug =

[=%

du
dt

est (A,D{A)) avec D(A]
e L” g9~(p ) =

2
7 gt
dt2 dt "1

DAY = {u e H, {(p.) = O} si

C1(fj. Tout couple propre (A,u) pour {(A,D(A)) ol (A,

M ou M, les foncticns N(

valaur propre asso

L'extension de Friedrichs associée a (CF!', G,

des entiers impairs

au plus 1 en valeur

[, on considére encore

J

F(;",-,I,r.,7 .

“ -
v» AJ 2836+
7

Gfa1.02

(v'2+v2) dt, e C > g,

ciée & (CF', G, C (1)),

1

C“iIB}
&}

-Zu” + Cu, et (A,B{A}) avaex

Cl(l) est remplacé par

D(A)) vérifie

-Cu” + Cu' = Au, c’est-&-dire west sclution d'ure équation différenticlle

linéaire du second ordre & ccefficients constants dont 1'équation carecté-

ristique est -cr+ (C-A) = o' ; on en déduit que

1) Il n'y a pas de

A, > N =
2} 1 cC, 1 C

3) A =0 [[KH ]-+’il,k=’l,2;.,.et)\ = A
k py=P, i

valeur propre inférieure & C dans les deux cas.
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Frin,,p,) F (p,,p.) F'le,.,p.]

. De 1'inégalité : p, 12 . 1.2 < 0, —1 2 | on déduit,
G (p1y92] G (01,02J G (01,02]
£ 2 < Nip E—J ; mais comme

d’'aprés TIT1.1), N[pz =) < N(

G G

16

PP S
L A ® —— '
NEC T AL T) = [—3-1 /(;--1J+:| et NIC £ AT = N(C & AD) + 1, on a

G Il G
Py = Dy T P
=21 Yi—=1) -1 <mlr,p, , £.) < 2 1 / pl_ - 1) o+ 1
It Py + - 1 27 - )il ,01 +

B) Démonstration de a)

. - ) < - N o
Soit p <P, < ... <py = A< p = p une partition de [bo,é].

telle que celle de [@D,X]soit equidistante. D'aprés III.3, on a :
V=1 v-1_~
L MlA,p ’pk+1) im[k,po,p] < I M [A.pk , pk+1), d'oli, posant

k=0 k k=0

FIX) = =V £-~1 pour o < x < A, on déduit, d'aprés o],

w ==

V- v-2
-v+ E (p -pk) o) j_m(k.po,ﬁ) < i

k+1

=0, ) flp, ) + v :
k=0 k=0 k k

[Dk+1

cette derniére inégalité impligue la suivante :
3 A A 3
X , N
(v-1) vp

——————————— 4
5 5 b, (v=1) /ﬁ:
A / A 1

°o

-\ - v o,

v/
Comme [ fIX) dX =~ + —% arc tg -_2‘—-1 et arc tg L ! +

il !
‘% /o //2—-4 J/Z—-_1
A po pO

1/2

+ o “*—1———-quand A+, on a fIX) dX = A + 0 (A
2 P
l .l_uq % [¢]

L2 % A E. NG
- =v+ 0 (A )+ 5 < m (up ) £ 540 (A ) et t v,
(v-1] /o o ° o (v-11 /5

%

et donc, prenant v assez grand par rapport & A, m(l,po,p) = %-+ olx )
quand A > « -
Enfin, MX,p ) + MUp_,0) < mDh,p) < MlAip ) + ﬁ(x,pD,pJ d'aprés III.3. ,

et d'apres (7), et (8)

] quand A+ et :
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!

N

2
p_A o
M{r,p ) = N £ , I ,-J?— = (y/—d, d’ol M{x,e ) = 0 (Y1) ainsi que
s g € £ b,V E 0 £

H(A,po], donc, d'aprés le calcul ci-dessus, on 2 bien al) du lemms.

v} -Démonstration de b)

Soit po <p1 <s..<p =P oune partition éguidistente de (Bo’é]'
‘ v~1 -
Comme en B) on écrit encors miA,0_.p) E'k§1 f(pk). (pk+1*-pk] + v, et cette
= p v -1
fois, on majore grossiérement la différence FIX) dX - L f(pk) [pk+1—ka
- -y B =
° po 1 , /}»po R © 1é 1@
par flp ) = =— (p=-p_ ). ——— , puis par op AT v ; comme
) v 0 S o
P !
° 5 @@
I FIX) dX < ¥pX , (faire xA = t7), pour v assez grand (de l'crdre de p “J,
Q) B 3
on obtient m(l,po,p) = Op (vXe), ce gui ajouté a m(A,p) < M(A,p ) + N(A.DQ,Q].
¥: o 0 ¢
-2y
_ F(ez, Dox
et MA,p ) =N e Io.—1-= Os (VAo ) = O(YAp) implique b} du lemme.

§) Démonstration de c)

. L'extension de Friedrichs associée a (F(p)) Glp]l, CL(IQJJ, resp. 81(Ip].

est 1'opérateur (A,D(A)), resp. D(A), ncn borné dans L2(Ip], avec :

D(A) = {u £ H1[Ip), tu e HZ, ule) = 0}
=y _ 1 2 _gg Y =
D(A) = {u ¢ H [Ip), tu e H™. 5% () = o}

Au = ={tu')’ + tu

U, A\eéC, t > o, est du type équation de

. L’équation ~(tu')' + tu - Au
Laplace cu €quation du 2&me type de Fuchs, 1'équation indicielle en O étent
a2 = 0 ; elle admet donc pour base de solutions les fonctions :

u (t) =1+ £ Ff (t)

étant analytiques en 0.

u1[t] {1+t Fo(t]] Log t + tfq(t], fo et f

1
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I1 est de plus démontré dans Valiron [i] {méthode de Laplecsl, que

7t 1@(1"1] -t&(k+1)

ult,A) = §l-j 8 {z-1] (z+1) dz,
i

c+
A

! ot C est le contour ci-apreés, vérifie cette

] :

~\\\\ équation différentielle pour t> o ; cette sclu-
Iy . 3 N, +

—t .4 ra -

L

tion admet une limite finis quand t->o , (faire

c z'=t(z-1) dans 1'intégrale), donc eslle est

multiple da uo(t] paur tout A & €.

On vérifie facilement ensuite gue toute solution vérifiant tEg%] € L1(O,T),
T<+», est multiple de uo(t), donc aussi de u(t,A). Ainsi, las valeurs
propres de (A,D(A)) sont les zéros réels positifs de ulp,A) et celles de

- du
{(A,D(A}) ceux de % (p,A).

VL)
Maintenant u(t,A) = (2t) e’ vit,A) avec vit,\)
v, (A-1) -1/, [A+1)
A 2 2
- 5t f ¥ 2 (1) dz ot T(t,A) = 2L v(t,042), d'od
4t
ct
=14 (A+1)
%%:(t'l) = (2t) ¢ et wit,A) avee w(t,2) = (1_‘%%1] Vit 2] + A+ it 1e2],

4t

donc les zéros an- A de ult,}) scnt les mémes gue ceux de vit,A)] ot coux de
u%(t,A] les mémes que ceux de wlt,A).

D’autre part, vi=,1]) = —f—Tl—~—~— gt vit,2) —> v(=,A) guand t-+«, unifor-
T(‘—2~(>\*1 1)

mémant en A sur tout compact. Do méme, wl=,A) = v(e,)) et wlt,\}—>wlx,A)
uniformément sur tout compact ; les zéros de v{®,\) sont exactement 1.3,5...

et chacun est simple. Pour tout t>o, A —> v{t,A) est une fonction entiére

(théoréme de Morcral), ainsi que vie,A), donc vé(t.ll — vé(m,K] uniformément

1 v'(t,A) 1 v'(®,1)
- A > 2 A C
sur tout compact et 53T L’V TN d T i L'V TR dA pour tout contour
fermé Y ne contenant pas de zére de v(®,A). Les derniéres intégrales ne sont
autres que Zt--Pt ol Zt = nombre de zéros de v(t,A) contenus dans l'intérieur
de v, comptés avec leur multiplicité, P, = nombre de pGles. En particulier,

t



VI -~ 15

pour tout 8§, o<8< 1,si v désigne le cercle da centre 2k+1 et de rayon 8§,
pour tout A=2p, p €[N, il exista po:>A tg Vt:_po , vlt,\) a sxactement p
z8ros dans o<Re A < A, un dans chagua disque de centre 2k+1, K=0,...,p~1,
et de rayon § ; par ailleurs, vit,}) = =-v(t,A), donc les zéros sont réels

et on a cl.

o) Fin de la démonstration.

A 1’aide du lsmme précédent, on veut montrer, remplagant e' par

€ dans {10} :

A 2 —
J = m(?, £1) dND(%;J N on[A] gquand XA ~> *°, m =M ou M.
1221 v N ®
Pour A assez grand, on décompose J en J1 = f © et I = f
T=1 T-ﬂ
BDéja, d’aprés b) du lemme ct (5], -
n

Ca
1

= I m oA N ). O, (AR - 0,04
1i“ji mn J v

ofo_(1)).
n

™| >

A A
J

Il reste donc & montrer gque I ~v on[A) quand X & o

S

i) D’aprés ¢} du lemme. pour A=2, o <6 <%~,E§po > 2 tg VA1 <2, p>0,

A+
. R . . i D . . . _ A
on altvm(A1,p) = [ 2:] sauf si N1g]1 8, 1+6[j, donc, si on fait A1 =T
N pn(1~6]
p = €T, pOUr A> Ay -T2y avec Ay >i————, oOn a m(= , er] = Q.
22 r N1
D’autre part, N () ve , (—) guand T+, implique : 3T tg T > T
Q N |2 el !(P o} - 0
T n-1 v
: $ne 2y = (==
entraine ND(T ) (ﬁﬁﬁ (Cn_1 + 0(1)8) ef donc
. 12 016y (g x
=== — = = Y ———— Y T e
4 )\2 tq Aixz == Nn[‘? ) (un_,] + {1) ].(F_] nour L__/E
v ¥
Alnsi, pour A>A' = sup (A%,A;] on a simultanément

A )
m(;u €t) = 0 pour t >

122 ¢ N7 Ay
N (=) =(c_ ,+ O0(1)8) (—) pour T > J-=
oY n-1 S -7 e

v
v
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2
on en déduit que pour A > A’', f P €1) dN ( -} = 0 et donc
A v
A el pws
1-6

2
I =f m,er) av (o).
g G 4%
/e

ii) on intégre I par partiess :

)\ [

A 12 T_-—é _6
I = [:m[—T-, £t) ND(¢—):IT= /:;\: - f - N_ (—{:;] dm (-—, €1) = F1 + F2
/e o=/t

v
or F, = -m (YAe, Vie) N_ f———\P—) d’aprés i), mais comme m{/Ae, YAe) = O(Vie)

1 v n-1 n
d*aprés b) du 1 EN () = 0 (=) 2 ), F, est du type O (A%). II
apres u lemme e <T9 V2 » Fy yI e 1. I
v v
reste donc & montrer que F2 est équivalent & on[K] quand Ao,
A
1-8 ] n-1 \
i1ii) d'apres i), F, = -(c_ .+ 0(1)8) f (—) dm{=, e1) et devient par
2 n-1 /‘7— T
/A
intégration par parties : =/-€: v A
Miint} A -0
Fef 2 l-fmieny a1 ~ e+ 038+ (n-11Ce v O1I8)| m(E,erdc
2 v € /A n-1 n-1 5
/e "2
_n-1 €
- p 2
= (G, + G.)
£ 26,5, .

Comme en ii), on utilise i) &t b) du lemme pour montrer gue G1 = O(AZJ ; 11
n—~1

reste alors & montrer : Gz N ont)\) &{) 2 guand XA > o e \

-l

&4

Deja, pour n=2, d'aprés a) du lemme, J = [c + 0(118) j (—L + O((-i‘-) 1) drt

/X 2T
=/

1

v
ot donc 6, = (c,+ O(1)8) (} Log A + O(A)) = (d, P %+ 0(1)6) A Log A + OON)

S 1L
et donc 82 N 02[)\] w2 quand A > o o
v

o]

iv) Maintenant, pour n >2, J [:E—;—{I t " dt est convergente danc
1 oo
} et A entier pair impligue l< § et f E&‘—;-—i't“n dt < § -«

HAO, A > sup (A A
A

0’8"

.

N e e
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On décompose 1'intégreals apparaissant dans G2 en
pA

n-2

M/ a .
/h 2 n-2 1«0’
I, + I, = mi=,et) T ° dt + ml—,et1) 1 dt
1 2 T T
/X A A
M oY
A -
d’aprés a) du lemme, I, = I (— + O[L&) 4]] n-2 dt = 0(1) & A" !
1 I 2T T
A
S L
€
A A A
e A 1=0 A 2-0
10 n=2 -1 ;44 -2
d'aprés c) du lemme, I, = ! Y 15— dt- f 74 41 « [ +
A/A A A
t 1+0 2+0
) Y
1-0 2-q
+ [ mE,et) ¢ dr o+ f .
A A
1+c 240
A e -
BR18 o ¢ 4 e
et I T {mbﬁ,eTJ - L3 ] dr ‘_J T dt , donc
A A
2k=1+8 2k~1+8
X A
A [Lq] , -0 [?H] . p(A,A) < 2K-1—6n ,
T n- - -
I, = f 5 T dt + [ 5] T dt +0(1) ) T dt| ;
A A k=1 A
2k=1+0

R . . n=1 t+1],.-n
Or, la seconde intégralc est nullc, la premiére égals A =5 t dt +
- - 1
0(1) § A" 1, et le dernier terme du type 01).5.2" ; on a donc @
* .
t+1] -n
5 t dt

I, + I, = 011} 8. UL U f
1
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