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FORMULE DE GREEN ET EHEUREME DE TRACE ASGQOCIES

, -
A L'OPERATEUR i’JZm Dj[aij(x] P(x) D,)-

par

Pierre BOLLEY et Jacques CAMUS

I. NOTATIONS ET HYPOTH"SES :

Soit © un ocuvert borné de Rn, de bord I'. On suppose que { est
une variété a bord de classe 6w. On se donne une fonction Y de Rn dans R

de classe C* et vérifiant :

Jsz
(1.1} r

{ Grad Y(x) # o pour x €T,

{xeR", ¥(x) > o} ,

i

{xeR", ¢x) = o} ,

On considére 1l'cpérateur (av, Eﬂ)

n

(1.2} A= A(x;0) = ) D,(a,.(x) ¥(x} D),
. & 3 ij i
i,j=o
. . o =, (%] . 1 3 .
ol les a,, sont des fonctions de C (R) et cU D, == x—pour j = 1,2,...,N
1] j i 9x

J

et D0 = identité.

On suppose que la forme intégro-différentielle

n f
(1.3) alu,vy = ) } a,.0x) ¥Y(x) D,ufx) D,vix) dx
{3= q 3 i 3
)J g ‘
est coercive sur 1l'espe&cc,

172

’/2u € LZ(Q) , 9 D,ue Lz[QJ paur i = 1,...,n}

(1.4) v = {ued' () , ¥

muni de la norme

(1.5) iiul[\/(m

1/2

H //2 o
(e ?u,

NV 2
142 0ul?, )
L™ () i

1 I (73

" e~13

c'est-3-dire qu'il existe une constante a>o vérifiant :

{(*x)

.
&
i

2
ly(g)® Pour tout u € V(Q).

(1.8) Re alu,u) > o lu

- . o . o > AN A v wae Ae e WA A . A A WD e S W N S Gt e e e (P W - G P W T S = T P 4 Aol e W e D v

(x) CT () désigne 1'espace ces restrictions 3 0 des fonctions de classe C

deIRn dans C.

{xx} Cette condition est équivalente A deux conditions algébriques portant

sur l'opérateur A cf : Eﬂ.



Moyennant cette hypothése (1.6), M.M. BACUENDI-GOULAQOUIC ont
€tabli gue
{(1.7) 1'cpérateur A réalise un isomorphisme topologique de W§(Q] sur LZ(QJ.
od Wi(ﬂl est l'espace de Hilbert des distributions u vérifiant
(1.8) ue H'@) , Yue i), O B0

L'objet de notre étude est d'établir un théoréme de trace et une

formule de Green pour "1'opérateur maximal” associé a 1'opérateur A.

II - FORMULE DE GREEN ET THEOREME DE TRACE

On désigne par D{A;R) le domaine maximal dans LZ(Q) de 1'opérateur

A, c'’est-a-dirse :

(2.1) DA;R) = {ue L9@) , Aue L°@)}.
On notera 2 1'popérateur défini par :
3VA
n
p) ->
(2.2) U2 ] e, (x) Pl g Cos(n,x,)
A i,3=1 M i J

+ . =
ol x €T , et o n désigne la normale extérieure en x a T.

I1 est bien connu gue D(Q) n'est pas dense dans D(A;Q), néanmoirs,

on va montrer gue si u appartient a D(A;Q), alors %%~ a un sens dans H—1/2(F]
A
et que de plus, on a la formule de Green suivante ¢
, * au -
(2.3) (Au,v) - (u,A v) = -, Y_ V> ,
3 - .
L%(2) L% (2) YA 0 w2 iV

=

pour tout v appartenant a Wﬁ(Q). [yov désigne la restriction de v & T').

Démonstration : Elle sera falte en 3 étapes.
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(=) HS(Q]. o0 s est un nombre réel, est l'espace ds Sobolev habituel défini
sur @ (voir [5] par exemple).
{®2]) Remarguer que 1'’opérateur nr satisfait aux mémes propriétés que 1l'opéra-

teur



1er8,étape : Choix d'unm espace W(Q) pour lequel (2.3) a lieu, (ce qui suppose

que 3§~ est défini sur cet espace). On choisit 1l'espace suivant :
A

(2.4) Wil = W.(2) N D(A;Q) ,
.1 2 1
ol W1(QJ ={ue Ll , YueH Q)]
Il est alors fecile de vérifier que si u appartient a

wiQl , YD(?-%E—J a un sens dans H—1/2{F] pour 1 = 1,...,n et donc ou_ a un

AV
-1/2 A
sens et appar-tient & H {r).
Pour établir la formule (2.3), on se raméne par cartes locales au

demi-espace!R:. (Remarguer que si u appartient a W(Q), alors ¥Yu appartient

aussi & W(Q) quelle que soit la fonction ¥ de ().

2 "~ etepe : L'espace Wifl) est dense dans D(A;Q).

Soit donc u > M(u) une forme linéaire continue sur B(A;Q),
nulle sur W(R), i.e :
(2.5) Y uewl , Mu)-=o.

Par ailleurs, il eviste f et g dans L2(Q) telles gue :

(2.8) ¢ ue DA;D , Miw) = (+,u) 5 + (g,/u) 5 .

LT} LT (R)

7°) Cn uiilice (2.5) ~uv» u copartenant & D(9) : on obtient facilement

que, dans @'m”J, on a

i~
2

(2.7) AT g = -

n,
£
0

V] " -
od g (resp. ¥) est le prolongement par o de g {(resp. de ) dans R-Q.

P . P o
{On suppose évidzmment que les ncafficients a sont prolongés &R de snrie que

ij
n
1’ opérateur .z ' D_[aij(x] Di) soit elliptique dans{Rn].
1,31 .

-~ x » - »
Mais, l'cpérateur A peut toujours s'é@crire scus la forme :

i3

(2.83 A'u = szx,D] {Qu} + P1[x;D] {u},



ou PZLX;D).gstvun opérateur d'ordre 2, elliptique dans R et P1(x;DI un
opérateur d'ordre 1. Par suite, de (2.7) et (2.8) on déduit que Pz(x;D] {‘PE}

appartient & H-10Rn). La régularité locale des opérateurs elliptiques implique

v a1 n
que ¥ g appartient & HlOCﬂR

(2.9) g appartient a w:(ﬂ).

}. Par restriction a , i1 vient

Y

Ainsi g appartient a W}(Q] et de plus, on a A*g = -f ; donc, g

B3 y -
appartient a W (Q][x) et —%%—K a un sens dans H 1/Z(I‘).
A
On écrit alors la formule de Green (2.3) pour g et pour 1'opéra-
*

teur A :

"% “ny ag R
(2.10) (A g,d) - (g,Ad) =~< s Y 0> ,

L2®™ CRYy VT 0 Y2 w2
n /;J oy ag

pour tout ¢ appartenant & (R ). Mais A g = -f, on en déduit que ook - ©

vAx
dans H_1/2[P].

Finalement, g vérifie :
1
g € W1[R) ,
(2.11) Afg = -f € L2(@)

aag = o dans H-1/2(P).
\)A)!

2°) Dn prouve que appartient a WZ(Q) : Pour cela, il suffit de prouver
g 1

(d'aprés {1.7) gui est aussi valable pour A¥) que. le probléme :

e w}tﬂl
(2.12) A*u = o
1T -1/2

n'admet que la solution u=o. Or si u satisfait & (2.12), u appartient & w*(n]

et appliquant la formule de Green (2.3) pour u et pour 1l'cpérateur A*, il vient

- e . 4 > o 0 S R W e S YD S S el SO S b B S . T - - S Y e I WS ST G U G T S S -

() W*(Q) désigne 1'espace w:(ﬂ) N DA®;) .
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(2.13} (u,Av) 5 =g
LTR)

pour tout v appartenant a wf[g). D’apres (1.7), cela implique uzo.

3°) On prouve gue g appartient a @i(ﬁ) = {ue H;(Q) , Yu e H2[Q)}

1/2

11 faut montrer que Y8 =0 dans H (). Pour cela, on remarque

que si ¥ appartient a (@), ia fonction

(2.14) UW[X) = Log Y(x) . ¥{x],
appartient -4 W(Q) et de plus n
du, . Z=1 25 11 %
(2.15) 55 T, { 2 ). Y ¥
A llgrac ¥ ||

*3

ot ¥ = 4~3§L pour £ = 1,...,0.
£ i sz

-

On aepplique la formule de Green (2.3) & de telles fonctions Uy

o)
et a g (gui appartient & w;[n))

* auW —
(2.16) (Auw,g)LZ[Q] - (UW’A g)Lz(Q] = - <5;; . Yog>
Or A*g = -f, par suite, d'apras (2.5), il vient :
(2.17) <-3ﬂ Y g> = 0
' My 20y i 2y

Meis d'apras (2.15), lorsque ¥ parcourt 9 (9),

il en résulte que Yog = 0.

4°)‘La ?0rme M est identiquement nulle : Comme g appartient a W

H

-1/2 1/2 '

(') xH (r)

BUW
75— Parcourt Dy ;
YA

- N

(2) et

que &(Q) est dense dans &i(ﬂ], on en déduit que pour u appartenant a D(A;Q),

on a :

b4
(2.18) {(Au,g) 5 = {u,A g) > .

L7(Q) L™ (R)

b4
Tenant compte du fait que A g = -f, on en déduit que pour u

appartenant a 0tA;8), M{u) = o i.e : M=zo.



3°m® étape : L'application u — %5_ : WEQ) — H-1
A

continuité & D(A;2) et on a la formule de Green (2.3).

/2(F] se prolonge par

1

Soit ¥ — RY un relévement linéaire continu de H Z[F) dans

Wﬁ(ﬂl (cf : [4])'et posons, selon la méthode de [5] ¢

2.19) 7 () = (ALRY) , - (U, A*RY) A
L2 () L% (0))

s

pour u appartenant a D(A;Q).
Montrons que ZU(W) ne dépend pas du relévement RY choisi de P
O
dans witn). Pour cela, il suffit de prouver gque si v appartient & wi[Q] alors

5. = (u;Ava 5 = 0,
L) L= ()

(Au,;v)
ce qui est immédiat.

Par- suite, l'applicaticn : “f F— ZUC?] gst linéaire continue de

H1/ 1/

2[I‘) dans €, il existe donc t(u) appartenant & H Z(F] tel que :
(2.20) Z (¥} = <t(u).¥> .
u. H 1/2(F] o H1/2[F]

1/2

De plus, ub— t(u) est lindaire continue de D(A;9) dans H (r.

Il suffit maintenant J’'interpréter t(u) pour u appartenant 3 W(Q) ; de

(2.3), il vient :

(2.21) T{u) = -%’_— ,
\IA

ce qui acheve la démnnstretion.

IIT. APPLICATION AUX PROBLEMES AUX LIMITES ASSOCIES A L*OPERATEUR
g Djv(a.,(x}~‘f(x] D,

-, . m
L,3°%

On va démontrer, & l'aide des méthodes de M.M. BACUENDI-GEYMONAT
(cf Eﬂ) le résultat suivant :

Théoréme 3.1 : L'application {A,E%—}': BlA;Q) —> LZ(Q] X H-1/2[F) est un
A

isomorphisme.




Démonstration :

1°) Introduction d'un "potentiel” : Soit ¥+ RY¥ un relévement linéaire
/

continu de H1 2(I‘] dans Wf[QJ ; posons :

(3.1) KY = A RY,

Y2y — 29} est un

L’application : (u,¥) t—r Axu+KP_: &3(9] x H
isomorphisme. En effet :
- Injectivité : A*{U+RVJ = p implique u + R¥Y = o d'apres (1.7},d'od
Yo[u+R?) =¥ = 0 ; il en résulte que u=o.
- Surjectivité : D'apres (1.7), €tant donné f appartenant a Lz(Q). il

existe W dans wf(a) tel que A*w = f, I1 suffit ensuite de prendre ¥ = yow

et u=w-=-RY_ w,
o

2°) Transposition : Transposant 1'isomorphisme précédent, on obtient

que 1l'application
(3.2) b (Au k) s L) — D]’ x V2,

est un isomorphisme.

3°) Interprétation de 1'opérateur k* . On revient & la formule de Green

(2.3) appliguée 3 u appartenant 3 D(A;Q) et a v = R¥ . Il en résulte que pour

u appartenant a D(A;Q), on a :

du

3
VA

(3.3) K*u = RMAu +

4°) Démonstration du théoréme

- Injectivité : cela résulte de (3.2) et (3.33}.

1/

-~ Surjectivité : soient f et g dans LZ(Q) et H 2(FJ respectivement.

D'aprés (3.2), il existe U, et u, dans LZ(Q] telles que

et



Utilisant la formule {3.3), on en déduit que la fonction u = U, +u

1 72
l Au = f
ou -
{ GVA E:

satisfait 2

Remargue- 1 : Le théoreme 3.1 permet de résoudre le "probléme de Neumann®

non-homogene 5
AU = “F€L (Q])
(3.4) WL g e w2,
¢V
A 2
L u e LT(Q)

Remarque 2 : Il résulte du théoreéme 3.1 que le solution du probléme variaticn. =
coneeié 8 l'opératsur A
2
[ Au = fe L ()
1 ue V(R)
gut en Tait la solytion du probléme aux limites (3.4) evec condition fron-

tiere homogene.
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