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EQUATION D’EVOLUTION SUR [8,7].

AVEC CONDITION EN PLUSIEURS POINTS.
per

R. PAVEC

On rézoud le probléme :

2
(uet?,1.v), ve L3(0,T.V")

(1) u'(t) + ait) Ault) = f(t), p.p. t&[0,T].
n
L oapoult,) = .E.
o K K

INTROCUCTIGN.

Soiert V et b deux esnsces de Hilbert sur § tels qus V& H,V
densa dans H. &n identifiant 4 & son anti-dual, on a V¢ HG V', Soit A

1'opérateur =2ssouié & ure forme hermitienne continue, coercive sur V et

¢ = Inf 2 Ry >,

Full =1 Voo

Y
-~ D ST P2 2
CUAY = fue W olau € ond iy = ]uIH + IAuIH

GiA)
L1 exastu une mecurs iu»ﬁadon ® > 0 sur [@, «»[ et un champ
n-mesurable drespaces de ilbert [HA), un opérateur unitairelde H sur
= J Hy duii)

quil transforme

2
00383 en g = v |28 v €3G vl = 11° v
° - X
¥o
gt tel aule pour tout U €V

LAy O3 = x Lun)
. ¥ 2
£n posant pour pep. t é,LD.f] et u € L°(0,T,V)

i quireedy= QY Culeds
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on en déduit un isomorphisme entre

L2(0,7,0(A%)) et LZ[U,T,JﬁeJ

Scit
O+1L 0-1.
wy = {u € L20,1.008 20| w'e L%0,7.0(A 21}
2
Hall? = Jul? o+, +|u'] Y
Wo L2(0,T.0(A %)) L%(0,7.0(A  2))

Wtransforme wo en

{ve L%0,7.% 1& v e L20.7.% .},
o+ 6~1§'
muni de sa norme canonigue.

Soit a une fonction continue par morceaux sur [b,f] et & valsurs

dans TIR. En posant :
CAUW L) = ulr,t)

le probléme (I) devient éguivalent & :

2 ) 2
(Ur, ) E L (D.T,ECVZI, u'e L [O,T,alC,_,VZ]
(11) Su'(A,t) + xalt) ulX,t) = f(X,t), u p.p. A>c, p.p. t é,[b,f]
n
2 e, u[A,tK) = E(A),

BDans la premiére partie, on traite 1'équation romogéne (f=0)
et on obtient des résultats pour une fonction a pouvant changer de signe.
Dans la deuxigme partie, on suppose f # 0 et la fonction a positive sur

[b,fj, sauf en un nombre fini de points de [O,f], ot elle peut étre nulle.



III - 3

I. CAS DE L'EQUATION HOMOGENE.
t

Soit alt) = J alc) do , m= inf alt), a (t) = alt) - m
tef0.7] °

o
On suppose que :

aO(t] s'annule en un nombre finl de points :
(1)

En chaque point T4 » ON suppose :

- p- - -
alt) v My |t-r; | '+ quand t > 7 , evec u <o , p 20 *
1

(2) b p* 1 1
alt) v yu lt-r |'1 quand t » ¥, avec Wwo, ﬁ* >0
3 i 1 1 1 -
{avec modification évidente si T, = 0, rq = T)
- +
(3) Soit p = max (p. ., p )+ 1.
1=0,....0 1 t
(4) Soit t, = 1, , i=0,...,0 et tq”,...,tn&[U,T] ; (n>ql.
n -2 a (t,)) n -aa_(t,)
o k o 'k
Pour A > c, on pose A(A} # £ g, ¢© =8 + I a.C
z K o] Kk
0 q+1

avec a, €€, (k=0,...,n). On suppose :

[B #0
(5) °
lLPour tout A > ¢ : A(A) £ O
Soit XG = {u ¢ We |u’+a Au = o} ; muni de la norme induite par
L2[D,T,D(A?+1é]], Xe est un espace de Hilbert.
; I
801t,60 =5 25

0
Théoréme 1: Avec les hypothéses (1) & (5), pour tout £ € D(A %), 11 existe

ue wo unique satisfaisant a :

u'teAu = 0

n

I o U[tk) = £
o]



III - 4

©

et 1l'application £ —> u est un isomorphisme de D(A %y sur Xe. Pour tout

e 3.60 cette application est aussi un isomorphisme entre D(AQ) et XG~G .

o]

De (5), il résulte que B8 = inf |A(A)| > o et (2) 1’existence

A>c
d'une fonction B telle que,

{vt€ [0,7] 0 < B < alt)
(6)

T, + 7T T

+ T
B p L S R T R
B(t) -v-ult-'ril si té[ 5 , 5 |

= - =2T =1 4i=o0,...,8
avec T_, Ty » Tq+1 27 Tq ;1 =0, s

La formulation (II) du probléme montre que si u' + o Au = 0 :

- Aa _{t)
ulA,t) = clA) e

n
En écrivant I oy U[tk) = £ on en déduit C(A) =
-1 o
qus Ul ulx,t) €W,

£
A

~

(

A)
A)

et (B6) montre

Réciprodquement, si u & Xo on déduit de (2) que C(A) &Jg. et donc
o]

(€]
o ult,) ¢ DA %

0O ™3

IT. EQUATION NON HOMOGENE, AVEC UNE FONCTION a S'ANNULANT EN UN POINT

T.€ Jo.7].

On supposa :
Vt £ T :alt) > o,

(7] -1
alt}m oy |t-t0|D quanc > T .

t
Soit a (t) = f aflo) do et 0=t < t, < t, <
o] o] 1 2
o

1

A()) est défini comme au § 2 avec Bo =a Soit © =-% _‘%

Théoréme 2 : Si les hypothéses (7) et (5) sont vérifiées, pour tout

O

(£,£) € L2(0,T.D(A 1)) x H, il existe u unlque satisfaisant

(I) et

1'application (f,§) ——> u est continue de L (O T.0(A 1)) x H dans w .

0-~0
De plus, si (f,€) € L2 (U.T,D(A )) x DA ') cnau€W

b

0-0

1

» pour tout © > 0

1°
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De (7), il résulte qu’il existe ; > o tel que pour uet t tel
que 0 Lu <t =T
(81 0 < ult-wP < a (t) - a (W,
On utilise alors la formulation de (II)} du probléme (I). L'unicité

gst immédiate (théordme 1). L'existence se démontre en deux étapes. On

résoud d'abord :

vV € wo
v (t) + a(t) A v(t) = f(t)
lv[o) = D
Ch 2 : &
r —A(aO(t) - ao[u)]
v 15) = v, t) = | ® £{a,u) du.
0
De (8), on d&duit :
T
r 2
J ﬁvu,t)f;i,_?1 dt < c A" P [lﬂx,.lllzz
5 A L [D.T,HA]
I1 SnAréaulte
“ T 42 s 2
J [ MIvia, £ dund dt < c || F]| ) 0,
’ H L7(o0,7,0(A )

o] 0 A
(im on daduit v & HO. 05 résoud alers @

{Vo & W

l

H

fv'(t) + a(t) A v (t) = o
-G (]

in n
'z o v, [bk] =& - @ v(tk].
L0 o

et cg sysiome «dwet tne sclution voéi wo d'aprés le théoréme 1. En pcsant

U= v + vO , o0 en déduit une solution de I.

Remarqu2 : Le théoréme 2 est encore vrai en supposant a{t) > o sauf en des
points o < s < T1 < ... < Tq , et telle que :
p.
alt) v oy |t T;1 “guend t > T, (u >0, py > 0)

avec p = max (pj] + 1.
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Théoremg .. S0it rlé{N et o une fonction de classe C

si (£,8) € [L%0,7,008%*™) ) H"0,T,v*1] x D(A™), 1a solution
m+/

2 S T .
u de (I) appartient & L2[U,T.D(A =N HT 1[D‘,T-; V"), et 1'application

(f,£) —> u sst continue dans ces espaces.

b

H'a, TV = (v e L20,7.v) ] v e L2, tvny, 551,00 ..m).
- 1 2 m-"2
@1 rmzm- s, Donc, ¥ € L™(0,T,D(A 1) et d'aprés le théoréme des
. )

() o 2 m="2,J
dérivées intermédiaires f € L°(0,T,B(A 1) pour j=G,1,....,m.

'aprés le théoreme 2), la solution u de (I) vérifie

D

m+1é
Iu L (0,T,B(A )
i m-"17
]

*J'CL (o, DK 4

2 m+1/2—j
Sunrosons qua u“‘é L°(0,T,D(A }J. De (I}, on déduit
A O I I O I AR

(k) =31 (k)

173
si k < j=1 v L? (0,7,D(A™ 4 )} et danc Au € LZ(D,T.D(Am— 2 J)

. 1%=-]
» 3 . m=
ety A0 T aey A w9 4 s1gment de L2(0.T.0AT 2 )
1Y s
‘4 .2 m+2=31
cr n{t] o u‘J][t} & L2{D,T,D(A ]
1, .
¢ > m+ 7o=3=1
Iy e o roe 2 )} si 2 < m.
m+3§'[3+1]

{44 _
Ye %0,T1,0(A 3).

ce qui entraine u ¥’

(m+1)

Cnh en déduit u E,Lz[O.T;V'). La continuité résulte aussi ds

cette fimomalration.

Remarque : Sip=20,0, = 2 (a(t) > o0, pour tout t & [@ I]) Les applica-

id*rées dans le théoréme 2 et le théoréme 2' sont des isomorphis
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Exemple :
W CR PN GRS

1 du v
alu,v) =£ I% " 5% dx ; u,v £V

2
A=~ _a_g , D(A) = H2(O,1) N H'(o,1).
0
9X
T=2;alt) =|1-t] , te [0.7].

1 1
Dnap=2. @1——2" E‘D.

D'aprés le théoréme 2, pour tout f ¢ LZ(]O,ZEXJD,’ID, £ QLZ[O.‘U,

i1l existe u unique satisfaisant & :

(U etho,z,Hl(o,ﬂ), o' e L%(0,2, H ta,1))

U |q-t] 232“—1%1: ) (t.x) € [0.2] x [0.1]
43t 5:2' g »XJ, PP s X U, X » .
n e

Lo ult ,x) =Ex), pp x€ [0,1].

kD n

ol les coefficients e satisfont a (5).



