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SUR UNE CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES

ET DEGENERES A PLUSIEURS VARIABLES

par

Pierre BOLLEY et Jacqgues CAMUS

INTRODUCTION.

On se propose d'étudisr des problémes aux limites dans un ouvert de Rn,

~

associés a des opérateurs elliptigues & 1'intérieur, dégénérés au bord de cet

ouvert, le bord étant caractéristique.

Dans cette direction, certeins résultats ont été obtenug par M.S.
BAOUENDI et C. GOULAOUIC [1] pour 1’opérateur .

Au(x) = 0® (e .0, P D%ulx))
oB
ol
|8]<
dans un ouvert © régulier, ol (fest une fonction de classe € éduivalente 'a la
distance au bord T de Q, ol les coefficients aaB sont de classe Cm(ﬁj. ia forme :

8

alu,v) = J a_,(x)} ?(x] 0% ulx) D° vix) dx

af<1.

8] <

o

satisfaisant '8 la condition de coercivité : il existe une constante c > o telle

5 10 _ 2 /P a 2.
que pour tout u appartenant & l'espace V = {u e L°(Q) 5 /P D ue L(Q); |a] <1}
on ait : alu,u) 3_auuﬂ3“, ils ont établi que A est un isomorphisme de

w3+p[91 = {u ¢ HP* 1 q) :‘Pﬂj<fhp+2[ﬂl} sur HP(Q) pour tout entier p > o.

Dans [ﬂd], N. SHIMAKURA a introduit une classe d'opérateurs elliptiques

dégénérés plus géhérale :

K m=h k-h
Lix) = L0 Y {uxdlz T P06 TP uia)
h=0

ot k et m sont deux entiers tels que 1 < k <m, Pm-h(x;DxJ étant un opérateur

aux dérivéss partielles d'ordre < m-~h, Pm(x;Dx] étant un opérateur d'ordre m
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elliptiqus dans Q. Ce sont des opérateurs d'ordre m elliptiques & 1'intérieur et
dont la dégénérescsence au bord sst d'ordre k. L'idée essentielle ds 1'é€tude faits
dans [3@] est d'obtenir des estimations a priaori a partir de théorémes d'isomor~

phisme & une variable. Il obtient ainsi certains résultats dans L2 et sous cer-

taines conditions qui excluent en particulier des opérateurs du type A.

Les travaux de M.I. VISIK et V.V. GRUSIN [?21 permettent de compléter,
en un certain sens, les résultats de [ﬁd] : considérant les problémes aux limitss
associés aux opérateurs L :

{Lu = £ dans Q,

Bu=g sur'l,
ol B est un systéme d'opérateurs différentiels frontiére, ils prouvent, moyennant
certaines hypoth&ses générales sur L et B, que le couple d'opérateurs {L,B} est

~

un opérateur & indice dans des espaces convenables, le second membre f étant dars
L2 @),

L'objet de cet article est de faire, & partir des résultats obtenus &
une variable [{] (cf : aussi [5]], une étude systématique des opérateurs ellip-
tiques dégénérés du type L pour k 2t m entiers > 1 (pour k=0, on retrouve les
gpératsurs alliptiques non dégénérés classiques (cf. [34] par exemple) 3 pour k
réel > o, on obtient certains résultats mais ceux-ci né'figurent pas dans cet
article). Une partie des résultats cités ici a été annoncée dans [6], et [7].

A la différence des opérateurs elliptiques, il est nécessaire de faire une étuds
directe dans le cadre Hp, p étant un entier > o, le nombre d'opérateurs frontiére
pour les problémes aux limites associés dépendant explicitement de 1'entier p.

On montre que, moyennant certaines conditions, le couple d'opérateurs {L,B}, ol B
est un systéme d'opérateurs différentiels frontidre, est un opérateur & indice
dans des espaces convenables, le sscond membre f &tant dans HP(Q) ; en particulisr.
on montre comment cet indice dépend de 1’entier p. Cette étude donne par ailleurs

la régularité des problémes aux limites associés. Oans cet ordre d'idée, citons

que N. SHIMAKURA a obtenu indépendamment certains résultats de régularité dans Eﬂﬁ;
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La méthode utilisée ici permet d'étudier d'autres classes d'opérateurs
elliptigues [(cf. Eﬂ). En particulier. elle permet d'obtenir l2s estimations a

priori et la régularité des opérateurs considérés dans E{] et [?{15

Cet article commence par un premier chapitre ol 1’on introduit les
@spaces de Scbolev avec poids w? » généralisant ceux considérés dans [ﬁé] & des
entiers k st m > o quelconques. On y montre de plus la surjectivité des traces

au moyen d'un relévement explicite.

Dans le second chapitre, on étudie, sous certaines hypothésaes, les
problémes aux limites associés aux opérateurs L. La technique utilisée est celle

des estimations a priori comme dans [ji],

=

On peut toutefois obtenir des résultats analogues & ceux du chapitre II
sous des hypothéses moins restrictives : c'est ce que 1'on explicite sur des exem
ples dans le premier paragraphe du chepitre III. On montre ensuite que, dans cer-
tains cas, on peut caractériser algébriguement la condition imposée au systéme
d’'opérateurs frontiére B. Enfin, une &tude détaillée des opérateurs L pour les-
quels m=2 et k=1 permet de préciser, pour cette classe d'opérateurs, les résultats

obtenus par MM. KHOHN~NIRENBERG dans [33].

Dans le chapitre IV, on applique les mé&thodes du chapitre II a 1'étude
- s - - - Ic
des opérateurs elliptiques dans des espaces de Sobolev avec polds (cf. Lg]. [ﬁf])

st @ 1'étude des opérateurs introduits dans [3] et [?i].



I - UNE CLASSE D'ESPACES DE SOBOLEV AVEC POIDS

On désigne par € et R les ensembles des nombres complexss et réels
respectivement. Etant donné un entier n>1, on note par[RT le demi-espace de

Rn défini par :

n n
= = ' = H >
R, = {x = (x X3 7 O eenx _ax JER X o}.

Soit  un ouvert de R". On notera, pour tout entier r positif ou

nul, H Q) 1l’espace de Sobolev d'’ordre r sur f (cf : par exemple ﬁél), et

H;[Q) 1'adhérence ded) [Q][x]

-r

dans HT(R). L’espace dual de HZ[Q] est noté

H Q).

Etant donnés deux entiers k et mPo, on définit les espaces de

Sobolev avec poids :

WIR™ = fuc HTRR™) x|; u e @MY,
et

me Ny M=k on 3 m, . n

Wk(ﬂ?+] = {u eH R,) X, U< H [R+)}.

Ce sont des espaces cde Hilbert pour les normes :

1/2
o=l o= el e R )
W R HY TR HTR™)
et .
: o2 1Kl 12
u— |luf; mon. Lauy m=k n. * hxn cf m.on )
wkm+1 H R ) H (LB+)
respectivement.

Proposition 1.1 : Si k et m sont deux entiers_i 1, on & les inclUsionq

algébriques et tcpologigues suivantes :

m,..n m=1.,.n m,.n m=-1 ..n
MR CW R et WIR) CW_ R,

—— A D S T . - " (. - A - = " " T D W S A A D M WD S S Gt S . o A v o S e W = Kt A Y A4 E R

(%) Si( est un ouvert de R", on désigne parsb (R) l'espace des fenctions n

-

classe Cao de @ dans € & support compact dans Q et pargb Q3 i'espace des

restrictions & Q des fonctions deD) (RM).
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Démonstration : Pour[Rn : soit u appartenant a w:nR”) ; sa transformée de

Fourier .

:Th(" = l " e-zﬁx,£> uf{x) dx

‘R
vérifie :
[ aelelH™2 Fu e P
|et »
o
1 (14122 o Ty e P®rM,
3n

(1.1)

n-1

< 1 0
D T = p— i » { ' o= ey ]
ob O 19 Par suite, pour presque tout & (& En_1) dans R

1”°

la fonctionJu(&',.) vérifie

[ aele 122 Fuer, o e P
(1.2) et e
1 1232 gk Fuer, e PR

n

(1+]€
n

On en déduit(x], pour presqgue tout &', gque
k137 " k@
uwELE ) = O Jugr,o) @
£, N

(1.3) et
] J g Fur,0) oo = o.
e n

I1 faut montrer gue
4y k1T r [k —
(1.4) { e el ok 1 T a2 ag= | crelelH™ Y o Fucer,oraofZagcn,
LN £ Jmn ) 3
<R n iR En n
IZ]m'1

~

En développant [1+'€ selon la formule du bindme, on est ramené & prouver

que les intégrales

e -
{ el e 1P of Tutsrioiwol? o
R X g n

n

pour p+g < -m=1, scnt finies.

D'aprés 1'inégalité n° 330 de hﬂ, pour presque tout &', on a :

+00 2 +00 K . 7 (+(X)

(1.5) | &9 |} of Jugr,odde|e_<c .| &
o N £ En n o

- Q n

2{q+1) |o ue'. g 3|4 13

n

(%) Cela résulte du fait que la proposition (1.1} est vraie pour n=1 (voir

_[4]lorsque k<m. Pour k>m, il suffit d'adapter les techniques utilisées dans

[4]).



ol C est une constanteL*J. De mEme,
8] 2 o] .
2q KT o, 2 [ 2(g*1)) , 2
(1.6) [ﬂmlsnl !Ic agnj'u(a 0 )| “dE i-c“idmlgnl IogniFutg £,
n

pour presque tout &' d'aprés (1.3).
On intégre maintenant les inégalités (1.5) et (1.6) par rapport a

£', aprés multiplication par |£'}“P. Il vient

of Fuer,oraf ;:;f 7] %Ple th+1J|Dg Fuer?E
n [Rn n n o

(.7 | la'lzplenlqui‘

jmn J

4
S
n

cette dernisre intégrals est finie puisque x:u appartient a HmﬁRn).

PouriRZ : Cela résulte du lemme suivant :

Lemme 1.1 : Il existe un opérateur de prolongement P linéaire, continu de

WSURT) dans w?&R“) tel gua pour tout u sppartenant 3 WEGRT] on ait :

Pu = u

n

R

+

m,n
dans WK=R+].

. X s M
Démonstratinn : Puur u appartenant a wgﬁR+), ch pose
f uix) si x_>oc,
| ne
Pulx? = 2 Mexfk,m)
o (x', -4 i <
{ P J ulx®=ix Je s x, < o,
g0
les aj gtant des corstentes soluticns du systeme
Max{x,m)
-t 2 = = - 4 - - -
Z aﬁ( 33" =1 pour 2 = -k,...,Max(-1,m-k-1).
=1 -

Ces conditians implicucnt que Pu appartient & Hm_k&Rn] et que

xﬁ Pu appcrtient a H”RR”], gt on a :

- e " - . . 5 e 1 R G G W WS TR M MR L e G R AT e A T g R T i) e Y T 0 M N T R D 1 T A W e e A " T S D e VD

(%) On désigne ici et dens la suite par C, une constdnte qui peut changer

d'une inégalité 3 1’autre.



Remarque 1.1 : A 1’aide des résultats précédents, il est facile de prouver

que l'on a :

Max (o, k-m)

R = lueD ®) ve *®) L fu e @),

Proposition 1.2 : On a :

(1) 1l'espace D (R") est dense dans W:GR”].

(ii) 1'espace(§3[R?) est dense dans W?&RT).

Démonstration :

(i) Dans uns premiére étaps, on trongue : soit Y appartenant & SD(R“)
telle que Y{x} = 1 pour le < 1 et ¥Y(x) = o pour |x[ > 2. 0On pose

WR(x) = ¥(x/R) pour R > o. Pour u appartenant a WEUR”), la fonction Ug =¥, .u

~

appartient a w:nR”) et converge vers u dans w?(R”J guand R tend vers +=.

Oans une seconde étape, on régularise les fonctions u_, gu'on nate

20

maintenant u : soit j appartenant 3D R"} telle que j(x} >'p, . n j{x}dx = 1.

R
On pose jetx] =-jﬁ jf;) pour € > o. Pour u appartenant a W?(Fn] a support
compact, la fonction u, = je*u appartient 50 R") et converge vers u dans

W?ﬂRn). guand € tend vers o, d'apras la proposition 1.1.

{ii) Cela résulte de (i) et du lemme 1.1.

On peut caractériser les espaces de Sobolev avec poids WSERTJ de 1la

fagon suivante

Proposition 1.3 : Un &lément u. de ED’GRT] appartient a WQQRT] si et saulement

Min{k,m)
8]

R,

si xﬁu appartient & HmﬂRT] NH

Démonstration : On utilise la proposition 1.2 et 1'inégalité n® 330 de hﬂ

qui permet d'établir que si v appartient a HEQR:], alors-XE appartient &
X
n

L@,
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Remarqgue 1.2 : De ce résultat,suit‘queEZ)(Pn] est dense dans meRn) lorsque
qu + PR AN

k>m et que, sur cet espace, la norme :

U:—-—*Jlxkun

i n m..n

HY(R, )

gst équivalents & la norme :

— |l

ny:
R

c

Kk

m..n 7 - m._ns
Proposition 1.4 : L'’espace dual [wKﬁR )J de 1'espace WKGR ) s'identifie 3

l'espace des distributions T de SB‘(R”) de la forme :
k
T = Z xj'g,,
. n °j
J=0

RIS

ol gj, pour J = 0,...,K, appartient a H

. /
De plus, la norme d'espace dual sur Lw:mi‘ﬂ est équivalente a la

norme
. K -
T — |I7] , = Inf Y e o0 0}
[w:(anl] koo jeo 3 W™K R
T= z xJ g.
L n %
j=o0

g € R k=3 Ry

Démonstration : D'aprés la proposition 1.2, D (R") est dense dans W?&Rn], par
MmNy m..n

suite, on peut identifier 1l'espace dual [WQCR ]] de WKER ] & un sous-espace

de distributions suriRn.

De plus, gréce & la proposition 1.1, on peut identifier I'QSpace
k
v w:u?”) 8 un sous—-espace fermé de l'espace produit 0 Hm:k+jﬁﬂn] par 1l'ap-
J=0
plication : u —> (u.xnu.....x:u);

Il en résulte d'apres le théoréme de Habn-Banach que toute distribution T,

R . Lo s
appartenant a [wz[ﬁnl] peut s'écrire, de maniére non unigue, sous la forme :

k .
(1.8) T= ) ><;’1 g.,
j=o "

ol gj, pour j = 0,...,k, appartient a H-m+K‘JﬁRn).
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Inversement, il est clair que toute distribution de la forme (1.8)
appartient a [W:QRHJ] .
L'équivalence des normes est une conséquence facile du théoreme

de Banach.

La proposition suivante nous sere utile au chapitre II.

. -/
Proposition 1.5 : Si T, appartenant & [W:(RH]J admet la décomposition

particuliere K
T = 2 xJ £,
j=o " |
ol gj. pour j = 0,...,K appartient a H_m+K—JTRn), alors on a :
kK
Il = Inf () el _ 000}
[wr:[mn]]/ ‘ . j<o i (f‘] H m+k JﬁRn]
Z xJﬁP.=o
ntj
J=0

g5 DR

On commence par établir un lemme.

K . .
Lemme 1.2 : Si z xi g. = 0 pour certains gj appartenant a H mek J(Rn], alars
Jj=o0
il existe, pour tout €> o, une famille (gj,e]qijik vérifiant :

{i) gj . appartiant a D ®R") pour j = 0, «sa,K,

K .
. j _
(ii) .Z x gj’e = 0,
J=o
(1ii) 1lim gj e T &y dans H-m+k~J(Rn], pour j = 0,...,K.

[Sag]

Démonstration : Dans une premiére étape, on tronque : soit ¥ appartenant a

L R") telle que ¥(x) = 1 pour |x| < 1 et ¥(x) = o pour |x| > 2. On pose
WR(XJ = Y(x/R} pour R>o0. Pour j = 0,...,k, on note gj,R = gj.WR. On a alors :

est une distribution a support compact gui converge, lorsque R tend vers

Ey,R
+®, VErs gj dans H-me‘J(Rn). De plus, on a toujours la relation :
K
I g o= o
j=o "
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Dans une seconde étape, on régularise les éléments gj R’ qu'on note
maintenant gj : soit j appartenant 2 R telle que j(x]) > o et

! 3j{x)dx = 1. On pose je(x) = ;%-j(gl pour €> o, et pour j = 0,..4.,k
€

Jﬁn
on définit gj ¢ Par :
' K . .
[ =g v ) (Th en¥ @wdd g sioc <
g J g, g *X ] si o J K,
( j.€ € j it g g n £ -
! C g
\ E,e ~ Je ¥ I

I1 est facile de vérifier que la famille (gj,slqijik ainsi définie

=

satisfait a (1), (ii) et (iii).

Démonstration de la proposition 1.5 : Il -suffit de prouver'que si T admet une

autre décomposition :

Kk .
T=1 % g,
. n °j
J=0
, . R 1154, 5o P o sz .
avec gj, pour j = 0,...,K, appartenant a H (R'), alors on a 1l'inégalit”
k K
me () lgegl be 1 lel
K jeo 3 ™Ry T e ™RI gy
z xnﬁel =0
j=o "
$ e DR
J
S Y -m+k=~j n
Or on a : z xJ(g -g') = o avec g.-g! appartenant a H JRr™M
jeo 147 NI

pour j = 0,...,k. Il suffit donc d'appliquer le lemme 1.2.

N

Etant donné u appartenant a WiQRT), on peut lui associer m fonc-

tions v u(x'), appelées "traces” de u et définies par :

5

(Di ulx',o0), pour j O,e.s,m=k=1 51 0 < kK< m,

(1.9) Yyulx') = n

> .Fw »
1[-1]-J 1 x_J 1 ulx',x Jdx_, pour j==K,...,Min{-1,m-k=1)
n noon

0

ot D 1.2 . On notera yu = {y _U,..u,Y u}. (Remarquer que vy,u, pou
x i axn -k’ * Tm=-k=1 i’

-k £ j < Min(-1,m=k=1), a un sens d'apres la remarque 1.1).
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Proposition 1.5 : L'application : u — Yu &st linéaire continue,surjective

m-k=1 .
de WIRD) sur 1 HTRATVZENT)
3=k
Démonstration :
1°) On montre d'abord gue y,u, pour j = -k,...,m-k-1, appartient a

J

(Rn_1) et que @ u—" Y,Uu : W:GRT)'—"~* H
J

m-k-j-1/2 m-k=-3~1/2

H @R") est continue.
En fait, d'aeprés la proposition 1.2 (ii), il suffit de prouver gue,

. n
pour u appartenant 3 O(@R,), on a :

(1.10)  {lv,ul . <c . |lull .
J m-k-3j-1/2..,h-1, — ' m..n
H A ) WK(P+J

Pour j = 0,...,m=k=1, si 0 < k < m, 1'inégalité (1.10) est trivial:
cf : par exemple, Bﬂ.
Par ailleurs, u, appartenant a WEUR:], vérifie en particulier :

Max{o, k=m)
X
n

XKU&LZ..(LR ; H
n +

4 & 1_2([R+ ; HMax[o,m-k]URn-1])

(1.11) et

n=1

"®T.

Désiginons nar F la transformation de Fourier en variable .
[* -3 ,

(1.12) Fvix’,& ) = e lxngn vix',x_Jdx .
n nn

2200

3 > . ,‘) - I3 ra 03
Ainsi, si u désigne le prolongement de u par zéro pour X < o0, les relations

(1.11) s'écrivent :

J F(xﬁaX(Q'K~m)ﬁ) € LZ[IR ; HMax(o,m—k](Rn—1]]
{1.13) i et . - -
| [-Dg ]Mln[k,m] {F[x:ax(o,K m)a)} ¢ LZ(R , M R" .
n
Ii en résulte (1.10) pour j = -k, ...,Min(~1,m-k=1) puisque pour de

tels indices j on a :

(1.14) vou =037 {Fl) _—

J £n n~o

2°) On montirc maintenant nue 1'application est surjective.
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On commence par remarquer cue si u appartient a QD(RT] et si_vk est

la forction de‘i)(Rf) définie par :

(4-00 [+00 (4-00
(1.15) vk(x'.xn] = } (v (... C u(x'.c)do)...]dcsldoz,

J J
. a, o
alors on a les relations :
, k=1 f3k+3 Yoo . .
yju[x } = [-1) {(-j-13! T k;[x ,0) pour j=-Kk;...,Min(-1,m-k=1)
an si k >1,
(1.18) - . '
ke3 .3 (3
y.ulx') = (=1) i¥ ¢ - v ;(x',0) .pour j=o,...,m k=1 si o <k <m
3 axk+J K
n
/\ .
Déslgnons par la transformation de Fourier en variables tan-
gentielles :
N P jext, B>
(1.17) v[é,xn) = ( e X & v(x',xn)dx';

4 w0
Soicnt alors j un indice tal que -k < j < m-k-1 et q)j appartenant

égb(ﬁn‘q . Soit de plus Y appartenant éSL(R ) telle que : Y(t) = 1 dans un

voisinage de o. ConsidZrons la fonction u définie par sa transformée de

A
Fourier partielle u per :

~ K of 2.%/2 [i"n]K+J
rry 2 e )‘ g, (A 4 —————— |,
(1.18)  wlE',x ) = (1 % {i(x_(1+18" %) JLF € !
n
’~ N
La fonction Vi assonciée a eotts vonoticn u per la formule (1.15) est la
fonction
/N , 5 [1x ]
) N wr ¢ ) 4_»11 )
(1.18) v, (2',x 3 = ¥ix (1+]g | LF (E%) e (k+3)' ,

on en déduit les relations :

ko £ VAN . AN\
(1.20) v, (8',0) =8 o . iK+J {£') pour & > -k,
BXKH’/ K ke £, k+3 LFJ =
n
{6P¢p ke gésigne le symiois de Kronecker). On vérifie ensuite gqu'il exists

une constante C, ind2pendante de(Pj, telle que :

(1.21)  Jlul <Co el . -
WEERTJ [% Hiked ./ZﬁRn]
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On en conclut facilement que 1'appliceation
Mmoo m-Kk=1
y: WR']— 1 H
K™+ .
J=-k

m-k—3-1/20Rn—1] est surjective.

Soit maintenant @ un ouvert borné de Rn, de bord I'. On suppose que

Q est une variété a bord de classe Cm= On se donne une Fcnction‘#fdeZRn dans

R de classe dn et vérifiant

Q {xeéRn,LF[x)>o}.

L]

(1.22) I = {x eR" , P (x) =0},

grad ﬁf(x) # o0 pour x € T,
(gradL@ étant le vecteur gradient associé & ¢ J.

On définit les espaces de Sobolev avec poids Wz[Q) par :

W) = (u € H™ R @) v Ko e HM @)},

Ce soﬁt des espaces de Hilbert pour la norme
5 K 02 1/2
o (R VAT R R

: ol Q) H™ (9)

WK(Q)

Des propositions 1.1 et 1.2, on déduit facilement que :

Proposition 1.7

(i) Si k et m sont deux entiers > 1, alors on a 1l'inclusion algébrique

et topologique suivente :

m m-1
WK[Q] Cﬁwk_1(QJ.

(ii) L'espace® (R) est dense dans WE[Q)u

Remargue 1.3 : Il résulte de la remargue 1.1 gue :

w?m)={uc@'ml;qf%”o*”MUEL%Q).fkueHWQH.

Remarque 1.4 : De méme, de la remarque 1.2, on déduit gue, pour K > m,

l'espaceﬁb (Q) est dense dans WE(Q) et que, sur cet espace, la norme :

o — | ”Hmm
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est équivalente & la norme :
u— Jull .
WK[Q)
On va maintenant définir des "treces” pour les é€léments de WE[Q]a
Soit & un nombre réel positif et Ug = {xe R" ; dix,T) < 6} , d(x,T) désignant
la distance cu point x & T. On supposera & suffisamment petit de sorte que,
pour tout x appartenant a UG’ la ¢istance ds x & T ne soit atteinte que par

un seul point x, de I'. L'application

9 (x)
I et

est un difféomorphisme de classe C . Soit a une fonction de D (R) égale a 1

T

Y i ox —> (x d(x,I3) : Uy —T x }-8,6]

dans un voisinage de o et & support contenu dans ]—6.6[. Alors, pour u

appartenant a WE(Q], nn pose, nour x appartenant & T

( Diu(vm1[x,t))it:0, pour j=o0,...,m-&=1 si o < k < m,
{(1.23) v ulx) =
. +>® .
J =j~1 =3=1 =10
(-1 t ¥ al(tlul¥ (x,t)ldi,

0
pour j = =k,...,Min(=1,m=k=-1} si Kk > 4,
3

~, . r .
03 D, = 3 37+ C° notera vu = 1Y_Ku,...,Ym_K_1u}.

e

Cz2 la preposition 7.5, on cdéduit la

pronosition 1.8 : L'epnlication @ u -~ yu est linéaire continue surjecti.=

o bt o
de W () sur T HTTTAT).

J=-K

Cn s2ra amend eu chaplitre I1 & considérer aussi les espaces

suivents :

W n k

&Y = {ue H R ¢ ¢ H"®M) ).
k,*

Ce =sont des espaces de Hilbert pour la norme :

H "2
G Juf S T S T NS B
wkyml H™ R HR)
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Des propositions 1.1 et 1.2, on déduit facilement que ) [[Rnl est

n

~ -/
dense dans W' R). I1 en résulte que 1l'espace dual Iw: QRn]J est un espace

Y
-
de distributions sur [Rn, Plus précisément, [wr: ([Rn]J coIncide avec 1'espace
des distributions T de SD'(R") de la forme
K .
T = Z pd g,
Lo e

N -m+k—j0Rn)_

ot gj, pour j = 0,...,K, appartient a H De plus, la naorme d'espace

/
dual sur [w’z (Rn)] gst équivalente & la norme :

K
T— |7 ;o= Int (Y ledl . L
W @M K jeo 3 pT™RTIp™
Te e
j=o

e MR
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II - ETUDE D'UNE CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES ET DEGENERES

Soit € un ouvert de R du type défini dans le chapitre I. Soit
1'opérateur elliptique dégénéré L = L(X}DX) défini par :

2m-h

K
Lx:0) (utxd} = ) PP o) 90N wad
X h=0 X

) * -
ol k et m sont deux entiers tels gue 1 < k < 2m ( ]. sz h[x;Dx} est un

opérateur aux dérivées partielles d'ordre { 2m-h , sz(x;Dx) étant un opé-
rateur elliptique dans ?, d'ordre 2m. Ce sont des opérateurs d'crdre 2m,
elliptiques a 1'intérisur et dont la dégénérescence au bord est d'ordre k.
On se propose d'étudier des problemes aux limites associés a L

"Lu = f dans Q

Byu = g sur T

ol B est un systéme d'opérateurs différentiels frontiére en nombre fini, du
point de vue de 1l'existence des solutions u dans des espaces de Scobolev avec
poids du type Wim+P(Q).

Comme dans 1le cas elliptigue, on ne peut se donner arbitrairement
1'opérateur {L,B} pour gque le probléme soit bien posé ; aussi on sera amené
a introduire certaines conditions sur cet opérateur.

Le but essentiel de ce chapitre est de montrer que 1'opérateur {L,B}

est un opérateur & indice (entre espaces convenables), la technique utilisée

étant celle des estimations a priori.

(+) Ce chapitre fait suite & [4], c’'est pourguol on fait la restriction
1<k<2m. Dans le chapitre IV, on montrera que les résultats icl sont aussi

valables pour 2m < K.
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1°) Estimations a priori dans le demi espace.

1.1. Les estimations a priori dans le demi espace pour le cas des coef-

ficients constants.

1.1.1. : Notations et hypothéses

Soit 1'opérateur L = L(xn;D;(,DX ) défini sur R" par :
n

k 2m~k k~-h
Lulx) = L(x :B_,,0_ ) {u(x)} = } P (0,0 ) {x_ " ulx)},
n’"x X X X n
n h=o n

ot (D_,,0 ) = 01-—2—,...;1 2 ;-1 8 }J, od m et k sont deux entiers tels

X X i9x i ox io9x

n 1 n-=1 n

que 1 < k < 2m et ol

(i) sz—h(Dx, 3 Dx ), pour o < h < k, est un opérateur aux dérivées

_ n
partielles & coefficients constants complexes, homogéne et d'ordre 2m-h
PZ”"h(Dx,;Dx ) = N P?m;h 07, v
n |a|+j=2m-h e n

2
»

{ii) sz(Dx,;Dx ) est un opérateur proprement elliptique, c'est-a-dire
n
pour tout vecteur &' appartenant aR" q-{o}, le polyndme sz[E';En] en En,
admet exactement m zéros situés dans Im En > o et m zéras situés dans

Im& < o.
n

Cet opérateur L induit, pour tout entier p>0, une application
linéaire continue de Wim+pSRTJ dans HD(PT].

Par transformation de Fourier en variables tangentielles, (cf :
(1.17)) 1'opérateur L est transformé en un opérateur différentisl ordinaire

en X . noté L(xnzé'.Dx }, dépendant du parametre €' de[,Rn_1
n
Lix 3&8',0 ) {vix )} =
n X n
n h

y k=h
(E-,Dx ) {xn

g P2m—h
=O n

vix J}.
n
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~

Ces opérateurs appartiennent & la classe des opérateurs différentiels
étudiés dans [4]. Ceci nous amene & définir pour chaque entier p>o la
conditiOH“Hd(p}F?) suivante i

2m-k+h _h
i

K
H1(p;R?) : 1'équation o) = Z P p=-1)...(p~h*1) = o n'admet

pas de racine sur la droite Re
Désignons par rp le nombre de racines de 1'équation ¢(P) = o

vérifiant 1
Rep > -p—2m+k—§.
On intreoduit alors une condition Hz(p;FT] portant sur le nombre
X = m-r_,
p P

n (%)
Hztpﬂ?+) : le nombre xp est > o.

On définit maintenant les opérateurs frontiére. Pour j = 1,...,X

P
(six est > o), 'soit 1'opérateur B?(Dx;] défini par :
B ' 2m+p=k-1
BR(o_,) = f .8, _(D.,)
Jox g=—k j.q x

od, .pour tout couple d’entiers (j,q) vérifiant 1 < j :_xp, ~k<g<2m+p-k~1,
Bj q(Dx,] gst un opérateur aux dérivées partielles & coefficients constants

complexes, homogéne et d'ordre mj—q, mj.étant un entier vérifiant--Ks‘Wﬁ

< 2m+p-k-1 et si, mj—q est négatif, 1l'opérateur B q(Dx,] correspandant

3

est par définition 1'opérateur nul.

On notera B_z B (0 ,) = 8°(D_,),....8° (0 ,)). Cet opérateur B
p p X 17X X X p

p
induit une application linéaire continue de
X ‘ ~k=-m - -
Wim+pﬂR?J dans 717 H2m+p K mj 1/20Rn 1] 3
J=1
U—r B yu = (8P yu,...,Bp yul
p 1 X
od P
D 2wp-k-1
BT yu = Z B, ~vyu
j q=-K J’q g

our I B
) J Xp

- G B s s e - - - 4 — T o S S T S s o e G e A Gy S e ) S = Y R . R " T S T TS A N S A A o - -

(%) On exeminera par la suite guelques cas particuliers ol cette condition

n'est pas réalisée.
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Par transformation de Fourier en variables tangentielles, 1'opé-
. 2m+p ) Xp
rateur Bp est transformé en un opérateur linéaire de € dans £ 7, noté

Bp(E'), dépendant du paramétre £' de Pn_1

= ’ = "p 1 p ’
2= (z ez o ) T BNz = (8] )z_,...,sxpta )z)
o | 2m+p=k=1
ag’(s")z = Y B, (£')z
g=—k j.q p

our j = 1, ee+,.X
p J D

On définit maintenant la condition Ha(p:RT] suivante

0¢)

H3[p;R2] : pour tout u’ appartenant a Sn_ﬂ, sphére unité de Rn—1, le probléme

<

aux limites

Lix ;0,0 ) {vix )} = o
n X n
n
B {(w).yv = o0
P
Si xp > 0, ou bien
= 0

(Lix sw,0 ) {vix )}
n X n

. ' 2m+p
si xp = 0, n'admet gue la solution v=o0 dans W

PR, ).

1.1.2. Enoncé des résultats

a0
Pour tout entier p>o, on considére l'opérateur.J 0’ défini :sur

2m+p N .
wk (R,) par :
D 0 {Lu ; B vu} si x > a,
(1.1) J p P ———*~qu = P P
Lu si X_ = 0.
P
C'est un opérateur linéaire continu de wim+p(Rn]
X
p - - — ——
dans Hp[ﬁf) x I H2m+p K mj 1/2[Rn 1J si xp > o ou dans HpOR?J si Xp = 0.
3=1

/ 7
Désignons par [HD[RT)] [resp. Dwim+pQRT]J ) 1'espacs dual de HDQRT)

% 1
{resp. Wim+p(RT)). L'opérateur adjoint‘gpp de.JL est un opérateur linéaire
continu de X
/ P 2m- - -/
[HD(R?]] x I ym D+K+mj+1/zﬁRn 1) dans (wim+p(RT)J si Xp >0
J=1

_ /
ou de LHDERTIT dans [Wim+pﬁRT]] si xp = Q.
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Désignons enfin par jp 1'isomorphisme canonique de [HD(RT)]' sur

—

H;pﬁRT] espace des distributions de HPR™ a support danstRT.

On a alors les theéorémes suivants :

Théoréeme 1.1A:,SoitAp un_entier > o. On suppose que les conditions H1[p;PTJ,
HZ[D;RT) et HB[deT] sont réalisées., Alors, il existe une constante ¢ > o
telle gque pour tout u appartenant a wim+pﬁRf] on ait :

(1) si k < 2m+p :

, k

lu II < c. {HCP up X, o (1exu]

W2mP - Tp e n 2,.n

k GR+] HpUR ) x I H2m+p k-mj- 1/2( ] L"R,)

J=1
si Xp > o ou bien
(D
ull <c . {2l o el , )
WTPRD) T PP R RN

—S-}. Xp =0

(ii) si k = 2met p = 0

2m
Il gy < R R T P
L [R+) x T Hj +
3=1

si x > o ou bien

Boll 5 <o UGl o o+ BENI, 3,

me+) L R,) L7(R, )

si X, = O-

Théoreme 1.2 : Soit p un entier > o. On suppose que les conditions

H1(piRT) . H2(p;R:) et HB[p:RT] sont réalisées. Alors, il existe une cons-

tante c > o telle que, pour tout (f,g) appartenant &

n.y’ Xp
[HP®RD] x 1 H
=1
. . oI 3 O LA
si xp > o et pour tout f appartenant a [H (R+]] si xp = g, on ait res-

'Zm' +K+m.‘+1/2 S a
P (R")

pectivement :
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HEA

%
X <c . (U e)|
! P e 4 p 2m+p .Nst,
[HquT]] « T Ho2m p+k+mj+1/2(mn 1] |wk GR+Jl
3=1
+ 3l + fell x },
-p-1
PP R™ i {2 pYRm =1/2 pn=1
51
et
Il <o I + Ja_*ll }
[HP@®R")) P WM PR | PP R

1.1.3. Démonstration du théoréeme 1.1

Pour simplifier la démonstration, on supposera Xp > o. Les hypothéses
H1(p;RT) . Hz(p;PT] et H3[p;PT) impligquent que, pour tout w appartenant 3
S le couple d'opérateurs {L(xn;w,Dx ), Bp(w)} réalise un isomorphisme

nl

X
R,} sur HDUR+) x€CP. La sphére Sn—2 étant compacte, on en déduit

n=2’
2m+p
de wk

gu'il existe une constante c > o telle que pour tout w appartenant a Sn-1
2m+p

et tout v appartenant a WK

(P+] on ait :
2m+

P
(1.2) } ”Di(skv(s)]“ , < eudliitsm,n ituts) |

< « B ).y ||
=0 L"R,) P v

xp}.

HP (R ) )
+

Pour u appartenant égb{ﬁij et £’ appartenant é{Rn-1 - {0}, on pose

vis) = ulx )
n

avec s = x li'l.
n

On vérifie que 1'cn a les relations suivantes :

£ -4 R
D (skv[s]) = IE'IK 0 (xk dlx ) pour £ = 0,...,2m+p,
s XN n
lk‘2m

Lis:w,D MHv(s)} = |g* Lix_;6',0 Mu(x )} avecw = &'/|E°| ,
s n X n

n

B, ) = |8]9M B (') pour 1< 3 < x_ et -k < q < 2m+p-k-1, si x_ > o,
1.q" & 17 J.q g -4=% = 8= 5mP *p

Y v o= |€'|_q Yqu pour -k < g < Zm+p-k-1.

Par suite, il existe une constante c > o telle que, pour tout u

appartenant <D @3:] et tout &' appartenant é[Rn_1 - {o}, on ait :
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- Z2m+p . -0 .
CFS B N T el [ TS B
L=0 n LR )

+

2

f K=2=2m+1/2 || R ¢ o -
<c. f |1 lo® (Lix 3£',0 Mulx ) H|
' X n n "Lt

t‘!I,=c3 rn
X 2m+p=k—~1

p -
s e l™s ) B, o (6") yqui}.

J:‘] q:-k

Ainsi, pour tout u appartenant & zD(PT] et tout &' appartenant a
g1 - {o}, on a 1'inégalité

2m+p

- A
(1.4) ) |grjk1e HDf’(x;u(ﬁ’,xn))H 5
2=0 n L (P+]
[ k=2-2m+1/2 y P A
<C o le | lof (Lix ;87,0 I{ule’, x |
tIL=0 *n : *n n L2ﬁR+]
%p - 2m+p=k=1 A 3
) e E B, (&') y uig',.)| .
j:'] q_—.—k qu q )
. s o= iy e 2m+p-k=1./2
On multiplie les deux membres de 1'inégalité (1.4) par IE'I
et on intégre par rapport a £' dans Rn-1. On obtient 1'inégalité :
(1.5) z HDi,Di (xﬁu]” o o Sce ”gZu” n xp ,
ja]+j=2m+p n L") WP R )x T 2mep=k-m =1/2 .n=1,
=1 3 ® )
d'od :
K , P k
(1.8) || x ul| <. || Iull X o .o+ xCull }.
"W PRN) TTR P RN x TP HATPTRmy T 2 gnty T 2 g/,

j=1
On en déduit le théoréme 1.1 en utilisant les remarques 1.1 et 1.2
du chapitre I.
Pour établir les estimations a priori du théoréme 1.2, dn a besoin

de quelques lemmes techniques.

1.1.4. Quelgues lemmes

‘Spient ‘¢ appartenant aSs ™) et ¢q, pour g = =K, ...2mip=k-1, ap-

partenant é%ZDURn—1] ; la distribution
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-1 2m+yp=Kk~1
(1.7 T=@+ [ ¢ ®xT vix) + P &8P ix )

ol Y est la fonction d'Heaviside et 8§ la mesure de Dirac en X, = 0 appertient
3 [wim*p ®"]’.
Pour tout &' appartenant éan—1, la distribution en X définie sur

R par

A g -
(.80 Tee,a =, e ) 8 e K v (a)

m ?
¢q(€ IR (an
appartient a [Wim+pﬂR]]'.
Désignons per HE' 1"homothétie
(1.9) Hg' PoX f—— 5 = xn|£ |
pour &' appartenent a Rn-1. Notons HE' ?(E',.) la distribution en s définie
sur R par :
7 T lerh
4 = < 4 '1)>
(1.10) <HE,T[E "]’a[S]>§D'ﬁR)x§bUR] (g ..].a(xn £ D' R)x DR)

pour toute fonction o de SD(R).

Lemme 1.1 : Avec les notations précédentes, il existe une ccnstante ¢ > o,

indépendante de ¢ et ¢q' pour g ~K,.ss,2mtp-k=1, telle que :

2

1< .
‘ [wim"" R1]

|E.|‘4m-2p+2k+1 “Hg'{l\-(gp'.) dg! : c. ”Tllz[

wi"”p ®")]

jle'lﬂ

-K,....~1, la distribution x;q—1 Yix )

3]

Démonstration : Puisque, pour g

appartient a Edim+pUR)]', on peut écrire :
K

a1 = 3
(1.11) Y Y.xn) :ZO X Yj'q(xn)
ol YJ q appartient a H~2m‘p+k_jﬂRJ pour o0 < § < ket -k < g < ~1.
Par ailleurs, ¢q 8’6(q][xn) appartient a H-2m—p+K(Rn) pour

G = O,es,2m+p-k~1.
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I1 en résulte gque la distribution T définie par (1.7) peut encore

s'écrire sous la forme :

(1.12) T= ) KJv,,
‘ Jso 0 ]
51 Zm+p=-k=1 (q) -1
avec V_=¢ + ¢ Y + E ¢ 6 et V =Z o _RY j=1
o , . pour j=1,...,K.
g=—k q 0,q =0 q NI J.q

De plus, Vj appartient a H-2m-p+K-J[Rn) poUr j = 0,es4,k.

Scit maintenant (Y,) .  , une famille de fonctions de ﬁRn] telle
K J o<k
S
ue X = o. Posons U,
q 20 n‘?j J

j=

V, + . pour Jj ® 0, eeerKe
3 %G p J

Pour toute fonction a appartenant & SJ(R) on a :
<H_,FE",.),a(s) - f B, o daix e
g ! O Py gy T LT R R Ry D R

On examine chacun des termes du second membre. On a :

n~ ] j ’ — 1 L] -j-1 —1 j L}
<uj(£ ..),xna(xnlg |)>éZ>’(IRJx§b(IR) = [‘ quj(z .sn)la | F ' (s a(s))(in/léhd&n

5 =2m+k=-p=j s 2»2m~k+p+j -1,
= J Fu € ,x e ] (1+x5) Z ler] ™ (1+x5) 2 F '(sdals))ix ddx_ ;
R J n n n n n

il en résulte que :

16, 6", 0udatx 187D, ) ey | <
< Jer]™ "sja(53"H2m+p—k+ngJ ( LR [1+Xi]_2m-p+k_j|Cﬁuj(g"xnlg'|]|§x”)1/2

|g | 2mP-k=1/2 (LR [I&'|2+E:)'2m"p+K‘j|ﬂfuj(é'.anl[zdin)1/h

= e
s a(S]“H2m+p-k+jﬂR)

=

Comme la norme sur Wim+p[R) est éqgquivalente a la norme :

K .
v — Z usz(s]” b ,
j=0 H2m+p K+J“R]

on déduit des majorations précédentes que :

k .
I T, 2 <o BT ) (] (e P2y S e g 1P ).
R

Ddim+pUR]]'—. j=o n



d’

K
J 4m-2p+2k+1|l T(g',.)“2 g < c. J
13 l>1 :

< Y51 omepeie -
[wim+pm?ﬂ ' jeo o JHTAMPTITd RNy

Le lemme 1.1 est alors une conséquence de la propasition 1.5 du

chapitre I.

Lemme 1.2 : Avec les notations précédentes, il existe une constante c > o,

indépendante de ¢ et ¢ ,» pour g = ~K,...,2m+p=k=-1, telle que :

ITe, )2 ik
Jlg’lf_'l wz'“*pum] WP R N

Démonstration : Avec les notations de la démonstration précédsnte, on doit

démontrer que :
'2

A
f ”thg"‘)!
<
le']< H

u,
.-2m-p+k-gﬂR] - J H~2m-p+k—ijn)

ce qui est facile & voir.

1.1.5. Démonstration du théoréme 1.2

On fait la démonstration dans le cas oQ X, > O- L'2space [w2m+pGan]'

. . 2m+
étant canoniguement isomorphe au sous-sspace des distributions de [w pf” ‘ﬂ‘

N n Lz . X - e o
4 support dans R+, on peut considérer 1'opérateur GDD comme un cpérateur linaaite

continu de

X
p . -
PN, =2m=p+kem +1/2 ,.n=1 _ o 2MEE Ny,
[H @R, 7] x j21 H j R ) dens (W "R 1.
Xp  =2m-p+k+m +1/2 n-1
Lemme 1.3 : Soit [f;g1....,g ) appartenant a [HpGRTJ]’ x n" H Zm=pr mj 1 R"
X Fe1
p J
A10rs.‘?;[ﬁg1....,gX ), considéré comme élément de [Mim+pﬂﬁn]]',‘s'écrit :
P
o x to ~q=1 » ~q-1
Py ) =L F « )P ] 0T B g @ x T YK)
1 Xp p 551 g==k 3,3 °j n n
X, 2mp-k-1
+ 3P y 1798 ¢ @8 Pix)
21 g=o Jj.q =3 n

ol L* (resp. Rf ) désigne 1'coérateur adjoint formel de L (resp. de Bj q)'
gt i : 4
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Démonstration : Scit Y appartenant a D R"). Par définition

% -_
& (f.g......g_ 1, ¥ >
p 1 n 2m+p..n,7, 2m+p N
R, W TR x W TR,

=<(f3g,, 00008, .59 > Xy —2m- 1 - ke e
! X P URD (PN x P HTETPH S T P ®x PHEMP TR 2R S
j=1 j=1
- Xp  2mep-k~1
=<f,L¥] > * ) <. B X% > 5 1 SR P
RY PR P ®RD 351 I q=-z-k J-a%a er';‘ HOAmP M R ? P TRy R
% £1.%> N )Z(p ; -7 B g e x YT v ) ¥
= » ) - . 2 . rl > = "
P RMIxOR™  j51 gi~k J.a73 " RIxDR™
X
p 2mtp=k=1 _ _
+ E i q<5f s 8>a{q](xn),?> n n
j=1 g=o 3.4 DR IxDMR")

d'ecl le lemme.

Démonstration du théorame 1.2 :

Désignins, pour tout ( appartenant a Sn , par (T;[w] 1'opérateur :

-2
. X
vi— T wlv = (Lix 30,0 v, B () yv) : WPR ) s PR x C P,
p n xn o] K + *
: o . n n ) 0, . s a2 ¢
Les hypoth&sas Hq[p;m+l, Hz[p;R+] st HB(pJR+) impliquent que Jp(m) gst un

. X
isomorphisme ; son adjoint G):[w] est donc un isomorphizis de [HDUR+H ' x € P sur

2m+p , ‘ - : N P ) Xp 'l
[wk [R+i] . Pour [T;g1....,gyh3 apnartenant a [H UR+ﬂ x € ._,p(w][F;gq,...,gxp)

considéré comme élément de [wim+piﬁl]' s'éorit
* o -g~1 % -g-1
d’“&u)(f;g sevesty, 3= L (x m,D )J F} o+ ) )y =M B, lg, x Y(x_)
p 1 -Xp n X p 521 ge=k jsq j n n

X
p 2m+€"K—1
=0 R {(g)
+ J - B. ] . ' (X ]l
- »quQu gJ ¢ r

j=1 =0
ol jp désigne ici 1'iscmorphisme canoriigue de [HDGR+H ' sur H;p(R).

La compacité de la snhere Sn- imnlique 1'’existence d'une caonstente c > o

2

telle que, pour tout w appartenant a Sn_

L., P
2 et pour tout (.,g1,..,,gxp] appartenant a

X
[HpUR+ﬂ ''x @ p' an ait
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X
P p = e —
(1.13) || £ - g, |<e. I tssw,0 03 f+ J ] =17 1 B; (w)g,s "y (s)
HpﬂR+]]' J=1 p j=1 q=-K . .Cl
X
p 2m+E~K—1
=g * {g)
+ i 7B, (g, § (s}
j=1  g=o 3977 [wim+pUR)]'

-t X
Soit maintenant (f,g1,...,g ) appartenant & éIan] x (DER" 1)] P at soit

o
la distribution T = gﬁ(f;gq... gx'] L'expression méme de fP (f; g1,....g } (cf ¢

p
lemme 1.3) prouve que 1’ on peut appllquer les lemmes 1.1 et 1.2 {remarquer que,
dans ce cas, jpf n'est autre que le prolongement par o de f pour X < o, ainsi

3f - ¥ appartient 3 DR")).

Par ailleurs, pour tout &' appartenant éIRn—1. on a :
X

' Zm=k=1 - P gt ™y g* 3a-1
e ose| L" (s30,D 1{3 gensle T 0T e M 8] g e 19
E j=1 g==k J.q J
XD 2m+§-k-1
* Mde ITRT L JR. ~ (q)
8 'y § ,
J=1 g=o 1 IE I j qu[w) gJ (E ] (s]

dans &' {R).

2m-k-1

N\ m
Appliquons 1'inégalité (1.43) a (|g’| jpf(g',s/la'll;la'l 18,8,

™A
R FY Xp g (£')) ; il vient :

X
g 12m=k=1 3 7 P
(1.14) |g'| 3 fee,szle ]l NERTTILAN ANTY ) <c. |IH Ter,
P HP@®R) go1 ] ¢ WP wI]

-4m-2p+2k+1

On éléve au carré, on multiplie par |€’| 4 les  deux membres. de

1'inégalité obtenue et on intégre ensuite par rapport & &', pour I€'| > 1 ; compte

tenu du lemme 1.2, cela donne :

X
II | ler 2P 1)1 f(g'.sxla D2 aers ]
£'{>1 =

[ g+ |~4m=2p+2Kk+1+2m, IQS(E')F dE
HP @R) i=1 g >

12

()!
< c. "~fp(f.g1.....gxp) IM2m+p[Rn]]'
k
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D'autre pert.:

o7 5 P& s/]E I)II o’ J(

J | It|s'|2+g§1“p|:ﬂ¥ta'.&n3|2dg
le*]>1 P®) Tie>1 IR

1J|a > REERE R LIRRIED

et
]i l |£'|-4m 2p¢2k+1+2ﬁ3 lﬁ[E ]I g > I [1+l€
£'>1

!2 =2m=p+k+m, += 1
Al
le|>1

tg Jl dE".

Il reste a majorer
f { (efer|2e2)7P |6 Fe g 0% o
le*{<1 'R " n

et

1
J H*!«s |2)~2mmpriem g € |
g'

&

Or il est facile de vérifier que :

j (1e]e* %)
ler|<1

pour j = 1....£xp.

Pour majorer la premifre- intégrale, on introduit 1'opérateur ET;(mDJ?90ur

2 -2 k :
m-p+ +m Igj(g ]I g’ < 2 "g " -2m-p*k+m a

2R

~

un certain(;g appartenant a S On applique 1'inégalité (1.13] a la famille

n-2"
(3P, 8, €, a0 ¢ - fent :
Jp »e)igy ,...,gx (£')) et pour w = w, 3 on obtient :
P X
(1.15) ”j fE, 0 +Z 1g ") <c. ||(> (w ][J 1°[€,' s "1(5'),...,§ €nll_,,
HPR) =1 Xp W™ PRy]

Par ailleurs,,

f (1+|£'|2+€ yP e ¥,k )I2 € < ||3 f(a', 2

R H P (R)

et, pour IE’[§1,

/N " ~
- w ) (5 fer, .0 (€),....q, €]
p p o p 1 X5 [Km+p(1R)]
X

P~
I gl s

ERIGINI|
C. P 3
P HP 'Ry 521
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par suite, en intégrant la relation (1.15) (aprés avoir élevé au carré) par

rapport & £', pour |£'| < 1, on obtient :

j'g » LR (1+|g'|2+gil'p !ﬂ#¥(£',£n3l2 dE <
¥ < f J

/N 2
f_c.{{ 1P FELGE €D, g 0 g’
Igv :1 p p 1 gXp [Wim+pUR]]'
X
r~ P
+ [ njpf[e:',.luz_p_1 dE' + ) f |€j(£')|2 dE'} .
g <4 H P R) j=1 /e |«
Le lemme 1.2 donne que :
AN
IP* e FE 8, ), B € 0] g’ <
Herjar P P ! %, "[Wimpﬂm]' -
<’C- Ilﬂ*['{:;g s’ auwsmy - ]”2 3
= 1 2
P gxp Ewkm+p(R:]]'
d'autre part,
1 N
| (FRIAS o dEr el #l°_ 4 p.o et
ler]<1 P H P (R) PR P ™)

7~ 2 2
lg, (€3] d& < c. e, _
J £'<1 J - N 2m p+k+mj 1/2[Rn-1]

our = 1, 0a0sX a
p J xp

Finalement, on a obtenu la majoration :
2 2.-p 2 * 2
(1+]e | “+e) P15 ¥e e )| “oE < c.{"ff’ (fig,,eeer8 )
n n - 1 2m+p N5,
° Xp WP RY]
Xp

JIE'I:1

2
PR R (o PR U R
Py p1URnJ . 3 H 2m p+k+mj ZURn-‘lJ

J=1

=

on en déduit facilement les estimations & priori du théoreme 1.2.

1.2 Les estimations a‘priori dans le demi-espace pour le cas des coefficients

variables.

1.2.1 : Notations et hypothéses :

Soit 1'opérateur L = L[x.xn;Dx,,DX ) défini sur R" par :

n
k
Lulx) = L{x,x 30 ,,0 Jutx)} = ) P2 Ny, ,,0_ ) 5N el
n"Tx T heo X" Tx n

ol m et k sont deux entiers tels gque 1 < k < 2m et ou :
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(i) sz-h[x,Dx,,Dx J, pour o < h < k, est un ppérateur aux dérivées
n
partielles & coefficients indéfiniment dérivables et & dérivées bornées dans Rn,
d'ordre inférieur ou égal a 2m-h :
2m-h Z 2m-h o

P (x,D,,0 ) = P ) O, Di ;
n |a|+j:2m-h \E n

(i31) sz(x,Dk,, X ) est un opérateur d'ordre 2m proprement. elllpthue dans
—_— n

IRT, c'est & dire : pour tout £’ appartenant am" -{o} et pour tout X<51R+, le
polyndme

2m ' - 2m J

Pom (XsE' 6 ) = ) Py,a X E %) en £

|ul+j=2m
admet exactement m zéros situés dans Im En < o et m zéros situés dans Im En > 0.
Cet opérateur L induit, pour tout entier p > o, une application
linéaire continue de Wim+pﬁR:J dans HD[RT].
A cet opérateur L, on associs:l’opérateur Lo = LO(x{xn;Dx,,Dk ) défini

n.
par la relation :

o K Zm~h % k=h
L-(x,x 3D ,,0  J{u(x)} = Z Pom-p %0050 1 {x T ulx)}
n h=¢ ’ n
ol
2m=-h j
PeM M x;D_,,0_ ) = ) " x) o o’ .
2m=h X X |a|+j 2m=h J. Xy

L'opérateur tho’xh;DQ"Dx } est unigpérateur du type étudié .au para-
) n
graphe 1.1 ; les conditions H (p:Rn) et HZ(D;RT] associées s'écrivent

2m=k+h h o,
Z Pom- -k+h, o (o} i plp=1)...(p~h+1) = o n'admet

H1(p;éf) : 1'éguation ¢°(a) 5
pas de raeinedsun:la dr01te Rep = —p72m+k—%.
et si rp désigne le nombre de racines de 1'éguation ¢0[p] = g vérifiant
Rep > -p-2m+k4%. on a :
Hz(p;R?] : le nombre Xp =m - rp est > o.
On définit maintenant lz2s opérateurs frontisgre. Pour‘j»=,1,,‘;.xp
{si xp est > o), soit 1'opérateur B?[x';Dx,) défini par :

N 2mep~k=1
B, (x';D_Jyus E B, (x';0_,) yu
j <7 YU s i.a <) Vg
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ol, pour tout couple d'entiers (j,q) vérifiant 1 < § Xp' -k < g < 2m+p-k-1,

B (x';Dx,) est un opérateur aux dérivées partielles a coefficients indéfini-

J.q

. s sos 2 . n-=1 PP < N
ment dérivables et & dérivées bornées dans R , d'ordre inférieur ou égal &

» m, étant un entier vérifiant -k < mj‘i 2m+p-k=1 et, si mj—q est négatif,

My-q* ™3

1l'opérateur B (x';Dx,) correspondant est par définition 1'opérateur nul.

J.q

On notera B_ = B (x';0_,) = (B8P (x" ;D ,]....,Bp (x';0_,1J).
P p X 1 X Xp X
Cet opérateur B induit une application linéaire continus de W

X

2m+p

n
K ﬁR+] dans

2m+p-~k-m.-1 n=1

" H 3 2Z@R" )
J=1
u — Bp YU = (B? Yu.....Bi Yul
. P
ou o 2m+p-k=1
B vu = f B, vy u
J q=-k j.q g

our = 1, 00s,X
P J xp

A cet opérateur Bp’ on associe 1l'opérateur

Bg = B;[x';DX,] z (Bﬁ'O(x';Dx,),...,Bg;D[x';Dx,]] ol, pour j = 1,...,xp
B’ %(x';D ,Jyuszm+E_K—1 BTj-q(x';D ), yu
i 3 X q=-k j.q X q
Bj?;q(x';Dx,) étant la somme des termes d‘'ordre exactemsnt mj—q dens 1’opérateur
Bj,q[x';Dx.].

On définit maintenant la condition HS(pﬂRTJ suivante :
N . -1 .
Hs[pﬂRT] : pour tout «w appartenant a Sn-2’ sphére unité defRn , le probléeme

aux limites :

L%o,x ;0,0 ) {vix )} = o

n X n
n
'8°(0;D ) Yyv = o
p X
si xp > p, ou bien

{t°0,x sw,0_ ) lvix )} = o

n X n

N
+ .
si Xp = p, n'admet que la solution v = o dans Wim pUR+].



- 32

1.2.2. Enoncé des résultats :

, , P .
Pour tout entier p > o, on considére 1'opérateur J D défini sur

2mM+p o, .
wk R, par :
o {tus B yu si x_> o,
ey F iu — - P P
P P Lu si Xp = Q.

C'est un opérateur linéaire continu de w2m+p(ﬁ ) dans

X —kem ~— =
HpﬂRT) X HP.Hszp'k mj’-2[Rn 1) si‘xp > .0 ou dans HpﬁRQ) si Xb,= 0. -0n a alors :

J=1

Théoréme 1.3 : Soit p un entier > o. On suppose gue les conditions~H1Ep;RTJ.

n n . . ,
HZID;R+) et HB[p;R+J sont réalisées. Alors :

(1) i1 existe 80 > o et S, > o telles gue, pour tout u appartenant a

2m+p

Wy

WRTJ et & support contenu dans la boule de centre d'origine et de rayon 60,

on ait :
1. 81 k< Z2m*+p :

TS (e
ey = e U

ou bien

4 3
14 2o g, < {lu.puquOR:,,] e el ,

‘ y + ”(1+x§]u”_2. N } si X O
HD[R:)X Hp H2m+p—k—mj-§ n—1] L (R+]
J=1

MQ ) L™ R

+

2m _
"u“w2maRn) _<.. {n? ” O _1 -1 + “Xn LIHLZ(IR )} S_i XO > O,
2m + L [R Ix H mj 2R
=1

ou bien

( 2m . i = 0O,
Il g, < %o 1000 2, 1" ¥l 2} =t %o

2m +

(ii) pour tout entier g > 1 tel que 1'équation ¢O(p)'= o n'adhette pas de

racine dans la bande -[p+q]-2m+K~%'< Rep < 4p—2m+K~%, il existe Eq > o et Cq >0

~

telles que, pour tout u appartenant & im+ptﬁ ), & sUpport contenu dans la boule

de centrg 1l'corigine et de rayon €q, gt vérifiant :
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X —k=m L -
éppu € Hp+qﬂRT] X jp pempraTk mj’ZERn 1) si x > o
3=1 g
ou bien

iPu eHP'IR") s1 x_ = o,
P + p

alors u agppartient a Wim+p+quT] et de plus :
ull <c [y Flu +{dl
2m+peqeon, — q{" p X ke A 2mprg=1 n
Wk R,) Hp+qQRT)x Hp H2m+p+q k mj SR 1] Wk UR+)
3=1 si x >0
ou bien ) P

2m+p+q .
fuil <o {ug?uu + Jlull _ } si X = o.
WK&Rn) q p Hp+q(ﬁ:] wim*‘mq 1@2) P

* A7
L'opérateur adjoint ﬂjp de.Y D est un opérateur linéaire continu de

W Xy comenekem b ne
[HPQRT]J' X Hp H 2m p+k+mj+§[ﬁn L

} dans [W2m+p“Rn]], si X > o
3=1 A P

ou de [HDQRTJ]' dans [wim+pﬂR21]' si Xy = o

Au moyen de 1l'isomorphisme jp : [HpﬁRTJ]' — H;DQRT), on peut considérer 1l'cpé-

§7x

comme un opérateur linéaire continu de

/I
2m p+K+mj+§ERﬂ 1) si Xp > g 'et, de HODQRT) si xp = q,

rateur

- X
fian)x an
o "+ .
3=1

dans le sous-espace des distributions de Ddim+pHRn]]’ a support dans BT.

On a alors :

Théoreme 1.4 : Soit p un entier > o. On suppose gue les conditions H1[p;ﬁ2].

Hz(piRTJLEE HBIpﬂREJ sont réalisées. Alors, il existe des constantes ¢ > o et

c > o telles que, pour tout (f,g) appartenant a

- X
HPR™ x p° H
o '+ =1

et & support contenu dans la boule de centre l'origine et de rayon € (il s'agit

1
2m p+k+mj+§GRn 1]

de la boule de R" pour f et de la boule dansﬁ?n—1 pour gj, j= 1,...,xp]‘§i xp> o

~

et pour tout £ appartenant a H;p&RT) et & support contenu dans la boule da centre

l'origine et de rayon e si xp = o, on ait respectivement :



lee.o0l iz ol el

—e 2m+p ~p-1
p[R Jx qP H2mprkem ﬁﬁT% [ " PR ®")
I + el
gl x, . A ,
np H 2m p+K+mj ZIRn?}

et 3=1

1 o <o {1 4l el

Hopm’:) [We™P RN HP 1 RM

1.2.3. Démonstration du théoréme 1.3 :

On fait la démonstration, pour xp > o. On notera B(c,e) la boule
ouverte de centre o et de rayon € dans Bn.
On applique le théoréeme 1.1 au couple d'opérateurs

{t%0,x ;D .0 ), B%(0;D ,J} ; 11 existe donc une constante ¢ > o telle que
ntTxTT T p X

pour tout u appartenant -a wim+pﬁR2), on ait :
k a] ] o
(1.17) || x"ul _:Cn{”L (o,x ;D ,,0. Jutx) i +|B (030, Ovull x A
n thDmT] n’"x xn Hpm:] p HD L2m+p-k-m . ?mn
j=1
K
chkall, )

L7(R,)

La continuité des coefficients des opérateurs L et Bp montre qu'il
existe une fonction a(e), tendant vers o avec £, telle gue pour tout u ap~-

partenant,alwzm+p(R:) avac . Supp{u) C Blo,e) (Suppluj signifie support de u},

K
on ait :

1%, x ,0 ,,0 )-L%Co,x_;D_,,D_ MH{ulx)}| < ate) | ull ,

n’"x'"Tx Tt Tk Tx Py — 2m+p N

(1.18) n n HE@R,) W R,

0' —05. ) ( :
”[Bp(x ,Dx,) Bpfr. D )JYu” p 2mep= k= j‘%ﬁéﬁd1)‘:'a €) "ujbim+pﬁRn]
j =1

Les hypothéses faites sur les coefficients des opérateurs L et Bp

impliquent 1'existence d’une constante o> o0 telle que pour tout u appartenant

a W?m+DMRT], on ait :

lltLix,x_;D_,.,D )-L%(x,x_;D .0 J){u(xJ}H <a kull ,
n-x'" Tx. n’ x' n 2m+p-1,.n
(1.19] f- *n P (R ) WK UR+J
le_tx*,0_21-82(x",0_,)3vull x e A o<l
P x> P X [P HEMPTRIM 5 R wim+p 1mR2)

j=1
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2m+p

pour tout B>o0, il existe CB>0 telle que pour tout u appartenant a WK ( Rn)
+
K
< .
Hun2m+p_1 LS8 “u“w2m+pﬁR”] + cq ”(1+xn]u“L2[Rn] si k < 2m*p,
{1.20) K + k +

full

K = -
21 iy <8 ”U|&2m+pﬁRn) + cq "XHUILZGRn si k=2m et p=o.

K + K + )

On déduit facilement le théoréme 1.3-(i), des inégelités (1.17),

(1.18),(1.18) et (1.20)

La démonstration du théoreme 1.3-(ii) sera faite par récurrence sur

1’entier g > 1. Soit donc u appartenant a Wim+pﬁRTJ avec -Supplu) ¢ Blo,&) ,

0 <e¢ <€O, et ?pu appartenant a
X

HDMURT) X ,np H
J=1

On suppose de plus que l'éguation ¢O(p] = o n'a pas de racine dans la bande

1 .
2m+p+1-K mJ ZHRn l].

-[p+1)~2m+k-%'§ Rep < —p"2m+k-%.

On utilise la méthode des quotients différentiels. Pour h appartenant

3 R-{o} et i compris entre 1 et n-1, on pose :

T hv[x]

VX, ,eeesX. *h,00e,% ),
i, » :1: ln

1

p. . vix) ( vix) - v(x)).

=L
i,h h ' i,h

Si h satisfait a o'<|h|<-%[eo-e), les supports de Ty pv et I sont contenus
dans la boule Blo,e') ot e’ = ¢ +‘%(EO—€] dés que le support de v est contenu
dans. la boule B(o,e). On a :

Lix,x 0 _,,0 ) {pi‘hu(x]}= pi’h(ug,xn;ox.,oxn) {ulx)}H)

n
Kk 2m=h 2m~h-j - _
) I ey, (P?mah(xl) 0%, o) (r,  xEuoa.
h=0 j=o0 |a|=o ' ' n '

Les hypothéses faites sur les coefficients de 1'opérateur L impliguent
1l'existence d'une constante & > o, indépendante de u et de h, telles que :

.
]

(1.21) llte, Wil < afffe,  wuj + flull }
LA P R PR WP R")

+ + K +



et,- de méme

(1.22) |B_tvo, W x < Ho LB Ywll x 1
p i,h HD H2m+p k- ﬁR ) i PP H2m p-k -mj ZQR )
3=1 3=1
SN
wem P R])

= p p
ol pi,h(BpYUJ (Di’h[B1YU],...J> h(BXQYU)]

Par ailleur®,les estimations (i) du théoréme 1.3 appliquées & la fonction

Py Y (pourvu que e’ < € o) s'écrivent :
Weyq pull llJ G, qulll N BRI
i,h im*p(R+] i,h p[{p Ix p H2m+p K mJ 2&‘Rn 1]
j= 1
+ ”(1+x ) oy ul| si k< 2m+p,
sh 20y
{1.23)
oy null <c IU Coy pulll X A
LR L 2@k P H ™ 2R/
m
j=1
+’Hx§. Py pU ulf 2 st k =2met p = o.

uR)}
D'autre part, il existe une constante B, indépendante de u et de h

{pourvu que h reste dans un borné fixe, par exemple 0 < lh[ < 1), telle que :

ho, Lwd)}. < 8 |l ,
L P R THP T R
{(1.24)
o, B yulll x ckem 3 noq <818 yull x T RS
i,h ' p Hp H2m+p k mj 2(F(n 1] p Hp H2m+p+1 K n5+§;mRn 1]
J=1 j=1
Enfin, il existe une constante §, indépendante de u et de h, telle gque :
Ak ;
"[1+xn)pi,hu” 5 . 2 & |lull omep, n, o f < 2m+p,
L ﬂR+) Wk ( . =
{(1.25)
2m 2m ,
<™ o, ull < §iIx<™ ull si k=2metp = o0.
n i,h LzﬁRn) n HZm&Rn]

+ +
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Des inegalités (1.21),...,(1.25), on déduit que Py opd demeure dans un

borné de Wim+pﬂRTJ lorsque h varie de sorte gue o < Ihl < %-(eo-el ; 11 en
résulte que Dx x appartiernt a wim+quT) avec la majoration :
i
y
(1.26) [jo_ ull < c. M52l X 1 sl o .
xs wim+pﬂR2]‘~ 1 p Hp+1(ﬁ?]x HD H2m+D+1 K mj—iuRn 1) Wim+pﬂR:J
3=1
et ceci pour i = 1,...,n~1.
Zm+p+1

Pour montrer que u appartient a w (RT], il reste & établir que

k
Dx u appartient a Wim+p&RT). Pour cela, on remarque que :

n
K L Kk 2m-h=1 2m-h=j . _ —
(1.27) ] P OV ST E ) R RITEY T S AR O L LR CARATIES).
X n - : Js,e X' X n
h=0 h=o j=o |al=0 n

2m=-h
2m-h, 0

appartient & Hp+1ﬁRT).

2m

Divisons les deux membres de (1.27) par P2m o
sz O(o) # o et donc Pé:[x) est non nul dans la boule Blo,e) si € gst assez petit

(x}, ce qui est possible car

et, pour h = 1,...,k, soit sz-h(x) une fonction indéfiniment dérivable et &

dérivées bornées dans R: telle gue :

2m=h _ n2m=h 2m
Q (x) = P2m—h,o(XJ/P2m,o[XJ

pour x appartenant & la boule B(o,e), ainsi (1.27) devient :

k
(1.28) D°™ {x"u} « Y sz My 02N (Khyy e Hp+1(Rn).
X n X n +
n h=1 n
Or, on peut écrire, pour h = 1,44,k i

sz_h(x) = sz_h(x',o) * X

ol rzm—h(x) est une fonction indéfiniment dérivable et & dérivées bornées danstRT.

ML

Introduisons maintenant 1*0p@rateurcji(x',xn;0x ) en X et dépendant du paramétre
n
xl
sz-h(x’;o) DZm—h {xk_hv}
1 X n

[ o b

Sf[x'.x ;D Mvix)) = (1+D2m){kkv} +
n’ox X n
n n h

l.a relation (1.28) s'exprime alors :

(1.29) ;i,(x',xn;Dx_] {ung}‘E_Hp+1ﬂRT).
n
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| =)
[

2m=h 2m=h 2m .
Puisque, pour h = 1,...,k, § (o) P2m—h,o[°]/P2m,o[°]‘ 1*équation

f Q2m-k+h

Cd(x*p) = [x".o]flh Plp=1)..lp~h+1)= o

h=0

(en conven::.t que Q (x ,0) £ 1) n'admet pas de racine dans la bande

-(p*1) - 2m + k -'%_i Rep < =p =2m +'k - %aet le nombre de racines de cette
équation vérifiant Rep > -2m -p + K -~% gst égal a rp si (x',0) appartient & 1la
boule Blo,e) ol € est suffisamment petit.

Utilisant les résultats ds [4], de (1.28) on déduilt que, pour presque

tout x', ulx',.) appartient a Wim+p+1ﬂR+). On va montrer que u appartisnt a
P e 2@ o

WP g 2@ = v e ™R PR, o e P TR L2 @)

avec, d'une manidre générale, pour r entier > o :
HERCPE™™) = v e D @), o) v e P@)) pour 3 = o,....1).
n
De Eﬂ. on déduit facilement qu'il existe une constante ¢ > o telle qus,

sour tout v eppartenant 3 wzm*p*1m2 }, on ait :

Il . fleo.x 10, JVH + vl }
hi‘“*p”& "Ry W™PR,)

D'aprés la continuité -des coefficients de l'opérateur<§gtx',xn;0x»).‘il.existe
n

€ > 0 tel que, pour tout v appartenant a Wim+p+1[R*] et tout x' tel que (x',0)
appartiennz2 a la toule Blo,e), on ait :
)
(1.30) v} < 2. [Blixt.x b vl + vl .
WP R L) X HP T /T PR,

On epplique 1'inégalité (1.30) & la fonction u(x',.]), pourvu que-le
support de u soit contenu dans la boule B(o,e). On intégre ensuite par rapport
a x' danis”-1, et cn obtient :

(1.31) [l )
Wim+p+1ﬂR+stﬁRn 1])

= 2e. {"‘ftx"xn‘nxﬁ].““,_‘p+1 ®") " "u"wzm"Pmn)}-

+ k +

2m+p+1

Ainsi, u appartient a Wi (R, ; 2R ce qui, compte tenu du

-4;

Falt qu= DX u, pcur i=1,...,n-1, appartient a wim+p(lR2). 1mpliquefque~Dx u
E
d n

anpartient -~ussi 3 Wim+p([R:)'; de plus, on a la majoration :



o, ol e LS 3 o+ Nl
NP HP* ¢ R x 1P L S T UL wim+p( R}
J=1

=4

Finalement, on a uémontré le théoreme 1.3 (ii) lorsgue g=1. Pour g > 1,

on raisonne psr récurrence per une méthode analogue.

1.2:4, Bémivstration du théorems 1.4.
Four simplifier, on supposera xp > 0. Soit (f,g) appartenant 2a
X _ Y.
p'[R ) x 1P R 2m p+k+m * 2 ] ; é?é(F,g], considéré comme élément de
j=1

DN:m+D( Rn)];, s'écrit (cf. lemme 1.3)

-
b

@* . ‘e ~q=1 _% -g~1
(£.g) = L7(f)y « V7V (- )
T e = LT VPOV -1 By 4 8y 8 X0 Yix)

{ jéq gk
X m+p=k=1 _
T L AL = S WAL L R
521 g=0 J.a ™3 n

Four @tanlir 23 soldmations a priori du théoréme 1.4, on a besoin de

siusisurs lemms

(0]

Lemine 1.4 : I1 exisie une conziente ¢ > 0 telle que, pour toute fonction b appar-

tonars & DIMR"). il existe vne constante clb) > o telle gue pour tout ¥ apparte-

n . < 2m-h
Y) oo pour toul opérateur de dérivation D d'ordre Z2m-h avec

feto o TNedTe L, <€ {Max o] "f” RO £ I
[ rem™s] <ERD PCR™ HY (R)
Laronstrstics 5 Soit ¢ apgparizrnant & D (R"). On forme
<b o ", g s R LRI PN S O
a D' RIKDLRT) DR xDR")
. - 2m-h - -
- (-1}2mm“<f_‘-?’,xk h F21 h¢ + (=1) <f,xk h[DZm h

n DR xR : ' (RMIx DR



2U [f)m-l b] cdsigne le commutateur de 1'opérateur 2 et de 1l'opérateur de
myltipiicatlion par b.
Cn majore chacun des deux termes :
|<bf, xiﬁh p2™ Py . Y L1 A Y| , or
‘ 'R xRN HPRY 7 HPORY)
or {(cf. : ﬁe])
fofi] < Co{ Mex_[b0x)] |JH] _ +co) Ie _ } o,
" OHRR™) x €R" H PR HP TR
k-h _2m-h
at I x
ix, D ¢»IHp[ oy < G el 270
Por alllcurs,
o i 2inmh ) . ) K"'h 2m~h
S I (RS B S < il _ i Y
| DR xDRN HP™ Y |R”J WRrRM,

l'coéretaur EJ ,b] étant un opérateur d'ordre 2m-h-1, on peut écrirs :

c o k=h e Imeh i
TR DRI < Cio) [
o HP* YR WP R

I1 en résulte 1'inégalité :
§<so“”"“'x? RESISS . | < civax _[bCa|iel sc) el 3

‘ Q' (K" %D " xeR" HFOR' H P (R™

¢
w™PC RN,
d'el 1o demme 1.4,
Lemme 1.5 : Il existe un2 constante C > 0 telle qgue, pour toute fenction b appar-
tenant é§f>ian—1J, il existe C(b) > O telle que pour tout g appartenant &
.-ZW‘D*K40+%
- 1, ' avss ~k < g < -1, en ait :
(R
" ~ 1 q ' ' 1
élb[x';g@ X Y{x ]a < C. {Max n- lb(x ]l"gﬂ —-2mmpEREgE
2m+er)] xétR 1 H "!E—;q Vi
(R )
A
+ C(b) ” “ -2m—p+k+q- } e

(R" Y
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Démonstration : Soit ¢ appartenant 8 D ([R™). On forme :

-q~1 ~g~1
<bg @ x Y(x_J),¢> = (-1) < bg, Y_ ¢> ’
n " tRNIxDRT T HURM x DR

d'ocl

[<bg @x-1-q Y(x_J),¢> | < H
n RN D (RM 2P "'q“‘

196, rpineaeg b |

IR +

(TR ) ( m
Or :

<C.{Max CISSH
n~1 x'&R n=1
(R (R ) (R

+ cb) gl 1}

“ g“ -2m-p+k+q+1 -2m-p+k+q+§ -2m-p+k+q-§

et

el c. fol

R H

2

(R

2”‘”’( R™)

le lemme 1.5. est alors une conséquence immédiate des inégalités précédentes.

Lemme 1.6 : Il existe une constante C > 0 telle que, pour toute fonction b appar-

tenant é‘ab(!Rn_1], il existe une constante C(b) > O telle que pour tout g appar-
s 2m-p+k+q+7

tenant a 1 avec 0 < g < Z2m+p~k-1, on ait :
(R™
{g)
leix*) g @8 " (x )| {I%x |bh'”ﬂgﬂ_ _ -
n [w2m+p[R“)] ' ERN™ H 2m p+k+q+}[mn 1)
+ Clb} ”g”H-Zm-p+K+q-% } e

Démonstration : Elle est analogue & celle du lemme 1.5.

On peut maintenant démontrer le théoréme 1.4. On applique le théoréme
1.2. au couple d'opérateurs {L°[D,xn 3D v s DX ), B;[O; Dx,)} ; 11 existe une
N
constante C > 0 telle que pour tout (f,g) appartenant .2

1
-2m-p+K+mj+2(mn°1]

- X
HODHRC] x TP H , on ait :

3=1



1.3.1.) |ltf. )|l < cdllt™wo.x, s 0., . D, ) {f} +

1 x'
p[ [R ) x 1 H ~2m=~ p+k:m3+2 n
=1 (R"H
*

X -1 —mq M.=q o

s P M8 00 ) 8 @97 vix)
=1 g=-k Jsq x J n n
xp 2m+p-k=1 -q j * {q) "

+ I X i 98 (o;D.)g@)G(xl
31 awo g TR 2P "]

X
el + P el _ i } e
H p 1[Rn] 121 J H 2m p+k+mj. 2 ( mn—1]

La continuité des coefficients des opérateurs L et Bp et les lemmes
1.4, 1.5, et 1.6 prouvent l'existence d'une fonction o (€}, tendant vers O avec €,
st d'une fonction Ble) > 0O telles que pour tout (f,g) appartenant a
1
~2m~p+Kk+m, +5

p(IR]x m° H
J=1

(R

st & support: contenu dans la boule B{o,e), on ait :

(’
* , L o* :
lleee (x,xn,ox,.nxn) L [o.xn,Dx,,Dxn]]{f}"[ 2mep ]j_a(e] Il ]l o
+ 8ee) [l #ll .
HP™ T R™
my=a” "y -g-
,-ﬂ-;'D D Y
“[Bj,q (x ) B g [0 0 )) gy ®X, (x_ ]||[ 2mp =

(1.32)

E g

< ae) Jg,ll + 8e) |lg, |
] Iy

1
--2m--p+k+m:l -3

1
PR AT i -1
(R
-k

-q* J
(x*:D,,)-By  (0:0,,)) g, gatd [x ||

| (8, J
[wz"“‘pt R~

< afe) "gj“H-2m~p+K+mj+% + B(e) "gj'L_

. (R (R

2m-p+k+mj--1§
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Par ailleurs, il est facile de voir que

ll(L*tx,xn;Dx,,Dx ) - L%tx,x 50,0 )) (£}

<cuifll . ,
n n WE™P RN HP CR™
m, -qx
leg* (x50 ,3-8,7  (x*,0_, Mg, @ x.97 vix )] <
j’q x, » ' 2.+ , -
J.q X J n n [wkm PR g ]
- C. 1 ,
{1.33) ﬂ = "gj”H-Zm—p+k+mj4§[Rn-1]

m, —O%
lle* (x.0_,3-8."
j.q x5

»

(q)
(x':0_,3) g.®8 Vx| A3
X J n Lwim’fp[mn)].

< c -" gj "H‘Zm'"p+K+mj -%[{Rn-1 )

Des inégalités {1.31), (1.32), et (1.33), on déduit le théoréme 1.4.

2°) Estimations a priori dans 1'ouvert Q.

2.1. Notations et hypothéses.

Soit Q un ouvert borné de [Rn, de bord T. On suppose que Q est une
variété 3 bord de classe c”. On se donne une fonction({3dean dans R de classe

C°° et vérifiant :

Y)

{x G{Rn,LP (x)} > o},

(2.1) r = {x¢ R", ¢ (x) = o},

Grad LP[X) # 0 pour xE&T.

On posera %)j = %él pour j=1,...,n. Ainsi Grad qD[x) = (CPq{x],...,q?n(xy.

J

Soit 1'opérateur L = L{x ; D )} défini sur @ par :

I X X

Lulx) = Lix : D) {ulx)} = p2™ ey, D) {LptxJk'“ ulx)},

h=o

ol m et k sont deux entiers tels que 1 < k< 2met ot :



(i) sz-h(x ; Dx]. pour 0 < h < k, est un opérateur aux dérivées particlles &
coefficients indéfiniment dérivables dans @, d'ordre inférieur ou égal & 2m-h :

P2m-h( Z 2m-h o

v P (x) D_ 3
Iuljzm-h X

x;DX) o

(i1) sz[x 3 Dx] est un opérateur d’'ordre 2m proprement elliptique dans @, c'est-
a-dire : pour tout x appartenant aQ et pour tout couple de vecteurs (£,£ ') de

R"” 1inéairement indépendants, ls polyntme

Pom x5 Evte) = T p2MN0a (g e )
al=2m

en t , admet exactement m zé€ros situés dans Im t < 0 et m zéros situés dans Imt >o0.

Cet opérateur L induit, pour tout entier p > 0, une application linéaire

contlnue ds Wim*p[Q] dans HP(Q).

On introduit, pour tout entier p > o, les conditions;HTLD 3 Q) et

H2(p ;3 Q) sulvantes :

H1[p 3 Q) : Pour tout x appartenant & T, 1'équation :

;01 = 5 pEMRh d@(x)) i" pto=1) ... (p-h+1)= O
¢{x ;p) = o om=k+h X} gra %9 X i plo~ ees [(p=h =
n'admet pas de racins sur la droite Re P = -p=2m + k --% .
(le polyndme P;Q:E[x ; £), pour h=0,...,k désigne la partie principale.du poly-
nome PP Mix 5 £) de : Pan D (x: E) = [ pamhx) g%,
|a|=2m—h

H2[p ;3 ) : Pour tout x appartenant &8 T, le nombre rp(x] de racines de 1'équation

¢(x ; p) = o vérifiant Re p > ~p-2m + Kk ~-% est constant et égal a rp. Le nombre

= m-r est.> o°
Xp p Z

On définit mainterant les opérateurs frentiere. Pour j=1,..., xp (si

J
Zm+p—-k~-1

p . = T B8 %« 5 D) Y_Uu
Bj (x; Dr]yu = ek j,q[A s Bp Yq

Xp gst > o), soit 1'opérateur BP(x DF] sur T défini par :



ol, pour tout couple d'entiers (j,q) vérifiant 1 < jJ :_xp » =K £ g £ 2m+p-k-1,

BJ q {x ; Dr] gst un opérateur différentiel sur I', 3 coefficients de classe Cw(r),

et d'ordre inférieur ou égal & m,-q, m, étant un sntier vérifiant -k < m, <

3 J J

-g est négatif, 1’opérateur B q(x.Dr] caorrespondant est par

J 3,
définition 1'opérateur nul.

2m+p~k-1 et, si m

On notera B 2 B [x ; D.) = B2 (x ; D ) IR B8P (x s D.)). Cet opérateur
p p T 1 r )(p XI‘ 1
Bp induit une application linéairs continue de Wim+p(9] dans 1P H2m+p-k-mj—2[F) :
J=1
u F-~————~> Bp Yus=s (Bg YU 5 ees Bi ¥ u)
p
ol
. 2m+p—Kk=1
BT yu = z B Y. U,
j q=_k J'q q
ur J = 1,40, .
pour ] Xg
m.~q
Désignons par B Jq (x s DFJ la partie principale de l'’opératsur B q[x ;DI

pour 1 < j j.xp et -k < g < 2m + p-k-1. On définit alors la condition Hé(p 3 §2)

suivante :

H3[p ;s Q) : Pour tout x appartenant 8 T' et pour tout vecteur £ appartenant 3 Tx ,

espace cotangamt en x & T, le probleéme aux limites :
r
K

2m-h k=h )
hio Pom-p (X 3 E + grad ﬁD[xJ D) {t v(t)} = 0O,

2m+p-k-1 mj-q

z B
q=-k J’q

{x ; &) Yqv =0 pour J=1l,eees X_ »

si xp > 0, ou bien

2m~h
2m=h

|
[an]

k k~h
£ P (x ;s £ + grad LP(xJ Dt) {t vit)} =
h=0

2m+p

si xp = 0, n'admet que la sclution v = 0 dans wk

(R,).

Remarque 2.1.

Les conditions introduites dans H1[p ; Q), Hz(p ; ) et H3(p ; R) sont

invariantes par difféomorphisme.



- .
IT o

2.2, Enoncé qes résultats.

Pour tout entier p > 0O, on considere 1'opérateur EF; défini sur

wim*pth par :

(2.2) EPP': u p—> g)pu =

f{Lu ; B_ yu} si > o,
P i XD

Lu si = 0.
XD

X
C'est un opérateur linéaire continu de Wim+p[9] dans HP(Q) x 17

1 j=1
2m+p-K=m =7~ . . p ; =
H ) k| si xp > o ou dans H(Q) si xp 0.
Désignons par [HD[QJ]' {resp. Ddim+p[9]]’] 1'espace dual de HP ()
(resp. Wim+p(91, L'opérateur adjoint f?ﬁ ds gjp est un gpérateur linésire continu

1
—2m-p+k+mj¥§

X
de [HD[Q)]' x TP H (r)

si Xp > o0 et de [Hptﬂl]’ dans [Wim+p(ﬂ)]' si xp=D.
J=1

L 'espace [HD(QJ]' étant canoniquement isomorphe & 1l'espace H;p[Q) des distributions

de H P( Rn] a support dans 2, on peut considérer l'opérateurf§>§'comme un opérateur

—2m-p+k+mj

+1 -p
) 2 g4 X, > o ou, de Hy (2) si X, = 0,

-p X

linéaire continu de H () x 1P H
0 321

dans la2 sous-espace des distributions de E”2m+p[{Rn]], & support dans Q.

On a alors les théoreémes suivants :

Théoréme 2.1 : Scoit p un entier > o; On suppose que les conditions H1(p ; Q),

H2[p ; ) st H3(p s Q) sont réalisées. Alors :

. g 2m* .
(i) il existe ure constante c, >0 telle gue pour tout u eppartenant & ka Plas

on ait

1. 81 k< 2m+ p :

u < o {Fu] X R A BT } six_ > o,
| ”wz""'p[m - 0 pp WP (@) x  nP HemPTkTmyT2 L2 () P
K §=1 (r)
ou bien
lul < o (| S il + {ull } six_ =0.
wi”“*p(m ° PP @) L2(0) P

2. Si k=2met p=2o0:
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flul b {l fTD U” X | } six >o
wgztm %) x 1° H'"’j (P L tn) ©
j=1 (I)
ou bilen
lul < ¢ UH . | p?m uff , b osix_ =0
wggtﬂl © T L22) 0

(i1) Pour tout entier g > 1, tel que 1'éguation ¢(x : p) = o n'ait pas de racine
dans la bande -(p+q)—2m+k-% § Re p ﬁ_?p—2m+k-% pour tout x appartenant & ', 11

existe une constante Cq > o telle que, pour tout u appartenant a Wim+p[Q] et

vérifiant fP ve HP*9Q) x np 2m+p*q- K‘”‘j

J=1
si xp = 0, alors u appertient a wim+p+q

<c {Pul oA+ -
wi"“”p*q[m g PP A) x P 2’“*(’1‘3;” kwmj 3 wim*p*q T
3=1

si > o ou bien L(P uGHp+q(Q
F) Xp P )

(Q) et de plus

llul

ou bien

“ - 0.
IIUIlWim+p+q(Q) <, {”J/p“”qu(m + "U"wim*p*q”(m} st X,

Théoréme 2.2 : Soit p un entier > o. On suppose que les conditions H1[p 5 Q),

Hz[p ; ) et H3[p ; ) sont réalisées. Alors, il existe une constante C > O

telle que, pour tout (f,g) appartenant a

) S 1
HP@) x 1P H APt 7 o5y >
o 321 {r) o

et pour tout f appartenant & H;D(Q) si xp = p, on ait respectivement :

I s gJH X | 1< c (| PRl el _
P ~2m-ptk+mits — 2P ' p=1, &N
Pla) x Jn1 H ) it2 [ . (mn)] HP CR™)
3=1
et

* ‘
Il ]iC- I e el - }
[k (RM) (R™)



il - 48

2.3. Démonstration du théoréme 2.1.

On fera la démonstration pour xp > 0. Par "cartes locales” et "partition
de 1'unité” on se réduit, per un raisonnement classique, au théoréme 1.3 et aux

astimations a priori pour les opérateurs elliptiques.

En effet, soit ( Oi) un recouvrement finli de I' par des ouverts

1<1i<N
Oi dont le diamétre sera fixé ensuite de fagon convenable st, soit Oi » pour
i=1,...,N, un difféomorphisme de classe c” de O, sur la boule de Rn“1 de contre

i

l'origine et de rayon e. Soit enfin [aiJ1< . une partition de 1'unité subordonné

i<N

au recouvrement (oi]’liif_N de T.

Conservant les notations du chapitre I et sl C<e<§, on définit les

ouverts LLi , pour i = 0,1,...,N :

Wy

{x € Rr" 3 xre(Di , dix,T) < ¢} pour 1 = 1,...,N ,

et

W

o

{(x€Q ; dlx, T) > el,

Ainsi, pour i=1,...,N 1'application Ei : xIF——> (Oi(xr). d(x,T)) ast w.

difféomorphisme de classe c” de Ll sur la boule de R" de centre 1'origine et cu

i

rayon €. On chcisira € assez petit de sorte que la fonction o (qui a servi a

définir 1’opérateur "trace” vy, cf. chapitre I), vérifle : a(t) = 1 pour |ti;£ e

Socit par ailleurs, QPO ung foncticon appartenant a & () égale & 1 sur

LlO' : 2m+ ;
Considérons maintenant una fonction u appartenant & wk Pla) et telle

1

2mprqekTmy =7 oy o est égal a U ou 1.

X
que 3:;u appartienne a W' 90) x TP H (r)

3=

2m+p

La fonction ﬂDOu appartient & W

(2) et LI u) appartiont 3 HP 9 q)

la régularité a 1'intérieur pour les opérateurs glliptiques donne gue Q?Ou

s o 2Mm+p+g

appartient a Wk (9) et que 1l'on a :
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(2.3) fo ull < C. {]] Lt wi + ul }.
To wim*p*qtg) - o HP*9(q) o L2 (@)

D’autre part, on vérifie que pour tout B > ¢, il existe une constante

CB > o telle que :

. 1
(2.4} Il BpY((,POuJ ﬁD 2mpra-kom; - 3 i6|l%u”w2m+p+q(m + Cq "‘.POUIILZ(Q] .
g D) k
De (2.3) et (2.4), on dédult :

2. -4
250 Gl oepeq < g wl

el , 3
k Hp+q[ﬂl X 2 L)

ﬁp H2m+p+q—k—mj"
J=1

On estime maintenant la fonction v = u —(fgun

Afin de pcuvoir utiliser directsment les résultats du théoréme 1.3, on
écrit l'opérateur L sous une forme un peu différente. Soit ¢ une fonction;defﬁn
dans IR de classe C° satisfaisant aux conditions (1.22) du chapitre I et qui, de
plus, vérifie :

$(x) = d(x,T) si x¢& ud-

On vérifie que la fonction q7/¢ définie surlRﬁ-F se prolonge en une
fonction € de R” dans R et non nulle sur I'. Ainsi, Lv(x) peut aussi s'écrire

K
(2.8) Lvix) = £ 0 Nix D, ) {6 (x)M uxl,

h=0
ol les opérateurs sz-h[x 3 Dx) possédent les mé@mes propriétés que les opérateurs
P2m-h

(x ; Dx)-

N
On peut écrire : v = l§1q?i v ol, pour i=1,...,N , LPi est une fonction

de classe C- a support dans Lté définie par :

LPi[x] = o, (x) aldx,T).

-

La fonction.qjiv appartiesnt a Nim+p+qiﬂ), est & support dans Liif\ Q

gt vérifie :
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m+p+q-k=ms

1
~ [ v) appartient a Hp ) x HD 2 37 . Par 1e difféomorphisme =
i (r)

j=1

on se raméne dans la boule de R de centre 1l'origine et de rayon ¢ st compte=~tenu

de (2.6), et du fait que
-1 _ -=1
Yq[CfJiv) o Oi = Yq ([(f)iv) o £, )
pour q = -K,...,2m¥p-~k=1, on applique le théoréme 1.3 & 1'opérateur transformé
=k P
) Y

b (pourvu que e et le diam2tre de Cﬁ.soient assez petits). Il en résulte que

(Piv. pour i=1,...,N, appartient a Wim+p+q[Q] et que 1l'on a 1'inégalité :

(
@
"cPiV”wzmmw[m < c-{J v y
K H'% ) x 1P H
3=1

L PR

2m+p+q—k-mj 2
(r)

si k < 2m+p,

oy < A6 (.|| g ,
gy <CIEN o e d 19T P02, )
jo1 m

\ si k =2met p = 0.

(2.7) 7

(on a utilisé le fait que, pour tout B8 > o, il existe une constanteCB > o telle

w2m+p+1

K (Q), on a :

que pour tout v appartenant &

+ C ﬂv" 5 , 81 k < 2m+p,

[ v < sfivll
We™P gy ~ Zm*p*1(n1 L2Q)

k

vl g vl +C.
W20y = 2migy T f

vl| , 81 k= 2met p = Q.
2(2)
\ 2m 2m

De (2.7}, on déduit que :

. vil < C. {||j vl ,
1
%ﬁ w§m+p+q{9) HP*9) « IIp H2m+?+q k-mJ- 2 CP L )
j=1 r)
(2.8} A si K < 2m+p,
ol 5, < el . Pl ,
1N 2mrg g, — 0 X, d-m (FI
Wo (1) HI@) x T° H (rg L%@)
! 3=1 s1 k=2m et p=o,

pour i=1,...,N.
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En écrivant que v=u-0?0u et en sommant les inégalités (2.8) et (2.5)

(et compte-tenu de (2.4)), on obtient 1'inégalité :

lal <l gl LY [T/ O
w2m+p+q(9] HP*A(Q) x Hp H2m+p+q k mj L Q)
k 321 (r)
si k < 2m+p,
2 o
lHll 2m+q[ gj“” X q-mjh.% *llﬁ? mU”szg)} , si k=2m et p=c,
i) x 1° H )

=1

pour g=0 ou.1.

Pour g > 1, on raisonne par récurrences. sur q et on utilise la méme

méthcde que ci-dessus. Ce qui achéve la démonstration du théoréme 2.1.

2.4. Démonstration du théoréme 2.2.

On fera la démonstration pour xp > 0. On conserve les notations du
paragraphe précédent.

2m—p+k+mj

1
+77 -
() . Alors,<{DO(F,g]

X

Scit (f,g) appartenant a H D[Q) x T° H
=1,
-2m-p+K+mJ+§

= “Pe D o s
(Cfof o) appertient a H ) x 07 H () et vérifie

3=1
@"p* (Pgf.0) - L*[%ﬂ ¢ HAM PR,

L' opérateur L* étant elliptique & 1'intérieur, on a :

.10 |l _ < C. {HL*{~P fJH _ el }
Po HPCR™ T2mTR e R o HP e r™)

Il en résulte 1'inégalité :

(2.11) < c.{|l§?*1f,g)ﬂ_ ol }
I Forl HPURM) P P§m+p(m”JJ' HP T (r™)
On estime maintenant 1'élément (f’,g) od f' = f- ?%f. On peut écrire
N
(f',g) = i§1q3i[f'.g) ol %3i[F’.g) =v[<f3¥’, uig) = (LFiF'. Aigqsrees Oy gXDJ
pour i = 1,..., N.
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X
L*élément LPi[f ,2) appartient a Hop[Q] x TP H Z?F?+k’mj 2 et, par le difféormor-
J=1

phisme Ei, on se raméne dans la boule de(R de centre 0O et de rayon €. On appligue
alors le théorame 1.4 & 1'opératsur transformé E?{P:(pourvu que € et .le diamétre de Ci

solent asssz petits). Revenant & &, on obtient 1'inégalité :

(2.12) [, 67,81 <. ]I P ¥epyeeenll
1 v X e 1= p 1 2m+p
HP@) x 1P H 2m p+k+mj+2 [ K, (R ﬂ
0 j=1 r)
s ol _ +llaell .
q>1 HP 1(IRn) i Hp H-Zm-p+k*mj j %
3=1 (r) j
Il en résulte 1'inégalité :
(2.13) ||(Pi[f',g1|i *
Xy omepekemsL |F *ie.e0 |
HPl) x 1P H 2 prkemgs P [2’"”3 R J|
o =1 (r
+ |+l + Jell ]
HP T r™ p ~2m-prkem, - o | .
Hoy 3 2 [
g T

Sommant les inégslités (2.11) et (2.13), on obtient 1’estimation du

théoréme 1.4.

3°) Existence des solutions dans les espaces wﬁ(Q) avec £ entier > Zm+p.

Soit p un entier > o. On peut maintenant étudier le probléme aux limites
Lu = f dans Q,

[3'1)
B yu-= sur I' (si > o),
P g Xp

du point de vue de l'existence des solutions dans les espaces Wi[Q]. avec L entier
> 2m+p.
Notre but essentiel est de montrer que, sans les hypothéses du paragrapnc

2.1, 1'opérateur :

Lu, B_ vu si x >0
(3.2) gDD:ul-—-—>£Ppu= ( P ) P

L si = 0,
u Xp
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X ke -k
est un opérateur & indice de Wim+p[QJ dans HP(9) x TP H2m+?F§ 72 51 Xy > 0
J=1

et de Wim+p[9) dans HP(Q) si Xp = p. Moyennant une condition supplémentaire sur

1'opérateur EF; , on montrera que c’est aussi un opéerateur & indice de wim+p+q[9]

1
dans HP'9(q) «x ﬁp Hsz?;q mT7 si x, > O ct de wim+p+q(9] dans H'9(q) si

J
Xp = 0, g étant un entier > 1. Enfin, on exprimera les conditions de comptabilité

du probléme (3.1) en utilisant un problémes aux limites adjoint.

Plus précisément, on a le théoreme suivant

Théoréme 3.1 : Avec les notations du paragraphe 2.1, on suppose gque les conditions

H1(p 3 2), Hz[p ; Q) et H3[p ; Q) sont réalisées, et que, pour tout x appartenant
a T, 1l'éguation ¢{x ; p) = O n'a pas de racine dans la bande -

-(p+g) - 2m + K -4%.i Re p<~p=2m+ k - %-, g étant un entier > o.

Alors, si r est un entier compris entre O et q, l'opérateurEF>p , défini

par (3.2), opérant de wim+p+r[Q) dans

1

) si > o,
J X

. X
Ty x T H

j=1

2m+p+r-k-m

9]
H (r)

HP*T Q) six, = o,

est un cpérateur & indice, cet indice étant indépendant de r ; le noyau de SDD

est égal & 1'espace
{ut wim+p+q[Q], QP oY = o},

et sl Xp > o (resp. xp = 0), l1l'image de gj 5 ast composée des éléments

X ke = L
(fF,g) € HP*T(R) x TP H2m+?;§ k=M. =35 (resp. £ & HP*T(a))

J=1
tels que
kf.3'>p - + <g,ZF> y y =0 (resp.
H™(Q) x HD () ‘ﬁp H2m+p-k-m.~% HD H-2m-p+k+mj+%
j=1 ) J % 5= (r
< f,v > _ = Q)
), HP(Q) x prtg)
1
- =Z2m~p+Kk+m,+—= -
pour tout é€lément ¢ = [v,q?) (resp. ¢ = v} de Hop(Q) x H ?F? mj 2 (resp.
-p 3 _
H Y(Q)) vérifiant +*
\ © E}) 0 ¢ = o,

OGE? z est 1'adjoint de 1'opérateur EF; considéré pour r = o.



Démonstraticn : On fait la démonstration pour xp > 0. Désignons par‘gF) l'opé~
rateur'gF) considéré comme opérateur de

1
2P 0) dens HPTT@) x TP HEMRITTRMIT Sk e o,

k =1 (r)

I1 réesulte du théoréme 2.1, gue le noyau de g?p r coincide avec 1l'espace
{u €.wim+p+q(91, Eppu = o},

et-que 1l'image de QF; . soit Im S}DD . » est égale A :

_ X —k— 1
(3.3) mP P N HPT@) x P pEmPrTTkem oSy
D,T p,0 =1 (r}
2rmep+r 2msp+r=1

L’injection ds W (©) dans w (@) étant compacte, on déduit:cu

théoréme 2.1 (cf. lemre 5.1 du chapitre II{]@] fque le noyau de EPp .. est de
dimensicn finie ct gue Im QDD . est fermée.

%

Etudicns maintenant Im QDD 0" Puisque Im.EPp o est fermée, 1'éguation

>

X e
P u-Fe PP pRmpTkem- g
p,0 jeq )

adm2t une solutlon u, =ppartener: & w§m+p(9) si et seulement si F satisfait a ls

O

relation d’orthogonaiité

< F, 0] >i'
i X - 1] x - r % l
1P TP MRy HPta) x TP HTETER 1
l 3=1 i o
; -p xp ~2m~p+k+m + -
pour tout &lément ¢ , appartsnant a HO (%) x 17 H 3 2[P) et viridtant

J=1

¥ 4o,

Ps0
ol 0,0 césigre l'adjoint da 0,0 °

3,
Démontrons meintenant gue le noyau deE})p o est de dimension finie.

-D Xp -7r:--p+k+m.+-1 -p-1 n xp
L'injection de H "(2) x T™ H /L% j 2 dans H (R) x IFH
J

J=1 J=1

—2m-p+k+mj -
(r) -

¥
gtant compacte, tn d8duit du thécr2me 2.2 que le noyau defy)p o est de dimensicr

finies ; per suilte, IKIEF; est de codimension finie dans



IT =55

2m+p-k-m -1

X
Peay « P
H@) x I T T

j=1
Il reste & 6tablir gue
Codim Im g:; r Codim LnEP

p,o

D
pour r = 0,...,q. Or, ceci résulte facilement de (3.3) et du fait gue In‘gy y
9,7

est fermé. Le théoréme 3.1. est démontrs.

Corollaire 3.1 : Avec les potations du paragraphe 2.1, on suppose que les condi-

tions H1[p ; 82), HZ(p ; ) et H3[p ; £) sont réalisées, et que, pour tout x
appartenant & T, 1l'équation ¢(x ; p) = o n'a pas de racine dans le demi-gsi=u3
Re p < =p~Zm + kK = 5 .

Alers, le noyan de 1'opératzsur gDD coincide avec 1l'espacs

N={ueDm, QF;u = o} .

Déronstration : Ceci résulte trivialement du théoréme 3.1 et du fait que

D @ = N e,

s> o0
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IITI - RESULTATS COMPLEMENTAIRES ET EXEMPLES.

1°) Remarques sur les conditions H,(p ; Q) et H,(p ; Q)
2 3

Au cours du chapitre II, on a remarqué que les conditilons H2(p ; Q)
et H3[p 3 Q) impliquent essentiellement que 1'opérateur différentiel, en
une variable t (cf. la condition H3(p ;s §), chapitre II, 2°),

E p2m-h
h=o 2m-h

est un opérateur linéaire .continu surjectif de W

(1.1) (x s+ £+ grad ¥(x) L.} {tk_hv}.
2m+p - P
K (R,) sur H'(R_], la
2m*p

dimension du noyau dans wk

R,) étant égale é-xp .

Néanmoins, les techniques utilisées précédemment permettent d'obte-

nir des résultats analogues & ceux du théoreme 2.1, chapitre 1II, lorsgue

2m+p
k

dice X , la codimension de 1'image dans Hp(TR+J étant indépendante de x et

1’opérateur (1.1) est un opérateur & indice de W ((R+] dans Hp[fR+) d'in-

de & mais non nécessairement nulle, et en outre, dans certains cas, des ré-

=

sultats analogues & ceux du théoreme 3.1. C'est ce que nous allons développar

sur des exemples précis.

Considérons d'abord le cas ol Q est le demi—espacefRT. Soit 1'opé-

rateur L = L(xn 5 0, s DX ) défini sur R" par :
n K ntt 2 ™ o
(1.2) Lulx) = L(x_3D_, , D_ ) {ulxd} = x (1 + § D51 + D57 {ulx)},
n X Xn n X Xn

i=1 74
ot m est un entier > 1 et k un entier vérifiant : 1 < k < 2m.

< . P . n .
Pour étudier cet opérateur L dans le deml-espaceIR+ , on emploie

la méthode classique (cf. [18] par exemple) qui consiste & ajouter uns

variable tangentielle, soit X et de considérer non plus l’opérateur L

défini par (1.2) mais 1'opérateur M = M(xn; D, - Dx' , Dx ) défini suran+1
0 n
par
ko "t o2
(1.3) Mulx) = M(x 3D, D_,, D ) {ulx)} =x_ (] D°) {ux)}
n’ "x X X n o, X

o} n 1=0 n
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On effectue la transformation de Fourier en variables tangentielles,
ce qui nous améne & considérer 1'opérateur diff§rantisl en ups variable X

M[xn 3 EO. E’, Dxn) surR, :

u
x
Py
—
™
Ty
—

2
(1.4)  Mix, s&,, 8" D ) {ulx )} = . + D) {ulx )}
n 1=0 n

pour (ED. £') appartenant é[Rn. Lorsque [50, E') appartient a Sn-1’ sphére unité
deIRn, 1'opérateur (1.4) se réduit a 1l'opérateur :

[} - k 2m
(1.5) M[xn s Eo' £, Dx ) {u[xh]}.= X 1 + Dx ) {u(xn]}.

n n

Soit p un entier’'> o et posons rp = Min (p.Kk}. Il sulte alors de

[ﬁ] qus :

Proposition 1.1 : Pour tout (60. £') appartenant a Sn— , sphére unité defRn,

1

1'opérateur :
u p— [M[xn 3 ED, g, Dxn)u B YogqUs Yoguq Useses Y—j+m-1 u)
ol J est un entier satisfaisant & -(m+p) + kK < j < Kk, est un isomorphisme algébri-

r
gue et topologique de wim+p[lR+] sur (HP( R,) X Hop(|R+J] x €,

Utilisant alors les techniques du chapitre II, 1°, on effectuez 1'homo-
thétie s = ][ED, £")| x et dans las inégalités obtenues (cf : 1’inégalité (1.4)

du chapitre II), on fait g = 1. Il en résulte le théoréme suivant :

Théoréme 1.1 : Soient p un entier > O et rp = Min (k,p). L'opérateur

up——> (Lu ; YogU s Yogeql o e 0 Yoy u)
ol L est défini par (1.2) et ol J est un cntier satisfaisant & -(m+#pl+k < j < k,

gst un isomorphisme algébrigue et topologique de

o+ r n -J+m=-1
WwPCRD) sur (HPCR™) x HPORM) x 1 H
k * + o + ’£='J

2m¢p-k-£-%‘“Rn-1]
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Dans le cas ol Q est un ouvert borné "régulier” de R", on peut citer
les opérateurs : qu(x) A, ol q7est une fonction de classe C (R) satisfaisant &
(1.22) chapitre I, et ol A est un opératsur proprement elliptique dans @ d'ordre
2m et k un entier supérieur ou égal a 1. De tels opérateurs seront étudiés en

détail au chapitre III, 3° et surtout au chapitre IV.

2°) Etude algébrique de la condition Hs(p 3 R?J

Les résultats obtenus dans [4] permettent dans certains d'exprimer la
condition H3[p ; ) introduite dans le chapitre II, & 1'alde de conditions algé-
briques sur 1'opérateur.

Lorsque £ est un ouvert beorné “régulier”, on ne peut donner, en général,
de criteres elgébriques permettant d'établir si le probléme aux limites est bien
posé. Toutefols, de tels critéres existent pour certains types d'opératsurs ;
c'est ce gue nous rontrerons au paragraphe 3°). Dens cette direction, citons

aussi les travaux de V.P. GLOUCHKO et de V.V. GRUSHIN [}d] .

Lorsque £ est le dami—espacerR:, on peut, sous certaines conditicns,
exprimer la condition Hatp ;[R:) & 1'aide de cgnditions algébriques équivalentes
sur l'opérateur. La nature méme de la condition H3(p ;IR:) nous permet de limiter
cette &tude au cas des opérateurs homogénes & ccefficients constants. Les notaticn
utilis@es seront celles du chapitre II. 1.1. On utilisera les résultats cbtenus
dans Dﬂ {chapitre II, 5°}, ce qui nous améne & faire deux restrictions : on
sont identiquement nuls

Jag

pour tout couple d'entisrs (j,g) vérifiant 1 < j < m et 2m-k < g < 2m+p-k-1.

supposs gque le nombre rp gst nul et gue les opérateurs B

Comme dans [4], pour chaque w appartenant 3 Sn~2’ on associe & 1'opé-

rateur différentiel ordinaire L[xn ; W, Dy } un projecteur Rlw) de m2m. La
n
condition H3(p ;tRT) est alors équivalente 3 la condition suivante
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[ Pour tout w appartenant a Sn—2’ il existe un opérateur linéaire

D(w) de G dans m2m tel gue
[2-1] <

_ {B (w) Dlw)
P
X

idﬂ:m H

Rlw) Diw) Dlw).

"

Dans [ﬁd], cette condition (2.1), pour p=c, était appelée (S.L.) par
analogie avec la condition de Shapiro-Lopatinskl pour les problémes aux limites
elliptiques.

Dans le paraegraphe suivant, od m=1 et k=1, on montrera gue cette condi-
tion (2.1) pour 1l'opérateur g)p = (L, YQ] est équivalente & une seule condition
algébrique portant sur l'cpérateur L.

Remarquons que cette condition {2.1) peut &tre utilisée sous des hypo-
théses moins restrictives, en particulier en ce gui concerne le nombre rp et la
condition H2[p :IRT] ; 1'exemple qui suit est dans cette situation pour p > 1.

On va détailler la condition (2.1) introduite ci-dessus pour 1'opérateur

syivant :

n

(2.2)  Lulx) = L{x_ 50.,, 0 ) {ubd} = x2 (1 + £ D2 {utx}.
n X X n . X.
n i=1 i
On utilisera les résultats obtenus dans [{] (chapitre II, 4°) et chapi-

tre II,Sﬂ. L'opérateur frontiére Bp.considéré est défini par :

(2.3) Bp Yu = Bp(Dx,) yu = B—2[Dx’] Y U * B_1(Dx,] Y_qus

=

ot B_q[Dx,) est un opérateur aux dérivées partielles a coefficients constants
d'ordre < m+q ol m est un entier tel que -2 < m < p-1 et si m+g < o, 1'opérateur
B_q[Dx,] correspondant est par définition 1'opérateur nul.

On pose :

m+q

p Do'

(2.4) B (Dx,] a0 Ox

- la] =0

La matrice R(wf~associée»é 1'opérateur L défini par (2.2) est égale a
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[N

1

2

(2.5) Rlw) = .
1 1
7z 2

Ainsi, la condition (2.1) est équivalente & la condition suivante :

Pour tout w appartenant a Sn-2 :

(2.6) Y op, o= 7 b w*#o.
Ial=m+2 2.0 |a[=m+1 T.o

Montrons maintenant comment cette condition (2.1) peut &tre utilisée
pour obtenir des théorémes d’existence dans le demi-espace RT. On commence par
introduire une variable tangentielle supplémentaire X (cf. 1°) ). Ainsi, au

couple {L,Bp}, on associe le couple d’'opérateurs {M,Cp} définis par :

2 T o o
Mix, 3 €_,8", D ) {u[xn]} Ex 0 I g+ 0 ) {uixn)}.
n i=g n

(2.7)
CL(E:E") Yu = C(E L €70 ¥_pu + C_ (6, 6") v_yu,

ol (EO, £'} appartiont aR" et ol

intg

(2.8) &, 8" = Pe o €2+q-la! £ oour g = 1,2.
d Ia =Q :

On véritie Tacilement cue la concition (2.1) pour le couple d'opérateurs

{M,C_} équivaut & :
3]

| Pour tout [60, £') appartenant a Sn , sphére unité de{Rn,

-1
(2.9) M2 m2-al £r0 et

m+1~|a| ,a
p2,a go g E_. % 0-

Pl,a "o
=0

—{~1

|a]=0 |a

Comme dans le paragraphe 1°), on en déduit le théoréme suivant :

Théordme 2.1 : Si le couple d'opérataurs {L,Bp} définis par (2.2) et (2.3) vérifie

la condition {2.9), alors {L,Bp} gst un isomorphisme de :

- 5 ~m
i -1
(1) WARD sur LA(RD xH 2 (R,
= -m
2

(r"Y,

N WNN

(1i1) v (R)) sur H;(IRZ) x H

1
(111) W PCRD) sur PERDAEZRD) x W72 MR™) pour p > 2



ITI - &1

Remargue 2.1 : La condition (2.9) est évidemment une condition plus forte que la

condition {2.6).

3°) Etude détaillée des opérateurs L dans le cas particulier m = k = 1.

Dans ce paragraphe, nous allons préciser les résultats obtenus pour les
opérateurs L introduits au chapitre II pour lesquels m = k = 1. On utilisera les
résultats de [ 4] chapitre III.

Dans le demi-espace RS, nous limiterons notre €tude & un exemple en

relation avec le peragraphe 1°). Appliquent le théoréme 2.1 du chapitre III de

[4]. on obtient facilement le :

Théoreme 3.1 : Soient p un entier > 0 et L 1’opérateur défini par :

n
Lix_ 3 D_,, O ) ulx) (1 + I D2 ) {x ulx)} + A D ulx),
n X X X n X
n i=1 "1 n

Lulx)

ol A appartient &8 §. On a alcrs :

(i) Si Relir) < - %‘- p : l'opérateur {L,YO} est un isomorphisme de wf*p( R:)

—

p+o -
(r" .

N

sur HP( R:J x H
. . . 3
(ii) Si Re (iA) > -5 P et

1) Si (iX) # -2m, avec m entier > 1 : l'opérateur L est un isomor-

phisme de Wf+p[ RT) sur HP( P:].

2} Si (iA) = -2m, avec m entier > 1 : 1'’opérateur {L’Yo} gst un
1
P - N
isomorphisme de W§+p[JRT] x H " 2(R" 1] ol KpI[RTJ =
n m~1 1 _
= {fe Hp[fRT) s Y [k1 + L Di ) f] = 0 dans H(R" 1)} .
i=1 i

Soit maintenant Q un ouvert borné de[Rn comme au chapitre II 2°). Les

opératsurs L = L{x ; Dx) pour lesguels m = k = 1 peuvent s’écrire sous la forme :
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(3.1) Lutx) = L(x30,) ulx) = p%(x; D) {ptx) utx)} + Plix s D) {ulx)} +alx) lx)

(1) P2(x ; D) = ) a™J(x) D,D, est un opérateur différentisl
' 1<i,j<n i

d'ordre Z)hOMOgéne/é coefficients de classe C () et proprement
elliptique dans 5,
n

-{
(i1) Plx DJ= L a”(x) D, est un opérateur différentiel d’ordre *ou
i=1

plus, homogéne et & coefficients de classe c @),

(iii) a{x) est une fonction de classe dwdf].

Par analogie avec la chapitre III de [4J , Onh poss, pour x appartenant

AT =39,
(3.2) o(x) = 1 P (x ; grad @ x)) / P%(x ; grad Pix)) s

on définit aussi, pour x appartenant 3 I' et £ vecteur cotangent non nul en x a T,

la condition Clx ;5 £) suivante :
C{x,£) : il existe un entier n = n{x ; £) > 1 tel gue :
Plc 5 £+ 1, (x5 B) grad Q00D = dnlr (x5 E) - T_00ED) P?(x 5 grad pixi?

~

ol 1+[x ;E) et t_(x; &) sont les racines & partie imaginaire positive et négative

de 1l'équation P2[x ; £ + 1 grad ﬁ7[x)] = 0.

De méme, pour x appartenant 4 T et § vecteur cotangent non nul en x & T,

on définit la condition Ki{x ; £) suivante :

K{x ; £) : il existe un entier n = n (x ; &) > 0 tel que :

P1(x s E+1 (x5 8] grad‘f’(x)) = in [T+{x; £) - 1_(x,8)) P2[x; grad qD[x]J,

Remarque 3.1

1) p{x) est une fonction invariante par difféomorphisme.
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2) Les conditions suivantes : pour tout § vecteur cotangent non nul en x & T,
Clx ; &) ast vraie {resp. non vraie) sont invariantes par difféomorphisme.

La méme propriété est valable pour la condition K(x ; &).

Remarque 3.2 :

1) Soit x appartenant & I'. Si pour tout £ vecteur cotangent non nul en x & T,
C{x; £) est vraie, cela impligue, en dimension n > 3, qu'il existe un entier

m = m{x) > 1 tel que :

p(x) = -2m et ai(x] = im
J

n ™M

(i (x) + adtix)) a“?(xl
1 J

Par sxemple, 1l’cpérateur :

alix) D, +alx)) {ulx)}

(3.3) Lix 0 ){ulx)]z =000 atd(x) 0,0, + .
1

1 <i j<n 13 i

W M3

vérifie pour tout x appartenant a I' et pour tout & vecteur cotangent non pul-en
x & T, la condition C(x ; £).
Dans cette hypothése, la condition Kix ; £€) n'est jamais satisfaite

pour tout & vecteur cotangent non nul en x a T.

2) Soit x.appartenant a I'. Si alJ[x] = adt(x), si iaj[x) est réel et si p(x)
n'est pas un entier de la forme -2m (resp. 2{m-1)) avec m entier > 1, alors C(x;&

(resp. K(x ; £)) est non vrale pour tout § vecteur cotangent non nul en x & T,

Les résultats. obtenus dans le chapitre III de [4} permettent d'exprimer
la condition H3[p ; Q) & 1'aide des conditions algébriques C(x ; &) et Kix ; &).
Ainsi, & 1’aide des méthodes du chapitre II, on cbtient le théoréme suivant

{(cf. théoréme 3.1, chapitre II)}

Théordme 3.2 :

Soient 1'opérateur L défini en (3.1) et p un entier > 0. Alors :



(1) SiRe plx) < --% - p pour tout x appartenant & T et si, pour tout x appar-
tenant & T et tout & vecteur cotangent non nul en x & T, la condition K(x;£&)
n'est pas vérifisde, 1'opératesur {L, yo} cpérant de wf*p'qtn) dans
HPT9(R) x Hp-q*itrl est un opérateur & indice, dont 1'indice est indépendant

de l'entier q pour 0 < g < p.

(11) Si Re p(x) > - g-- p pour tout x eppartenant & TI' et si, pour tout x appar-
tenant & T et tout £ vecteur cotangent non nul en x & T, la condition C(x;&)
n'est pas vérifiée, 1l'opératsur L opérant de w3+p+q(ﬂ] dans " 9(Q) est
un opérateur & indice, dont 1l’indice est indépendant de 1'entier g pour
q > 0. De plus, le noyau de l'opérateur L dans wf+p(9) est 1'espace

{ue D@, Lu = 0 dans Q}.

Remarque 3.3 :

1) Les résultats de régularité correspondant & ce théoréme 3.2 (cf. théorame

2.1, chapitre II), s'énoncent de la fagon suivante :

(1) Si 1'hypothése (i) du théorgéme 3.1 est satisfaite et si de plus k est un
entier > O tel que Re p(x) < --% - (p+k) pour tout x appartenant a3 T, on a :
2+p p+k p+k*%
si u appartient 2 w1 Q) et {L.YD} {u) appartient 3 H~ (R) x H [r) -

2+p+k

; ().

alors u appartient & W

(11) Si 1l'hypothése (ii) du thécréme 3.1 est satisfaite et si k est un entier > O,

on a : si u appartient a wf+p(91 et Lu appartient & Hp*ktﬂ), alors u

2+4p+K

1 (Ql.

appartient a W

2) On peut aussi obtenir des estimations a priori et des résultats de régu-
larité pour des opérateurs L du type {3.1) pour lesquels les hypothéses du chapi-
tre II ne sont pas vérifiées. Ainsi, si Re p(x) ?_—-% - p pour tout x appartenant
a T et si, pour tout x appertenant &8 T et tout £ vecteur cotangent non nul en x &
I, la condition C(x ; &) est vérifiée (cf. Remarque 3.2} et si k est un entier

>0, on a:
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1
p+k+-—-
si u appartient & W3+D(QJ et {L.YO} (u) appartient a Hp+k[Q] x H 2 (r),
s 2FPFK .
alors u appartient & w1 Q) et 11 existe CK > 0 telle gue :
| ull <c {Jlte.y } Wl + |l ull }
2+p+k ., — Kk o ptk + & 1+p+k ’
w1 Q) Hp+K[m % H 2 w1 )

(r)
(ck étant indépendante de u).
Par exemple, l'opérateur défini en (3.3) satisfait & ces conditions ;

on montrera au chapitre IV suivant que c'est un opérateur & indice dans des

espaces convenables.

Remarque 3.4 : Les opérateurs L{x ; DX) considérés en (3.1) avec alj. 1ad et a

fonctions réelles appartiernent & la classe des opérateurs étudiés dans [jj]
(cf. aussi f&], {35]]. Selon Fichera, la frontiére T de f est partagée en
trois parties qui, dans notre cas et avec nos notations, s'expriment par les

conditions suivantes :

23 = @ (ensembls des points de T non caractéristiques pour L]},
L, = {xer, plx) < -1},
g, = {xeT,, plx) > -1}.

Dans [15], K&hn et Nirenberg obtiennent essentiellement, moyennant une
condition supplémentaire sur 1’cpérateur en tout point de L5, un théoreme d'exis-
tence pour 1l'éguation L(x ; Dx] u = f : étant donné f dans un espace de Sobaolev
HN[Q) (avec N > 1), il existe une sclution u de L(x ; Dx]u = f nulle sur I, st
qui appartient & un certain espace de Sobolev sur Q. Les résultats obtenus dans

la remarque 3.3 permettent de compléter la régularité d'une telle solution.
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I1 ressort de 1'étude faite dans ce paragraphe 3°) qgue pour de tels

opérateurs, 1l serait plus correct de considérer I. = {xeT, olx) < —-%} et

2

21 =T - 22 et de paser sur I, des conditions aux limites en accord avec lg

2

thécréme 3.2 et la remarque 3.3. Ainsi, par exemple, si on veut obtenir une
régularité, de tout ordre, de lz sclution, il ne faut pas imposer de conditions

aux limites sur I, (sauf cas particulier corresnondant au point 2. de la

2

remarque 3.3).
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IV. UNE GENERALISATION ET APPLICATIONS.

1°) Généralisation des résultats du chapitre II lorsque k > 2m :

Les résultats donnés dans [4] pour des opérateurs L = L(t ; Dtl

définis sur R par :

K m=-h k-h
Lult) = L(t;Dt] {ult)} = ¢ P (Dt] {t ult)}
h=0

ol k et m sont deux entiers vérifiant 1.i k‘i m sont valables, sous les mémes

hypothéses, pour des opérateurs L = L(t ; Dt] définis sur R par :

Minlk,m} k=h
Lu(t) = L(t;DtJ {ult)} = z P (Dt] {t" ult)}
h=0

ol-k 8t m sont deux entisrs quelconques supérieurs au égaux a 1, 1'é&quation

déterminante ¢ (p) = o étant :

Min (k,m) oy

$lp) = I D i plp=-1) ... ({p-k+h+1} = Q0.
h=0 m-h

Cette généralisation faite & une variable améne une généralisation
des résultats obtenus au chapitre II. Les notations étant celles introduites

dans le chapitre II, on considére les opérateurs L = L(x,xn ; D ., 0 )

n
définis sur R" par :
Min(k,2m) _
Lulx) = LOox 2 D, » 00 {uxdr = £ PP Mo L0 ) K Mu)
n X X x' " Tx n
n h=0 n
et les opérateurs L = L(x ; Dx] définis sur Q par :
Min (k,2m)
(1.1) Lol = Lx:D ) {ulx)} = ¢ PP x5 oy L9 T ux)
X h=o X (x)
oll k et m sont deux entiers > 1 et ou les opérateurs sz—h[x;Dx,,Dx ) et
Xn
sz_h[x;DX] satisfont les hypothéses indiguées au II.1.2.1 et 1I1.2.2.1.

respectivement ; les éguations déterminantes associées ¢O(p] = o0et ¢{xsp) =0

pour x appartenant a T' étant :

Min (k;Zm) _ _
¢O(p] E T p2m h - {o) ik h pl{p=1) ... (p~k+h+1) = O
2m—-h, 0
h=o
et Min (k.2m) om-h k=h
é (x;p) z P (x;grad ¥ (x)) i o p=1) ... (p=-k+h+1) = 0.

h=o



-

il - 2o

Les opérateurs frontiere B? sont les mémes que ceux introduits au
chapitre II.

Dans ces conditions, lgs théorémes 1.1, 1.3 et 2.1 du chapitre II
correspondant aux estimations a priori “directes” et les théorémes 1.2, 1.4
et 2.2 du chapitre II correspondant aux estimations a priori “duales” sont
applicables & de tels opérateurs et plus généralement les résultats obtenus
dans les théorémes 1.1, 1.3 2t 2.1 lorsque Kk=Z2m et p=o0 sont valables lorsqgue
K > 2m+p. Par ailleurs, le théorénme 3.1 du chapitre II sest aussi valable
pour ces opérateurs.

Les remarques concernant les conditions Hztp 3 Q) et.Ha(p ; Q)
faites dans le 1°) du chapitre III sont applicables & de tels opérateurs.

La condition H, (p ;{RT] peut aussi dans ce cas &8tre exprimée & 1'aide d'une

3

condition algébriqus analogue & la condition (2.1) du 2°) du chapitre III.

Les opérateurs L = L(x ; Dx) définis en (1.1) avec k > 2m peuvent
encore s'écrire sous la forme

Lu (x) = @072 mutx)
ot M= M (x ; Dx] est un opérateur du type (1.1)

2m
- 2m~h 2m-h
Mulx) = £ Q (x : D) {‘P[x] ulx)}.

h=0
Plus généralement, étant donnés un opérateur L = L(x ; Dx] du type
(1.1) et des entiers p et g > o, les méthodes du chapitre II permettent

d'étudier les opérateurs ¥ (x)7 L(x ; Dx), de wiT;th] dans HP(Q), et
2m+p

1'opérateur L(x ; Dx], de wk+q

{2) dans WE[Q]. En particulier, on peut
étudier 1'indice de tels opérateurs et la dépendance de cet indice par
rapport aux parameétres g et p. Dans les deux cas, cette &tude se raméne

& 1’étude d'un opérateur M du type (1.1)

Min (2m,k+g) - _
Mu(x) = L 0" x5 ) (LK )
h=o

' '2m+p
sur 1l'espace wk+q Q3.



On va maintenant appliquer ces m@thodes & deux exemples déja
étudiés dans E1{] et [?3]. Celles-ci nous permettront d'une part, de retrou-

ver des résultats déja connus et d’autre part, de les compléter.

2°) Application & 1'étude des problémes aux limites associés aux opéra-

teurs elliptigues dans des espaces de Sobolav avec poids.

Soit @ un ouvert borné dean, de bord T', @ étant une variété compacte
a4 bord de classe C . Soit A = Alx ; Dx] un opérateur différentiel d'ordre 2m

sur Q, proprement elliptique sur Q, & coefficients indéfiniment différentiables

sur Q et soient m opérateurs frontigre Bj =0, {(x ; DF) pour 1 < j <m, Bj

~

étant un opérateur différentiel sur I d'ordre mj avec o :_mj §_2m—1; a coeffi-

cients indéfiniment différentiables sur T tels gue le systeme [Bj]1 <j<m

soit normal sur T' et recouvre A sur T (cf. [54]].

Cans [ﬂﬂ , M.C. GOUBJO montre que pour 1 < g <+ o, gt pour p et K
m

entiers positifs ou nuls tels gue p > p(k) = Max (-2m+m, + K+-%), 1'opérateur
, J=1
T={A; 51’“"'Bm}’ opérant de wim+p,q(9] dans
m 1
P,g 2m+p~m,~k~— ,qg
wk Q) x I W ()@

J=1

est un opérateur 3 indice, dent 1'indice ne dépend ni de q, nide p, ni de k.

[Wi'q(Q] désigne 1'espace WEEQ) = {ueP’ (@), ‘ch)k ofuc9@), 8] < 2}

muni de la normes canoniqgue). Par des méthodes d'intefpolation, i1 généralisec

ces résultats a des paremétres p et k réels positifs. I1 compléte ainsi-ﬁﬂ.
Dans ce paragraphe, on va retrouver ces résulfats dans le cas 5&

g=2 par les méthodes indiquées au 1°) ; celles-ci nous donneront par ailleurs

d'autres résultats.

On considére 1’opérateur Gk { %’KA : 81""’Bm} opérant de
m 1
: —ms=k=-% m
w2m+pEQJ dans HD(QJ x 1 H2m+p my=k=7Z pour p > p(k) = Max (-2m+m +k+-1].
K : - (r) - J 2
J=1 j=1
%, .
Remarquons tout d'abord que les espaces wk Z(Q) coIncident avec les espaces

1
£ -
WK[Q) définis au chapitre I et gue les espaces w“ 2'2(F] coincident avec les
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1

ospaces w Zon.
Par ailleurs, il est facile de vérifier que 1'aopé-

rateur (P A est linéaire continu dans HP(Q) /leln[p K]( ), de sorte que les

hypothéses HZ[D s 1) et H3(p ; ) ne sont pas en général satisfaites. Néan-
moins, selon les remarques faites au chapitre III, on peut appliquer les
S v Pk P . ok .
méthodes du chapitre II & l'opérateur @ , noté désormais Q’p , opérant de
o v
im Pta) dans(HP(a) N HMln(K p][Q))x moHERI -2 . Ainsi, on obtient
| 3=1
facilement (cf. théoréme 2.1, chapitre II)

(i) Il existe une constante Cp > 0 telle que pour tout u appartenant &

w2™P(a) on ait

K
Jull < o UMY "] ) HuH b,
2m+p (2" PP x T Hzm:%]K ”b Q)

j=1

(ii) pour tout entier g > o, si u appartient a wim+p[ﬂl et si 5’;u appartient

1

m

é(ﬁp Y N HMln(p+q K))x il H2m+p+q k=mj=Z - alors u appartieni a w2m+p+%
(Q 521 (r) kK (9

et il existe une constante cp+q > 0, indépendante de u telle que

1
2m+p+g-k-m, =2 v "U"L (Q]}

(12"l _
H J

[lull <c
A 2mEp+q — p*q P .p*q
wK ) H[Q)

[
t =3
—

De 1l'assertion (i), on déduit (cf. théoréme 3.1, chapitre II) que

le noyau de ﬁ’; dans wfm+pr] est de dimension fipie et que 1'image

. m o d
f?; Wim+p(nl est fermée dans(ﬁp[ﬂll\ Hgln‘p'K](ED)x I Hzng)k mj 2,
J=1 '

De l'assertion (ii), on déduit que

(2.1) Ker J ={ueP@ ; Au= 2, 8,u=0,1<]sm
et que
1
m L
GRwemPaigy = PR B Py N P ey Hmln(p*q'K) x T HEMPraTkemy=2,
P k D K Q) =1 r)

pour tout entier g > o.



Par transposition, on va montrer gque la codimension de

1
. m o
6’; wim*p(m dans HP (@) N H';“““"p] amepk=m, =7

Q) x m H j “© est finie.
=1 (rj
D'aprés ce qui précéde, il suffit de considérer le cas ol p est le premier

entier positif ou nul supérieur 3 p(k) et, dans ces conditions (puisque

plk) < k), on a : HP ) N Hzlntk’p][Q) = HE[Q]. Ainsi, 1'opérateur EFK*,
1
m =
adjoint de E?E , 28t lingaire continu de H D[Q) x 0 H 2m ?;§+mj+2 dans

j=1

2m+p

K (@) et est défini par :

. 2
1'espace dual Udkm+p[9i]' de 1'espace W

aq — :
<J k*[F PRS- - i B = < F,‘PKA¢| >
p 1 Q

>
m P RMIxDIRY) HPQ) x Hg(m

+
o~ 3

1 1
< 8. Bd" > -2m-p+k+m;+3 2m+p-K-mj‘§

: J J

=3

pour ¢ apparsenant a ZD(an] et (f ; g1....,gm] appartenant a H—p(Q] X

J=1

~2m-p+k+m_ +2
(r)

On introduit maintenant 1'opérateur Tp = {A; B1,..¢,Bm} de H2m+p(QJ

1
m 1
dans HP(Q) x T Hsz?]mj 2, |'opérateur T:, adjoint de Tp, est linéaire
3=
-J m =2m=p+m ¥% -(2m+p)
continu de HP(Q) x T H ] dans H
0 1=1 (T) o

x _
< T (F;G,,...,6. ), ¢ > = < F, A¢‘ >
P " @RI DURY) ?

m -_
L <G,,B,
* i= 3 J¢l

(Q) et est défini par :

H;D[Q] x HP(Q)

g 2m=-p+m #l 2y p~-m '%
—Zm= 2 Yt -
! Hom 3 " x iy d

pour ¢ appartenant a DR et [F;G1,,. .,Gm] appartenant a

1
-p =2m=p+m, +7
H0 () x ()

J

H
1

=

D'apres [4?] (thécréme 6}, le noyau de T:'coincide avec l'espace
, m
Aﬁ: {(F;G ,...,G ]6@[6 ‘ P F ; * H =
1 o ) x [Pwr] T (FiBy. e nuG) o},
et cet espace ‘ést de dimension finie.
Or-étant donné f-appartenant a H P(Q), on peut lui associer canoni-

quement ‘F, appartenant & H;DLQ], de la fagon suivante :



> €,

(2.2) F g > <f, L?"qsl > D (R
Q

H P Q) x'Hg[Q]
K ‘4-'3)’ s s = L deimnd [ £ 3
et F et ¥ °f colncident dans Q). Ainsi, étant donné (f.; g1s...,gm,
appartenant & Ker 3);*, cn peut assccier canoniguemznt (F S1g.¢.,Gm)

appartenant a Ker T; =UVODD G, = gj pour j=1,...,m et ol F est défini par

J

(2,2) 5 de plus, la correspsndance [f;gq,...,gm] >

(F :?1,---:Gml~35t

évidemment injective. En Tait, cette correspondance est surjective ; on

effet, si (F;G ,...,GmJ appartisnt a dUa il résulte de la proposition 5.1

1
chap. II de [ﬁ4] que” F appartient a

m -,
2m=1-Max (m,)

T K . -
H, (Q]J 1 et donc, ¥ = F/ % appartient 3 H (@) et
e ke
(f : 6,,...,6,) appartiont a Ker ﬁjgﬁ, Finalement, on a démontré gue Ker 7% -
l.)
70
est de dimension finie et isomorzhe & 1'espzce .

3
Par suite, on e étebli que l’onfrateur 5 ;, ouerant de w5m+p{91 dans

p Minfp,k) m Imin=k=m, =3 A
H () O H x I H © est un opérateur 3 indice et que cet

indice est é3ul & 1'indica de 1'opéraleur T = {A 5 By ....B } de M )
7

a4

i
A < .
LEpm, . N gl o )
e 2. Copon Laruldiplicat 0 per P oest -un dsorar hiis

m
dans HP(Q) x 1

3=1 {r]
- DU PR 0 ‘1 Dreny IO e - L o1
ms e H [Q)f},ﬁo [ D odn ‘.\‘k-.ﬁ..;"-.". : dedygit ool LToprrstanre :-‘{\"Jn“"i"’... ,urﬁ!
2 - m 1
+ “ L Tl S TP . S s
opérant de wkm Pras vans WE[RJ x T H TPS rg < st en enérateur a indice
J=1 m
dont 1'indice e2st indgpendant de p et de k avec la =zondition p > plk) = Max
j=1

(-2m+mj+ k +-%].‘Dh a ainsi retrcuvé les résultats de {311_dan5 le radre
Hilbertien.

Pour s'affranchir de la restrictich p > ik}, il ost nécessairc
d'introduire des cpérateurs frontiére Bj alus géniraux. Par exemple, o peut
considérer des opérateurs frontidre Bj analoguas & ceux intreoduits dens le

greeesB 1 satisfait
il

chapitre II 2°). Ainsi, si 1l'opérateur & = [LPKA : B

la condition HBIO,Q) (et il est facile de vecir qu’il existe de tels cpére’eur-



cf. : chapitre III par exemplel), on démontrerait facilement que 1'opérateur

1 m
Pk, operant de WTP(Q) dans HPro) N HNUGPY g yPmrpmkemy
k o (@ %, (r)

opérateur & indice dent 1’indice est indépendant de l'entier p > 0. (signa-

, est un

lons que le probléme de l'invariance de 1'indice par rapport @ k ne se pose

pas puisque de tels opérateurs généraux B, n’opérent pas en général dans les

J

espaces.w§m+p[9) dés que h est différent de k).

3°) Application & 1'étude des opérateurs introduits dans [1] EE.LZBJ :

Soit © un ouvert borné defRn, de bord T, @ étant une variété com-
pacte & bord de classe C’. Soit L = Lix ; Dx] l’opératehr différentiel défini
sur  par :

(3.1) Lulx) = LOD ) {uba) = lilt 0 (a _(x) P xa®0% uix))
o

|8]<1

aB

ot les coefficients % sont indéfiniment différentiables sur © et k est un
entier supérieur ou égal 3 1, et ot \P est une fonction C deR" dans [R
satisfaisant & (1.22), chapitre I. On suppose gue cet opérateur L est coercif
sur l'espace
Ké o 2
v = tu ey o ¢o%uef@, fof <1

muni de 1la norme canonigque, i.e. : il existe une constante c > o telle qgue

pour tout u appartenant A VK(Q)' on ait

(3.2) Re (l IZ f (~1)18l aya (¥ ¢ ok 0% pPuo dx) >
al<1 Jg
= ke 2
8] c( L 1Y 2o,
laf<a L)

).

Pour p entier positif ou nul et m entier supérieur ou égal

a4 1, soient les espaces £ m{Q) et F m[QJ définig par cartes locales a.

s 3

partir des espaces E (R™) etF (R") suivants
p.m * p,m +

» k4

n, _ 1 n |B|-1 g P, N ‘
£ (RS = lue HIRD) 5 x) D'ue HIRD), 2 < [8] < me1, oS8 <2},
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1 - ) | ’
k=1=Ta "] D5 FEHIRD, o < fa'] < m1},
n

F (R = {feD(RY ;
m + +

P X

munis des normes canonigues.

Remarguons que pour m=1, les espaces Ep 1(9) et Fp 1(Q]

peuvent étre définis globalement sur 9 par :

fuen'@ ; Potue e, fof = 23 = WP,

m
—
Lo
—
1)

’ . P
{(FeD' Q) ; *F/(()k_,l € H (Q) .

M
~—
0
—
i

Dans [13, MM. BAOUENDI-GOULAGUIC ont étudié 1'opérateur L
dans le cas ol k=1 d'un point de vue variationnel et ont cobtenu des résul-
tats de régularité par une méthode de régularisation elliptique. Dans [?3],
M.C. ZUILY a généralisé ces résultats de régularité pour k > 1 par des

méthodes analogues ; notant fg} le plus petit entier supérieur ou égal A<,

N

~

il a démontré que si u appartient a VK(Q] et Lu appartiént’a‘Fp {5}(91.
2 2
alors u appartient:a Eb {h}[QJ; ce gqui permet de déduiré - que 1l’opérateur L
b4 2 )
est.wn isomorphisme de E_ k,({R) sur F k,(2) pour tout entier p > o et
o D,{—Z“} p‘{—f} -

de D@ sur @ i ().

Dans ce paragraphe, on va retrouver des résultats de régularité
analogues par les méthodes indiguées au 1°), sans toutefols les recouvrir
totalement, puis les compléter dans le cas ol k > 1,

Tout d’abord, on remarque gus 1'opérateur L peut s'écrire sous

la forme :

Hi

LOGD) {utad} = Pea*™ B, tui)

ot &= ég(x;Dx) gst un opérateur de la forme :

Butx) = Li0,) (ub} 2 PPaD) (P () uba + P GGD) {ubad) +ralxlulx)
ol Ph[x;DX] gst un opérateur différentiel homogéne d'ordre h pour 1 < h < 2

avec en particulier :



—
-t
?
~
Ut

'P2(x;Dx) = 7 3,51 p%*8 |
la] =]8]=1

et od a(x) est une fonction de classe C (2).

Cet opérateur éﬂ appartient & la classe des opératsurs étudiés
dans le 3°) du chapitre III. Conservant lec notations de ce paragraphe, on
vérifie que pour x appartenant & T, p(x) est constant et égal & k-2. D'apres
[3], la condition de coercivité (3.2) impliquent deux conditions algébriques
sur 1l'opérateur Pz(x;Dx] qui permettent de démontrer facilement que, pour
tout x appartenant & T et tout & vecteur cotangent non nul en x & T, 1'opé-
rateur, défini surfR+ par :

P?(x;E + grad Prx1.0,) {tutt)} + Plix;E + grad Pix).0) {utt)},

2+p

1 (R,]) sur HDEIR+] pour tout entier p > o. En par-

est un isomorphisme de W

ticulier, la condition c{x;§) n'est pas vérifiée. On peut alors établir le

Théoréme 3.1 : soient p un entier positif ou nul et L = L(x;Dx) 1'copérateur

défini en (3.1}. On suppose que 1’opérateur L satisfait a la condition (3.2).
Alors, pour tout entier m > 1, 1l'opérateur L réalise un isomorphisme de

E (Q) sur F Q).
p.,m p.,m

» ’

Démonstration : les résultats du chapitre ITI - 3°), compte~tenu de ce qui

précdde, permettent d'affirmer que si u appartient a wf(n) et B u appartient

a HP(Q), alors u appartient a W$+D[Q] et il existe une constante cp > o,

indépendante de u telle que

full o, <c_ {||%u] + {ull 1.
wf Py = P HP (@) w}*”(n)

N . n . .
Par cartes locales, on se ramene au deml-QSpacefR+ , puls utilisant

~

la méthode des quotients différentiels, on démontre, grace a cette estimation

a priori, que si u appartient & Wf[Q) et Lu appartient a Fp m(QJ gue u appar-

2

tient & Ep (). Le corollaire du théorgme 3.2 du chapitre III permet alors

2

de conclure que 1'opérateur L est un opérateur & indice de Ep m(Q) dans Fp m(Q],

» ’



La condition (3.2) prouve gue L est injectif sur Ep m(Q]. Enfin, la condi-

tien (3.2) et le résultat de régularité pour p=o et m = {%} de [éj] per-
mettent de prouver que L est surjectif de Ep,m(Q] sur Fp,m(Q]' d'od le
théoreéme 3.1.

On va maintenant compléter 1'étude de cet opératsur L en le consi-
dérant comme opérateur de Wi+p(Q] dans HP(Q). Plus précisément, on va dé-

montrer le

Théoreme 3.2 : soient p un -entier positif ou nul et L = LEx;Dx] 1'opérateur

défini en (3.1). On suppose que 1l'opérateur L satisfait & la condition (3.2).

Alors,  l'opérateur L réalise un isomorphisme de Wi+p(93 sur HP(Q) N H:intk—}éﬁlg

Démonstration : On écrit 1l'opérateur L sous la forme

Lx;0.) {ulx)} = Pz(x;Dx) { ¢ )" ulx3i} + P1(x;DX] {<P[x]K—1u[x]} +
+ax) PR ua,
ou Ph[x;D*) est un opérateur différentiel homogéne d'ordre h pour 1 < h < 2

avec en.particulier

Aed

B

L a ,x) DOL+ .
Ial='8’=1 ag

et ol al{x) est une fonction de classe Cmtﬁj,

1

PZ[X;D )
X

Comme précédemment, on vérifie que la condition [(3.2) implique
gue, pour tout x appartenant & ' et tout £ vecteur cotangent non nul en x
aTl, l'opérateur, défini sur R, par :
Pz[x; g + grad (P[xJ.Dt) {tku[t)} + P1(xég +-grad q9(x].Dt] {tk—1u(t]}

est un isomorphisme de w2+p[FR+3 sur Hp[rR+]/W HMln(k-1’p]((R+] pour tout

K a
entier p > o. On en déduit que l'opérateur L, opérant de Wi+p(Q] dans
HP(Q) N HMln(K-1‘p)[Q), est un opérateur & indice dont 1l'indice est. indé-

8]

pendant de l'entier p > o.

La condition (3.2) prouve que L est injectif sur wi+°(91 et le

Min(k=1,p)

théoréme 3.1 prouve que L est surjectif de Wi+p(Q] sur HP(Q) N H0

Ql,

ce qui acheve la démonstration du théoréme 3.2.
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