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SUR UNE CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES

ET DEGENERES A UNE VARIABLE
par
Pierre BOLLEY et Jacques CAMUS
€et article est essentiellement un complément & celul de Eﬂ,

ceci en vue des applications aux problémes elliptiques et dégénérés a

plusieurs variables.

I. UNE CLASSE D'ESPACES DE SOBOLEV AVEC POIDS.

On désigne par €, R, R+ » R_ , les ensemblss des nombres complexes,
réels positifs et négetifs respectivement.

Scit € un ouvert de/R. On notera, pour r entier positif ou nul,
HE () 1’sspace de Sobolev d'eordre r sur 2, et H;(Q] 1’ adhérence de gD[Q][*)

dans HT(Q) (cf. [4]).
Etant donnés deux entisrs k et m > o, on définit les espaces de

Sobolev avec poids sur @ :
W) = {ue H" @) 5 5 u e i3,

Ce sont des espaces de Hilbert pour la norme :
1
R (1 LAY o S
wktn H Q) H ' (Q)

Proposition 1.1 : Pour k et m > 1, on a «

m = w1 m -1
W LR S Wi (R) et, WCR) C W (R,

algébriquement et topologiquement.
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(x) Si Q est un ouvert deR, P(Q) (resp. L@ désigne l'espace des fonctions
indéfiniment dérivables dans 9 et a support compact dans Q (resp. .

L’espace des distributions sur © sera noté éb'[ﬂ).



Démonstration : Pour R : soit u € WE((R), ceci éguivaut a dire que sa trans-

formée de Fourier U{t) f e YT L(t) vérifie
R

¢ L°CRY,

o>

(+]t]y™ e

(1.1) K
(-lth™of 0 e v m.

I1 faut établir gue csci impligue  (1+]t|1™ D;M Ue LYm).

D'aprés (1.1}, U eH C[fR) ; on est donc ramené. (aprés lccalisation) au

K
Lo
cas ot u vérifie (1.1) et Supp u - _ﬂ,+“[.

On fait alors le changement de variable T = %~.

ulT) on a @ pour tout entier k,
K+1 K K~1

[}1.2) 8% Gy = (-1 g D, (t° v(t) ),

it

Lemme 1.1 : Si t = %~et'Si vit]

Cette formuls est vraie pour k=1 : on la démontre ensuite par

récurrence csur l'entier k.

Posons alors W(t) = tk“'1 v(t]) : cette fonction satisfait aux
conditions suivantes :
- 2
.jt TWt) € LT0R,)

k

(1.3) -
ltk'm Dy Wit) € L°(R,) et Supp W ¢ [0,1].

Il-est facile de volr gue ces conditions. impliguent : t£~m Di Wit)
appartient & L2[7R+) pour £=0,...,k. Il en résulte donc que

DK"1 ~

(1+]] ™" . U appartient & L(R). C.0.F.0.

- PourfR+ : cela résulte du lemme suivant

Lemme 1.2 : Il existe un opérateur P (de prolongement) linéaire, continu de

W:I{R+) dans NQ(IR) tel gue pour tout u appartenant & w:(TR+), on ait

P u| =y
ﬁg

fans wT:( fR+] .




Démonstration : Pour u appartenant a W?(rR+]. on pose

ult) si t > o,

Pult) = JMax (k,m)
a, ul=jt) si t < o,
J=1 J
les aj étant des constantes solutions du systéme
Max (k,m) P
a, (-3} =1 pour p=-K,..., Max (=1, m=k=1].
1 J
J
s . . . m-k . .k m
Ces conditions implicuent que Pu & H (R} et que t Pu H (R)
gt que :
ol <ol
Wk VJK[TR+]

od C est une constante indépendante de u.

Proposition 1.2 : On a : (i) @D (R) est dense dans w:[fR].

L (ii) 59[55+J est danse dans'w:[iR+].

Démonstration :

(i) Dans une premiére é&tape, on tronque : soit P appartenant a gD(IRJ
telle que ¥(t) = 1 pour {t] < 1'et ¢(t) = O pour |t| > 2.
On pose wR[t) = Y (t/R) pour R > 0. Pour u appartenant a WE[€RJ,
la fonction Ug = wR.u appartient a w:(lR) et converge vers u dans-WE(fR)

quand R tend vers +«,

Dans une seconde étape, on régularise les fonctions u_ , notées

R

maintenant u : soit j appartenant & P (R) telle que j(t) > 0, I Jt) dt=1.
R

m
On pose jE(t] =-% 3 {gl pour € > 0. Pour u appartenant a WK[IR] a support
comnact, la fonction U = je % u anpartient 2 é?(ﬁ%] et converge vers u dans

wﬁ({R) quand € tend vers 3, d'aprés le proposition 1.
(ii) Cela résultg de (i) et du lemme 1.1.

On peut caractériser les gspaces de Sobolev avec poids WE(IR+]

de la fagon suivante :



-

Proposition 1.3 : Un élément u de 'i”[¥R+] appartient a w:flﬁ+} si ot seule-

twent si tku appartient a Hm((R+] /1H2(rR+].

Démonstration : On utilise la proposition 1.2 et 1*inégalité n° 330 de [ﬁ]

gui permet d’établir que l’application v+——> v/t est linéaire continue d=

H (R ) dans Hr~1(FR }, pour tout entier r > 1.
o + 0 + —_

Remargqus 1.2 : De ce résultat suit que §DIfR+) gst dense dans WZ[IR+] pour

k > m.

II. ETUDE D'UNE CLASSE D'COPERATEURS DIFFERENTIELS ELLIPTIQUES ET DEGENERES.

12} Notatlons et hypcthises.

Soit L = L(t : D_J) 1l’opérateur différentiesl défini sur MR par :

t
Min (k,m} .
Lult) = Lt 5 D) {ule)} = ) p™h (o,) (5" Leen
h=0

1

ot D, = 1-51 , et o0 m et k sont deux entiers > 1 et ol
t idt -

(1} Pm_h(D J, pour 0 < h < Mir (m,k) ast un cpérateur différentizl ordinaire

t:
d’ordre < m-h, & coefficicnts constants complexes
m~h
J

m-h
5

9

EC ;

m=h m=h
P
=0

P (0) = ]
3

J
Dy . P
(ii]_Pm[T] est un polyndme de degré m, ne s’annulant pas surR.

Utilisant la transformation de Fourier définie au I, 1'opérateur

L=L({t : DT), transformé de Fourier de i'cpérateur L, est défini sur (R par :

" - N Inf (k,m) o a
Vo = Lt 500 Yo = P (o ey
h=0

On désignera par L = Lt 3 DtJ 1’opérateur adjoint formel de

1'opérateur L qui est défini par : pour tout ¥ et ¥ appartenant a gD(TR],



f LYy, yit) dt = ( Crey. L ety de.
R I

L'opérateur L* est un opérateur différentiel aordinaire du méme
type que L.
Nous allons étudier les opérateurs L{t : Dt] tout d’abord sur (R,

puis surlR+ .

2°) Etude sur R de la classe d’opérateurs L.

D'une fagon générale, on désigne per Ker L  1’espace des distribu-
tions T de @' (R} telles gque LT = 0 dans ga’(iR].
L’opérateur L induit. pour tout entier p > o, une application

linéaire continue de Wz+p({R] dans HP(R). Considéré comme opérateur diffé-

rentiel, 1'opérateur L est d'ordre m en la différentiation et admet pour

points singuliers le point t=0 & l'ordre k et le point t = ». Par contre,

~

1'opérateur différentiel L est d'ordre k en la différentiation et n'admet,
sur R, que 1le point T = « pour point singulier en lequel il sst du type de

Fuchs (cf : [i]]. L'éguation déterminante en ce point étant

Inf (k,m)] m-h  Kk=h
$(p) = ) PO i plo=1) ... (p~keh#1),
h=o h

i

avec la convention
olp~1) ... (p~k+h+1) = 1 pour h=Kk.

Ainsi 1’é@tude de 1l'opérateur L suriR est ramenée par la transfor-

mation de Fourier & 1'étude de 1'opérateur L surR.

m+p

K (R) =t HP{ R), on associe respectivement par

Aux espaces W
transformation de Fourier, les espaces :

A " - - N,
PR = e Prim s (e D™ 0N G e PemiL o s h < k),

AY A . A
PR = (FedD (R 5 (+]1)P 7 e tcmil,

munis des normes canoniques. On définit de maniére analogue les espaces

m+p

K () et HP(Q) lorsque ! est un ouvert de M.

W



On se propose de démontrer le théoréme suivant

Théoréme 2.1 : Soit p un entier > o at soit rp le nombre de racines de

1'équation ¢(p} = o vérifiant

Rep>~p+k-m -~% .

On suppose qu'aucune racine de ¢(p) = o n'est située sur la droite

1
Re p = =-p m+ k 5

L'opérateur L, considéré comme opérateur lin€aire continu de

Wt+p((RJ dans HP(R) est & indice ot son indice est égal a K"2rp.

Remargue 2.1 : I1 résulte de cec théoreéme que 1'indice de 1'opérateur L, de

w:*p(na dans HP(mR), dépend de p et que, pour p assez grand, il demeure

constant et égal a -k.

Remarque 2.2 : Au cours de la démonstration de ce théoréme, on montrera quc,

plus précisément, on a :

(i) st rp = g, alors l’opératecur L ast lindaire continu surjectif dG.WE+p(TR)

m+p

sur HP( R}, et la dimension du noyau de L dans wk

(R} est agal & K.
{ii) si rp = k (ce gu¥ a licu lorsgue p ust assez grand), alors 1’opérateur
L est un isomorphisme de W$+D[ERJ sur un sous-—espace fermé de codimension K

de HP(R).

-~

Démonstration : L’opérateur [ 2st du type de Fuchs an T = «, par suite, 1le

comportement des solutions de 1’é&guation

(2.1) LCT: D) vit) = n,

* gst fonction des racines ¢, . js1,...,k, de l'é€quation

J

au voisinage de 1

déterminante en T = @ , ¢(n} = 0.

En particulier, lcrsque 1’équation (2.1) 2st du premier type de
Fuchs en T = @, 1l existe un systémo fondamental {v1,...,vk} de solutions

dans un voisinage de T = © de la forme



- 0,

(2.2} volt) =1 J ¢j (--).

pour ‘TI asscz grand st j=1....,Kk. et ol ¢j(c] gst une fonction holomorphc

dans un voisinage de ¢t = 0D et non nulleen g = o [*].

Par contre, dans le cas ol 1l'éguation (2.1) n'est pas du premier
type de Fuchs en t = o (28me type de Fuchs), on peut encore donner la forme
explicite d’un systeéme fondamantal {V1"'°’Vk} de solutions dans un voisi-

nage de 1T = «, mais l'écriture d'un tel systéme, en général, n'est pas treés

simple.
Cecl nous améne 3 introduire un opérateur M = M (1t ; DT] avec
~ Min (k.m) _ N
(2.3 MGt;D)= ) RRUCS IS I Ll
T he=1 T

ol Nm-h[r), pour h=1,..., Inf (k,m). est une fonction c” surR, telle gque

pour 'T' assez grand, l'éguation

(2.4) {L({T DT) + M {1 ; Dr)} {vitl)} = 0O,
se réduise a :
Min (k,m} - A
(2.5) ) L I LTS B
h=o m=h T

Un tel opérateur existe toujours. L’éguation (2.5) est une équation

d'Eulsr dont 1l'égquation déterminante c¢st encore ¢(p) = o. Ainsi, il existe

h ]

un systéme fondamental {v SV i de 1'égquation {2.5) au veisinage de

PR

T =+ ® gy - ® de la forme
-~

0. A,
(2.6) vyr) = ] 9 (Log <]y 9,

pour 'T' assez grand et j=1,....K. et ol kj est une certaine constante réelle.

On a-alors le résultat suivant
________________________________________________________________ e A e oy P v 207t B B 2 U T3 M £y A o A 7 N A D s S T RS0 S ep o o A e S

(%) Signalons que ceci a lieu si la condition (suffisante] suivante est

vérifiée :
(I} Si k >2, aucune des différences Py = py » pOUT 1 <i<j<k n'est

un enticr de Z.



A A

Lemme 2.1 : L'opérateur L + M est linéaire. continu, surjectif de wz+p[[R+]
(resp. Wz+p[{Rm) sur HD(IR+] (resp. Hp(lRo]] gt la dimension du noyau de

L+M dans wz+p(FR+} (resp. wQ+D(IR_]] est égale a k-rpa

Démonstration : On fait la démonstration sur®R, , sur R_ la méthode est

analogue. I1 sera commode de supposer que CPa 02 P or sont las rp

racines de ¢(p) = o satisfaisant & Re p > -p-m+k-

TR

D’aprés ce gui précéds, il existe un systéme fondamental de solu-
~ -~ /\
tions {v,,...,v, } de 1’éguation (2.4} sur R tel que le comportement des v,
1 K q j

au voisinage de T = + @ goit donné par (2.68). Ainsi, il est faclle de voir

Voo Wids!
gus le noyau de 1'opérateur L+M dans W

(R,) est sngendré par la famille

{vrp+1 »e o, Vk} et donc, sa dimension est k-rp

A A ~

On démontre maintenant la surjectivité de 1'gpératsur L+M, Scit ¥+

appartenant a Hp[(R+]n La fonction

+@ T
» PDA -~ fod ¢ s H >
(2.7) vit) = - }° §. (1) Fla) g.o) dd + J v,(t) | Flo) g,lo) do
j=1 J T J j=rp+1 0 J
est soclution de 1'éguation
(2.8) (L + M) vit} = F(1)
surKR* , 0OUu . . N
Alv

ooV Vj+1""’vk)
K

m A ~
g ]
1P alvy,eeauv )

(2.9) éj(r) = (-1)d

pour j=1,2,...,k et ot A est iz nototicn classique du wronskisn. Comme

K
] o8O g =0
529 I

pour h=2,3,...,k, il suffit de vérifier, pour démontrer gue la solution (2.7)

appartient & WE+D[TR+J que

T +®
p - - IS A .
~ ) (em)™PTh pRTh G e f £(0) B. (o) do
S m+p~h _k-h * [ A
s Y en)™PTR g @ J £lo) g, (o) do
=T _+1 T 3

p 0



appartient & LZI(R+] pour k=1,2,...,Kk. Lersque les racines oj sont distinctes,
0,

‘les Cj(r) sont de 1a forme t ¥, sans tormes logarithmigues, au voisinage de

T = + w gt les inégalités do Hardy [E] permettent alors de terminer cette

)
vérification. Par contre, dans le cas général, les v, sont donnés par (2.6)

J
au voisinage de T = + ®, gt on ne peut plus conclure aussi facilement par
cette méthode. C’est pourquoi, on donne maintenant une démonstration de la

surjectivité plus longue, mais géniérale. Cette démonstration sera faite en

trois étapes.

1ére étapes : Soit F appartenant & Hp(iﬂ+] a support dans [p,f] avec

0<T <+ », Il est facile de vérifier qu’une solution du type :
K A e ~ -~

- ) v.(t) f flo) z.(o) do
=1 e :

convient.

.2eme étape : Soit 5 appartenant a ﬁp[IR+), a support dans [Tx+w[?aVGC T

cholsi suffisamment grand pour que 1l’&guation (2.8) se. réduise a

K
Min (k,m) _ s PM "
(2.10) ) AL LI 0L I L LT U ST
- m=-h T m
h=0 P {T)

sur [T,+w[,

On fait le changement de variable t = Log t sur l'intzrvalle

[T;+w[ ce gui raméne 1'éguation (2.10) & 1'équation & ccefficients constants

Min (k,m) m=-h Kh
(2.11) ) po (=137 D, (D,+1i) ... (D +ilk=h=1]) u(t) = h(t)
h=s m-h t t t
Pm TK
ol ult) = vlt) at hit} = 2 - $(T3.
Pt

On fait le changement <z fonction u(t) = eat w(t) avec a="p—m+K--%,

ce qui ramene 1l’'équation (2.11) & urme égquation elliptique”

Min (k,m) .
(2.12) ) p (-1 (D, ~ia) (O +i(1=a)) ...
h=o t t

cor (Dprilkeh=1=a)) wit) = e % hit)



son polyndme caractéristique étant en effet ¢{(if + a), c'est-a-dire
¢(i€~m—p+K~-%] qui est nen nul pour § réel. Par suite, e‘at h{t) appartenant
a L2(Log T,+x), il existe wit) appartenant & Hk(Lag T, +w]) sglution de (2.412].
La fonction v(t) = eat w(t) est sclution de (2.18) sur [?.+W[:et appartient

a WP, e,

Il est ensuite facile, & 1’aide des résultats de 1la 1ére &tape,

de construire une solution v(7) de (2.8) suriR, et sppartznant a ﬁz+p[:R).

3éme étape : lLes deux étapes précédentes permettent de résoudre le cas

général : &tant donné f appartenant é'Hp(FR+), on le décompose en f =F1 +f2

A

avec f, (resp. f,) appartenant & Hp(TR+) & support dans {0,T] (resp. [T,+=[}.

Ce qui achéve le démonstration du lemme 3.1.

A A

~
. . e s . m+
Par suite, 1'’opérateur L+M, considéré comme opérateur de W 'p(rR )
K +

-

(resp. wz+p(iR_)) dans Hp(TR+) (rusn. Hp(iR_]] est un opérateur & indice,

d’indice k-r_. Donc, 1l'opérateur :
'.)
A oA A A A A A A Am+ A ”~ A
(Vg ovp) ——> (L) vy, () w0 2 WPORD) x W PR ) —HP R x HP(R)

est un opérateur-a indice, d'indice 2[k~ro]. Dz plus, QE+p(iR) peut étre

considéré comme un sous—espace fermé de ccedimension k de WT+DURn]x:wT+p{ﬂﬁ]
at HD(TR“] P Hp(iR+] s'identifie a HP (). On en déduit que L+M, considéré

ccmme opérateur ds Wf+p[iﬁ) dans HP(R) est a indice, d'indice k-2 rp (x).

On aura établi le théoréme 2.1, si 1’on prouve que 1’opérateur ﬁ
. “mEp ~p -
est un opératsur compact de wK (R) dans HT(/R}. 11 suffit pour calas de
revenir & la proposition 1.4.
< 1 T . . o 1 R p
Du théoreme 2.1, on déduit que 1'image « Nk { R} dans H{(R]) est
’ n+ . -p —
ggale a L W P(R) = {feHP(R); vgeker AN PIR), <£,8> =0}
| HY (RY x 1 PIR)
On en déduit facilement la remargque (2.2).

On donne maintenant les résultets de régularité associés aux

opérateurs L

T . o G W D T S P W D PR SR It e o S e W N e > 3 } r 0 ol Lot K7 T Vo S 6.5 WA i W T T P THS M M W 4 . . o A s T o . — 7 455 - 7. S v Y T o Y Wy . e

(%) Une idée analogue a €té utilisée dans Dﬂ.
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Corollaire 2.1 : Soient p et g deux entiers > o tels qua 1’éguaticn ¢{p) =0

n'ait pas de zéro dans la bande

={p*g) - m+ Kk - %-f_Re PX-p~-m+Kk ~-% .

81 u appartient a W2+D(TR] gt si Lu appartient a Hp+q(1R], alors

?*D*q( R).

Ker L /) wr’?"p{ R) = Ker L N wf,:*p*q( R} .

u appartient a W En particulier, on a :

En effet, d’aprés le théoréme 2.1, 1'indice de 1’opérateur L, de
WE+D(IR] dans HP(R) et de w?+p+q{iR] dans Hp+q(YR) est le méme. Par ailleurs,
il est évident que
Ker L N uy PrICR) cker L0 W POR),
et que
Ker L¥Xn H P (2} > Kker *n HP (R,
On en déduit facilement gue Ker L N w:+p+q(FR] = Ker L1} W2+p(IR]
et que Ker L* n H—[D+q)({R) = Ker LUSN H P(MR). Le corollairc est une consé-
guence de ces deux égalités.

On en déduit

Corollaire 2.2 : Soit p un entier > o tel gue 1'éguation $(p) = o n'ait pas

de z8roc dans le desmi-espace : Re p < - p -m+ Kk _‘% .
. . s P . s 2 fd
Si u appartient a wk "(R) et si Lu appartient 2 H (R) (=1H (®R),
o @ k. o s
alors u appartient a W (IR) = {fueH (M) 5 tueH (ML,

En particulier, on a : Ker L N W$+D(IR) = Ker L N w:(FR],

3°) Etude surfR+ da la classe d'opérateurs L

De fagon générale, on désigne par Ker, L 1’espace des distributions
T deng)’(fR+) telles que LT = 0 dans ED’[IR+].

Pour p entier > o, on désigne par H*p((R;] le dual topologique de
Hg(TR+) gt par H;p(fR+) 1'ecpace des distributions T de H P(IR) a support

dansi§+. cet espace s'identifie canconiguement au dual topologique de Hp(!R+).



=

. . . : . . m
Le nombre de racines & partie. imaginaire positive de P (1) = O
sara noté LI

On se propose .de demontrer le théoréme suivant

Theoréeme 3.1 : Soit p un entier > 0 et soit T le nombre de racines de

1’équeation ¢(p) = 0 vérifiant

_ 1
Re ¢ > p~m*t K 5

On suppose gu'aucune racine de ¢(p) = 0. n’est située sur la droite
Rep==-p-m+Xk - 1 .
2

L'opérateur L, considéré comme operateur linéeire continu de

+
Wﬁ p(TR+] dans Hp[IR+], est 3 indice et sun indice est égal a m, - rp

S

Remargus 3.1 : I1 résulte de ce théoréme guc 1l'indice de 1l'opérateur L, de

+
WE p(fR+] dans Hp(TR+J, dépend de p &t que, pour p assez grand, il demeure

constant et égal a m, - k.

Remarque 3.2 : On déduit facilement du lemme 1.1 st de la remarque 2.2. que

si rp = p, c'est-d-dire si toutos les racines de ¢{p) = o satisfont

1 . NP X . .
Re p<=p-m+k = 5 1'cpérateur L est iinéaire continu surjectif de

-+
w: p(iR+] sur Hp(1R+J et son noyau dans Wf+p[lR+) est de dimension m_ .

Nous allons donner wng démonstration du théoréme 3.1 différents do

celle donnée dans [Z].

3.1. Etude de l'opérateur L sur (C,T), 0 < T < + =,

On ve démontrer la propgsiticn suivante

Proposition 3.1 : L'opérateur L. considéré comme opérateur de wEfDED,T] dans

Hp(O,T]'est un opérateur & indice, et son indice est égol & m-rp.
[,

La démonstration sera faite 2n 3 étapes.
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M
i

1ére étapec : L'opératsur L, de W,_ "(U,T) dans H7(0,7), est un opérateur a
indice.

Il est clair gue 1o noyou de L dars w:*g{D;T} ast de dimension
finie, de sorte qu’il suffit oo prouver gquoe i image wa§p(D.T} gst fermés
et de codimension finie dans HO(O,T).

Du théoreéms 2.1, on déduit, par orelongoment, que

Lu’:’pm,n c{r e HP(3,7Y 5 Vv 7 e xor LA RPURY, supp (g) = {0}

>
4o, x [HPo.m]”

< ¥, =0 .

Réciproquement. scit un tegl f dons HDCD,T] i on va construire un
prolongement F de f tel gue F appartienne 3 HD(TR) et soit orthogonal. a
Ker L* N HP(R).

Seit {31""'35} une bise de l'espacs vectoriel constitué par les
gléments de Ker L AHP(R) ot a support ponctucl en {o}. On compldte cette
base en une bass {g1,..,,gr} gz Ker LY O HP{R). Les restrictions
gs+1'R-[b.T}""' gr%?-{b,T sont lindéairemant indépendantes dans H‘p((R-[b,f]]

car si on a une combinaissn lineaire :

Lovygyle = o

J=s+1 ~
r % -
alors, 2 uj gj appartient & Ker L~ M H PERY et son support est contenu
J=s+1
dans [D,fj. Mels, l'opéraeteur L n'admet que le point t=0 pour point singulier,
r

par suite, z W, 2. @st & support en {o}. Done :

. B

J=s+1 r
[; U,‘ gj = a’
J=s+1 v

ce qui implique uj = 0 pour § = 831,...,r,

Ainsi, il existe des fonctions ‘fj appartenant a H?[TR-[@.f])

telles qua : "

< s E > - = §
IO by x w PRy M

v
pour 8+1 <1, } <« r, ?J dagignant ls prolongemant de %3 par { sur E@,T].
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Soit maintenant Pf un prolongement guelconque de f dans HP ( R)

et considérons
r

N
FapPfs ] u ¥y

ot les p, scnt dee constantes choisies de fagon gque 1'on ait :
o

- <P f, g, > - +p, =0
HPUR) x #H P(m) JooWwP(m) xHP(wmy

pour s + 1 < j < r. Par ailleurs, on a aussl :

< F, éj >

<F, g, > _— = 0
JIHPIR) x HP(R)

pour 1 < j < s, L'élément F est donc un prolongement de f dans Hp((R] orthe-

gonal & Ker LN HPR). B'apreés le théoréme 2.1, il existe une fonction U,

appartenant a w2+p(lR) telle gque L U = F. La restriction u = UI]D T[ appar-
tient a W P(0,T) et vérifie Lu = f. On en déduit que

K

L wE*D(D,TJ = {f e HP(0.7T) : vg ¢ Ker LN HP(R), supp g = {c},

< ¥, > B ~=D},
HP(0,7) x [HP(o,T1]"

ce qul prouve gue 1'image L W2+D[O,T) est fermée et-de codimension: finie

dans Hp[D,T).

2éme étape : Calecul de 1l'indice de 1'opérateur L dans un cas particulier.

Pour cela, on étudie l'éqguaticn
{(3.1) L{t ; Dt) ultl = 0,

du point de vue de la théorie de Fuchs en t=0. Cette équation s’écrit aussi

m Inflk,2) Inflm-L+k~h,m=-h) m=h j .
PL-1)0 () ) kh) L
2=0  h=o j=m=L J J=m
k=h-j+m-2, d™ Fu
) == = 0.
dt

Cette équstion est du type de Fuchs en t=0 et 1'équation détermi-

eos [k-h=j+m=-2+1) t

nante en ce point s'écrit :

Min(k,m) )

F(r) rle=1) e (oemees 1) 3 gm0 ™ (MY (keh).L L tkm2e1) = 0.
40 heo ~h L-h
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Les polyndmes F et ¢ sont 1iés par uns certaine relation. Pour

cela, on rappelle que :
Min (k,m)

¢lp) = "N oo L (omkehet),
h=0
Posons :
[ & h ,k=h
L op 17 plp=1) ... (p=k+h+1) stk < m ;
h=0
Yip) = 4
¥ m-h .k-h
L b 10 (e=kem) ... (e=k+h+1) si k > m.
\ h=o
Avec ces noctations, on s :
Y(p) si k <m:
¢(p) =

plp=1) ... (p=k+m+1) Y(p} si k > m ;
et le polynbme F(r) s'écrit =slors :
ik rir-1) ... (r-m*k+1) Y(-1-r) si k < m ;

1 y(-1-r) si k > m.

F(r) =

On fait 1’hypothése suivante :
Aucune des racines pj , pour j=1,...,Minlk,m), de 1l'équation ¢(p) = O
(I') 4n’est un entier de Z et si Min(k,m) > 2, aucune des différences pi-pj.
pour 1 < i < j§ < Min(k,m), n’est un entier de Z.
On va montrer que si l’cpérateur L vérifie la condition (1'), alors

la dimension du noyau de L dans wz+p[D.T) est égale a m-Rp ol Rh est ls nombre

de racines de 1'équation Y{(p) = o satisfaisant @ Re p > ~m - p + k ~ %-.

Gréce & la cendition (I'), on vérifie que 1l’équation (3.1) est du
premier type de Fuchs en t=o0 et admet un systéme fondamental de solutions
surR, de la forme :

¢s(t] - t° (PS(t) pour o < s<m-k~-1;

(t) = t‘1—pj Y (t) pour 3=1,...,k ;

¢m—k-1+j m=k=1+j

si kK <m, et de 1la forme :
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=0
8506) = ¢t 1P ,(6) pour 3=1,...m

si kK >m, ol les pj sont les racines de 1‘'équation ¥(g) = o ct ol les ¢

- ]
sont des fonctions entiéres tellas gue (Ps(o] = 1. I1 est alors facile de
vérifier que la dimension du noyau de L est égale a8 m -~ R_ .

3n montre maintenant que. si 1'opérateur L vérifie 1la condition

(I'), alors la codimension de Lw2+p(o,TJ dans H”(0,T) est égale 2 ro- R
s

Pour cela, 11 suffit d'évaluer 1ls dimensicn de 1'aspace des g
appartenant a Ker L* 1 H P(R) 3 support ponctuel en {o}, c'cst-a-dire, per
transformation de Fourier, la dimension de l'espace des polyndmes appartenant
a Ker LY N g—p(IRJ.

L'spérateur L*} adjoint formel de 1l'opérateur L, s'écrit :

Min(k,m) R
Lt ;00 utd = 3 Py T wen,
t t
h=0
aveac
. h m=2 — . .
P = § T i el ke e (0f T o0
=5 J=h-g h- t

pour h=0,...,Min{k,m}.
. * . - . * ! P
Les racines pj de 1'équation déterminante ¢ (p) = o assogiée & L.

sont égalzs &

pour j=1,...,k.

n
On cherche & guelles conditicns un polyndme cx(rl = Z c, % esi
ay A L=C
solution de L V= 0. Or :
. . Min(K,m)J m-h s N _
LYt £ D) V(1) = AL S A NP O I L
T = i i A T
h=p j=o =0
Min(k.m]) m=h n
- MR T o 1081) L (eekehen)
h=c  j=o 2=k=-h

T9,'-k+h+3

»
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donc, nécessairement, ¢*[n) =0 (¢x[n] est en effet le coefficient du terme
de plus haut degré), c'est—a-dire gue n doit &tre une racine sntidre d* de
$™0™) = 0.

Ainsi, si k < m et si la condition (I') est satisfaite, il n'y a

-~ A
pas da sclution polyndme, autre que O, appartenant a Ker L /) H P([R).

Si k > m, les polyndmes de degré 0,1.....k-m~1 sont sclutions de

L* V=0 (L est un opérateur différentiel d'ordre k n'’ayant pas les termes

Dg avec j < k-m) et., si la condition (I') est satisfaite,'¢*(p*] = 0 n'admet
~
gue 0,1,...,k-m=1 comme racines entieres, ainsi les pelynOmes de Ker L*
forment un espace vectoriel de dimensicn k-m. D'autre part, un polynOme de
L% . s TP L. . % 1 ‘
degré o7 appartient &8 H "(R) si et seulement si p” < p T 5, i.e. : si et

sgulement si p* = -5 -m+k~1¢% p "‘% , c'ast-a-dire p > - m - p + k - %.

I1 n'y a donc que les rp - Rp racinos entidres p, de ¢(p) = 0 qul virifient

J
Re p>-m=p+ k - %-et gqui induisent des solutions polyndmes appartenant
~ A e
a Ker LN H P(R).
. . . m+p p s
Finalement, la codimension de ka (0,T) dans H {0,T) est &gale &

rp - Rp et par suite, 1l'indice de 1’opérateur L, opérant de WQ+D(O,T}sdans

HP(3,T) est égal a8 (m-R ) - (r-R_) =m~-r_.
P P o]

3éme étape : Calcul de 1’indice de 1'cpérateur L dans le cas général.

Si l'opérateur L ne vérific pas la condition (I'), il est facllc

de vérifier qu'il existe des nombres complexes e$~: , pour 1 < h < Min(k,m),

aussi petits que 1'on veut en mecdule tels que
Min(k,m)

P _ - ] m-h _m-h . k-h
(1) L'opérateur L_(t 5 D) = L{t 5 D) + h§1 €mn Dp (B )
vérifie la condition (I') ;
(1i) L'équation déterminante, associée & l'cpérataur Le s ¢€(p} = 0
n’admet aucune racing sur la droite Re p = = p = m + K -1 f

2
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(iii) Le nombre de racines de 1’'équ=ation ¢€(p] = n vérifiant Re o >-p—m+K—%

est égal 3 r .
& p

De plus, si legﬂh

~h" pour 1 < h < Min(k,m), est assez petit, 1’opé-

rateur Le de WE+D(D,T] dans HD(D,T) g8t un opératecur & indice dont 1'indice

est égal & celul de L. Mois diaprés 1a 2eme étape, l'indice de L, dans las

espaces considérés, est égal a m*rp, Par suite, 1'indice de 1l'opérateur L de
)

m+n

Wi

(0,T) dans HP(O,T) est ggal 3 m-rp. Ce qui achéve la démcnstration de la

propesition 3.1.

3.2. Etude de 1'opérateur L sur (T,+®), ¢ < T <+ @ ;

On va établir la proposition suivante

Proposition 3.2 : L'opérateur L, considéré comme opératsur de NE+D(T,+m)

[?ans HP(T,+), est un opérateur & indice, son indice est égal a m_ .

Démonstration : Selon la méthede indiguée dans le paragraphe 3.1 (1ére &tape),

il est facile de voir que l’cpérateur L est linéaire continu surjectif de
Wi PLT,+9) sur HP(T,+e),

m+
K

€gale a m_, on va établir un résultat général sur les équations différen-

Pour montrsr que 1la dimension du noyau de L dans W p(T,+®) ast

tielles a cocfficients “presque constants”.

m
Soit A = A[Dt) = z a DE un opérateur différentiel d'ordre m 23
m=0 m
coefficients constants tel que le polynbme A(T) = z ap 1 ne s’'annule DAS
p=o *

surfR. On note m_ le nombre de zéros a partie imaginaire pesitive de Al+).

m=1
Suit B = B(t; Dt] = Z b (t) DE un opérateur différentiel d’crdre
p=c P
m=1 au plus, & coefficients appartenant a Cw(ﬁ5+] at dont toutes les déri-

vées sont bornées sureﬁ; .
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Proposition 3.3 : Il existe € > o telle que : si pour tout t appartenant a

R, ,eto<p<m1, ona : !bp[t]l < g, alcrs :

. . : 2 : . 4
(i) la dimension du noyau de A+B dans L (R, ) est égale & m_ ;
(ii) il existe une constante ¢ > o et, pour tcut entier £ > o, il existe une

constante c, > 0 telles gue, si u appartient a Ker (A+B) Lz(rR+],

alcrs :
2 -
lDt ult)] <c .

9 "

peur tout t appartenant am,

Cette proposition est en fait un cas particulier du théoreme 3.2

de [7], Néanmcins, dans ce cas, on peut en donner une démonstration simple.

Démonstration :

(i) L'opérateur {A ; Yooreer Y } étant un isomorphisme de Hm({R+] sur

m+~1

L2[1R+) x €™, 1'opérateur {A+B ; Yornens Ym+_1} est aussi un isomor-
phisme de Hm[fR+) sur LZITR+) % Em+ pourvu que e soit assez petit.
Par suite, Ker (A+B} N Hm[FR+] est de dimension m_.

Les coefficients de B(t ; Dt) étant de classe dn(ﬁ3+l,
Ker, (A+B) N L2[1R+) ast ccntenu dans Cm(f§+]. Tout 81ément u de

Ker+[A+B) N L2((R+J peut 8tre considéré comme une solution du probléme

Au = F,
© = Y 2(.
uelC (RIOLIR I,
+ +
£(=-Bu) € H (R, ).

I1 en résulte, par prolongement a R et transformation de Fourler,
0 o~
que u appartient a H (/R,) [= f)HS(fR+]]= Done, Ker, (A+3) N Lz(fR+] coincida

avec Ker+(A+B) N Hm(lR+) et sa dimension est égale a m_ .

(ii) On fait le changement de fonction : ult) = e-Ct v{t), ol c est unse

constante positive. La formule de Leibnitz donne
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~ p-1 .y -
o} ute) = e ot DE vit) » § (P) (1o 9 et Dy v(t),
q::(‘\
donc,
{A[DtJ + B(t; Dt)} {utt)} = ¢ °F {AD,) + clt; 0.0} {vit)},
od m—1 g1 -
clt. D) =Bt D) + [ (a_+b (t)) (") (i)™ 0% «
=1 5 P =5 4 t
p g=0
m~1
T R L TN ETS Lt B L
m g=o g t

1’opérateur c(t ; DtJ gst du méme type gue 1'opérateur B(t ; Dt) et vérifie
des propriétés analogues dés gue c¢ est assez petit. Il suffit maintenant

d'appligquer les résultats de (i} & 1’copérateur A(Dt} + clt: Dt)n

Remarque 3.3 : Par une méthode analngue, on peut montrer que toute fonction

)
u appartenant a Ker_ (A+B) N Cm(IR+) a2t n'appartenant pas a LL(TR+] gst a
croissance rapids.

On peut maintenant démontrer que la dimension du noyau de L dans

WE+D(T.+W] ast égale & m_. Remarguons déja qu'il suffit de le montrer pour
T grand.
On écrit 1l'opérateur L{t : Dt) sous la forme
K .
Lt : Dt] = t [A[Dt) + Bt ; Dt)J.
avec
A(D,) = P(D,)
t t
et
1 m -
B(t ; Dt] = —t-q L{t ; Dt) P {Dt).

Chacun des coefficients de 1'opérateur B(t; DtJ est un polynbme
en-% sans terme constant. Il existe donc T > 0. assez grand, tel que sur
1'intervalle (T,+®), on puisse appliguer la propcsition 3.3. On en déduit

facilement gue la dimension du noyau de L dans WE+D(T,+m] est exactement m,.

Ce gqul achéve la démcnstration de la proposition 3.2.



3.3. Démonstration du théorams 3.1.

0n considere 1’applicetion

Lusd WP, T) x WPLT, +0) —s HP(0,T) x Ho(T,+®),

(u1.u2]4———> (Lu u, K K

1‘
I1 résulte des prepositions 3.1 et 3.2 gue cette application est

& indice, d'indice m_ o+ {m—-r ).

i

m+ . - ¢ poe
Par ailleurs, 1l'sspaca wk Yo, +®) peut Etre considéré comme un

m+p

3,
{(0,T) x wK

. 3 . m+r
sous—espace fermé .de codimension m+p dans wk

(T.+«). De méme,
1'espace H” (0, +%) peut &tre considérd comme un scus-espace fermé de codimen-
sion p dans Hp[o,TJ X HD(T,+w),

o+
Par suite, 1'opéreoteur L, considéré comme opérateur de w: p(o,+°°]

dans Hp(0,+@1, est un opérateur & indice dont 1l'indice est égal a

(m-rp) +m ~(m+p) + p = m, - rp , c2 gqu’il fallait démontrer.

Du théoréme 3.1, on déduit que 1'image LWE+D({R+] danS'Hp((R+]
est égale a

m+p - G * Aal¢ T -
LW, (R,) = {f eH (R,) s Vg eKerL” NH (R, <fg> o o = 0}.
H [IR+]xH‘ (YR+]

Désignons par Qp 15 dimension de l'eépace ker LN H;D(WR+]. La

m+

dimension du noyau danz wk

8] . -
! R £°r 1 ale Y - - s
(R,) est donc égale & m, rD gp

Concernant cet ontier g, on donne les remarquaes sulvantes :

Remarque 3.4.: Si g est un entier > v tel que 1'équation ¢(p) = o n'ait pas

de zéro dans la bande

1 1
~(p+g) = m + k ~ §-§_Ra p<-p-m+k=-5,

alors on a vu {cf. corcllaire 2.1} gue
ker XN H P (R) = ker XA HPOR).
I1 en résulte que
Ker N PR 5 = ker X N HPOR,),

gt donec 2 = 2 .
jago; p



Remarque 3.5 : De maniére géndrale. l’ecntier Qp peut &tre atteint par des

conditions algébrigues portant sur 1l'opérateur L & partir de la preoposition

suivante :

Proposition 3.4 : Soit u appartenant & Ker L N1 8" (TR). Les pronositions

suivantes sont éguivalentes

{1i) La distribution u sst & support dans R_ (rasp. RJ.
A
{ii) Le transformée de Fouricr u de u se prolonge en une fonction holomorphe

dans un veisinage de Im T < o (resp. Im T > o).

(On désigne per B'(IR) 1'espace des distributicns tempérées sur R).

Démounstration

(i) Si u est une distribution de 8°'(WR) & support dans R, , su transformée
~ 3 1)
de Fourier u se prolonge en une fonction holomorphe dans  lo demi-espace
I3 I} A a -~ . ~ ~
Im t < 0. Or, de plus, ieci, u appartient & Ker L, donc u est huelomorphe dans

un voisinage de 1'axe réel dans Q.

. A A
(ii) La fonction u appartient & Ker L et peut donc dStre majorée en module
par un polyndime dans un voisinage de 1'infini. Par suvite, si u est supposée

holomorphe daens Im T < 0, on en déduit gue u est une distributicn & suppoart

dans I—R; (cf. [6] ).

On donne maintenant les résultats de régularité asscciés aux

opérateurs L :

Corollaire 3.1 : Scient p et g deux entiers > o tels que 1l'équation ¢(f) = 0

n'ait pas de zéro‘dans la bando :

={p*tq) ~-m+ kK-35 <RepP<-p-m+ k-~ % .

N —
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. LMD
Si u appartient a wk

[[R+) et si Lu appartient a Hp+q((R+], alors
U appartient A WT+D+Q[IR+]. En particulier, on = :

L_ ker L AW PR ) = ker L AWTP 9w,
+ k + + k +

On en déduit

Corollaire 3.2 : Soit p un entier > o tel gque 1'équaticn ¢(p) = 0 n'ait pas

. . 1
de zérc dans le demi-gspace : Re p < = p ~m+ K .

m+ g

k

=N HS(YR+)). alors u appartient a Wi[TR+)
S

En particulier, on a :

[TR+] gt si Lu apparticent 3 Hm((R+)
K

Si u sppartient a W

{u€eH (R,); tu eH (R},

[}

. m+p d
Ker+ LN WK [IR+] Ker+ LN WK(fR+].
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