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LA NOTION DE I'~COMORPHISME ET SES APPLICATIONS

I1 existalt dans la littérature beaucoup de lemmes analogues au
lemme de Scott. Il s'agisseit de regrouper en une seule proposition, ces
différents résultats. Cela a conduit & définir 1les T'-comorphismes. Il se
trouve que cette notion peut jouer aussi un réle important dans la carac-~

térisation des réalisations TI'-compactes.



1. QUELQUES DEFINITIONS.

Définition 1.

On dit qu'une formule A dérive d'ume formule B si elle est obtenue

a partir de B en changeant 1les variables libres.

Définition 2.

Si T est un ensemble de formules, on dit qu'une réalisation M peut
satisfaire I' ssi il existe une traduction des variables libres telles que

les formules de T soient satisfaites dans M.

Définition 3.

Si I' est un ensemble de formules et M et M' deux réalisations,
on dit que M' I'- domine M si tout ensemble fini de formules dérivant de

formules de T qui peut 8tre satisfaite dans M', peut &tre satisfait dans M.

Définition 4.

5i T est un ensemble de formules et M une réalisation, on désigne
par T'(M} 1l'ensemble des formules obtenues a partir de celles de T en échan-

geant certaines variables libres par des é&léments de T.

Définition 5.

Si T est un ensemble de formules, M et M’ deux réalisations et ‘P
une fonction de M dans M’
1) On dit gue % est un T-morphisme ssi pour toute formule A[k1,...,xn)
de T dont les variables libres sont XqoeensXo et pour tout Ayseenrdy e M
tels que Ala,,...,a ) soit satisfaite dans M, A(‘F(a1]...., (P(an]] est
satisfaite dans M'.
2) On dit gue Yest un T-comorphisme ssi M’T(M)-domine M, les éléments

de M étant considérés comme des constantes traduites dans M' par Lf.



Remarque :

L'introduction de la notion de”formule dérivant d'une formule"dans
la définition de T'-comorphisme est indispensable pour que cette notion ne

solt pas étroitement dépendante des variables du langage de départ.

Lemms 1.
si r* désigne 1l’ensemble des formules qui sont la négation d'unc

formule de T, un F*LComorphisme est un T-morphisme.

Ce résultat est évident. En effet, P*[M) contient les formules
1A(a1,...,an] ol A(x1,...,xn] est une formule de T et Gqreverdy des éléments
de M . La réciprogue n'est pas vraie en général, mais voici un cas ol elle

1'est.

Proposition 1.

Si T est un ensemble de formulesd’un langage &g, stable par chan-
gement de varlables, par disjonction et par quantification universelle,

. #* .
alors un I-morphisme est un T -comorphisme.

En effet, soit (F un T-morphisme et{WAi[x1,...,xn]} (1 <41i<n)
un ensemble fini de formules dérivant de F*TM) qui peut étre satisfait dans
M'. Alors la formule

(:3x1) [33x2) ... [3.xn] (ﬁ wlAi(x,l....,xn)] est satisfaite dans M'.

Donc [Vx1) [Vx2] [Vxn] [¥ Ai [x1....,xn]) n'‘est pas satisfaite
dans M'. Cette derniére formule est avec les conditions de 1lfé&noncé, et

avec un changement des noms de variables Xy » une formule obtenus & pertir
des formules de I' en remplagant les variables libres par des &léments de M.

Done, clle n'est pas satisfaite dans M.et 1l'ensemble des formules

TAi(x1,...,xn] peut étre satisfait dans M.



Proposition 2.

Soit Y une fonction de M dans M',et I' un ensemble de formules.

Posons I'' = T U {(x=a) : a e M} « Pest un T comorphisme ssi M' T'*-domine M.

On le montre aisément en notant gqu’une formule A(a1,...,ap, x1,...,xn)
peut &tre satisfaite dans une réalisation ssi 1l'ensemble de formules

{A(y1,n..,yp , X ..,xn]} ] {yi = ai} ol les y, sont distincts de x

1"

peut 8tre satisfait dans cette réalisation.
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2. EXEMPLES ET PROPRIETES DES r-COMORPHISMES.

1) Si T est 1l’ensemble de toutes les formules d'un langage &,, les

T'-morphismes et I'-comorphismes sont les axtensions élémentaires.

2) Si P1 est 1l'ensemble des formules positives (c'est-a-dirs des

~

formules éguivalentes & une formule en forme prénexe dont la partie sans
quantificateur est une disjonction de conjonctions de formulss atomiques)
et si F2 est l'ensemble des négations de formules positivss, 1"1 et P2

satisfont les conditions de la proposition 1. Donc les P1—morphismes sont

des T'-comorphismes et les I',-morphismes des I',~comorphismes.

2 2 1

Lemme 2.
Un r1-morphisme est un homomorphisme, et un homomorphisme

surjectif est un T, -morphisme.

1
La premiére affirmation est évidente. On montre la 2éme en

raisonnant par récurrence sur le nombre de quantificateurs.

3) Soit Vn (resp. 3 n) 1’ensemble des formules prénaexes avec
(n-1) changements de quantificateurs et dont le premier quantificateur est

V (resp. 3 ). Montrons gque Vn satisfait aux conditicons de 1la proposition 1.



La sesule partie qui ne soit pas évidente est la stabilité par la disjonction.
Cette stabilité résulte de ce gque {¥x) AV (V¥y) B est éguivalent a
(Vx) (Vy) (A V B) pourvu que x et yseoientdes lettres distinctes et que

x n'apparaisse pas dans B et y dans A.

Proposition 3.

Les notions de Vn—morphisme, E n-comorphisme, Vn_1-comorphisma
coincident.

En effet, la proposition 1 montre la 1ére identité.

Pour la seconde, Vo4 étant contenu dans 3 n » 11 est clair qu’un

.En-comorphisme est un Vn ~comorphisme. Pour la réciproque, il suffit de

-1

constater que Vn est stable pour les changements de variables, zt que

-1
(3x,) (3x,) v (3x ) AlXy:eaeX_ 5 «u. X_) peut 8tre satisfaite dans
1 2 p 1 p n

une réalisation ssi A[x1,... xp s e xn] peut y étre satisfaite.

4) T est l'ensemble des formulces atomigues.
Un T'-morphisme est un homomorphisme.
Un T-comorphisme est appelé morphisme pur. Un T-comorphisme est
injectif. En effet, si (F[51) = ‘f(azl, 1'ensemble de formules atomigues
{(x = a,), (x = a2J} peut &tre satisfait dans M'. Donc, il peut &tre

satisfait dans M, ce qui est absurde.

3. GENERALISATION DU LEMME DE SCOTT.

Proposition 4.

Soit T' un ensemble de formules d'un langage &. Soiant M et M’
deux réalisations de & . M I'-domine M’ ssi il existe un I'-morphisme de

M dans une ultrapuissance de M'.



En effet, soit I l'ensemble des formules satisfaites dans M qui
sont des conjonctions finies de formules de la forme Ai[a1,,.., an) ol

a € M.

Ai[x1,..,, xn)e I et 34 +ee A

A chaque élément ¢ de I, associons une réalisation M' de
o

égM dont la restriction au langage % est M'.

g contient un nombre fini de symboles de constaentes appartsnant
am, Fgrreesty i o[a1,...,an]n La formule c[xq,...xn) est une conjonction
de formules dérivant de formules de T'. Elle peut étre satisfaite dans M,
donc aussi dans M’'. Ainsi, il existe des b1’""’bn €léments de M' tels
que c[b1,.,..bn] soit satisfaite dens M'. M' est alors considéré comme

en faisant correspondre bi & a, et n'import:s quel

i

réalisation ds §2M

€lément aux eutres constantes de M.

A chagque g ¢ I on peut associer
Jo = {t ¢ I ; o soit satisfaite dans Mé}

onald NJ, =1 , et o €J_ .
o o o

cho

Donc, il existe un ultrafiltre gfsur I tel gque pour tout o
JG € iﬁf, L’ultra produit M&I/jj étant une réalisation de §€M , 11y a
une fonction “f de M dans celui-ci. Cette fonction est telle gue pour
toute formule de T A[xq,...,xn], si A[a1,...,anJ est vraie dans M,

A[“F[a1] . (?[anJ) gst vraic dans M'. En effct, cela est vrai dans

M’ pour 1t € J .
T : A[a1,....anJ

Réciproquement, soient Ai(x1,...,xn] des formules dérivant de T
si cet ensemble de formules peut 8tre satisfait dans M, il existe
8gsee058 € M tels que Ai[a1"“"’an] soit satisfaite dans M. ¥ étant
un T-morphisme de M dans une ultrapuissance de M', Ai(“F[a1),...,~P(an))
est satisfaite dans cette ultrapulssance de M' de méme que la conjonction
de ces formules. Il existe alors au moins une composante pour laguelle

cette formule est vraie.



Corcllaire 1.

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction ¢ de
M’ dans M solt un T-comorphisme est,qu’'il existe unz fonction ¥ de M dans
une ultrapuissance de M’ gulspit un T-morphisme, et telle que Yo ¢ soit

1'application canonigue.

Appliguons la proposition précédente 8 M et M' considérées comme
réalisation de }gm, et @ 1l'ensemble I'' =T U {{x =a) ; a éM}. D’aprés
la proposition 2, M I''-domine M*, il existe donc un T'-morphisme Fde M

dans une ultrapuissance de M',

- ﬁpest un I'-morphisme, car T C I,
- comme (x = a) € T' et que ¢(a) = a est satisfaite dans M, PY(a)) =a

est satisfaite dans l'ultrapuissance.
Donc, Yo $ est 1'application canonique.

Le réciproque est évidente.

4. APPLICATIONS DE LA PROPOSITICN 4.

1) Si T est l'ensemble do toutes les formules d'un langage, on retrouve

les lemmes de Frayne et Scott.

2) Dens le cas ou F1 gst l'ensemble des formules positives et F2

1l'ensemble des formules négatives, on obtient

Proposition 5.

La condition nécessaire et suffisante pour que ¥ : M —> M' soit
un F1 morphisme (resp. F2 morphisme) est qu'il existe des extensions élémen-

t@ires M1 et Mi de M et M' et un homomorphisme surjectif ¢ de M1 dans Ma

{resp. M% dans M1] tel que le diagramme suivant soit commutatif.



i1
M ——— M1
‘fl ¥
i2
M s [
;
/M ———-—-1 > M
/ !
resp. j % b }
i v
\\M' — s/

ol i1 et i2 sont les injections canonigues.

En utilisant le corolleire slternativement pour T, et T

1 2’
on obtient en effet
M >MZ K casessan.a
tej/ \ .n % e300 g a0 ea / \ /----n---:----c-u-
M? > M! W' ——— M! Cassesessenssenan

2 n+1

En prenant la limite inductlve de ce diagramme, cn obtient des
ultralimites qui donnent le résultat.

La réciproque ast évidonte.

3} sir

1

¥ ourl = Sn on obtient les résultats.

Proposition 8.

Soient M et M' deux réalisations. Toutes les formules closes de 3 n

vraies dans M' sont vraies dans M, si 2t seulement s'il existe une ultra-

> ml/ 3.

puissance de M et un Vn_1-morphisme. P o M



En effet, & toute formule de vn_ on peut associer sa cloture

1
existentielle. Dire gque la formule peut Gtre satisfaite dans une réalisa-
tion, c'est dire gue sa cloture existentislle est satisfaite dans cette
réalisation. Donc, la proposition 2 montre qu'il existe un Vn_1~morphisme
Yo M o— w7 ($ est d'cilleurs injectif car Vn~1 contient les

formules x # yJ).

Proposition 7.
$Y: M -——> M est un Vn—morphisme, si et seulement s'il existe

une ultrapuissance de M et un Vn— -morphisme ¢ tel que le diagzramme

1

commute .

C'est une applicaticn immédiatz du corcllaire de la propasition 4.

Corollaire 2.

$: M-—>» M est un qumorphisme si at seulement s’il cxiste
i
e suite M, M, , ... M de réalisations ¢t une suite .
un Y o 1 n+1 Lpl

Mi~——% M, de fonctions telles gue

i+1
tpi+1 ° ‘{i soit une extension élémentaire pour o < i < n-1

M =Met M, =M , %% =¥ et (Pn une extension.
La condition est nécessaire d’aprés le proposition précédente.

Montrons que la condition est suffisante par récurrence. kPn est
une extension, c'est-a-dire un Vo-morphisme. Supposons démontré que KP1 est

un vn_1-morphisme et montrons gue ‘P est un Vn-morphisme,
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?1 o ¥ étant une extension &lémentaire, il existe une ultrapuissance de ™

qui est une extension élémentaire ¥ de MZ' Y o%q est alors un ¥ -morphisme
n-

1

et la réciprogue de la prepgsition 7 permet de conclurs.

4) Caractérisation des morphismes purs.

Dans le cas cl est l'ensemble des formules atomiques, on obtient

les résultate

Proposition 8.

Une fonction W de M

> M' est un morphisme pur si st seulement
s'1l existo un homomorphisme de M' dans une ultrapuissance de M, tel que le

- 2 . . .
Composé avsc Y soit 1'application cancnigue.

5. REALISATIONS T'-COMPACTES : LEMMES FONDAMENTAUX.

Définition 6.

On dit gu'une réalisation est T-compacte (resp. faiblement
F-compacte) si pour tout ensemble I de formules dérivant de T{M) (resp. T),
% peut étre satisfait dans 1 si =t seulement si tout sous ensemble fini de
£ pout &tre satisfait dans M.

Si I' est l'ensemble des formules atomiqu2s de la forme T = U ol
T et U sont des termes (resp. des formules atomiques, resp. des formules
de la forme préngxe (Q1x1) e [ann]B avec une partie sans quantificateur
obtenue comme disjonction de conjonction de formules atomiques (formules

positives), resp. de toutes les formules de &g], on dit équationnellement

(resp. atomique, resp. positivement, resp. &lémentairement]) compacte.



On suppose désormais T stable pour la conjonction.

Lemme 3.

Si M est T-compacte (resp. faiblement T'-compacte), et si
YoM > N est un T-comerphisme (resp. si N I'-domine M), alors il
existe un T'(M)-morphisme (resp. I'-morphisme) § : N —> M.

En effet, considérons un ensemble de variables en bijection avec
N et désignons par Xy, la variable ainsi associée & 1'élément b de N.

Soit I = {Alx,_ ,..., x_ J 1 Alx, ... x_) est une formule de
b1 bn 1 n

T(M) et M }—A(b1 »eees b))

I peut évidemment Gtre satisfait dans N, donc il en est de méme
pour chaque sous ensemble fini de £. ¥ étant un I'-comorphisme, chague sous
gnsamble fini de I est satisfait dans M donc I tout entier, car M est

I-compacte et I dérive de T'(M). Alnsi, & chague x_ , on peut associer un

b
élément de M que 1'on note ¥(b). Le fonction ainsi définie est bien un

T (M}-morphisme. En effet, si A(b1’=--’bn] gst satisfaite, /\(xb seen Xy JET

1 n
et A[Y[bﬂl;,=., W[bn) est satisfaite.

Bans le cas faiblement T'-compacte, la démonstration se fait de

la méme maniére en remplagant T(M) par T.

Lemmz 4.
Soit I' un ensemblce dz formules deg BZ(M). Si chaque sous ensemble
fini de T est satisfaisable dans M, alors il y a une ultrapuissance de M

dans laquelle T est satisfaisable.

En effet, soit I 1'ensemble des parties finies de T.



A chaque 1 & I on pesut associer Ai ={j=I ; joi}. {A. , (i €1)} est un
i
filtre car Aif\Aj = Ai Ui Soit\?fun ultrafiltra plus fin que ce filtre.
;. I, 5. ¢ e . &me
On traduit alors dens M~/34~ les variables de sorte que pour la i compo-
sante, les formules appartenant & i soient satisfaites. Ainsi, pour une

formule F e T , {i ; ¥ scit satisfaite dans Mi} = A{¢}. ' est donc satis-

falsable dans cette ultrapuissance.

Théoreme 1.

Scit T' un ensemble de formules. Alors les conditions suivantes

sont égquivalentes

1) M est T-compacte.

2) Pour toute ultrapuissance de M il existe un T(M)-morphisme & de
W/ F  dans M.

3) Pour tout T-comorphisme ¥ : M —> N, il existe un T(M)}-morphisme

gy : N—> M.

1} === 3) est 1ls lemme 1.

3) == 2} est évidant, car 1’spplication cancnigue de M dans une
ultrapuissance ecst un '-comorphisme.

2) = 1) Si L ast un cnsemble de formules dérivant dc r'(M) tel

que M peut satisfaire tout sous ensemble fini de I. Alors, d'aprés le lemme

4, i1 existe une ultrapuissance de !1 dans laquelle I peut &tre satisfaite.
Aussi, aux variables y apparaissant dans I , on assccle des
gléments by de 1'ultrapuissance gui satisfont les formules de I. ¥ étant

un T{M)~morphisme, 1P[by) satisfora aussi les formules de I dans M.
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Théoréme 2.

1) M e@st faiblement T-compacte.
2) Pour toute ultrapuissance de M, 1l existe un T-morphisme ?’de cette
ultrapuissance dans M.

3) Si N I'-domine M, 11 oxiste un T-morphisme do N dans M.

1) === 3) gst le lemme 1.
3} == 2] gst évident.
2) ===> 1) La démonstraticn est 1la méme que celle du théorems 1

gn remplagant T'(M) par T.

6. APPLICATIONS.

Lemme 4.
Si Y est une fonction de M —> M' et si ¢ est une fonction de M’
dans M, si M’ est considérée commc une réalisation dc,ﬂfm a 1l'aide de Y’
et si I est un ensemble de formules contenant Xg = %5 {ct X4 et X sont
deux variabies distinctes). Alors ¢ est un T(M)-morphisme si et seulement si

$ est un F-morphisme et ¢ o P = Iy

En effet, un T'(M)-morphismez est un I'-morphisme. La formule
Wla) = a étant satisfaite dans M' pour tout a €M, si ¥ est T'{M)i-morphisme,

p(f(a)) = a cst aussi satisfaite dans M.

Réciproguement, solt A[aﬁ,.,.,a . x1....,xp] une formule de T (M),

n

a = appartenant @ M. Direc que A(a1,..n,an , b1,.n.,bpl est satisfaite

oo
dans M’ c’est dire que A[‘P[a1l,ah., ‘f[an], b1,...,pr st satisfalte dans
M’ (bq,...,bpelﬂ'). Comme ¢ ast un T-morphisme, AP 0‘{[31),...,w OLF[an)’

w[b1),..n; w[bp]) gst satisfaite dans M, et commz ¥ o %>= I, on a le résultat.



Dans ce cas, le 3) du théoréeme 1 peut s'écrire
Pour tout T-comorphisme ¢ : M —> N , il existe un T'-morphisme

g i N ——> 0} talquewokhlm

Propasition 8.

Les conditions suivantes sont équivalentes

1) M est positivement compacte.
2} M est atomique compacte.

3) M est un retract dz toute ultrapuilssance de M.

—14..

Un homomorphisme surjectif étant un morphisme positif, ce résultet

est évident.



