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INTRODUCTION

Considérons sur la droite un systeme dénombrable de particules dis-
tribuées suivant un processus de Poisson de densité 1, animées indépendamment
des vitesses +1 et -1 avec la probabilité %. A 1'instant initial, plagons a
1'origine une particule‘ﬁbdont la masse est M fois celle des précédentes,
laissons alors le systéme évoluer selon les lois de la mécanigue des chocs
sans frottements et parfaitement élastiques,le mouvement de g‘est aléatoire.
Dans B] Holley a donné un modéle probabiliste [Zm[t]] pour le mouvement dufs
et a prouvé le

Théoréme

Lorsgue M tend vers l'infini, la famille de mesure induite sur CBJ,1J
Z.,(Mt]
M
par les processus YM(t) T ——
Vi |
sur le méme espace par le processus d'Ornstein-Uhlenbeck & une dimension.

converge étroitement vers la mesure induite

Le processus YM(t] a l*interprétation physique suivante, il représente
le mouvement de 3>1orsque la densité et les vitesses des particules légéres au

lieu d'étre 1 sont multipliées par des facteurs d'ordre M.

L'cbjet de cette étude est la généralisation des résultats d'Holley
au cas du plan.

Notons que s'il existe des modeles pour 1l'étude des collisions sur
la droite (Harris [2]) le cas des dimensions supérieures est plus délicat,
puisque, si des particules ponctuelles sont animées indépendamment de vitesses
uni%ormes absolument continues par rapport & la mesure de Lebesgue, la pro-
babilité de choc entre ces particules est nulle. Nous sommes donc conduit d'une
part & représenter la particule quar un disque, d'autre part, & supposer 1'in-

dépendance des mouvements des particules ponctuelles.

Cette hypothése d'indépendance justifie le choix de processus de

Poisson pour la distribution des particules légéres dans 1’'espace de phase.
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En effet Stone [3] a établi que la configuration d'un systéme de particules
ponctuelles évoluant dans les conditions décrites précédemment est asymptoti-
guement celle d'un processus de Poisson, pourvu gque soit satisfaite a 1'ins-

tant initial une condition naturelle de régularité.

N

Si nous n'avons pas réussi a donner une description probabiliste

fidéle du mouvement de 7, 1le processus construit nous en a paru suffisamment

proche pour mériter gue soit aborder le probléme du mouvement limite.

Le théoréme démontré affirme sous des conditions identiques a celles d’'Holley,

la convergence en loi vers le processus d'Ornstein-Uhlenbeck & deux dimensions.

Au chapitre I, nous établissons certaines propriétés des A-processus
de Poisson qui seront utilisées au chapitre II pour la construction d'un pro-
CBSSUS’MT; (W (t)) représentant le mouvement de £. Le chapitre II contient
aussi 1'énoncé du théordme de convergence, puis la mise en évidence de cer-
taines propriétés de ) permettant de ramener la démonstration de ce théoréme

=

a celle d'un théoreéme plus général qui sera énoncé et démontré au chapitre III.

Dans [ﬂ la démonstration de la convergence étroite s'appuie sur un
résultat relatif aux processus gaussiens énoncé dans‘[sj (théoreme 19.4) ;
le probléme de la vérification des hypoth&ses de ce théoréme, déja difficile
dans [1], malgré la simplicité de la fonction de transition, nous & conduit a
préférer une démonstration faisant davantage appél au caractére markovien
du processus des vitesses. Cette démonstration est analogue a celle exposée par

Holley dans son étude initiale.
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CHAPITRE I

A 1'instant initial des particules sont distribuées suivant un pro-
cessus de Poisson sur le complémentaire d'un fermé E, de Rq, puis chaque par-
ticule évolue indépendamment selon un processus de Markov & trajectoires con-
tinues. Dans ce chapitre, nous étudions 1'instant et la position d'entrée de
la particule qui la premiére rencontre E,, ainsi que la configuration du sys-
teme de particule a cet instant ; les résultats obtenus sont appliqués 3

un cas particulier seul utile dans la suite.

Hypothéses et notations.

Précisons les éléments intervenant dans cette étude

(i) E 1’espace|Rq, &5 la tribu de ses boréliens et A une mesure o-finie
sur £, ne chargeant pas les points,

(ii) (Pt] un semi-groupe markovien sur E ayant une réalisation continue

~ n
.G, (P*)_ ., X)), @, F. P°, X (£)) est isomorphe & (W.S§j. P*, X(t))
/ x€E X X X A

et représente le processus issu de x,

(iii) E, un fermé de E, 1t le temps d'entrée dans E, de X(t), ?x le temps

n

d'entrée dans E, de Xx(t],

n
(iv) Q. Fo, Py, N), o T, est compléte pour P,, un A-processus de

Poisson sur E\E,. C'est-a-dire qu'a chaaue w, € Q, correspand une mesure

N.. sur ENE, de la forme

@,

Nux = Z €

> yeS(wy)

ol S(wy,) est un sous-ensemble dénombrable de ENE,, de telle fagon que

pour toute suite Bi, i = 1...k, de boréliens disjoints de E\E, tels gue

A(B.) < +=, N{(B,), i = 1...k, sont des variables aléatoires réelles indé-
i i

pendahtes suivant des lois de Poisson de parametres A[Bi]. i=1...k.
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Nous donnons maintenant un modele stochastique pour 1'étude d'un
systéme de particules évoluant conformément aux hypotheses

(HlJ distribution initiale A-poissonnienne sur E\E,

[HZ] pour une distribution initiale donnée les particules éveoluent
ultérieurement de fagon indépendante, selon une réalisation continue du
semi-groupe (Pt). La mesure aléatoire N représentera la distribution des
particules légéres & l'instant initial, le processus [Qx. ﬁx' TD)X. Vx(t])

le mouvement de la particule gqui se trouve dans 1'8tat x & 1'instant initial.

(1) L'espace fondamental

Posons i = Z (1 Q). unw = (0, (w) =
wo & 8, xeSly) = - X xeS(u)o])
(we, (wXJJGQ représente 1'évolution du systéme lorsque les particules

N

sont distribuées a l'instant 0 selon la mesure Nw ,» celle gui est en .
o

x € S{w,]) suivant ensuite un mouvement décrit par 0 (=4 Qx

Pl
(2) La tribu F surd)

Soit 2§w 1'opérateur d'espérance associé & la probabilité produit
o >

~y
® P sur [xw s @,w 1= @ K, 37)() identifié & un sous-ensemble
X € Sl(wo) ° ° x€S(w,)

A
de Q, on considere sur Q la tribu 3:’ des F tels que

(C.) 1.((we».)) est @& -mesurable,
F We

1
~N
(CZ) Ew [lF[(wo,.]J] est une fonction W ,-mesurable de w,
o
Lemme I.1

N

F rend mesurable :
L'application P, définte sur {w : Slw,) ®x} par px[w) = W,
l'application p, définie par p.(w) = w, , on désignera par 34’0 la

A
sous-tribu de F engendrée par cette application.
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Démonstration du lemme I.1

n’VJ I .
Scit Fg e 3}. po (Fg) 2 I Q ), on vérifie aisément
. . X
we &F o xE S{w,)
que Cl et C? sont satisfaites.
Soit maintenant Fxéfo, p;l(FX] = Z F>< x 11 Q
{we:S(we)ax? yeS[wo¥\{x}

1, c . . .
p " (F ) satisfait & C,, la condition C. s'écrit
X X 1 2

Ny ~
1 (we) PUIF ) est TFo-mesurable
fwoiN  (x)=1} X

o

ce gul découle de (iv).

Il résulte de ce lemme que d'une part Npo[w) est une variable
aléatoire sur [Q,i%] et gue d'autre part Xx[t,w) et Tx[wl définies pour
x& S(w,) par

n ~N
X (t,w) = X (t, p (w)) et 1 _(w) = 7 (p (w))
X X X X XX

sont des variables aléatoires définies dans [Q,EEJ. Dans la suite Np (@)
o]

sera encovre désigné par N .
° A
(3) La probabilité sur‘y
A
Pour F € B définissons

A -
PIF) = [ Pold ) 8%[1F[(wo,.n]

cette formule exprime simultanément les hypothéses H., et H

1 5 I1 est clair

que si 1'on désigne encore par P, la mesure image de P, par po, P, est la
A
restriction & tF; de P, par suite pour toute fonction ¢ positive mesurable
A
sur @, %) on a

E[&’ I T:o] [wo] = é’w I:(i)((u)o:-]ﬂ PeS.

Enfin (2,9, P) est l'espace probabilisé obtenu par complétion

N A
de (0,F, P).
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I.2. Quelques résultats utiles pour la suite.

I.2.1 Mesure aléatoire de Poisson

Rappelons quelgues propriétés de la A-mesure aléatoire de Poisson
sur E\E,.

(i) Pour toutes f et g mesurables positives sur E et E x E respectivement

EC [f(x) N(ax]] = F(x) Aldx)

IE\EO

EL [eglx,y) N(dx).N(dyT] = IE\E g(x,y) A(dx) rldy) .
©

(ii) La fonctionnelle génératrice de N est définie pour toute h mesu-
rable sur £ & valeurs dansﬁi_par :

~h(x)

Efexp(~ [h(x) N(dx)J] = exp[:fE\E (e -1) A(dx)]
(=]

Pour les calculs ultérieurs, il sera commode d'utiliser la relation

précédente sous la forme
E[expl( fLog h(x).N(dx))] = éxp[:fE\E (h{x) = 1) A(dx)]
[+

pour h mesurable sur E telle que 0 < h(x) < 1. [(cf. [(8]).

(iii) si Ek' k = 1...» est une partition de ENE, par des boréliens

tels que X(EKJ < +w, les mesures aléatoires NK et NK de supports SK et gk

obtenues par restriction de N & E, et E\Ek respectivement sont indépendantes.

k

K .
‘Sachant DV (E} = d]. la mesure aléatoire Nk est engendrée par n particules

distinctes distribuées indépendamment sur E, selon la restriction a E, de 1la

Kk k

mesure \ (EK)
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I.2.2 Trois lemmes
Lemme I.2
Sotent
(©, ¥ ,P) wun espace probabilisé,
Y une variable aléatoire 4 valeurs dans [A.Jk],
¥ wne fonetion positive mesurable sur (A x 2, & & ¥ ) 87 T est wre

sous-tribu de ¥ indépendante de la variable aléatoire Y, alors :
E[¥(Y,.) | Y = y] = E[¥ty,.7] Py = p.s.

ol Py désigne la lot propre de Y.

Démonstration du lemme 1.2

Il suffit de prouver cette égalité lorsque Y(y,w) = fly).K(w),
o0 f est positive mesurable définie sur (A,Jt] et K est une variable aléa-
toire positive 'Fl-mesurable.

Dans ce cas, si Medk

{tYéFji’(Y..]dP = [ M. F ] = g1 v.Fv] . e[K]
=£ E[K] fly) P, (dy)
et
EQ¥(Y,.)|v=y] = E[K]Fly) = E[F(y).K] = E[¥y, ] Pymp.s. B

Lemme I.3
Sotent
[Ei,%iJ i = 1,2,3 trois espaces mesurés
Q@ un noyau défini sur E1 x &2
f une fonetion réelle positive, mesurable sur E1 x B, x By
alors

B(f)(x,2) = [Qix.dy) fix,y,z)

est mesurable sur E1 x E3.
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Démonstration du lemme I.3

Ce résultat est immédiat lorsque f est le produit de troils fonc-
tions mesurables de x, y, z respectivement, il est par suite valable pour

n'importe quelle fonction positive mesurable sur E. x E x E

1% 52 v

3¢
Le lemme suivant»ggncepne’ 1'espace (Q,ZF,“P), défini au paragra-

Lemme I4

Soit Y une fonetion définie sur Fe& 4 valewrs dans R, supposons

que pour tout § > O
-6
[lF.e Y] {(wg,.)) soit Qw -mesurable

]

§w [ lF.e-GY] ((we» )] soit Fo-mesurable

’ 3 . oo . N
it =8Yr A s oo k s L
o1 IF.e est défirite sur () par une convention évidente

alord Y est' ¥ -mesurable.

Démonstration du lemme I.4

f = 1[0,_t[ e‘?t limite sﬁur I'Rf de 1a’:‘ su‘i;te .4[fn] de foncdtions con-
tinues définies pSr
f0x) = 1sixe[0,t-2] . £.0x) =0 si xe[t,r
-Fn[X)_ linéai_re pour xe[t - %. ;t],
L'algébre A >engendrée par les fonctions e—(Sx surfR., § > 0
contient les constantes et sépare les points, par suite pour tout n, il
existe gne/-\ telle gue quel que soit x¢l'R+

1
|£ ) - gn(x)| <;ﬁ .

Par suite gn converge simplement vers f et puisque
[lF.gn[Y)J((wo,.]] est @zmo-mesurable et
gwol:(lF.gn(YJ]((wo. .J]_] est TF,-mesurable -+ - %

le lemme est établi par passage & la limite en n. N
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1.3 Btude du systéme de particules & 1l'instant de la premiére entrée dans E,

Fr(E,) désigne la frontiére de E, et B, la tribu de ses boréliens.
Posons pour B G‘Bo et séiR

H(s,B) = P*[x < s, X(t)eB , H(s) = P*[x < g

Proposition I.l

Supposons que pour tout t > O

(1) 1 P_(Fr(E,)) = O
-3 X e}
(2) IE\EO H(t) A{dx) < +

alors s T est la borne inférieure des temps d'entrée dans €, des particules

Liu systéme satisfaisant aux hypothases du paragraphe 1.1
T est une variable aléatoire qui coincide p.s. avec le temps d'entrée

d'une particule sur [T < +°°1,
ST X(T) désigne la position de cette particule a4 son entrée dans Eos
X(T) est une variable aléatoire,
pour tout teR_et Be &,
P[T_f t, X(TMe B:[ = fE\EO,\[def[D't]HX[dS,B) exp[-fE\Eo HX[S] A{dx])
Supposons de plus que pour tout t > O

(3) pour tout T &€ § , I CENE,, A(D) = [ PXttler, © > g X (dx)

ENE,

alors conditionmellement 4 [T < +x| les particules, non en collision avec E,,

sont distribuées & l'instant T suitvant un A—processus de Poisson sur ENE,.

Démonstration de la proposition I.l

Nous allons d'abord prouver par deux lemmes utilisant respectivement
les hypothéses (1) et (2) gque pour presque tout w satisfaisant a T(w) < +«
il existe un x € S(we,) uniqgue tel que

Tlw) = inf Ty(w) = Tx(w]

veSlw,)
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Lemme I.5
Sott F = {w : il existe x et ye S{wo)s x # v, T Ty < +x}
L'hypothése (1) implique FeH et P(F) =0.

Démonstration du lemme I.5

lF[(wo..)) est Clm -mesurable et en posant glx,y) = Hx(ds)QDHy(dt) (A)
<]

(A diagonale de Rzl

€ [ lwe, )] < ) gix,y) = [ glx,y) N (dx).N (dy)
we = F ° X,y €S (w,) ExE\02 We We
XAy

ol D2 est la diagonale de E x E.
La mesurabilité de gi{x,y) résulte de celle de Hx(]s.ﬁ]]=PX[é<pit]
et implique celle de

glx,y) Nw (dx]) Nw (dy)
Ex E\D2 ° °

comme fonction de w,. Par suite nous pouvons écrire :

[ Poldus) IExEyaﬁtx’y) Ny (dx] Nwo(dy] = fEXE\D g(x,y) Aldx).A(dy)
2
mais
= y X
J'ExE\DZ glx,y) Aldx) Aldy) = g atdy) [l tae) fo oo (@s)T{ED) Aldx)
et

[ H s  ({t}) atdx) = [P™ [x=£] Aldx) < [PY[X(t) €Fr(E,J] Aldx) =

A Pt[Fr[EoJJ =0
.donc

Jesenn, B06¥) N, (000, (@) - 0 I
Revenant a 1'inégalité de départ
gw‘)[l':((wol-))] =0 Po - p.s.

puisque F, est compléte pour P,, éw [ﬁF((wo,.]]] est Fy,-mesurable
[+]

et E[?wole((wo,.]ﬂ] = 0, ce qui achéve la démonstraticn. il
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Lemme T.u0
L'hypothése (2) tmplique

= 1[3;?—1 = 4+ mj = 0.

XeS&uo]

Démonstration du lemme I.0

Posaons M{w) = Z l[ <€] (w) (nombre de particules entrant
xeS{w,) T

avant t), pour w, fixé c'est une fonction (9 -mesurable, d'autre part
Wo

pour tout n > 0

~ T ((we,.))] = |
G, D oo ] JE”\Dn i=1

[x<t] N (ax )N (k)

v o= 3
-

N . n .
ou Dn est la diagonale de £ , est une fonction mesurable de o, M est danc

ure variable aléatoire sur (., %, P).

e[ - [Potdw,) & [ 0 1 ((wor)Y] = [Polduy) § P Ta<t]
Wo "~ e8(n,) TSt xS lwo) o

= [Poldwe) [P [r<t] N (X = e P [r<t] 2(dx) < + w

le lemme en résulte. B

Notons NT la famille de mesure Nl, weg[T < +tﬂ, définies par

N =

" EXy(wa],w)

L
ves (w, )
la suite de la démonstration de la proposition I.l repose sur l'étude de 1la
foncticn

W) = 1 g W) exp (- [nix) N (ax))

o0 h est une fonction positive mesurable sur E. (avec la convention que

Y(w) = 0 si NI n'est pas définiel.
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Posons [3K = {w : il existe x unigue tel que T T < += gt xeSk(wO)}

"o~ 8

et écrivons ¥Y{(w) = Z lG (w).¥(w) =
K:

¥ (w) DS,
1 K K K

1

Lemme I.7
¥ et \PK sont F-mesurables et

~h(z) I ,R[s.y] p.S.

k X
eEly, | T = /" tax) f[O,t:] H(ds, dz) e " estus Nx}

qvee his,y) = £ [1[S<T]. exp (~h(X(s))]]

Démonstration du lemme I.7

Pour xe Sk[mo]: posons

-h{z}

v (s,z,w)
X

K ( 1 (1 (s,w) . exp(-h[Xy[s.w)))). ltp-ﬁ](SJ'e

V&S (wo IN{x} [s<'ry]

_ -h(z)
{s,w).expl h[Xy(s,wJJ)].lD].g(s].e

n
‘{/Kx[s.z,wl (

i (1
YES (o INK \{x) [e<e ]

n
ol K (J E,- (cf. I.2.1 (1ii) pour la définition de Ek]

n B e=1 2
‘ka[s.z.w) = i—iTn \PEX(s,z,w)
S1 G, = {o & Tlw) = 1 (w) <+ w}
¥ () - xegk(%] gy )r ) - g, tax) g ()4 W)

pour x€& Sk (we)

lG {w) . Wk(w]

¥ (1t (w), X (7 (w)iw),w)
XX XX
kx

k

lim W: (t (w), X (1 (w)rw).w)
X X XX
N> +eo
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Les fonctions de (s,z,w), 1[5<T§](S.w], Xy(s,w), 1[b.ﬁ}(5]' z sont

mesurables, 11 en est donc de méme de WRX(S,z.w]. I1 en résulte d'une part

que Wn

, X Jwl, iab catol , €
KX(Tx[wJ X(Tx[w] wl,w) est une variable aléatoire sur ( :X%no a )

Wo

(ce qui implique la mé&me propriété pour WK], d'autre part d'apres le lemme I.2

, no. ) % n X
K;O[WKX[IX,XX(TXJ..]|[TX,XX[TX))—[S.Z]]— an[ﬂkx[s.z..I], H" (ds,dz) p.s.

mais

(z)

, ~h v A"
éwofngfs,z,.]]=l[b'€][s].e i Ey[1[5<¥y]. exp(-h(Xy(s]]ﬂ

yeS(w, )ﬂKn\{x}

par suite

“h(@ g Ns.y)

E D! (r X (r.0,.0] = H*(ds.dz) e
We ~ kX X XX E],ﬂ yéS(wo)ﬁKA\{x}

et
; -h(z) n
é’ [W (t ,x (1 ]..I] = f H (ds.dz) e . I his,y)
Wo= KX X X "X [b;ﬂ yes (0, 1\{x}
Enfin

. - - Kk K .
[v] = & [/ fdx).\PKX(Tx.Xx(TX],.)]=wao(dx]. € [‘PKX[TX,XX(TXJ..]]

[ Wo o

-h(z)

n

A
his,y)

k X
wao(dX] f[@,i] "t (ds.dz) e ‘yeS?wo]\{x}

hi(z)

K r X - n
wao[dx) J[b'iJ H”(ds,dz) e .exD[fE\{x} Log h(s.yJ.Nwo[dyJ]

Sous cette derniére forme, il est immédiat par epplications répétées
du lemme I.3 gue Swo[wg] est une fonction mesurable de we-.

Rappelons qu'en plus de la mesurabilité ci-dessus énoncée, nous
avons déja prouvé gque pour w, fixé WK est E%o—mesurable. si h=20¢et sit

tend vers +« nous en déduisons GKGEU: . Mais les propriétés de mesurabilité

énoncées pour Y

K restent vraies pour I VY et T est complete pour P ;

k=1 k
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prenant, d'abord h'= 0 et t < + «» nous en déduisons la mesurabilité de T,

puis h = G.lc. C<565,x6.i 0 et faisant tendre t vers + = celle de NT(C) en
f s . . T _

utilisant le lemme I.4 (en particulier si Ce’.ﬂo N (C) = 1[X(T]€C]’ donc

X(T) est une variable aléatoire). Il en résulte immédiatement gue V¥ et WK

sont des variables aléatoires.

La démonstration du lemme I.7 est achevée, puisque pour ¥ mesurable

E[‘YK | Fad (o) = &, [¥, ((we, )] P, - p.s. @

E[\PKI Fo] ()

k -h V4N A .
. ijO[dXJ[[G.t] H(ds,dz) e ") 1 N(s,y).exp([Logh s,y (dy)

y G—Sk[wo)\{x}

est une fonction mesurable du couple de variables aléatcires indépendantes

vk, T®) (cf. I.2.1 (ii1)) par suite

efv, | N - e[e [r, 1T |8

= INK (dx]f Hx(ds.dz).e-h[ZJ. m /I‘\r[s.y).E[exp[fLog/ﬁ(s,y]Nk[dy)]
Yo [0, t] yes, (v N5
avec
A =k A
EEexp (fLog his,y) N (dy))] = exp[IE\E wés:y]"l) A(dy))
° k
Puis
k ke Kooy .
elv, [ N°(E) =n] = e[El¥, | N | N(E) = 1]
-1
A(dx) ¢ X “h(z),f A Aldy)," - ,
f —_— H" (ds,dz]).e (f h{s,y) ) .exp(fr (Q(S, 1) Aldy)
E, ME [0, 4] E ME) ENELE, ~

K

Finalement, intégrant par rapport a NK(E]



kaj
o - (Ef‘) .
. 8 o -hiz), r o n-1
R S Jooo (cx) (ds,dz)e (/- his,y)x(dy) .
RGNS TR I, tj £
A
exp[fE\EoUEk[h[s.y]-l)k(dy))
[ r ~h{z] v N \
SRR Y i]H (ds,dz) e . exp(fE\EO(h[s,v]—LJA(dyJ
N
et
e [¥]
: X -h(z) N
= fE\Eok(dXJfﬁj‘ﬁ]H (ds,dz)e .exp[—fE\EoPX[%iq])[dx)J.
exp(fE\EO E"[l[-sqj e My
Soit Be®,, si h = 0 sur ENFr(E,) ot h -Log IP sur Fr(g,)
ol € f X _ X -
PIT < t, x(Ted] [eng, Max) f[b,ilH (ds, B) . expl IE\EO H*(s) A(dx))

gt si h est nulle

e

D'autre part sous 1'hypothése (3)

( -y
‘eng, D[sq](

sSur

E L—L [T<+m]

ENE,
exp(-

» qul acheve la preuve de la proposition I.l.

-h{X(s)}

-17] A tdx)

et si 1'on fait tendre

fhix) nT

J

’1‘))_]

I.4 Le cas du mouvement rectiligne uniforme.

Eo

Considérons le cas ol

£

X(t)
Pt((u.

vy,

A x B)

1 (u + vt,

AxB

p[Texs] .

t vers +«

exp ([ (2 Oy e

(UCt), V(t)) est une réalisation continue du semi-graoupe
v)

2
= O(y,r) xM~, D(y,r) est le disgue de centre y et de rayon r dans RZ
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On pose D(v) = {u : pour tout t >0, u- vte?D(Y,rJ}. et pour h cons-
tante positive et m probabilité sur RZ. on désigne par \[h.ﬂJ la mesure de

densité h . {u) par rapport 3 & @ mw(du, dv), ol £ est la mesure de

lD(v)
2
Lebesgue sur (R,

Proposition I.2

ST m a un moment absolu d'ordre 1, ob(p) ='f|vl}~(dv] les hypothéses
(1), (2), (3) de la proposition 1.1 sont satisfaites et :
T et (U(T),V(T)) sont des variables aléatoires indépendantes,
T suitt une loil exponentielle de paramétre 2rh ot(p)
si A et B sont des boréliens de R°

1

P[U(T]e A, V(T]GBJ = m

JE ClA,v) v Aldv)

o C(A,v) est la mesure de la projection de l'intersection de A avec le
demi—cercle frontiére de D(v]), sur wn diamétre perpendiculaire A la direction

de V.

Démonstration de la proposition I,2

(V) (5, AxBIA (h, p) (dusdv) = [gutav)] Pl Ccs, urvre A] h.g(du)

H Io(v)

IE\EO

= fB pldv) h s|v| ClA,v) = sh jB ClA, V) |v] uldw)

en particulier

(u,v)

H (s) Alh,u)(du,dv) = s.2rh [lv] uldv) < + «

J’E\Ec,

et

P T__<_ t, (U[T]-V(TJGAAB__] = h f C(A, V) |VI pldv) . th e‘S.ZI"h olu) ds

B
Paur A et B boréliens de mz
(u,v)
[ A(h,u)(du,dv) P ut),vit)) eAxB, 1 > ]

= jB pldv) h 2({u : utrvte€A, 1 > t} A D(v))

(u,v]



ov {u u) tt N D(v) est le translateé de D(v) par le vecteur -vt,

et le second membre s'écrit

fu pladv: v 2 (AN D)) = Alh,u) (A x B)

2

1l'hypothése (3) est vérifies. M






CHAPITRE I1

Rappelons la situation physigque gue nous veoulons décrire.

Une particule % de masse M > 1, représentée par le disque D(y,r),
¢st places sarms vitesse initiaele 3 l'origire des espaces, elle subit les
chocs sans frottements et parfaltement élastiques de particules ponctuelles
de masse 1, animées de mouvements uniformes, distribuées initialemert sui-
vant un processus de Poisson dans l'espace de phase.

Au chaplitre I, nous avons étudié le systéme de particules & 1'ins-

tant du premier choc d'une particule ponctuelle et de la particule P, a partir

N .\ . . o
de la, nous construisons un processus de saut représentant la vitesse de 97

Construction d'un modele probabiliste pour le mouvement de 9°

Nous definissons ici un processus de saut W = (W(t)), représentant
la vitesse de 9°, la loi du mouvement Y= @W(t)) est alors obtende en in-
tégrant chaque trajectoire de W.

Selon la construction classigue [4], il nous suffit pour définir W
de préciser les temps de séjour et la distribution des sauts. Nous aurons

besoin du

Lemme I1.1

Imaginong le choc sans frottement et parfaitement élastique de la
particule g? immobile et d'une particule ponctuelle (point y') de masse 1

de vitesse v', la vitesse de la particule @3 aprés le choc est

2 . )
v o= -M-:;]- DI‘DJYY,, v

Démons tration du lemme II.1

Si v% désigne la vitesse de la particule y' apres le choc, alaors

ey = 0, 3 v'-v) = - i v' et v est porté par ', le
v vio+ M=o, prog, ., (vymV) proj. . est p par yy

lemme s'en déduit. W
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Les notations sont celles de I.2.

Soit My la probabilité uniforme sur le cercle de centre 0O de rayon
k, k>0, nous y penserons comme a loi des vitesses des particules légéres.

Supposons gu'a 1'instant O, P ait la vitesse W, lwl < k, et portons
notre attention sur le mouvement des particules légéres tel qu'il est ohservé
d'un repere animé de la vitesse de translation w, leurs vitesses sont distri-
buées suivant la probabilité Y "W

A cause du caractere fortement markovien du processus que nous
voulons construire, il est naturel de demander gue la distribution des par-
ticules, autour de E0 = D(y,r) x RZ dans l'espace de phase, soit la méme a
1'instant 0O et & 1'instant du premier choc. D'aprés I, cette condition est
réalisée en distribuant les particules autour de EO suivant un A(h,uk-w];
processus de Poisson. Les lois du temps de séjour T dans l'état w, de 1la

vitesse de choc V_ et du point de choc U

T sont alors données par la proposi-

7
tion I.2. Remarquons que 1'indépendance entre T et (UT,VT] affirmée par cette

proposition est une condition nécessaire pour la construction envisagée.

Nous construisons
a) sur la boule B(o,k) le processus de Markov & temps discret (W(n)),

représentant les vitesses successives deﬁb, de transition

— 2 N X
Plw,T) = P [w + =V er] on V= pI‘OJYUT v

T
et PW est la probabilité sur 1'espace (Qw,ﬂiw] construit au chapitre I corres-

pondant au cas particulier du paragraphe I.4 od y = -W, 1l'opérateur d'espé-

Mk
rance correspondant est notéEw (en utilisant le résultat le résultat du
lemme II.1, on vérifie alsément que P(W,B(O,k)) = 1).

b) les variables aléatoires réelles Tn(wJ,\Ne Blo,k), ne N exponentielles

de parameétres
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plw) = 2rh uk[w) = 2rh a[uk-wJ

représentant les temps de séjour ,
de telle fagon gue les systemes de variables aléatoires

Wln), nem ; T (w), weBlo,K) ; T,(w), weBlo,K] ;...

soient indéperdants.

Posons alors

’R =0, R =T (WE)) +eue+ T _(Wn-1)) n > 1
s} n a] n-1 —_

n — n+1

(1) RT(t) =n si R <t <R
— %
1 Wlt) = Win (t))
La condition, aisément vérifiée,

sup plw) < + o
weBlo,k)

garanti 1l'existence et 1'unicité d'un processus W satisfaisant & (I), gue nous

acceptons comme processus des vitesses de la particuleﬁ’.

I1.2 Le théoréme de canvergence

Soit B et D deux réels > o, rappelons gque le processus d'Ornstein-
Uhlenbeck [5] a deux dimensions de paramétres B, D est obtenu par intégration
des trajectoires d'une version continue du processus de Markov [Zt]ﬁSSOCié

- v-altlw 2
1 Bt D -2Bt

QW dv) = —a— & 26°0t)  dv, alt) = e B 4(t) - o (1-e 2
2ng (t) B

au seml~groupe

s . . ‘s 2 .
ici comme dans tout ce gqui suit la norme euclidienne de R” est notée |.|.

Imposons aux parametres M,k,h,r les relations

(11 K _ 30 (rn)® _ g’
M T 28 T 60

et désignons alors par WM(tJ et M@ﬁt) les processus relatifs au mouvement de 9.

Théareme 1

Lorsque M tend vers Ll'infini, la mesure induite sur C[0,1] par le
processus 'WF,l(t] de conditions intiales (0,0) converge étroitement vers la
mesure induite sur le méme espace par le processus d'Ornstein-Uhlenbeck &

deux dimensions de condittons initiales (0,0) de paramétres g, D.
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Pour les définitions de CD3,1] et de la convergence étroite, nous
renvoyons a [8].

Les relations (II) sont identiques & celles introduites par Holley,
si 1'on excepte le diametre de la particule. Il n'est pas surprenant gue ce
parameétre n'intervienne que par le produit Z2rh.

Soit (Nb;(t]) le processus représentant la loi du mouvement de 97

lorsque les parametres k,h,r ont des valeurs données Ko,ho,r , le théaoréme
Ay (e

m

précédent s'énonce : lorsque M tend vers 1'infini, le processus

converge en loi vers le processus d'O.U. & deux dimensions.

La continuité de 1'application ZI(x) = [ x(tl)dt de DEL1] (voir Eﬂ]
0

dans CE],{] raméne la démonstration du théoreme 1 a celle du

Théoréme 1'
Lorsque M tend vers l'infini la mesure, induite sur D[0,1] par le
processus [WM(tJ] issu de 0, comverge étroitement vers la mesure induite sur

le méme espace par le processus (Z{t)) Zssu de O.

Dans la suite, nous supposerons toujours qu'entre les paramétres

r,h,k,M existent les relations (II).

Au paragraphe II-3 suivant, nous remplagons le processus W, par un

M
processus induisant la méme mesure sur D[b,1], mais de construction différente,

ce processus vérifie les hypothéses d'un théoréme général de convergence gue

nous démontrons au chapitre III, le théoréme 1' en résulte.
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M

II-3-1 Une autre définition de WM

= ) 20 2

I S Ve W ;

a (wi o= ?% : (k7=2k fu ] cosis ] ]1/ dio= ZK.gﬁ J [1—21$lcosﬁt > J1/2d®.§2k.

' J " K
a 0

et une nouvelle géfinitlion de o, selon le

Lemme II1-2

PSS

g . Z . .
Soit W un processus de saut sur une partie F € IR”, associé & la lot
des sauts P(w,T) et & la fonction mesurable P(w), supposons

sup  Plwl < K,

. 4 ~
le processus w est alors indistingable du processus W(0(t)) obtenu en composant

L . .. . ~ ., .
U processus ac Marnov a temps JLSCPet[NLH])dé transition

. Plw o -
e, 1) = 1 =20 g gy Rl B

et un processus de Poisson 0(t) de purasdtre K indépendant du précédent.

Démonstration du lemme II.Z2.

Le processus W a son générateur infinitésimal A défini pour tout f
borélienne corndge sur £ par
Af(w) = olw) Plw, F)-Fw)]
— 0 PR ) ¢ 01 - B iet-etn] =k [ite £ ()]
le lemme résulte alors de 1'interprétation de cette derniére écriture et de

la continuité & droite des trajectoires des processus envisagés. W

~
Dans la suite, nous désignons par (WM[HJJ un processus de Markov &

temps discret défini sur Blo,k) associé & 1'opérateur

ak[wJ ak[w] We —
Liw, £) = (1 = ==} flu) + —5— E"[Fli, (1]

par OM[t] un processus de Poilsson de parametre 4rhk = 8(M+1) indépendant de

VA

al
\ 0 o= W (6 ([t
Wye On MM WM(OM(LJL
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A
II-3~2 Quelques propriétés du processus WM

Proposition II.1

. 30 1/2
Soit W, ‘W[ < k= (m]
. W 1 1
(1) M (] = (- g o fw] ol

- . st N 2 .
(ii) s7 v, désigne la iéme composante d'un vecteur v € R et st dij =0

pour 1 # j, 1 pour 1 = j

W A A _D 1 2 1

E [[[WM[1JJi—wi)[(WM('I]]j-wjJ] =5 Sy T Wl Teelgs)
C wWr 3 1

(iii) E [[WM[1]-WI ] = o lgr)

(iv) £1 existe une constante K, o < K < 1 telle que pour M et |w| suf-

fisamment grands
|QM(1]-W| < K |w| p.s.

ou o(ﬂ-},l—) sont des fonctions mesurables de w, majorées par des fonctions
6[-M2—1) indépendantes de w et telles que

1
lim (M+1) S8(z—) = o.
[V]-)+oo M+1

Démonstration de la proposition II.1

D'apreés II.1

A 2 ) 2 ) 3 .1/2
IWM(1J w| = T |proJYUT V< 2k = 4. )T

Tl— M+1 7 tT2g8(M+ )

ce qui établit (div}.
La preuve de (i) (ii) et (1ii) demande un effort plus important,
commengons par le
Lemme II.3
W 2 Wrr, 3 3m 3
MUl -3 L VP - 3
tandis que la matrice, dans une base orthonormée directe dont le premier

vecteur est dirigé par v, de la forme quadratique

¥owvltu) = E¥Leutl (0-w)?] vo=v]
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est

Démons tration du lemme II.3.

Le plan est rapporté & une base orthonormée directe dont le premier
vecteur est dirigé par v.

Soit @ 1'angle du vecteur v et du vecteur U_y, A un borélien de la

T
frontiere de DO(y,r)

. v L ClAV) 1 |
PUUse ATV =V = 52 = o L 1 . (¥).r cospdy- ]V §(%) de
A [l A

NI

v
A est le symétrique de A par rapport a v.

5(9) = 4 . 1 {(¥).cos®.
2 T W
~—, =]
2° 2
La loi de V sachant VT=v est alors la mesure image de la loi de densité S(¢9)

par 1'application ¥ —— |v| cos®. (cos¥, sin®). Le lemme en résulte.ll

La loi de VT est définie par

PWEVT€ FJ = ! I ivl dlu, -wl.
r

ak(w) K

Rapportons le plan & une base orthonormée directe dont le premier vecteur est

dirigé par w, =i © est 1l'angle du vectisurw et du vecteur v, la loi de VT

s'interpréte comme la mesure image (convenablement normalisée) de la mesure
de densité
1/2
] Clul? s 1
2 6 B J = 5T . ] ]
> 1[&”;] (©) (jw|=2k|w|cose+k?) T 1[0,%] (0).glk,w,0)
par l'application

Q > -y + Kk.(cos0,sin0).

Lemme I1I-4

2
glk,w,0) = k [ -J%%L cos® + —Jl%g— b[w)]
K
2
KS[’I - —3—}{—\'\]—1— cos@ + -J—V%— b(w)}

k

(g(k,w,0))°

(glk,w,0))7 = k¥ blw)

#
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ol blw) désignent des fonctions mesurables de w, bornées par une constante

pour |w < k et o€ [o0,27].

Démonstration du lemme II.4.

La premiere relation résulte de la continuité sur Bn1] X [p,7nj

de la fonction
(1-2xcos®+x211/2 - {1-xcosp)

2
X

(x,0) ——

(0,0) ~—m— 0

Les autres se démontrent de fagon analogue. |

Nous établissons successivement (i), (ii) et (iii), les composantes
2 - PR P
d'un vecteur v € R dans la base associée au vecteur w, décrite précédemment
sont affectés des indices 1 et 2.

21
. W _ 2 _ a1
(i) dk[w) E [V1] = E-JO ( |w|+kcose].ZTr glk,w, 0)do

2 (2w 2 2
- 25 [ icose- Lli1acas?e) + Ll prunrae - k2 |- Leldultor,

3 2w k 2 K 2

. 0 K K
tandis que

W 2 [¢" . 1

aK(w] E [&2] =3 ] k sino . > glk,w,0)do = o
(w)

. wron _ _ 2 Y W
i=1,2 E [[WM(']]]i Wi] ® We1 T3k E [Vi]

par suite

2 1 W S
]Wl OEWJ , E [(WM['I]]Z] = 0

+

W S a—l
e[, €13),=[w|] =

M+1
ce qui établit (i).
{(ii) la matrice de la forme gquadratique ¥(w,v) est dans la base considérée
5 ] ,2 17+ 3 00529 -3 sin® cosBe
— |V
15 ~3 sin® coso 1+ 3 sin2@

2m
w _ e 1 3 -
aK[w] E [V1V21 T {O (-3s5inBcosp) 55 (glk,w,0))” do = o

2T 3 2
wfp 2 2 2 1 3 Kk
a (w) E EV1] T IO (1+3cos™ 6] 5;-[E[K.w,@]] do = = |1+ :2 b[wJ]
2m 3 2
a, (w) EW[Vg] - %J (1+351n20) == (g(kow,0))° do = < [1 + LM b
o 2n 3 k2
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pour i = 1,2

o {w) 2 2
w N 9 <4 IS W z Z
el (1) e 7] s Vk—t“@%_ =~-——-’§~_5 & ,‘Wl b[wJ:
H - (M) 70 3(M+1) K -
D 1 y) 1
IR LI e 3B

(11} @st alcrs prouve par simple changement de base.

S TTEG g 1 . N . 4
iy o e [V = = J = (Galow,01)" a0 = 7 o)
1) o <
; & (W . 3
WD R 2 8 : . 3 K
SRS I - S I - bt = oL
(M+1]° - (M+1)

I1I-3-3 Extension éle du processus WM

A
Le processus W, a pour espace des états la boule B(o,k), pour des

M
. 2
commodités de demonstration nous le prolongeons afR™, en posant

/
2D e

_ : - 4t I
>k T{w, ) J £L01 M+1]w [B(M*1]] v} dulv)

si

W

ol u est la probabilite uniforme sur le cercle unité, ce prolongement sera encore
A A s o 2
noté WM et la formule WM = NM(GM[tJ] définit un prolongement de WM amlr™,

Prcposition I1.2

o

QM satisfalt aux conditions (1), (i1) et (iv) de la proposition II.I1

1
M+1

et & (i) e[l (0-wl’] = Gl ot

Démonstration de la propesition II.2.

Il suffit d'effectuer le. vérifications dans le cas ou ‘w|> K,

en remarguant gue dans (1ii) 0[411] peut aussi s'éecrire [1+wa3] O{M%T]‘

La vérification de (i) et (ii) est immédiate.

. 1/2 1/2
o5yl - -9, 2B 20 2
sivl= I w7 e Y St o) S5 I
180 R

sour M+1 > sup {3, —E~} et |w| > 1, ce qui établit (iv].

Enfin, 1/2 - 3 3/2
T el e ] e 22 e < 2 el 2 J
- LMy 4 | T W T B = g3 B0

1

SRSRATIRSIRIC RS |
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CHAPITRE TII

UN THECREME GENERAL DBE CONVERGENCE

|.| désigne la norme euclidienne de R”.
Théoreme 2
Soient :
[hn] une suite de réels positifs décroissant vers O.
A . R . 2
[wn)n une suite de processus de Markov & temps discret sur R™.

(@n(t)Jn une suite de prccessus de Poisson de paramétre ?}3 indépendants des
n

ral
processus (W_) .
n'n
B et D des réels strictement positifs.
Supposons que pour tout w € Rz

(1) Ef (] = (- g+ Jul.olh D)W

. . . eme 2 .
(1i) sz vy désigne la © composante d'un vecteur v € R™, et st dij = 0

pour i#j, 1 pour i=j

N

Wr \ - 2
ENLEH (1)) w) € (1) 5w 3] = Begyy b+ [w]"olh)

{
n ij 'n

‘s W 3
(1113 €0 (10-w]®] = (e wl®) oth )

(iv) 21 existe une constante K, 0 < K < 1 telle que pour n et |w| suffisamment

grands, on ait p.s.

ou o(th sont des fonctions mesurables de w, majorées par des fonctions 6[hn]
indépendantes de w et telles que

lim h .6(h ) = O
n n

n->+o

, W . .
alors la suite des mesures P ©, induites sur D[0,1] par le processus
n
A
wn[tJ = wn[@n[t)] issu de W s comverge étroitement vers la mesure induite sur

le méme espace par le prccessus (2(t)) <ssu de wo,-associé au semi-groupe
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Jv=attiw]?
0, (w,0v] e 252 v, alt) = e B ey = L (g8t

).
)
2mg" (t) 28

B'aprés Billingsley [B] théoréme 15.1, il suffit d'établir la convergence
W W
marginale de la suite (Pnol. puls de prouver gue {Pnc,rwe N} est étroitement

relativement compacte.

1I1.17 La convergence marginale

COGRZ) désigne l'espace des fonctions continues surlR2 tendant vers

0 3 1l'infini.

Proposition III.1

Pour tout fe COUR2) lim sup |EW[1°(wn(t]]] - e"[f(zeen]] = 0.,

N>+ W

Démonstration de la proposition II1.2.

T est l'espace des f ECOUR2] telles gue

2

|v|2 |%;[v]| » V] (v)] soient bornés.

3
3 337
==l v

2 2

Lemme III.1
[QtJ est un semi-groupe fortement continu sur CO(R2]
st (D(A),A) est son générateur infinitésimal
F c D(A) et pour + €T Af(w) - -Bw.gradf(w) + % AT (W)
st R, est sa résolvante 11 existe Al tel Que
siiza ReP®IICE

(kP R?) est l'espace des fonctions trois fois continmiment différentiables &

support compact dans R%)

Démonstration du lemme III.1.

Soit [Nt) le semi-groupe du mouvement brownien sur Rz, (&t] le semi-

groupe &t(f] = fla(t).). Pour f borélienne barnée

Qt(FJ(w] =

(a(t))? o2
y(t)

o (t) flaltlvidy = N o &‘tm(m
2ng (t)
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2

0
ot Y(t) = = t est une fonction continue nulle en 0, il en résulte im-

a” (t) 5
médiatement gue [Qt) est un semi-groupe fortement continu sur CO(P ] et gue

QT[F] est indéfiniment différentiable.

Dans le cas o0 f & CKSURZJ, il vient pour n < 3

BH aﬂ n aﬂf.

5 Qf) =5 [NY[t) flalt).)] = (alt)) N (e E—g—[u(t).]]
n n n

oit & = (et 4ty o et o f

soit S Qt[?] (alt]) Ny[t] o at( 3 ) e Qt[ s )

une dérivation sous le signe J aisément justifée donne
n n

a 3 = —
SR =R B

Pour montrer gue RA[CKB[RZJJ C’ﬂ‘ pour A > AD, il suffit donc de prouver gu'il

existe A, tel gue pour tout f continue & support compact et tout A > )

1 1

lim [w|3 R, Flw)| = 0.

'W|—>+co

Soit donc f continue dort le support est contenu dans la boule

Blo,r), r>1, si |w|>1

+0o0 +00
[R, flw}]| = ’j flv) j et 0, (w,oavddt| < sup |F[v)|.J e " Q (w.Blo,r))dt
A t - 2 t
o v € R o
oglu] _ -
!RXf[W]I < sup | flvi] {J e Mt Q,(w,Blo,r))dt + f e Mt dt}.
v € iR 0 plog |w|
+00 _ t 1
p est un réel > o , J e Mot = i
pLog|w| Awl H

Pour majorer la premiere intégrale remarquons gue

51 0 < t < ploglw| alt)|w] > |w] e_B“LOgIW! = |w|1-BU.

1

Choisissons y tel que o < gy < 1, si |w| > r 1-gy nous écrirons, utilisant

finalement une inégalité classique des lois gaussiennes,

Q. (w,Blo,r)) < Qt[w,{v:|v-u(t1w|3(a[t)|w|—r)}] < Qt(w,{v:|v-a[t]w|zﬁ1w|1_8“-r]L
2

1=Bu_ _
<20, {vi|v,malt).w,| dwl Tryy L 2 J &
- * TN {
u

t

2

c xﬂ cC
o, .
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1-Bu_ 2
_ {|w -r)
4 lw[‘I Bu-r - 4
< e
Von V2
On aura donc lim [w|3 |RAF[WJ| = 0 pour A > A, > 3,
] v -ty

La seconde assertion du lemme est obtenue en écrivant le dévelop-

pement de Taylor & l'ordre 3 au point w de f ¢ 97 . B

Soit An le générateur infinitésimal de Wn, en écrivant le dévelop-

pement de Taylor & l'ordre 3 de fER au point w, 1l vient

1w A
A Flw) = R EV[F (W (1)-w)]
— _1_ W A - ’ W n - . ’
s {E [ (13, =w )] £30w) + ETLCW (1)) ,=w, 0] £5(w) |
1] -w A 29 o w A _ A~ L Sw
+ 5[@3 LW (130, mw, 7] 80, (W) +2ET [OOW (1)) =w, ) (W (1)) =w I F2 (w) +
w 2 "
+ N[0 (1)) -w )] 1’22(w):]
. 2" [% @ (D-w,W_(1)-w, 0 (1]-w]:H»
n n n n
= -fw.gradfiw) + g Af(w) + Rn[w]
avec

2
2 ’ ’ ” n n -
R (W] < {|w] (|F1[wJ|+|F2[w]|] + -|—2‘A-'-|—-(|f,l1(wJ|+2|+‘12[w3|+|f22[w]|J}hn‘l.d[hn]

1 3 3
. i EW[|]DWHH . lﬁn(1)—w| ] .

Majorons le dernier terme, soit En[wJ. Par hypothése il existe un entier N,
et un réel positif r tel que si n > n_ et w| > r

[0 (1)-w] < K]
ce gqui impligue

A A
IWH| =lwrp (W (1)-w| > |wl=|W_(1)=w| > fw|=K]w| = (1K) |w]
(p est une variable aléatoire réelle o < p < 1)
si |w[ <r

€ (W] _<_—‘/—§ sup sup ,, |f51 (V] . (1+r°) h: 8(h_)

3 ijk=1,2 vem? 1K
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si ‘wl >r

su [ e W i -w)®
P (1-K) ijk n ' n Wl

e twl] <
L 3.k=1,2

2w
3h : .
i

n

. A NEIEIEy tal? o1
sup sup M SRy ] 55— = K1;——iﬁ%— h ~.slh )
nve€mRS ijk=1,2 J (1-K)7 |w] n n

Ny

<

— 3h

|w|

Oonc pour T efﬁ , Anf converge uniformément vers Af surle.
Qﬁ est dense dans CO[RZJ et d'aprés le lemme III.1 [AI-A)gj est dense
2 P N
dans COHR ] pour A supérieure & un certain KO, le théoréeme de Trotter-Kato [7]

permet de conclure. B

Corollaire III.1

Pour tout w EIRZ et toute suite t_,t

’ 2....,tp telle que

0 < t, <t, <...<t, (W (t,),W (t)),....W (t_)) converge en loi vers
1 2 p n o1 n 2 n p

(Z2(t),20t))s. 00,20t ) sous la probabilité pY.

Démonstration du corollaire III.1.

Nous nous limitons au cas p=2, 11 suffit alors de prouver que si

foet £ € CO((RZJ

1 2
. w W
iiTw E°LF, (W (8,038, 00 (0] = EN[F (Z(t, ), (2(¢,))]
or W (t,)

w ) oW n 1 . a B
B LR, (W (e ) F Gw (£500] = EN[F, (W (£, )).E [£,0 (t -t D]] =

(n) (n)
T (f,.T (F.)) (w)
t1 1 t,2 t,1 2

Z(ty

W o =W ) - _
EN[F, (Ztt D af (z(e,00] = ET[F, (Z(e)).E [F (2t -t 0] =

th[’cq'gt2-t1”2]”“

(n) (n}
|7 foeTo 2, folwi=q f,.Q, ]

£, 1T bt 2 ty 1ot 2

(n) (n) (n) (n) .

LNARE SR SR N €0 R B SN I SN OO N £,.0, . fow)-Q, 7.0 f (w)
—‘t11t2t12 £, 1 gmE, 2 by 1Tt 2 17 mt, 2 .
<sup| £, (v) .sup.Ténzt £, 00)=0, _ £, (w) +sup|Tt(”Jf1.Qt L T 000 e 0y 0]

v w 2 1 S w 1 2 1 271

. P . 2
La cémonstration est achevée si 1'on remarque gue fq.Qt -t FZ € Ccm? 1. W

2 1
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IITI.2. La compacité relative de (Pn, nenN}.

Il nous suffit de prouver;

(i) pour tout € > o, il existe ale) tel que

"
1im sup Pn © ({x : xeD(0,1], sup |x(t]| > alel}) < ¢
t

n > + o D< <1

{(ii) pour tout n > o

W n
1im  1lim P “({x : xeb[0,1], w (6} > n}) = 0
§+o >+ n

V) .
w (8) = max sup Enin (x(t') = x(£)], |x(t") - x[t)lJ‘] .
’ t-<t’ <t<t”<t+s -

sup [x(0) = x(t}|, sup [x(t) - x(1)
O<t<$ 1-8<t<1

II1.2.1. Preuve de (i).

Lemme III.Z2.

Soit d un réel d > 1 et A_ 1'événement : W, (t) a plus de Fg-sauts sur [0,1]

v n
W h
P (A ) < nz
{(d-1)
Démonstration du lemme ITI.2.
) w w w
0 o d 0 1 d-1
P (ALY =P [enm» —h——]iP [1enm H—]g—h——j
n n n
ny
d'aprés 1'inégalité de Tchebitchev, ce dernier terme est encore inférieur & — A
(d-1)

Lemme III.3.

A 2 2 3
" [ (13%] = 20n +w® (1-28 h_ + alh 3 + |w]|” oth )
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Démonstration du lemme III.3,

EW['[Q 1) - wlzj 20h  + le2 o(h )
~ n n n

d'autre part

2

Ew[t@nm W) - gM [(@n[wJJ%I -z [0 1T) - w

2

N

- €W 4] - 2P -8h « Jwloth )]+ w
- n n n

- [ 4] - wPt-28 b+ wl oth ) L
- n n n

Lemme III.4.

S~
1

Soit 1 le temps de sortie de la boule de centre O de rayon a pour i
1l existe un entier n la) tel que st n > n_(a)

S (k) = (W (k A 0% - 2k Dh
N n n

W
est une surmartingale par rapport a4 («‘FK AT]K sous la probabilité P O, i1 en
résulte que pour b > o
W . 'I/2 wi + 2dD
P [ sup - _, |Wn(KAT)| > (2dD + b) :l S
-0 <k <dh
— =
Démonstration du lemme III.4.
Soit Te U'KAT
Wy - W W
Q i 8] (@]
(E 7|S_(k+1)| & - S (k}) dP " = | (S (k+1) = S_(k)) dP
n KAT n n n
r r
- 2 ~ 2 s
= J {0 ((k+1) A 71))° = (W (kA1) - 20h_ } dP
n n n
r
Yo ) 2 .5 2 Yo
= =20h P T(rN [x<k]) + J ) {0 1)) %= (k)7 - 2o} P
P[> k+1]
il suffit de prouver que le second terme est négatif, or, puisque Féf‘F‘K‘“ c C 9‘}}&
I

et [t >k+1] e & impliguent TN [r >k+1]€ F' , i1 s'écrit

K

Wk , y
{e [, 1)) - W ()% - 20 } oP

rn [y k+1]

o]
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utilisant alors le lemme III.2. en remarguant gue sur [T ik+’1:|, Wn(K)I < a
il vient :
- - W w
2 2 o _ _ - )
{0V (ke11)? - o0 k1% - 200} aP © - J | 2n eotn ) (W (K P
A (1> k+1] ro 1> k+1]

ce terme est négatif pour n > no[a) et (Sn[K]JK est alors une surmartingale.
Yo 2 - =1 -
On a £ °[S, (0)] = wj tandis que S_([dh 1) > - [dn '] 20n > - 2ap,
et si b>o0, un résultat classique de la théorie des surmartingales, prouve

W W _ W - _

bp © [ﬂ sup s [K]>b] <€E°s (o)] +€° [s ([an 1])] < w® + 2dD pour n>n_(a).

-1 n =" = n n n 0 0
<kzdn®

La seconde assertion du lemme résulte de 1’'inclusion

- 2 1
[’ sup _, Sn(K] 1[{[ = [: sup _1(ank.AT]] ~2k Dh_ _>_b/'
0<k<dh 0< k<dh -

> [ sup (W_(kA t1)% > (2dD + b]] »
0<k<dn

w2 +2dD
o

Choisissaons d tel que > 5
1 (d-1)

ale) = (2dD+b) 2 et désignons par t le temps de sortie de la boule B(0D,ale)) pour

j_—;‘ , puis b tel que < » posons

INTTL)

-

W, 1'égalité

n

W - W -

Po[j sup _1[w [KJlla[el:l =P0|j sup _1|W [kAr)Ij_a[s]jl
<ksdh T T 0<k<dh "

et 1'inclusion

[ sup |Wn[t]| < a[e]:ID Ai ﬂL sup _, |\;ln[k)l < a(elj
0tz <kdh

prouvent (i). W
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IIT.2.2. Preuve de (4ii].

Commengons par une remarque d'ordre général sur les conditions (i) et (ii}.

Sia>o
W " W "
PO Ux :w (8) >ny =P % {x: & (8)>1, sup [x(t)] < a} +
n X n x 0<t <
W, n .
+ P " {x :w (8)>n, sup |x(t)] > a}
n X
0<t<1
"o " "o
<P {x : w (8} >mn, sup Ix(t)| < a} + P {x + sup [x(t)]| > a}
O0<t<1 0-t<1

et i1 est clair que 1l'ensemble des conditions (i) et (ii) équivaut & (i) et a&:

(ii)' pour tout n > o et a > o

W
lim  1im P ° {x : gx(dJ >n, sup |x(t)| <al=0

§50  moreo 1 0<t<1

II1.2.2.1. Le processus W: .

Soit Wi le processus de Markov & temps discret de transition i

tw, £ = €% [FOd_(1)7] si w| < a
1

1 (w, ) fﬂm—ehnlwﬁzohnl V) dulv) si |w| > a

o0 u est la probabilité uniforme sur le cercle unité.

Wﬁvest le composé du processus w: et du processus de Poisson on[t)
N "
indépendant de Wn .

W
. ¥ 0 - - *x .
Si Pn est la mesure sur D[p,1] associé au processus wn issu de W

pour tout F borélien de 0[0,1]

W W
PnD (FA{x : sup |x[t]{ :_a}) = *Pno (FO{x : sup {x(t][ :_a})

Df_tf_’l O0<t<1

il nous suffira donc d'établir la condition (ii)' pour les processus Wﬁ‘.
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Remarquons gue W: satisfait aux conditions du théoréme 2 (voir II.3.3)

et gque par suite, la convergence marginale de W:: vers Z est établie.

L'intérét de 1'introduction de W:: vient de 1'égalité

W = —
" [W¥1)] = wi1-Bh_ + alh )

ITT.2.2.2.

Soit r > o, puisque pour x D[0,1]

(BX(%] > n) == [ max K SUP 4 |x(t) - x[ﬁ)] > % )
O<k<r —<t< r
- r— —r
il nous suffit de prouver
»x %o _r
lim 1im sup Pn (G7) =0
L+ n-+ +
< K
od G_={x : max Kk SYP g |x(t) - x[}—JI >n, sup |x(t}] < a}
a D<k<r Z<t< 0<t<1 '

Les relations gui suivent sont évidentes

W r~1 w .
P 2(6,)= 1 *Pno{xgsuplxgtJ-x(%Jlin,i=o...k-1,sup|x(t)-xt§1|>n,sup|x(t)[ <a}
K=o 1ot Rceciid D<t<t
r-1 W . .
<1z *Pno{x:[x[l—;lJ--x[%J|<n,i=o...K-1, sup |x(t)~x(%][>n. sup |x(t)]<a}
= - k k+1 -
K=o TSES Or Dt <1
. Yo e Aty e i * * K *
=1 P {|W=)-Ww(=)|<n,i=0...k-1, sup|W_(£)-W (=) |>n,sup|W_ (t)] < a}
k=0 nr nr'— Kopetl nr n —-
T+ 0<t<n
r-1 Woo .
= I P (B ]
k
k=0

Soient Tr’z le temps de Rleme discontinuité des processus W;-, 9y 1'opé-

rateur de translation.

On pose
ro_ > A, e Ky k=] . 1 1 LRy ek
Al Dwn(rl Wiod <, .. W W) [<n 5 0 () ° 0 =3 W WIET o0 I o,
T T
Ye'=1...2-1 Iwn[rJ Wn[r+T!L'°cl<_)|—<—n’ sup |wn[t][ ia]

r



il est immédiat que

j=0 2=0
W K K+
P D(Aiﬂ(\ [IW::[;*TRWK) = W i—%])
r
P OaT K T 00 ) - Wit IL]
kif nr ° K n kJQ

r

et nous admettrons provisoirement le

Lemme III.5.

Pour r et n suffisamment grands, on a

o[ * K ok n r 1
([[wn(r P Tpe o) T WS )| 52] A 232
r
pour tout k 0 < Kk <r et tout &,j Oigijiﬂ%‘
n
Nous avons alors successivement
2
rh . .
Yo r Ya 4 J r Yo J r
BI<P (U UA,)+pP°U U AlL)
K™ - . - kj% . 2 ~ kig
j=o0 %=0 J> =0
rhn
2
w r‘hn ] w‘ -
<2p 2y N W T 00 1w | Ny v P ® o oo, 5 2
- KJQ -2 rh
Jj=o SL =0 - - - n
T T
W, J A w
r *x K %, K+ n 0 1 2
<2p "tU U Amn [[wn[rﬁlock] WS <5)) - P [@n(rJ > = ]
J=o0 =0 T - n

x "o 1
< 2P [x:|x(—)—x[o]|<n,...,
z n T -

xwo r Wo 1 2 -
O (=) >
P, (A + P [n[r) rth

--J x[———]|<n,

k+1 _ ]’L
x(—;:—] x( .’+P L@n =
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or

wo 1 2 Wy 1 1 1 2
(1) d'aprés Tchebitchev, rP l}” (;) >rhn:} <rP Den[;)‘—‘—rhn IZ r'h'n] <rh

— n *

W

(2) puisque PZO(Fr[AE])=O,1a convergence marginale de W: vers Z impligue
W W,
l1im *PnO(AEJ = PZ (AE] et la démonstration est achevée si nous admettons le

n-> +oo

Lemme III.G.
r-1 Wo r
lim X P_7(A]) =0
! r~>+o k=0

I1I1.2.2.3. Démonstration du lemme III.5.

Lemme III.7.

E” [[\;l:[sl]ﬂi 20
1

oi 8, est une fonction ne dépendant pas de w telle que lim h; §,(h ) =0
n >

1-(1-28h + & (h_))°
n 1
/l

2

+ (1-28n  + 51[th)5 W

28 - hn 61[hn]

Démonstration dy lemme III.7.

Un calcul identique & celui du lemme III.3. montre que
" [(v}*m)z} = 20h  + w’(1-gh_ + o(h_))
n n n n
ol c(hn] est une fonction de w telle que |c[hn]| 5-51(hn]’ 61 ayant les propriétés

de 1'énoncé. Par suite
w| % 2w W:(SJ " 2 Cwl e 2 w| "% F
EY| (W (s+1))7| = EV|E [W(1)7]| = 20n +(1-28h ) E"| (W7(s))7|+ E" o (h ) (W (s)
puisque Ewl:o[h ) ({u*(snﬂ < 5. (h J.EW[[&*tsJJZ]
n n — 1"n n

il vient Ew[(w*(sm))z] < 2Dh_ + (1-2Bh + & (h )].EW[}\:J*[SJ)Z
n - n n 1" 'n n

Une itération prouve le lemme. #§

Lemme III.8.

Y [Wi(s)] = (1-gn 2% + K (w)
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k)] < 6% ) [ v — =2 )
n —- -1
n 28-h ' & (h)
n 1 'n

od 5O[hn] est une fonction indépen:.ante de w telle que lim do[hn) =0
n -+ + o

Jémonstration du lemme III.8.

Rappelons gue Y [W:(1£] z w[1—Bhn+o(hn]J
) . -1 )
ne dépend gue de hn et 1lim hn éz(hn] =0

n >+ o

avec ‘O(hnjl.i62[hn]' 62

Ty

A -W (s) . ' "
o EN:(S+1]] LW [? n [Wi[qii] = [1-8hn] Y [W?[s}] + kg[w)

. . §,(h ) = ,
|K2(w)|=|EW[o[hn]W:[s):||_<_62(hn) EW[\N;:[SJI] i_2.2_”_ ‘:1 . EW L[w*rj(snﬂ

soit en utilisant le résultat du lemme précédent

v é_(h ) -
n 2 n 20 2
ol < ]

28 -h_ & (h)
n 1 n

On a alors

~ . n n n s-1- ,\5
a [w:[sﬂ - [KS[WJ+KS_1[wJ[1-Bth+...+K1[w)H-Bhn} 1+ 1= 37w

la norme du premier terme est inférieure &

1-(1-8h )°®
n

6Z[hnJ 20 2
R A LA Bt
- 28-h § (h ) < n
n 1N

ce qui achéve la démonstration. [

Lemme III.9.

Pour v et n suffisamment grands

inf P []Wi(s]—w|§_%~]3;% pour tout s, 0 < s bl
| <a ! g

Démonstration du lemme III.Q.

pour |w| < aets :_th 2

2
— rh

IEW{QXESJJ’W|=~(1"Bh ) Sk (w)[<a
* N n n —

1-(1-Bh_) ”:l +5_(h ) l:u — : a2]
n 28-h & (h )
n 1" n
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_28

le second membre ne dépend gue de hn et a pour limite a[’l-e r] lorsque n tend
vers 1'infini,

I1 existe donc n, et T, tels gue n 3_n1 et r > Ty impliguent

|EY [\})'ﬁ(s]] - w| i% pour |w] < aet s f_rin

En utilisant 1'inégalité de Tchebitchev, nous écrivons alors

P Wes)-u| < 3 - PW[I (W (s )w)- (" [ (s 7] -w) + (EW[Q:(SJ]-leig]

-~ -~ n - h

> p" Dw;‘[sJ—EW[w:(sljl < G -|e"Wis)] - w|JJ
% W% 2

Ewan[s] - E [wn[sﬂl:] .

W o W 2
> 1 - = - = LB [[W(s) - " [Wi(s)]] }
= n 2 = [

(5 - [E"Ws)] - w]) i " "

D'apraés le lemme précédent

S

1w ts)] 1% = (1-8h )%° W% K (W), K'(w) = 201-Bh )% wok (w) + (k_(w))? .
n n n n n n n

puisque pour |wl < a

lk_(w)| < 8°Ch ) E+"———E—,|[-]-—~—-—+a21
n n 28-h_ 6, (h )
n 1 n

sous les mémes conditions |Ké(w]| < 6?(hnl, dﬁ[hn] est indépendante de w et

telle gue lim 6?(h ] = 0.
n-»e n

D'autre part, pour s <

rh
n
S 2
1-28h + &, (h_) (1-8h )
| (1-28h_+ §,(h )% = (1-8h 1°%| < sup {1- L 12 0y, - L
n n (1-Bh ) 1-28h + &, (h_)
n n 1°n
2 2 2
1-28h + 6, (h )| rh (1-8h ) rh
< sup {1~ L 1 n n 1- 4 n
— 2 ’
(1-gh ) 1-2h + 8, (h )

ce dernier terme a pour limite O lorsque n tend vers 1'infini.

Il en résulte pour |w| <aets i-rﬁ
n
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e [Jwis) - e sn] 7] - € [t - [’

1-(1-28h + 51(hn115 ] el 2 o
< 2D + |[1-26hn+ 6,(h 117 = (1-8h ) | &% + §,(n )

= =1
28=h " 8, ()

le premier terme du second membre étant inférieur a
2
rhn
1—[1—28hn+ 61(hn]]
1

28 - hn éq(th

2D

nous obtenons une majoration du premier membre par une fonctinn indé-
pendante de w et de s, dont la limite lorsque n tend vers 1'infini est
_ 48
b r
= (1-e )
B

Nous pouvons alaors choisir n,>n, etr,>r, tel gue pour Jw] < a

W “x W 2 n p .
JE [[wn(s) - E [Wnts]jl J:_Eé» ; le lemme est établi. B

Achevons maintenant la démonstration du lemme III.5.

Posons

b= W E T oo mwidEhy < D N AT
nror [} K r _— 2

K n kit
r
et pour toute suite croissante d'entier de longueur K, m,l,mz,...,mK
’ -
E = 0 (=) = m,,euun. , 0 (=) =m
m .M n 1 T k
1 K
r
B = A .0 E
Mo emy kil My oMy

y - - 3¢
(Wi tm 3w e) [ <n, o on (W m =Wt 3] < s
!Qﬁ[mk)—ﬁ:(mk+2jl>n, Ve e=t.=1 (Wi )W tm +2 )| <0

sup [@?[in :_aj

O0<ic<
il_mkﬂl
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sont indépendants et gue les évenements Bm

Remarquons que B est
m,]...mk q:l
et Em m
qreem
une rtition de Ar
pa kjL
Alers
WO WO
Pwa) = ) P "(E N s
m m M e eeMy
177k
e
= ¥ P (E mJJ
m,I .mK 1 k B
Yo
>( }F P IE S0P
m1 .mK k

..mnEm

W - -
0 % 2% : n
P t[[wn(mkm-wn[mkml i;_—]

1) inf PV [M*[j—m—w]
1M |wl§p n

et on conclut en utilisant le lemme III.9. @

I11.2.2.4. Démonstration du lemme III.6.

1° K ,]...m

forment
k

3¢ s . n
..mknl:lwn(”‘k*“ - wn(mk+g)| f_'i] )

Wim +2)) dP
n k

>ﬂ]
=2

W
o,.r o] 1 k. k-1 k+1 K
P, (A = P, {x:|><[—I:J—x[0]Iin....,lx[;]—x( - )| <n, 1><(——~r ) - x[;]l >g }
w W
0 K+1 K n 0 k+1 k n
<P, {x : |xC -x(Z)|> 5 }< 2.0 {x : |x.( ) = xS |> —= 1}
pA r r 2 7 - z i r i'r 5/F

2

“ " .
mesurable, que qu_-.mkn [}Wn[mk+£] Wn[mK+J]|i

]

W

il suffit donc de prouver gue si [Pt] est le semi-groupe sur R du processus d'0.U.

a8 une dimension et si n > o

r-1
lim z
k=0

Flx,r,n,kJ)=0

>t

ol

Flx,r,n,k}) =

r r

X,y,z désignent ici des réels

Or si b >o

Fix,r,n,k) < sup

P1(y,{Z:|z-y[>n}] * Pk(x,{y:ly[>[x|+b}1
volyl<inlen & k

r

J Pk[x,dy] P1[y,{z:|z—y|>n})

]
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ney(i-a () “ne |y ] (=0 ()
[ ot 2 o) 2
r _z r _z
Pi(y,{z:[z—y|>n})=1- A e 2dz_i-2 e % 4z =
= V21 V21
1
—ify(1—a(?11 e
o)
-n+|y] (=a(=))y
= 2%
[ o)
r
'-n+[|x[+b](1—oc[%)]
et su? P, (y,{z:]|z=y[>n}) < 2¢ [ 7 J
v lvl<lx]+b T o ()
tandis gue pour 1 < k < r=1
| x| +b=xa (£) b+ x| (10 5))
K
o (-] 2 - 2
Y O(r] Y.
Pk[x,{y:|y|>fx|+b}=1— - e 2 dy < 2 e 2 dy =
< V21 Va1
—|x[—b—xa(£) ~eo
—_ T
K
O'(?] .
b+l x| (1= (2)) .
= 29 [— ” Ji b ( 7 )
a(—) ¢ (=)
r r

ainsi

r-1 -ne(]x|+p) (1=a 11 .
£ Flx,r,nk) < 2r.¢ ) + 2(r-1) ¢{— }

k=0 o) 0L

et le lemme résulte d'une propriété classigue de la fonction ¢. |
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