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INTRODUCTION 

En 1941, R.S. MARTIN a donné une représentation intégrale des 

fonctions harmoniques, positives, définies dans un domaine borné de R n 

pour cela il construisit spécialement une frontière "idéale " identifiable 

au cercle dans le cas du disque (cf. \ 2 \ \ , [4] ). Poursuivant la confronta

tion si féconde entre la théorie des processus de Markov et la théorie du 

potentiel, dont il était l'un des principaux artisans, J.L, 0008, en 1959, 

a défini une frontière analogue pour uns chaîne de Markov, et l'a appelée 

frontière de Martin de sortie [cf. (jLOj ) : les fonctions harmoniques étant, 

dans ce cas, les fonctions invariantes sous l'opérateur de transition de la 

chaîne, (on ne considère ici que des processus à temps discret, et par 

chaîne on entend un processus dont l'espace des états est discret). Peu 

après G.A, HUNT d'une part et J- NEVEU d'autre part ont donné une nouv^ll-2 

construction de cette frontière, en utilisant systématinuement des méthc-de = 

probabilistes (cf» [ld\ , [23]). En 1956, partant d'une idée différente.. 

W. FELLER avait défini, toujours pour une chaîne de Markov, un autre type 

de frontière sur laquelle chaque fonction harmonique bornée est reorésentée 

par une fonction continue [cf. [is] ) , 

Le travail présenté ici est entièrement consacré à l'extension de 

ces notions et des résultats qui s'y rattachent, au cas d'un processus de 

Markov défini sur un espace d'états plus général„ 

La première tentative dans ce sens a été faite en 1963 par 

M.A. AKCOGLU et R C W . SHARPE (cf. [ 2 ] ) . Ces deux auteurs se sont placés dans 

le cadre abstrait de la théorie ergodique : ils ont étudié une contraction 

positive définie sur un espace L*. Considérer un processus de Markov, c'est-
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à-dire une probabilité de transition, ne restreint pas vraiment la généra

lité, car J.L. DOOB a montré, en 1963, qu'il est toujours possible d'associer 

à une contraction positive sur un opérateur, défini par une probabilité 

de transition, qui lui est isomorphe c (cf. TjLlJî. D'autre part, ceci permet 

l'utilisation simultanée des techniques probabilistes et des techniques 

de la théorie ergodique. 

Dans le chapitre 1, la frontière de Feller est définie pour un 

processus quelconque. Les résultats obtenus synthétisent ceux de W. FELLER 

et certains de ceux de M» A. AKC06LU et R.W. SHARPE. La structure d'algnbre 

définie par ces derniers, sur l'espace des fonctions harmoniques bornées, 

a, ici, une signification simple : l'usage de cette structure remplace ce

lui, plus classique, de la structure d'ordre et dispense de parler des fonc

tions surharmoniques et des potentiels « en particulier on obtient ainsi, 

une nouvelle construction de la 'frontière totale" définie par W. FFLLER. 

Evidemment il est possible de définir la frontière de Feller à moindres 

frais : il serait facile de prouver que l'espace des fonctions harmoniques 

bornées est un espace de Kakutani du type M et d'en déduire cette définition 

(cf. (jLSfjî» Mais la méthode employée ici fournit de nombreux résultats qui 

permettent d'utiliser la frontière de Feller comme base pour la construction 

de la frontière de Martin. 

Dans le chapitre 2, on prouve, par une méthode originale, la 

convergence des trajectoires "le long5' des limites des moyennes ergodiques 

plus couramment appelées, depuis un célèbre théorème, limites de Chacon et 

Ornstein (cf. ( jQ ). Ce résultat précise le principal résultat de M.A a AKCOGLU 

et R.W. SHARPE, et établit un lien étroit entre la théorie ergodique et la 

théorie de la frontière : en effet il implique le théorème d'identification 

de la limite de Chacon et Ornstein dans le cas conservatif (cf. et le 

théorème de convergence des trajectoires vers la frontière de Martin dans le 
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cas d'une chaîne dissipâtive (cf. [23])„ En supposant que l'espae des états 

est topologique localement compact à base dénombrabie, et que le processus 

possède certaines propriétés de régularité, on est alors amené à donner une 

définition de la frontière de Martin qui généralise la définition classique 

de façon naturelle. La seule propriété nerdue est l'unicité de la représen

tation intégrale. 

Dans le chapitre 3, sous des hypothèses plus faibles mais en sup

posant toujours que l'espace des états -̂ st localement compact à base dénom

brable, on donne une nouvelle définition rie la frontière de Martin (celle-

ci est dite abstraite pour la distinguer de la précédente nui est dite con

crète). Pour cela on utilise la frontière de Feller totale et une modification 

d'une méthode employée par M.A, AKCOGLU èt R.W. SHARPE„ Cette modification 

est justifiée par un exemple qui montre que la définition de la frontière 

de Martin proposée par ces derniers, qui n'ont fait aucune hypothèse sur 

l'espace des états, n'est pas conforme à la définition classique» On montre 

aussi, en généralisant des résultats prouvés par J. FELDMAN pour une chaîne 

(cf. (j.4j), que cette nouvelle définition généralise la précédente * en 

particulier on prouve ainsi que la relation d'équivalence définie par 

J. FELDMAN sur la frontière de Feller peut s'étendre à la frontière de 

Feller totale, ce qui répond, à une question posée par J. TAYLOR. 

Les problèmes qui ont été à l'origine de cette étude m'ont été 

posés par Monsieur A. BRUNEL. Il m'a initié à la théorie ergodique et par 

la suite m'a constamment encouragé et conseillé. Je tiens à lui exprimer ici 

ma reconnaissance sincère» Je remercie aussi Monsieur M. METIVIER, avec qui 

j'ai étudié le calcul des probabilités, et qui a accepté rie présider mon 

jury, ainsi que Monsieur J. NEVEU qui a bien voulu y participer, 

Je remercie enfin Mademoiselle M 0 F CHERIAUX qui a dactylogranhié 

le manuscrit. 
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CHAPITRE I 

LA FRONTIERE DE FELLER 

Le but de ce chapitre est d'obtenir, pour une probabilité de tran

sition quelconque, la généralisation des résultats démontrés par FELLER dans 

|jL5] pour une matrice stochostique ; et en particulier la représentation des 

fonctions harmoniques par les fonctions continues sur un espace compact, 

Les méthodes employées par FELLER étaient plutôt analytiques ; les méthodes 

employées ici sont plutôt probabilistes 1 on utilise systématiquement l'es

pace des trajectoires, les événements stationnaires..- Ceci permet une étude 

plus précise des fonctions :'prolongeables : à la frontière, des mesures dé

finies sur la frontière, de la frontière totale,.. 

1) NOTATIONS et RESULTATS PRELIMINAIRES, 

Les données de base sont un espace mesurable (E,^) et une proba

bilité de transition P(x,B) de cet espace dans lui-même, Par les formules 

Pf(x) = / E f(y) P(x,dy) et vP(B) = / v(dx) P(x,B) sont définies, respecti

vement, une contraction sur l'espace de Banach *£> des fonctions réelles, 

'ê-mesurables, bornées, et une contraction sur l'espace de Banach'HT, des me

sures bornées sur ( E , ^ ) , (ces deux espaces sont munis des normes usuelles). 

Ces deux opérateurs sont transposés l'un de l'autre dans la dualité entre S 

et 7TL« L'opérateur ainsi défini sur les fonctions, se prolonge par conti

nuité monotone aux fonctions ^-mesurables positives. 

Une fonction f, <f-mesurable, bornée ou positive, est dite harmo

nique si elle vérifie l'équation Pf = f» Les fonctions harmoniques bornées 

forment un sous-espace de Banach de <£>, noté <J*É\ 
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Le processus de darkov canonique, associé, est défini par la don

née de : 

- l'espace produit Q - muni de la tribu produit f J ? . 

- les variables aléatoires (v.a.) coordonnées X 0*-.-fX . .• de Çl dans E 

- les mesures de probabilité P définies sur (Q, 

L'opérateur de translation t est la transformation ponctuelle, 

^-mesurable, défini sur Q par X , (o>) = X (twK 

n + 1 n 

Une v.a. réelle Y définie sur (Q,î£) est dite stationnaire si 

Y o t = Y . Un événement S € ^ est dit stationnaire si son indicatrice 1^ 

est une v.a. stationnaire. Les événements stationnaires forment une sous-

tribu de notée $ i la mesurabilité par rapport à if caractérise les v.a. 

stationnaires. Deux v.a. stationnaires Y et Z sont dites équivalentes si l'er 

semble ( Y i 2) est négligeable pour chacune des probabilités P ^ C x e E ) . Lîes

pace quotient, de l'espace des v,a. stationnaires bornées, par cette rela

tion est un espace de Banach : si Y est une v.a. stationnaire la norme de 

sa classe est la borne supérieure des bornes essentielles de Y par rapport 
aux P . 

x 

Le résultat suivant sera utile dans la suite : 

Proposition 1. 

La formule g(x) » Y(<D) P^Cdco) définit un isomorphisme positif, 

isométrique, entre et l'espace des classes de v.a. stationnaires bornées 

de plus la suite g o X^ converge P x p.s. vers Y, pour tout x e E . 

Pour la démonstration et les autres résultats élémentaires sur 

les processus de Markov (propriété de Markov...) on renvoie à [22] chap. V. 
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2) ENSEMBLES de SEJOUR et EVENEMENTS STATIONNAIRES. 

Le paragraphe est consacré à l'étude des fonctions 'le long des

quelles" les trajectoires convergent. Certains résultats (théorème 1, lemme 1..) 

sont la traduction dans le langage probabiliste de résultats établis dans 

[2] pour un opérateur markovien abstrait (contraction d'un espace L 1 ) . 

Définition 1, 

Si B € ^, les fonctions de ( ô a-,, s_ sont définies par : 
• u D r3 

y * ) = p ru ex « a i ] a (x) = p rn (x « B ) ] 
n>0 n>0 

k>0 n>k k>0 n>k 

Si B, D C ^ , est définie aussi la fonction 0_ _ : 
•, u 

k>0 n>k k>0 n>k 

Dans la suite, pour alléger, on notera A (B) = O {J (X € B ) . 
k>0 n>k n 

L'interprétation probabiliste de ces fonctions est facile ? par exemple 

0 Q(x) est la probabilité de visiter une infinité de fois B, le départ étant 
D 

Q 

en x, et s^tx) la probabilité de ( ne visiter B qu'un nombre fini de-fois, 

le départ étant en x. 

Les fonctions 0 D, s n , 0_ _ sont harmoniques car les événements 
b • n, U 

intervenant dans leur définition sont stationnaires (cf. proposition 1], 

D'autre part la propriété de Markov montre que 

- la suite P° ¥ est décroissante et converge vers 0^ 

- la suite P n a_, est croissante et converge vers s_. 
b " n 

La fonction de B et D, 0 o r i, est monotone et sous-additive en chaque argument 
bu 

la sous-additivité résulte de A ( B O D ) = A (B) U A(D), 
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Lemme 1. 

Pour B. D & % , on a i | G Q | j = i | l Q © B|| - 0 ou 1 

i|s BM - | | 1 B b b | | = G au 3 et 1 | 0 Q D | | = | 1 1 Q 0 ^ 1 | = | 1 1 Q 6 ^ 1 | = 0 ou 1. 

D'après la proposition 1, lim 0 Q ^ D o X R = n p.s. 
n 

pour tout x. D'après la définition de A(B), 

lim sup(l B 6 B j D ) o X n = lim % o Si | | i B ^ || < 1. on a 
n n 

lim sup(l Q G n J o X < 1 P p.s. pour tout x, donc P (A(B)fi A CD) ) = G 
• • « u n x x 

n 
pour tout x, et donc 9^ Q = 0, Ceci démontre la seconde partie du lemme» 

Le résultat concernant 0_ en découle car Q a = 0 Q Un raisonnement analogue 
D • D , t 

donne le résultat relatif à s. 

Lemme 2. 

Pour tout B € ^ ( on a L + o = 1 et 9. + s = 1 . 

QÉBSOstrat ion. 

Ceci résulte de la complémentarité des événements qui définissent, 

d'une part Y et a, d'autre part 0 et s, 

Définition 2. 

On dit qu'un ensemble B de ? est un ensemble de séjour si la 

suite ( X n € B ) converge P^ p.s. pour tout x„ 

Il est clair que les ensembles de séjour sont caractérisés par l'une 

ou l'autre des propriétés suivantes : 9 n = s» ou 0 n + 0 s 1 ou 0 n n - 0 

B B 3 g C B , 5 C 

(d'après le lemme 2 ) . Ceci signifie que B est un ensemble de séjour s'il 

n'y a que deux cas possibles, ou bien le nombre de visites h B est fini, 

ou bien le processus reste dans B après un certain instant. La classe des 

ensembles de séjour est donc stable par complémentarité. Comme 

A ( B U D ) = A(B) U A(D) et que 

{J C] ( X e D U B ) P [ ( J A (X € D ) ] U [ U D « n * B J ] 
k>0 n^k k>0 n>k n k>0 n>k 
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elle est aussi stable par réunion. C'est une algèbre de Boole qui sera notée 

Z. 

Lerome 3. 

Si B € Z» alors lim P° 1_ = G r j = s n . 
D U D 

n 
QÉ!P9Dst rat ion . 

Les inégalités 4^ _> 1 0 j> o Q , qui résultent de la définition 1 

donnent P n V_ > P n l a > P n a_, pour tout n. Si B e [, on a alors 

D — D — D 
lim P n H/_ = 0 N = s = lim P n o Q et donc lim P R 1_ = 0 = s Q . • • • n n n D 
n n n 

Remarquons qu'il n'est pas suffisant que la suite P n 1 D converge 

pour que B soit un ensemble de séjour, comme le montre cet exefnple : 

E = (0,1), P(0,1) « P(0,DÎ = P(1,0) = P(l,l) = 1/2 ; la chaîne ainsi définie 

eat récurrente et dans ce cas les ensembles de séjour sont les classes ré

currentes j alors E n'est formée que de 0 et E ; pourtant 

lim P n 1 { Q } = 1/2 1 . 
n 

Définition 3. 

Un ensemble B de <f est dit transitoire si 0 O = 0. Les ensembles 
n 

transitoires forment un idéal de Z ? les ensembles B, D de (? sont équiva

lents pour la relation associée si 0 Q = 0^. 

Proposition 2. 

L'application B • A(B) définit un isomorphisme de 1*algèbre 

de Boole des classes d'ensembles de séjour sur l'algèbre de Boole des clas

ses d'événements stationnaires (cf. Q?2] p. 161). 

Si B, D sont des ensembles de séjour équivalents, A(B) et A(G) sont 

des événements stationnaires équivalents. Donc B » — • A(B) définit un homo-

morphisme de la première de ces algèbres dans la seconde. Si S est un évé

nement statipnnaire, B = {x ; P

X ( S Ï
 > 1/2} est un ensemble de séjour et 
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A(B) • S, car lim P (S) » 1 P p.s. pour tout x. Donc cet homonrv rc-hisme 
X 3 X 

n n 

est surjectif. Il est aussi injectif car, si B g E, si 6 est un réel tel que 

0 < 6 < 1 ; l'ensemble D * {0 Q > 6} est un ensemble de sélour équivalent à 
D 

B. En effet, on a 0 < 0 et L 0 = 1 0 (l-0 n) < 1-6, ce qui implique, 
B COD ~ B C,D B C B -

d'anrès le lemme 1 , 0 = 0 d'où 0 = D : de la même façon on voit que 
B C,D B°OD 

0 » 0. 
D C O B 

Corollaire 1. 
Les fonctions 0 Q, pour B e l , sont les points extrémaux de la 

D 

partie positive de la boule unité de 

Théorème 1. 

Pour une fonction réelle f, définie sur E, et -mesurable les 

conditions suivantes sont équivalentes : 

a) lim f o X n existe (et est finie ou infirme) P x p.s. pour tout x,* 
n 

b) pour tous réels a et z > 0, 0 o n - 0 où B = {f < a}, D = {f > a + e}. 
•u — — 

Si de plus f est bornée ces conditions sont équivalentes % : 

c) f est limite uniforme d'une suite de fonctions étalées sur l* 

a b Si lim f o X existe, alors A (B) = lim sup{f o X < a}C{lim f o X <a} 
n h n — rr-

n n n 

et A(D) <Z (lim f o X > a+e) ; donc 0 o n(x) = P (A(BÎ O A (D) ) = 0 pour tout x. 
n — bu x 

n 

b ="?> a Pour tous rationnels a, 8 tels que a-8 = e > 0 on a 

(lim sup f o X > a > B > lim inf f o X }CA(B) O A(D) où B = {f > a - -%} 
n n 

D * {f 8 + -|}. D'après b) P x ( A ( B ) 0 A(D)) = 0 pour tout x donc 

lim sup f o X = lim inf f o X P p.s. pour tout x. 
« n „ n x 
n n 

Plaçons nous maintenant dans le cas où f est bornée. 
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c ------> b Soit (f ) une suite de fonctions étapnes sur E telle que 
K 

lim ||f-f. || = 0 ; a et e > 0 étant donnés, | | f-f, | | < -| implique 
k 

B = {f < a } C {f < a + §}, D = {f > a + e }^ {f. > et + 2 - | ) , Comme f^ vérifie 

la condition a) et que a b, on obtient 0 = 0 . 

a c D'après a) Y = lim f o X^ est une v.a c stationnaire bornée, 
m n 

Soit Y' = E a. 1 une v.a* stûtionnaire étalée telle que ||Y-Y ?|| < e a 

i=l i 
Si B 1 . sont des ensembles de séjour disjoints associés à „ « , 

m, ' 
par 1* isomorphisme de la proposition 2, la fonction f = I a. 1 est 

1=1 i 

telle que P x(A{|f-f'| > e}) = 0 pour tout x» Comme toute partie d'un 

ensemble transitoire est transitoire, il suffit d'approximer f par une 

fonction étalée (^-mesurable quelconque sur {|f-f'| > e} pour obtenir le 

résultat. 

Ceci preuve en particulier que les fonctions f e 6b , telles que 

lim f o X existe P p.s. pour tout x, forment une sous-al^èbre fermée de S> 0 

n n x 
Cette algèbre sera notée cA> , D'après la proposition 1, 

La relation d'équivalence définie sur E s'étend h <y£ : les fonc

tions f et g de ck sont équivalentes si lim f o X = lim g o X P p.s 6 pour 

n n ' 
tout x. Les fonctions de cX équivalentes à 0 forment un idéal fermé qui est 

le noyau de l'application TT Î définie par 

TT f (x) = lim (f o X ) dP . Celle-ci possède manifestement les propriétés : 
n n x 

- TT est une projection, positive ; | | T T | | = 1. 

TT(f) = lim P n f (d'après le lemme 3 et le théorème 1). 
n 

Désormais sera considéré comme une algèbre de Banach réelle iso

morphe à JC/i\ " ^ ( o } . Dans ce cas, l'espace des v 0a„ stationnaires étant muni 

du produit naturel, 1'isomorphisme décrit dans la proposition 1 devient un 

isomorphisme d'algèbre. 
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Remarque. La définition des ensembles de séjour donnée ici est différente 

de celle donnée par Feller dans [l5] . D'après Feller, B est un ensemble de 

séjour si Sg / 0 5 mais aussi, B est dit représentatif s'il existe a > 0 tel 

que s Q a 1 Q 3 et si s Q K 0 il existe D représentatif tel que s Q = s^. Il 

est facile de voir que les ensembles de séjour représentatifs sont dans E, 

et puisque les ensembles de séjour n'interviennent que par leurs classes 

d'équivalence, cette modification n'a pas d'importance. Les ensembles de E 

sont appelés par Neveu ''ensembles presque fermés" dans p!2] ou 'parties 

régulières'' dans {23}. 

3) CONSTRUCTION DE LA FRONTIERE DE FELLER. 

Dans £l5] le frontière est décrite comme l'espace compact totale

ment discontinu associé à l'algèbre de Boole des classes d'ensembles de 

séjour. Dans [2] elle est décrite comme le spectre de ijt. Dans la suite 

il sera commode de pouvoir utiliser les deux formulations. Pour cela nous 

allons démontrer le résultat très simple suivant : 

Lemme 4. 

L'espace des homomorphismes d'algèbre, continus, de ot* dans FR, 

muni de la topologie de la convergence simple, est homéomorphe à l'espace 

compact totalement discontinu 1^ associé à E (E* est formé des homomor

phismes de E sur les entiers modulo 2 C2/2Z) et est muni de la topoloqrie 

engendrée par les ensembles E*^ = {u' €. E** . U'(B) = 1} pour tout B e E ; 

ces ensembles sont ouverts et fermés, et forment une algèbre de Boole iso

morphe à E ; cf. £l2] p. 41). 

Démonstration. 

Soit u un homomorphisme de dansflR. Si B 6 E , 1 Q est idempotent 

dans cÀ donc u(lg) s 0 ou 1. Soit alors u' : E • 2/2Z, défini par 
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u'(B) = u ( 1

B

) o 0 n a l e s égalités : 

- u'(80D) = u ( l Q . 1 D) = u'(B) u'(D) 

» u ' [ ( B n D C ) U ( D 0 3 C ) ] = u(l B)(l-u(l D)) • u ( l D H l - u ( l Q ) ) . 

Ce dernier terme est nul si et seulement si u(l^) = ufl^), donc 

u'est un homomorphisme d'algèbre de Boole* 

Montrons que cette correspondance est bijective.- Soit v* e E**, Si 

les ensembles ... B , de £, forment une partition de E, il existe un in-
n 

dice unique i c pour lequel v'(B ) = 1. Alors en posant v( I a. 1 ) = a. 

on définit un homomorphisme continu de l'algèbre des fonctions étalées sur 

£, dans fR. En le prolongeant par continuité à cfc , ce qui est permis par le 

théorème 1, on obtient 1'homomorphisme de cfc dansfR associé à v'. Enfin 

il est évident que cette correspondance est un homéomorphisme. 

Notons de plus que u' est nul sur les ensembles transitoires si 

et seulement si u(f) = D quand ïï(f) = 0. On peut alors énoncer la i 

Définition 4. 

La frontière de Feller, notée du processus est l'espace compact 

totalement discontinu associé à l'algèbre de Boole des classes d'ensembles 

de séjour : ou, ce qui revient au même, l'espace des homomorphismes d'algèbre 

continus de ^ dans fR, muni de la topologie de la convergence simple» 

Remarquons que $ n'est pas nécbssairement un espace Stonien (es

pace compact extrêmement discontinu cf 8 Q.2]). Ceci est pourtant réalisé 

dans le cas où E est dénombrable ? en effet si \) est une mesure de probabilité 

sur E qui charge chaque point, la mesure domine toutes les mesures P^ ; 

alors l'algèbre de Boole des classes d'événements stationnaires est comnlète 

(cf. [ 2 2 ] ) et $ est Stonien, d'après la proposition 2. 
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Le résultat fondamental sur la frontière de Feller n'est qu'une 

conséquence de la définition : 

Théorème 2. 

Il existe un isomorphisme, positif, isométrique, noté J, de 

sur Ç ( $ ) (l'algèbre de Banach des fonctions continues sur $). 

Démonstration. 

On sait que tk est isomorphe à (E**) ; notons J Q cet isomorphisme. 

(cf. £12] p. 2 7 6 théorème 2 0 ) . $ est la partie de E*" formée des homomorphis-

mes nuls sur les ensembles transitoires. Alors, d'après ce qu'on a vu plus 

haut, J Q(f)
 = 0 sur $ si et seulement si ïï(f) = 0. Comme ir (0) est iso

morphe à , ^ ( $ ) l'est aussi. La relation entre J et J Q s'écrit : 

J(7t(f)) = l J G(f) pour f € c ^ . 

La topologie sur E + $ (réunion disjointe) engendrée par les en

sembles du type B + B e E ; $ B = {u € $ ; u(B) = l}, introduite dans D 5 3 , 

va fournir une nouvelle interprétation des résultats du $ 2. 

Théorème 3. 

Une fonction sur E • $ est continue, bornée, si et seulement si elle 

est du type f + J(ir(f )) pour f € à(> . 

Démonstration. 

Si B €. E , alors J ( t t ( 1 q ) ) = J ( 0 D î = 1 . 1 donc, si f est étagée 
B B * B 

sur E , f + J(ïï(f)) est continue sur E + $, (Chacun des ouverts do base est 

à la fois ouvert et fermé). D'après le théorème 1 la même propriété est 

encore vraie pour f € 1 ^ . 

Réciproquement, il suffit de prouver que, si 0 n'est 

pas continue. Si f ̂ <>è , d'après le théorème 1 il existe a et e > 0 tels que 
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0 R > 0, avec B 0 = { f a}, B = {f _> a + e}. Alors il existe u toi 
u J o * ^ 

que J ( 0 _ Q )(u) = 1. (Comme 0_ A = TT(0 0 ) J ( 0 ) ne prend que les 

valeurs 0 et 1 ) . Tout voisinage de u contient un voisinage du type D + $ , 

D SI t J(TT(0_ N • 0 n ) H u ) = 1 donne TT(0 Q 0_) > TT(0 D _ 0 1 > 0 e Comme 

D € T T ( 0 0 ) = 0 n n - on a ainsi prouvé B c

n D 4 0 • de la même.façon 

D o L J • 0

 1 ' U 
on prouverait B ^ O D t 0. Ceci démontre que f + G n'est pas continu en u. 

Malheureusement il n'est pas possible, en .général, de déduire de 

ce théorème la convergence p.s. des trajectoires dans F + *. Pour cola il 

faudrait que la topologie de E + $ soit à base dénombrable, et ceci ne peut 

être réalisé que dans le cas où $ est f i n i e 

En général E + $ n'est pas un espace séparé. Par exemple, dans le 

cas d'une chaîne récurrente, à chaque classe récurrente est associé un point 

unique dans la frontière, et il est impossible de séparer ce point d'un point 

quelconque de la classe. Dans le cas transitoire la situation est différente. 

Définition 5 3 

Le processus est dit transitoire s'il existe une suite croissante 

d'ensembles transitoires dont la réunion est E. 

Proposition 3. 

S i le processus est transitoire et si la tribu % sépare les points 

de E, E + $ est un espace séparé. 

Sous ces hypothèses, la topologie induite sur E est discrète, donc 

deux points de E ont deux voisinages disjoints. Soient x ê E et u C $ ; {x} 

est transitoire, donc u((x}) = 0 i alors {x} et (E - {x}) + 0 sont des voi

sinages disjoints de x et u. Soient u, u'€ $ ? il existe B, D € E tels que 
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u 6 <ï> , u' Ç $ n et $ Q H $_ » 0 i alors D H D ost transitoire et 
D D u U 

(B - B O D ) + (D - B H D ) + $ D sont des voisinarjci: disjoints de u et u'. 

D'ailleurs Foldm.an a mcntrâ, dsns \jÀ\ , que dans ce cas E + $ est 

normal. La propriété qui va suivre, donnej dans , peut être utile dans 

des cas particuliers. 

Définition 6. 

Un ensemble rie séjour B est dit n.inimal si 0 D / 0 et si, pour 
n 

D 6 E, 0 < 0_ impliqua a , = 0 n ou 0 n = 0. 
U — u C> U U 

Lgg ensembles d2 séjour minimaux correspondant aux événements 

stationnaires qui cent ti^s atrrr.sj peur chcrur.e C*,g probabilités P . 

Proposition 4. 

Les classes d'équivalence d'ensembles de séjour minimaux sont en 

correspondance bijective avec les points isoler* de $. 

DSI^Q^Îr^tign• 

Soit B minimal. Soient u, u'6 $ tels que u(B) = 1 et u / u' . 

Il existe D e E tel que u' CD) = 1, u(D) = 0 et 0 0 / 0 ^ Comme B est minimal, 

on a u'(BOD) = 0 et donc u'(B) = 0„ Alors <*> = {u} et ce point est isolé 

b 
dans $. 

Réciproquement si {u} est ouvert, il existe B € E tel que = {u}, 
D 

d'après la définition de la topologie de $. Cet ensemble est minimal. 

4) UN EXEMPLE. 

Soient E = Jû^lf , § la tribu des Boréliens et m la mesure de 

Lebesgue sur (E, <f ). On considère sur (E,(f) la probabilité de transition 

définie par - 9 

PCx,B) - ~; / n

x l n dm si 0 < x < 1/2 
.̂x u o 

" 2 Û ^ T 411-1 ^ d m S i < x < 1. 
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D'après une méthode suggérée par Feller dans [l5] , on va démontrer 

que les seules fonctions harmoniques bornées sont les fonctions affines» 

Dans QfJ AKcoglu et Sharpe ont prouvé le résultat correspondant dans l e cas 

du disque» 

Pour cela on va prouver que la frontière de Feller du processus 

est un espace discret à deux éléments t D'après le théorème 2, on en déduira 

que ty6 est de dimension 2, et donc l e résultat, puisque, manifestement, 

les fonctions affines sont harmoniques e 

La démonstration s'effectue ainsi : 

1) Pour tout a£.]0,l/2Q s^ = 0 où B = ]a,l-otC • 

Il est clair que lg Plg < il-d,) l . Donc a g = lim (1 R P )
n l g = 0 donc s p = 0. 

n 
2) lim X = 0 ou 1 P^ p,s a pour tout x„ £-) n x 

n 
La fonction identique est harmonique, donc lim X existe P D o s . 

n x 
n 

pour tout x. D ' a p r è s 1) cette limite ne peut ê t r e que 0 ou 1, 

On note S l'événement stationnaire [lim X = il , 
n 

n 

3) Pour tout a € ] û , l Q J a , 1 f et ]0,a£ sont des ensembles de séjour 

qui vérifient P (S) = 0-, _ r (x) = x, P ( S C ) = G h 0 r (x) = 1-x. 

Ceci résulte de 2) e t de la proposition 2. 

4) Si B est un ensemble de séjour, contenu dans J l / 2 , l £ , e t si 

i • mCB n]x,l[) o i n n 
lim : = 0, alors 0 N = 0, - 1-x 3 
x-*l 

n D. , . m(B f)] 2x-l, l[) 1 f. ... , n. m r ^ 
Comme Pl n(x) = —r-r; ; , l'hypothèse donne lim Pl„(x) = 0» 

B 2(l-xJ J K _ B 
1 X 1 

Si x > a > ~ implique Pl r afx) < 1/2 on a Plnrn -, r < l/ 2-
£ b —• or)[a, 1L ~~ 

Comme B n l o u l L e s t un ensemble de séjour, c e c i donne 0- = Q_ fti , r
 = 0 = J U B B O J a j l L 

5) Si B e s t un ensemble de séjour, contenu dans } l / 2 , l [ , e t si 0 e s t 

une valeur d'adhérence de 0 Q quand x — • 1, alors G Q = 0. 
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Soit D = (0 Q > 1/2} ; e > 0 étant donné, il oxisto x 0 > 3/4 tal 
S 

que 0 QCx o) < e. Soit ot€]x0,l!Iot F = l l / 2 , a Q D'après la définition do P, 
• 

P X & 1 6 ° N ^ 0 , ' 1 Q = • R N ( D

1 ^ C T ' 1 ^
 pJ*i £ ] a ' l [ ] Pour tout x e F . Alors par 

récurrence il est facile de voir que ; 

P [X.ftF, X « F . . . . . X € F , X . £ D O ] a , l [ | = 
x 0 1 2 n n+1 J J 

m ( D ^v.lh P [ X ^ F , X , e F X 6 F . X . €]a,l[1 
1-a x 0 1 2 n n+1 J UJ 

Alors, si T est le premier instant de sortie de F, du procossus, 

on a : 

P X o [ x T e o O ] « . i Q • m ( D

 i r a

] a ' l D P X o & T e ] a . i [ ] . 

D'autre part, d'après 3), 

P X o r s c n ( X T • ] o . i / 2 [ ) ] - / ( i ] 0 j l / 2 [ . e j 0 j l / 2 [ î o x t d p x o 

l\ P X o D ( T « ] G . l / 2 C | . 

Ceci donno : 

4 > 2(l-x.) - 2 9 j 0 J 1 / 2 [ ( X O ) = 2 P X o [ S ° I > P X o [ X t € ] 0 . 1 / 2 [ ] . 

Comme P Qc e ] a , l [ l + P [x € ] o,l/2 [ l = 1 on obtient P [x É l a , l [ l > 1/2. 

X Q T -̂  X O T J X o T — 
Enfin, puisque 0g est harmonique, tout ceci sa résume ainsi ; 

Ce raisonnement étant valable pour tout a € j x 0 , l [ \ il prouvo quo 

lim ^CD H Ja, l[) s g ^ puisque B ot D sont des ensembles do séjour 
or+1 
équivalents (cf. proposition 2), 0_ = 0 d'après 4). 

• 

6) Si B est un ensemble de séjour contenu dans }l/2,l[I (resp. 3 n > 1/2 p 

et si 0 Q ¥ 0, alors 0 Q(x) = x (resp. 0g(x) = 1-x). 

D'après 5) on peut supposer quo 0 n'est pas une valeur d'adhérence 

de 0 Q quand x —• 1. Alors P p.s. sur S, 0 O o X — • 1; pour tout x, donc 
• x o n 
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B et 31/2,1C sont associés au môme événement stationnairc S, d'où le résul

tat. (Il est clair que les deux énoncés sont symétriques l'un de l'autre). 

On a ainsi prouvé que 3 1/2, l|_ * sont des ensrmblas de sé

jour minimaux ? c'est-àrdiro que l'algèbre do Boole ries classrjs d'ensembles 

de séjour a quatre éléments : 0, 3 l / 2 , l Q ] o,l/2[, E. Il est clair alors que 

la frontière rie Frlier $ est un espace discret à deux éléments. 

Une question se pose alors naturellement. Est-il possible d'étendre 

ce raisonnement au cas du disque, et même au cas d'un domaine ouvert suffi

samment régulier de fRn ; P(x,dy) étant alors la mesure de probabilité équiré-

partie sur la DIUS grande boule ouverte, centrée en x, contenue dans l e do

maine. Pour prouver que les harmoniques bornées pour P sont les harmoniques, 

au sens classique, il suffirait de prouver, (à l'aide du lemme de Fatou !...) 

que, par le noyau de Poisson, il correspond à chaque fonction indicatrice, 

borélienne, sur le bord, une fonction du type ô r et réciproquement» C'est 

justement ce qu'on vient de faire dans le cas de l'intervalle. 

5) MESURES TERMINALES. 

Le but de ce paragraphe est d'étudier les mesures définies sur la 

frontière, et de donner une représentation intégrale des fonctions harmoni

ques bornées. 

A chaque mesure v sur (E,<f ) on peut associer les mesures de Padon 

v et v sur E et définies par : 

v ( f ) = J E JÔ
2(f) dv si f etf(E*l - v(g) = / J~ 2(g) dv si g 

— 

Si v est une mesure de probabilité, v et v le sont aussi. Dans ce 

cas v eût appelée mesure terminale 7 du processus de loi initiale v, En ef

fet on a: 

Proposition 5. 

La suite v P n converge vaguement vers v . 
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Pour tout f e ^ ( ^ ) on a : 

/ f d v P n « / J^Cf) d v P n - / P n ( J Ô 1 f f n dv. 

Comme JÔ 1(f) eck, on a lim P n(JÔ 1(f)) • irCJ^tf)). d'après le 
n n _ 

lemme 3. On obtient donc lim / f d v P n = / J(TT(J~ (f)))d v. 
n £*" $ 

Le résultat est alors une conséquence de la formule, valable pour tout f 

J ( l T(fî) = 1 $ J 0(fî. 

Le noyau x • e , de E dans $, (e désigne la mesure de Dirac 
x x 

en x) permet d'écrire la formule intégrale suivante : 

f(x) = / J(f) d " T f c { # . 

Cette formule est analogue à la formule, dite de Poisson, établie 

par Furstenberg dans (jL6j (p. 374). Elle demande à être précisée. 

Proposition 6. 

Soient v c et v deux mesures de probabilité sur CE, c? ). S'il existe 

k 1 

un réel a > 0 et deux entiers K et l tels que v0 P <_ a l v P , alors 
d v* n=0 1 

v 0 < a 1 v. et la densité - T T ^ a une version continue sur 
— l 1 

Soient P et P les mesures de probabilité sur (Œ,!?) associées 

à v 0 et v . Soit S ^ f ï soit B e l , associé à S d'après la proposition 2. 

On a : 

k 1 

P v (S) = / E 0 B d v 0 - / E 0 B d v 0 P K _< a l / E 0 0 d v P n -
0 n=l 

= a l f 0 n ri v = a l P (S). JE B 1 v 1 

Donc, sur *sP on a l'inégalité P < a l P . Soit alors Y une 

v.a. stationnaire, bornée par (ail), telle que (Y.P ) = P (sur^f). Soit 

h é : ^ , associée à Y d'après la proposition 1 ? alors J(h) e ^ ( $ ) , 



| | J(h)| | < a l et J(h) vérifie, pour tout f € t? (*) : 

/. J(h).f d v - / 7T(h J^tf)) d v = / Y,Z d P = / Z d P = / f dv 0 

v A C 1 " l Œ 0 $ 

où Z est une v«a 0 stationnaire associée à J *(f). Donc J(h) est la densité 

cherchée. 

Ce résultat jouera un rôle important dans le chapitre 3, Pour le 

moment, il permet de prouver une formule intégrale analogue à la formule 

de Poisson classique : 

Supposons donnée sur ( E , ^ ) une mesure de probabilité v> telle que, 

pour tout x £ E , il existe un réel a > 0 et deux entiers k et £ pour lesauels 
l 

k n 
e P a I v P . Sous cette hypothèse le support de v est car v charge 

X n=0 

chaque ensemble de séjour non transitoire. Alors, d'après la proposition 

d ~ 
— a une version continue unique sur Soit N(x,.) cette fonction con-

d v 
tinue • N : E * $ • fR joue le rôle du noyau de Poisson pour tout 

on a la formule intégrale : 

htx) = / Jh(u) N(x.u) d v(u) ( x € E ) , 

L'hypothèse est vérifiée, en particulier, dans le cas où (E,(f ) est un es-

00 
pace discret et où chaque point est chargé par E v P n„ 

n=G 

6 ) RELATIVISATION. FRONTIERE TOTALE. 

Par le procédé classique de relativisation, on étudie dans ce pa

ragraphe les fonctions harmoniques non bornées. En particulier, on construit 

par une nouvelle méthode la frontière totale introduite dans \\s} * 

Définition 7. 

Un ensemble B de Ê est dit fermé (stochastiquement) si la suite 

[ x^C B] est croissante P x p.s. pour tout x. 

Les ensembles fermés sont caractérisés par, soit c g = 1 , soit 

V = 1 . C e sont des ensembles de séjour. 
B° B C 



Lemme 5. 

Si h est une fonction harmonique, positive, finie, l'ensemble 

B « {h « 0} est fermé. 

Démonstration. 

Si h(x) = n, on a / h(y) P(x,dy) = D d'après l'harmonicité de h. 

Ceci donne aussitôt lra PI = 0 et l n P 1 Q = l a donc a n = 1 . 
3 _c B 3 3 B B 

• 

Le processus relativisé-par h (harmonique, positive, finie) a pour 

espace des états E h s {h > 0} (muni de la tribu induite par (?) et pour pro

babilité de transition P h(x,B) = ™ y / p h (y) P(x,dy) ( x € E h ) (on a bien 

P h(x,E h) = 1). D'après le lemme 5, la suite [x 6 E^] est décroissante * alors 

l'espace des trajectoires du processus relativisé est identique à l'événe

ment stationnaire C) Q ^ ^ E ^ ] . On peut alors considérer que les mesures 

n 

P h ( x e E h ) sont définies sur tà,C?) et vérifient P h ( O [X E ^ ) = 1, et 
x x "~ n -* 

n 
que, d'autre part, les événements stationnaires pour le processus relativisé 

sont les éléments de la tribu H ( f\ [x G E^] ) qui est contenue dans ^f e 

h n 

Sur les cylindres P est donnée par ? 

hTx~T lu h ( x n } P ( V l ' d X n ] 

n-1 n 

1 R tx 0) 
= — r - L Ptxo.dx.) L L hlx ) P(x ,,dx ) B 

h(x QJ
 J B . ° 1 ; B n

 J B n n-1 n 
1* 2 n 

On note {JS*1 l'espace des fonctions harmoniques pour P h „ 

Proposition 7. 

f » • f/h (fonction définie seulement sur E^1) définit un isomor-

phisme, positif, de l'espace vectoriel des fonctions f, harmoniques pour P, 

pour lesquelles il existe a > 0 tel que |f| < a h sur 
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Démonstration. 

On vérifie immédiatement que, si f est harmonique et vérifie l'hy

pothèse, f/h est bornée et harmonique pour . 

Les résultats obtenus dans les § 2 et 3 sont encore valables pour 

le processus relativisé. En particulier est isomorphe à ^C$^) par J h , 

où $^ est la frontière de Feller du processus relativisé„ Les fonctions harmo

niques comparables à h, sont représentées sur $^ par l'intermédiaire de 

1*isomorphisme de la proposition 7. 

On va obtenir la frontière de Feller totale en recollant tous les 

espaces $ h (h harmonique, positive, finie). Le but du recollement est d'iden-

h h l 

tifier les parties de $ ° et $ qui représentent les fonctions harmoniques 

comparables, à la fois, à h Q et h ^ 3 On note <?t et 77 los correspondants de 

ot* et TT , pour le processus relativisé. 

Lemme 6. 

n h + l ^ 1 n . ^ -Lh+1 L ± . ~ -t h + 1 p il hf i P P ° u r tout x ^ E ; c/E C-c# G T si f 6 cJt x n T x J +1 x 

on a i r h + 1 ( T ^ r î = ~ i r(f), 7 r(7T h + 1(f)) = i r(f). 
h + 1 h+1 

L'inégalité p h + 1 > • 1 P est évidente sur les cvlindres - elln 
6 x — h(x)+l x 

cr* h+3 
est donc vraie sur *r . Alors, si lim f o X existe P p ? s 0 pour tout x, 

n x 
n ^ + ̂  

elle existe P^ p.s. pour tout x. Donc c/L^*^ c~ Je» Si f e c?b + , alors 

f ^ i h + 1 h+l r f . r D

h + l ^ n r f ï 1 -. . o n * 1 

-r-r£(A> et TT (— ) = lim (P ) (—T) = — - lim P f = ~ - uCf). h+1 h+1 h+1 h+1 h+1 n n 
«Lh+1 h + 1 h + 1 

Enfin, si f e cX , TT (f ) est la fonction harmonique pour D 

h+1 
associée à la classe par rapport aux P^ de la v.a. stationnaire 

Z = lim f o X • ïï(ïïh+"1'(f)) est la fonction harmonique pour P, associée 
n h + 1 

à la classe de Z par rapport aux P^= Donc TT [TT (f)) = Tr(f), 
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Lemme 7. 

* : ^(> h +^ * <jd G S t u n homomorphisme d'algèbre de Banach, 

positif, surjectif. 

Comme cz c /b^* 1 c Je 9 ïï R S t b i G n d ê ^ i n i s u r {$?*^ 11 G S t 

linéaire, positif, et ÎT(1) = 1. Pour prouver que TT est multiplicatif il faut 

prouver que T T ( T r h + 1 ( f g) ) = Tr(ïï(f) ïï(g)), f, g e ^ h + 1 . D'après le lemme B, 

ïï(-nrh + 1(fg)) = TT(fg) s l'égalité îr(fg) = TrUff) 7r(g)} résulte immédiatement 

de la définition de TT. Enfin si f C ^ » soit Z une v.a. stationnaire trjlle 

que Z * lim f o X P p a s . pour tout x. A la classe de Z par rapport aux n x 

P^ +* on peut associer un élément de dont l'image par TT est f. 

Ceci implique qu'il existe une injection continue q : $ • + 1 

qui vérifie, si f € | j t h + 1, J(ir(fî) = J h + 1 ( f ) o q. (cf. [jL2] p. 278). Elle 

possède la propriété suivante : 

Lemme 8. 

q($) est ouvert et fermé dans <ï>̂  + *. 

Pour f e ^ h + 1 , les égalités o q = 0 et TT (f ) = Q sont 

h^ 1 f 
équivalentes. D'après le lemme 6, Tr(f) = 0 si et seulement si TT (—-) = 0, 

h+1 

autrement dit si et seulement si J h + 1 ( f ). J h + 1 (r~) = 0. Donc q($), qui est 
h+1 

évidemment fermé, est identique à l'adhérence de l'ouvert - C 1 ̂"FT+X' > 

(lais cet ouvert est aussi fermé, car il représente dans + 1 l'ensemble de 

séjour (pour P h) associé à la classe de l'événement stationnaire 

{lim ( ~ 0 o X R > 0} . 
n 

Tout ceci est encore valable si on remplace 1 par une fonction har-

h o + h l h 
moniquo positive, bornée ou non. On note q. l'injection continue de $ ° 

n 0 
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h o + h l h h 
dans $ 0 Sur l'espace E (réunion disjointe des $ , h étant harmoni-

h h 0+h h 0+h 
que positive finie) la relation définie entre x et y si q (x) = q fy), 

h h i h ° 1 

xfc$ °, y £ $ , Gst une relation d'équivalence 0 La réflexivité résulte de 

1'injectivité des fonctions q, la symétrie est évidente, et la transitivité 

résulte à la fois de 1'injectivité et de la relation 
h c + h 1 + h 2 h G+h + h 2 h 0 + h 

q, = q, . o q, qu'il est facile de vérifier. 

Définition 8. 

A h 
La frontière de Feller totale, $ > est l'espace quotient, de E $ 

h 

par cette relation. 

Théorème 4. 
A h A 
<l> est séparé. Si Ç désigne la projection canonique de E $ sur $, 

h - h 

alors Ç($ ) est ouvert et fermé dans $, pour tout h. 

Le saturé de pour la relation, est ouvert et fermé dans 

h h 
£• $ , d'après le lemme 8, Donc ) est ouvert et fermé dans $ a Soient 
h h 0

 h i 
x et y deux points distincts de $. Soient u' 6" $ , v' G $ tels que 

h D + h 1 h 0 + h 1 

Ç(u') - x et Ç(v') = y .- si u = q, (u'î et v = q u (v'), on a u ¥ v 
ho^h, h ° h l 

dans $ . Soient U et V deux voisinages ouverts, disjoints, de u et v 

dans $ . Leurs saturés sont encore ouverts et disjoints. Donc ç[U) et 

Ç(V) sont deux voisinages ouverts disjoints de x et y dans $. 

h h h 

Notons que, comme Ç est injectif en restriction à $ , ) et $ 

sont homéomorphes„ Notons aussi que pour toute partie U ouverte et compacte 

de il existe h telle que Çf$ h) = 1T. Si U est contenue dans Ç($), il existe 

un ensemble de séjour B tel que J ( 0 R ) = 1 , « il est facile de voir 

que ) = U r Si 1T n'est pas contenue dans £($)„ on peut se ramener faci

lement à ce cas, car 1T est recouvert par un nombre fini d'ensembles du type 





- 52 -

CHAPITRE II 

PROPRIETES ERGODIOUES ET FRONTIERE DE MARTIN CONCRETE 

Ce chapitre est consacré à la construction et à l'étude de la 

frontière de Martin d'un procossus possédant certaines propriétés de ré

gularité. Appliquée au cas où l'espace des états est discret, cette cons

truction est identique à la construction classique (cf. Qc[], Qô] , [23], 

[20], £l3])- Les limites qui apparaissent dans le théorème de Chacon et 

Ornstein jouent le rôle des quotients des fonctions de Green. Comme dans le 

cas discret le résultat fondamental à établir est la convergence des tra-* 

jectoires le long de ces fonctions. Pour cela on utilisera les méthodes 

de la théorie ergodique. 

On reprend la situation du chapitre précédent. Mais, de plus, 

on définit, une fois pour toutes, une mesure de probabilité m, sur (F,<§), 

vérifiant m P << m (m P absolument continue par rapport à m). Dans ce cas, 

P induit sur L ^ f E , ^ , m) un opérateur markovien T . si f^L^CE.c?, m ) , si 

(fm) désigne la mesure de densité f par rapport à m, on a Tf = ^'^^^ ' • 

Son tranepoaé T*, défini sur L (E,(f, m) vérifie T* g(x) = Pg(x) m p.p.. 

Ces deux opérateurs se prolongent aux fonctions (^-mesurables positives par 

continuité monotone (cf. [22} chapitre V). Désormais notre étude portera sur 

les fonctions h, définies à une m-équivalcnce près, bornées ou positives, 

qui vérifient l'équation T * n = h. Ces fonctions seront encore appelées 

"harmoniques"'. 
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1) QUOTIENT DE LA FRONTIERE DE FELLER PAR LA MESURE m. 

Le but de ce paragraphe est démontrer que la construction du cha

pitre 1 (5 2 et 3] est compatible 7' avec la relation d'équivalence définie 

sur les fonctions mesurables par la mesure me Plus précisément on veut prou

ver que cette construction est encore valide quand on remplace $ par L [m), 

P par T* ' , et l'expression P^ p.s, nour tout x par °^ p*s. 

Proposition 1. 

Pour tout heL^Cm], tel que T * " h = h, il existe h ' c ^ telle que 

h = h' m p.p. et | | h | = ||h'||. 

Démonstration. 

Soit f un représentant, dans de h, tel que ||f|| = I M I ^ o 

Comme T h = h, on a Pf = f m p.p.. Par récurrence on définit la suite 

f = (Pf _) A f (borne inférieure dans S de Pf . et f). Comme f, < f 0 n n-1 n-1 1 --- 0 

et que, si f < f on a f . = (Pf ) f < (Pf .) A f = f , cette suite 
^ n — n-1 n + 1 n — n-1 n 

est décroissante. Soit h 0 = lim f^. Comme Pf^ > on a P h Q > h Q et la 

suite P n h 0 est croissante. Il est clair que sa limite h' est telle que 

h ' e ^ que h' = h m p,p, et llh'M = l l h l ^ . 

Soit H l'algèbre de Banach réelle, quotient de (V£> par la relation 

associée à m. D'après ce résultat H = { g e L (E 3<^, m) T 7 ^ g = g} a 

Proposition 2. 

La formule g(x) = Y(OJ) P^Cdoi) m p.p. définit un isomorphisme 

d'algèbre, positif, isométrique, entre H et L (Q, if, P ) • de nlus la suite 
m 

g o X converge P p. s» vers Y et /_ g dm = L Y d P , 
n rn J E Jiï m 

Si gfcH, on prend pour Y la classe dans L°°(Q, <f, P ) de la v 9 a . 
m 

stationnaire associée au représentant g ' de g donné par la proposition pré-
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cédenta. Ceci n'est pas ambipu, car. si g 0 et sont deux éléments de $6 

égaux presque partout, les limites lim g 0 o et lim g, o X données par 
r% n _ 1 n n n 

la proposition 1 (chapitre 1) sont égales P^ p.s,. Ce résultat est donc une 

conséquence de la proposition 1 (chapitre 1) et de la définition de la struc

ture d'algèbre d? H. 

Lemme 1, 

Pour tout B € ^, tel que lim 1_ o X existe P p.s., il existe 
n m 

3'c Z, tel quo 0 o i

 s 0 D et B s 3 P m p«p e . 
D • 

QÉ!I!20stration, 

Dans le cas où 9 N = D m n.p-, il suffit de prendre B' = BO{0^ = 0} • 

cet ensemble est dans I car il vérifie 0^, < 0^ donc 1^, 0 P P = 0, donc 

0 Q P = 0 d'après le lemme 1 du chapitre 1. Dans le cas général, soit B Q € £ 
tel quo 0_ = 0 n. Comme lim 1„ o X = lim 0 Q o X P p,s,, on a 

^ B Q B B n B n m 
° n n 

P (A(B C) H A (D o n « 0 ? en effet, sur A(B C) on a P n.s. lim 0 A n X = G, 
m m R n 

et sur A(B Q) on a P p.s. lim 0_ o X =1.- D'après l'inclusion 
m B 0 n 

A ( B c r \ B 0 ) C A(B C) n A ( B 0 ) on obtient 0 = 0 m p.p 0 ? de même 
B C O B 0 

G B O B c = ^ m P f lP e a ^nient B^ et les ensembles transients, associés à 

B C O B 0 et BOBo , trouvés au début. L'ensemble B' cherché est C3 C - B ) O n ^ 0 

Proposition 3. 

Pour toute fonction f mesurable m-essentiollement bornée telle que 

lim f o X^ existe P^ p.s., il existe f f £ telle nue f = f m p 8 p D » 
n 

QiUSDSÈration. 

Le lemme précédent donne le résultat pour une fonction f étagée 

dans ce cas on peut choisir f telle que I M I ^ = l l f ' l l * Si f n'est pas éta-

gée, il est facile de prouver, en adaptant la démonstration du théorème 1 

(chapitre 1, a •< •• ̂  c), qu'il existe une suite f. de fonctions étapées vé-
K 

rifiant E | | f-f. | | < œ et lim f o X existe P n.s.. Soit p' 6 cÀ* , 
k=l n 
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telle que g R - f k + 1 - f R m p.p. et ||g^|| - | | f k + 1 - f k | 1 ^ . Alors la série 
00 
I g' converge dans ck i 9 a limite est la fonction f cherchée. 

K-l K 

Soit A le quotient de ofe par la relation associée à m. D'après ce 

00 
résultat A est la sous-algèbre fermée de L (m), formée des éléments f tels 

que lim f D X existe P p.s., 
n m 

Soient f, g e c ^ vérifiant f = g rn p.p. , alors ïïCf) « 7r(g } m p.p„ 

car ïï(f ) * lim P n f et ÏÏ(r ) * lim P n g, Donc la projection TT passe au 
n n 

quotient. On note encore TT la projection ainsi définie de A sur H, Elle 

possède les propriétés : 

- si g e A , alors *ïï(g) » lim Y*n g, 
n 

- irg(x) = fQ lim g o X n d P x m p.p. et | |irg|\^ < | |g|\ œ . 
n 

- TT est multiplicative de A sur Ho 

Désormais V, o, 0, désigneront les classes des fonctions définies 

dans le chapitre 1 • par ensemble de séjour" on désignera un élément de E 

défini à un ensemble de mesure nulle près - deux ensembles de séjour B et D 

seront dits équivalents si 0 Q = 9 N m p ap.. Alors l'algèbre de Boole des 
• u 

classes d'ensembles de séjour est isomorphe à l'algèbre de Boole des classes, 

pour la mesure P^, des événements stationnaires i d'après la proposition 

2 (chapitre 1) et les résultats précédents. L'espace compact, totalement 

discontinu, associé à cette algèbre de Boole sera encore appelé 'frontière 

de Feller" et noté (Il est facile de voir que cet espace est le support 

de la mesure terminale m) ; J désignera toujours 1'isomorphisme positif, 

isométrique entre H et ^ ($). Dans de cas $ est un espace Stonien (compact, 

extrêmement discontinu) car l'algèbre de Boole des classes, pour la mesure 

P m , des événements stationnaires est complète. 
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2) ETUDE DES LIMITES ERGODIQUES. 

Le théorème de Chacon et O m s t e i n (cf. jjB} ) affirme que, étant 

n i 
Z T 1 f 

donnés f g « L + \ la lim — ~ existe et est finie m p.p. sur l'en-

ï T B 
i-0 

00 

semble { E T 1 r > 0} . 
i=0 

Dans ce paragraphe, on étudie le 'comportement à la frontière de ces fonc

tions. Comme on le verra, les résultats obtenus généralisent des résultats 

classiques dans le cas conservatif ( cf. \Y} , [22] , Qf| ) . D'ailleurs dans 

ce cas la situation est particulièrement simple. 

Proposition 4„ 

Si T est conservatif, l est égale à la tribu des invariants Cnodulo 

m) et A = H. De plus, si h 6 H, la v.a. h & X 0 est stationnaire (P p 3 s . ) , 

m 
et h(x) » / h o X c d P m p.p. 

SI x 

/s 
Soit B l'ensemble invariant engendré par B . On a L = l£ donc 

B D 
0 Q = lg. Si B € I , alors 1 Q + 1 ^ 35 1, donc B = 3 m p.p.. Donc los classes 

B 
des ensembles de séjour sont les ensembles invariants. Ceci entraîne A = H» 

Soit B 6 E. On a P [ x o 6 X^éTB 0] = fl. T * l n C dm = 0 et de 
m^ 1 - J B B c 

même, P f x 0 € B C , X € B] - 0. Donc [ x o € R|e et 1 (x) = P v C
x o ^ B ] m P-P-. 

m J. ij x 
00 

Ceci prouve la seconde partie car H = L (E, I, m). 

Proposition 5. 

00 
Soit fei-\* L'ensemble { E T f > 0} est le plus petit ensemble 

i-Q 

fermé contenant {f > 0}. 

Démonstration. 

00 
Posons B = { E T f > 0}, On a les relations : 

i=0 
0 = / E T 1 f dm = / f ( T. T * l ) dm > / f 1 dm. 

B C i-0 1-0 B° " B C 



- 57 -

L ' i n é g a l i t é T * V < «p implique 0 - /f . T* 1 V dm = / î 1 f . <P dn 
B° B° B° B C 

pour tout i , d'où f = 1 . Coci Drouve que B est fermé. 
3° B C 

D ' au t re part, soit D ? { f > 0}, Si D est fermé, on a t = 1 
' r,C I-.C 

i n n 
d'où 0 = h f dm >h T f dm, quel qur> soit i. Ceci prouve 

D c D c 

00 
D C c { £ T 1 f * 0} donc D z>B. 

i = 0 

Appliqué au cas conservatif, ce résultat donne le résultat classi

que : <<{ Z T 1 f > G} est le plus petit ensemble invariant contenant 

i=0 

{f > 0 } » B 

Théorème 1. 

00 
Soit f G L + . Soit B = { E T 1 f > 0}. Sur A (B) on a 

OO 
lim ( E T 1 f ) o X = + 0 0 P p .s. , sur (A(B)) C on a 
n 1=0 

00 
lim ( E T 1 f) o X = 0 P m p.s, . 
n i=0 n 

Démonstration, 

c o 

Comme B est fermé on a A(B) - A(B ) ; sur cet ensemble la limite 

étudiée est évidemment nulle» 

00 
Pour tout a > 0, posons B = { S T f < a^C\ B* On a : 

a i-o 

00 00 

/ E T 1 f dm = /f(x) ( E P Jx e B ] ) dm(x) < » 
B i=D 1=0 X a 

a 

or: 
Donc E P fx.é" B 1 est fini m n.p. sur {f > • } . Comme 

1=0 x 1 a 

00 
0 (x) E P [ X - £ B J * P°ur t o u t entier l, on obtient l'égalité 0 n = G 

D , rt X 1 Cl B 

a i=£ a 

m p.p. sur (f > • } . Comme {0_ = 0} est un ensemble fermé (voir lemme 5, 
D 

a 
chapitre 1) la proposition 5 implique l'égalité 0 D = 0 m p.p. sur H. Alors, 

u 
a 

d'après le lemme 1 (chapitre 1), on a g = G m p = p. et donc 
Q 

A(B) = A(B ) P^ p,s, . Puisque a est arbitraire et que 
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0 0 i c 
lim inf il T fl o X > a sur A ( 3 E ) , on obtient 
n i-0 n ~ 

i 
lim ( i T f ) o X * + < » P p.s. sur a (B). 

j n n m n i-0 

Appliqué au cas conservatif, ce résultat donne le résultat clas

sique : 

i 
« Z T f s 0 ou + » m p.p.>> . 

i=0 
Lemme 2. 

L'opérateur de translation t est une transformation non singulière 

de (Çl,**, P h Soit W l'opérateur associé, défini sur L 1 ( q , 3 \ P ). Alors 
m m 

W i(f o X 0)
 a T 1 f) o X 0 pour tout entier i, et tout f e L

1 ( E , ^ , m). 

Pour prouver la non singularité de t, il faut prouver que 

P (t" 1(F)) = 0 si P (F) = 0. ( F é ï ) . D'après la propriété de Markov, 
m m 

P (t'"1(F)) - E TE fl- o t I X.11 = E fE v (l r)1. Si P (F) =0, la fonction m m ^ m L F 1 1 J J m L X^ P J m 

x>-+ P (F) est nulle m p.p. Alors E m r È v (1.11 * /_ (Tl)(x) P (F) m(dx) = 0 0 x m u X^ r -J «J E x 

L'opérateur W est défini ainsi : pour Y € L 1 ( Q , < 3 ? , P ), 

d t(Y -P ) 
W ( Y ) = — - 7 - 7 : — — où t(Y.P ) désigne la mesure image par t de la mesure de 

d P m 
m 

densité Y par rapport à P . Son adjoint W * vérifie W*(Z) = 7 o t, pour 

Z€L°°(Q,^, P ) - Pour prouver la formule annoncée il suffit de prouver, pour 
m 

tout cylindre do C xo € A ° ' X

n

€ A n l * r é g a l i t é : 

/ [ X o € A 0 , . , . , X n € A j
W ( f ° X * I d P

m = / c X e € A 0 . . . . , X € A j
 C T f ) 0 X ° d V 

1 LX 0eA 0,..,X n eA [ } m ' [ x i 6 A « j X n + l rf 

J f(xo) dm(x Q) / A P C x ^ D X J ) ... / A P(x n, d x n + 1 ) 

• /f(x 0) DM(xo) P ( 1 A C J / A P C . d x ^ ... / A P ( x n < d x n + 1 J l f*o) 

= J . Tf(x 0) dm(x 0) /. P(x.,dx_) ... J . P(x„ ) = / CTf) o X 0 d P m . 
J A o i A l 1 i A n n _ 1 ' d x n T X o ^ o ^ . ^ e A j 

Par récurrence la formule s'étend alors à tout entier i. 
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Lemme 3 a 

Soit Z€L*(ft,$, P ). Si 7 est une v,a. stationnaire alors 
m 

W(ZÎ = Z.(W3Î. 

QéED°D§îr§tion 8 

Pour tout F £ on peut écrire ; 

/ c W(Z) d P = /Z(l_ o tî d P = /(Z L ) o t d P » L Z(W1) d P . «'F m J F m ' F m J F m 

Lemme 4 , 

Soit f e L 1 ( E , i , m ) . Alors lim t~ n { E W 1 ( f o X „ ) > 0} = 
+ n i=H 

9§!D2D§irQt ion. 

En appliquant la proposition 5 à l'opérateur on voit que la 
00 

suite t n { E W Cf o X Q) > G} est croissante et que sa limite est le plus 
i=0 

petit événement stationnaire contenant {f o X Q > 0} e Le résultat s'en déduit 

aussitôt. 

Théorème 2. 

Soient f c L ^ t E , ^ , m), g £ L * ( E , (f, m ), 6 le temps d'entrée dans 

k i 

il T 1 e > 0}. La suite / lim ~ 1 o X „ converrre P p. s. vers 

QÉD?2D^tration. 
oc 

Comme l'ensemble { E T* g > 0} est fermé, et que 
i=0 

& < °°1 = U & e * E T g > 0}]^ la suite est bien définie. Sans perdre de 
n n i=G 

généralité, on peut supposer f _> 0fl 

Plaçons nous d'abord dans le cas où g - 1, et notons pour alléger 
k i 
E T f 

lim ^jp- = (f/g)j . D'après le lemme 2, le résultat annoncé se ramène à 
K i 

E T g 
i-0 
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limCf o Xo/1),, o t n » E [f o X e P p.s. . Soit e > 0 et 
w m m 

n 

F - {(f o X 0/l) > (1+g) E [f o X 0 . D'après les lemras 3 et 4 on a : 

F - {E m[f o X 0 [S] > 0) O (Cf o X 0 / E m [ f o X 0 | ] J w > 1+e} . 

Soit G • F O (lim aup t n(F)}. En appliquant le lemme ergodique 
n 

maximal de Brunei (cf. JJ5TJ, [ i f ] ] à l'opérateur W on obtient : 

f f o X 0 d P > (1+e) f C! [f o X 0 d P . 
J 0 t " n C G ) m - J Q t~ n(G) " l J * 

n=0 n=0 

00 

Comme t n ( G ) » {lim sup t n(F)} et que cet événement est stationnaire, 
n*0 n 

on déduit de la définition de l'espérance conditionnelle l'égalité 

P (lim sup t n(F)} * 0. Ce raisonnement étant valable pour tout e > 0, on 
m n 

obtient lim sup (f/l) T o X^ < E [f o X 0 |$] P^ p.s. Par le même raisonne-
n 

ment, on prouve que P {lim sup t CF')} = 0 où 
n 

F' « {(f o X Q / 1 ) W < (1-e) E m J]P o X 0 } et on trouve 

lim (f/1) o X « E [f o X e | y i P p.s. 
_ T n m m 
n 

On passe au cas général en utilisant, d'une part 
00 

(f/g) = (f/1) (1/gî- sur { I T 1 g > 0}, et d'autre part 
T 1 1 i«0 

Cg ° X© | > 0} = |j3 < ~],ceci d'après le lemme 4, 

Ce théorème admet plusieurs corollaires importants. Le premier de 

ceux-ci énonce un résultat, presque équivalent au théorème, qui a été démon

tré dans [2J par une méthode différente. 

Corollaire 1» 

Si g > 0 m p.p. et si (f/g) T€ L°°(E, (f, m), alors ( f / g ) T ^ A et, 

pour tout h € H , / h f dm '» /TT (h(f/g) T)g dm. 
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QêEDSD^tratign. 

La première assertion est une conséquence immédiate du théorème 2. 

D'autre part, si 2 est la v.a. stationnaire associée à h, d'anrès la propo

sition 2, on peut écrire : 

E [f o X Q |îf] 

/ £ ir(h(f/ gJ TJ g dm - 4 Z p o X 0 ri P m - j9 E m £lA* o 

= / f(x) m(dx) JQ Z(u>) P x (du) = / h.f dm. 

Appliqué au cas co n s e r v a t i f l e théorème donne la valeur de la 

limite du théorème de Chacon et Drnstein (cf. \j\ ) . 

Corollaire 2, 

F [> I I ] 
Si T est conservatif, alors (f/g)^ = - ^ j y - j — • 

Il suffit d'appliquer le théorème 2, la proposition 4, et l'égalité 

E[f | E] o X 0 = E(jF o Xo I E] . 

Appliqué au cas où l'espace des états est discret et où T est dis-

sipatif, le théorème 2 donne le théorème classique de convergence du proces

sus à la frontière (cf. , [lfl] , [23~] ) „ 

Corollaire 3„ 

Soient (E, £ ) un espace discret et D une mesure de probabilito 
00 

telle que 0 < I v P < °o8 Alors, si K(x.y) désigne 
1=0 

00 
E e P i ( v ) 

i=0 X 

, la suite K(x ,X ) converge R p,s, pour tout x € E , 
00 n i) f 

E v P (y) 
i=0 
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Qên?9D§tratign • 

Soit m uno mesure de probabilité èur (Ei <§) qui charge chaque 

dv dvP* i ^ e x P 1 i 
point. Posons g = — . On a — ~ — = T g et — , = - r - r T l r x, donc 
h b dm dm & dm m(x) (x; 

K(x,y) = r ~ (lr ^ i/g)^ (y). Il est manifeste alors que cet énoncé résulte 
y m(x) {x} T 

du théorème. 

3} LA FRONTIERE OE MARTIN CONCRETE, 

Le calcul qui vient d'être effectué montre qu'il est naturel d'uti

liser les limites de Chacon* a't Ornstein pour oDterïlf uno généralisation de 

la frontière do Martin, Le théorème 2 jouera dans ce paragraphe un rôle fon

damental. On se donne les hypothèses suivantes : 

(I) E est un espace topologiqge localement compact à base dénombrable 

^ est la tribu des boréliens ; m est une mesure de probabilité qui charge 

chaque ouvert. 

(II) T est dissipatif. 

(III) Pour tout f Ç ^ (E) (espace des fonctions continues à support corn-

00 K 

pact sur E), Z T f a un représentant continue 
i=0 

Soit <f £L^, la densité par rapport à m de la mesure initiale du 

processus. 
00 

(IV) Z T CD a un représentant continu. 
i=0 * 

(V) / cp dm e 1 • pour tout compact F de E, il existe un réel a > 0 et 

1 i 
un entier l , tels que Z T ^ > a sur F, 

i«0 
Lemme 5. 

Pour f e ^ K C E ) , (f/Cf) T est bornée. 

On peut supposer f ̂  0. Soit F le support de f. Soient a et £ les 

l l f l i 1 i 
nombres associés à F par (V). On a f <_ E T <f . Comme 

a i=0 
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n Je n + £ . & 
E T ( E T Cf ) < l i T, T 1 <f), ot que lim T n ( E T 1 ^ ) = 0 d'après 

j=0 i = 0 i = G n i=l 

(II), on obtient l'inégalité ( f / ^ ) T £ - ^ - ^ £ 

Désormais on note Kf le représentant continu do (f/tf) , donné par 

les hypothèses (III) et (IV) pour chaque f € ^ (E). Ce représentant est un:-
K 

que d'après (I), 

Définition 1. 

Soit Ë* le complété de E par rapport à la structure uniforme la 

moins fine, compatible avec la topologie, et rendant uniformément continuer-

les fonctions Kf (f 6 ^ (E)). La frontière de Martin (concrète) du processus 

K 

est l'espace M = E*" - E. (cette frontière est dite concrète pour la distin

guer de la frontière nui sera construite au chapitre 3), 

Soit (f.). _ une suite dense dans C6>, (E). La suite (Kf.) 0 

1 1=0.., k î 1=0 „. o 
est dense dans (Kf ; f £ ^ , (E)} pour le voir il suffit d'utiliser la-ma-

k 

joration de Kf donnée au cours de la démonstration du lemme 5, La topologie 

de E*" peut alors se décrire ainsi s soit d^ une métrique sur E, compatible 

avec la topologie, pour laquelle le complété de E est le compactifin 

d'Alexandrov (elle existe d'après ( D ) r soit d^ un écart sur E défini par 
00 

d (x,y) = E w |Kf (x) - Kf (y)|, où les w. sont> 0 et tels que 
i=0 1 1 

E |Kf^| | < 0 0 " E"** est le complété do E pour la métrique d^ + d^ „ 
i 

D'après le lemme 5 les fonctions Kf sont bornées, et E ^ est com

pact ; E est ouvert dans E"* . Donc M est compact ? d'après ce qu'on vient de 

voir M est aussi métrisable. Pour tout •?€ k ^ ) , Kf se prolonge par con

tinuité à E*" i ce prolongement sera encore noté Kf . 
00 

Si E est discret, si la mesure initiale v vérifie 0 < E v P 1 < «>, 
i=0 

il suffit de supposer que E est muni de la topologie discrète et que m est 
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une mesure qui charge chaque point pour que les hypothèses ( I ) ( I I ) ( I I I ) 

( I V ) (V) soient vérifiées. La définition de la frontière de Martin donnée ici 

généralise alors celle donnée par HUNT (cf. IJfl]). 

Comme dans le cas discret on peut énoncer le : 

Théorème 3. 

Le processus X n converge (pour la topologie de E*") vers une v.a. 

à valeurs dans fi, P m p.s.. Si y est la mesure sur M, image de m j P Q r 

X^. on a / E f dm - / M Kf d/* pour tout f ê R ( E ) . 

Soit F un compact de E. D'après l'hypothèse I V et le théorème 1 , 

le processus sort de F p.s. en un temps fini. D'après le théorème 2, la 

suite Kf o X^ converge P p.s. pour tout f € (E). Alors, vu la définition n m k 

de E*, la suite X_ converge P d . s. vers une v.a. X à valeurs dans M. 
n m oo 

Si f (E), l a f o r T n u l 0 intégrale s'obtient, à l'aide du théorème 2 : 

E [f o X 0 \f] 

/„ K f dy . M f o X„ d P ( c ? m J » / o e J T T ^ I C P ° *•> d P m ' 

/ f o X 0 d P * L f dm, 
Q m E 

La fonction harmonique 1 est donc représentée sur la frontière par 

la mesure y. Pour obtenir la représentation des fonctions harmoniques (Cpm)-

intégrables on utilise le procédé de relativisation introduit au 5 6 chapitre 1 . 

Soit h une fonction harmonique positive telle que /h Cf dm * 1 . 

Comme /h cf dm 3 / h T* cp dm pour tout i, il résulte de (V) que h est lo

calement rrrintégrable. Alors, si m(B) a 0, on a P(x,B) • 0 m p.p. et aussi 

P h(x,B) - 0 m p.p. , donc m P h « m (on reprend les notations du î 6 cha

pitre 1 ) . Soit alors T h l'opérateur sur L 1(E h,m) associé à P h . L'opérateur T h 

vérifie la formule h T*(f) * (T h) (fh) pour tout entier i et tout f tel que 
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1 h c 

f h e L (m), car (E ) = {h = 0} est un ensemble fermé (Lemme 5 chapitre 1)„ 

En particulier, si f € ^ ^(E) on a 1 h T = ^ h / c f h î ^ . 
Théorème 3 bis. 

Le processus X converge vers une v.a. X à valeurs dans M, P*"1 p.s. . 
h n 0 0 m 

Si y h est la mesure sur M, image de P ^ n . . par X , on a 

^ (cp hm) 0 0 

/ E f h dm = J M Kf dy
h pour tout (E). 

Démonstration. 

On a l'égalité I (T* 1) 1 (Cp h) = h (5! T 1 ^ ) . Alors, comme h est 
1=0 i=0 

localement nrintégrable, le processus sort de chaque compact en un temps fini 

P^ r n, x p. s.. Ceci est encore vrai P h p.s., car les mesures P^„. ^ et P*1 

(Cp hm) h m r (tf hm) m 

sont équivalentes en restriction à , d'après l'hypothèse (V) . En appliquant 

le théorème 2 à l'opérateur T h , et l'égalité 1 , (f/Cf) ) = (fh/eph) , , en 
h E T ^ T n 

voit que la suite Kf o X converge P p. s. pour tout f <£ ̂  ,(E). Ceci prouve 
n m K 

la convergence de X^ vers X w . La formule intégrale est encore une simple, ap

plication du théorème 2 : 

h E h O h ) o X0\$] 
/ Kf d y h = J Kf o X T O d P = / ~f~; — (<fh) o X 0 riP* = J fh dm. 

n fi ^ h m J Q
 E^C^h) oX 0|if] m t 

h h' h+h' 
L'épalité P, r n , . + P r r 0 u f = A f - n est évidente . Elle per~ 

(ephm) (^h'm) Ccf (h+h')mj y 

met de prolonger l'application h • p en un homomornhisme positif de l'es

pace vectoriel des harmoniques (cp m)~intégrables dans l'espace vectoriel des 

mesures finies sur M : de plus on a / h cp dm = y ^ ( n ) . 

Dans ce cadre il ne*semble pas possiblede montrer l'unicité de la 

représentation ? ni môme rie montrer que chaque mesure sur f1 définit une fonc

tion harmonique, Dans le cas discret, l'unicité de la représentation résulte 

du théorème de Choquet, cf. Qf| car alors il est possible d'identifier les 

fonctions harmoniques et les mesures v sur E qui vérifient v(Tf) = v(f)* 

(cf. [23]). Dans [3] on peut trouver un système ri'hvnothèses, plus fort que le 

nôtre, qui permet cette identification et qui donne l'uncité de la représentation. 
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Néanmoins il est possible de démontrer ici, les résultats suivants, 

qui sont bien connus dans le cas discret (cf. [23]) : 

Théorème 4. 

Soit h une fonction harmonique (Ci)m)-intégrable. Soit p 1 1 » u.v+V 
1 s 

la décomposition de Lebesgue de p h par rapport à y. Alors la suite h o X 
n 

converge vers u o X^ P p.s.. 
°* m 

Démonstration. 

On peut supposer h j> 0. D'abord étudions le cas où p g

 a 0, Pour 

tout f Ç ^ ^ t E ) on peut écrire : 

h E o X0|<£| 

L f h dm = / (f o X 0 H h o X 0 ) d P = L Kf dy = / — r r - r ^ - (u o X )d P ̂  , 

» / (f o X 0) (u o X ) d P . 
Q m 

L'égalité / (f o X G) (h o X 0) d P - L (f o X 0) (u o X ) d P est encore & ° m JŒ ° « m 

valable si on remplace f par fCT^cp) quel que soit l'entier i (car d'après 

IV T^c^ est bornée sur les compacts). En appliquant le lemme 2 on obtient 

alors : / (f o X H h o X ) d P, n ) = /(f.T nCf) o X c (u o X ) d P = 
' n n icp m ' 1 ° ° m 

/(f o X )(u o X») d P r,„ Cette égalité prouve E r , Tu o X | X ] « h o X . ; n (<-fni) K (cpm) u « 1 n J n 

Comme E f } [u o X J X n > . . X 0 ] =
 E

tc^m) o x. I x

nl ' d'après la propriété 

de Markov, le théorème des martingales donne lim h o X = u o X P- . p.s.. 
n n 0 0 (c^ mJ 

Ceci est encore vrai P p.s. car les mesures P et P,_ sont équivalentes 
m m cp m 

en restriction à tf, d'après (V). 

Supposons maintenant u = 0. La fonction harmonique TT tpĵ Y' * q u * G S t 

inférieure à la fois à h et à 1 , possède une mesure de représentation qui 

est inférieure à la fois è / et à y, Comme ces deux mesures sont étrangères 

h h 
ceci implique tt(ttt' 3 °- C e c i donne lim (-r-rr) o X « 0 P p.s. et donc 

h+l n+l n m 
n 

lim h o X » 0 P p.s. . 
n m 

n 
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Pour achever la démonstration, il reste à prouver que, pour tout 

u £ L^Cfl,y), il existe h harmonique, C<-p m)-intégrable, telle que y h = u-y. 

Soit u£L"4ri,y)- Il est clair que Z = u o X^ est une v.a. stationnaire telle 

que f Z d P, = fM u dy. La fonction h définie par h(x) = / Z d P m p.p, 

est donc harmonique, (ep m)-intégrable • et l'égalité y = u.y résulte dc 

la formule L f h dm = / (f o X 0) Z d P valable pour tout f € ^ . (E) e 

Corollaire 4. 

L'application u • u o X œ définit un isomorphisme positif isomé

trique de L1(lvl,y) sur Ll[Q,$ , 1= c<—p m 3 5 " 

BêïSQstration. 

Comme on vient de le voir, u — • u o X^ définit une application 

linéaire, positive, isométrique de L*(!1,y) dans L^(Q,tP> ^ ( tp rn)^ 8 * n v G r S G " " 

ment soit Z€ L^CŒ, ̂ P , P ( ^ p m ) ' ° La fonction h harmonique, m)-intégrable, 

définie ci-dessus par h(x) = / Z d P m p«p B vérifie 

L (f o X 0 H h o X Q) d P = L (f o X 0Î Z d P pour tout f £ *4 , CE) . Cotte 
m m m m K 

formule est encore vraie si on remplace f par fCT nCf) ; alors, en appliquant 

le lemme 2, on a i 

k ( f ° X n ) 2 d P (c f m) = i ^ - 1 ^ 3 0 X ° ( Z ) d Pm = / f f " n c p ) . h ) o X c d P m = 

/ (f o x n ) (h o n d P ( ç f m ) . 

Ceci prouve E . . s (Z I X ) = h o X , Comme Z est stationneire H Cep m) 1 n n 

la propriété de Markov implique [Z | X n . . , X 0 ] = E ^ ^ p? | x j 

alors le théorème des martingales donne lim (h o X ) = Z Pfcp m)
 P n S p 3 

n n <f m 
Si y = u y + y , le théorème 4 montre que lim h o X = u o X P p c s B , s n 0 0 m h 

n 
et donc finalement que Z = u o X P,r„ . p . s . 

H 0 0 (cp m) p 
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Corollaire 5 , 

d h 

L'application h > définit un isomorphisme d'algèbre, 
00 

positif, isométrique de H sur L (M,y) 3 

h 
D'après le théorème 4 , si u = , on a lim h o X = u o X P p.s., 

dp n 0 0 m 
Le corollaire résulte alors immédiatement de la proposition 2, 

Ceci implique que l'algèbre de Boole des classes d'ensembles de 

séjour est isomorphe à l'algèbre de Boole des parties boréliennes de F! 

(définies à une y-équivalence près) J (car les éléments idempotents de H et 

00 

de L (M,y) se correspondent dans 1'isomorphisme du corollaire 5 ) , 

Les résultats de ce paragraphe sont encore valides si l'hypothèse 

II est remplacée par l'hypothèse : 

(II) La partie conservative de T est un point isolé e. 

Le théorème de convergence des trajectoires le long des limites 

de Chacon et Ornstein étant valable quelle que soit la nature de T, cette mo

dification n'entraîne pas de difficultés. Il faut alors définir FI par 

E * - (E - (e}) pour que e scit un point isolé dans la frontière. 

On a recours à cet artifice pour construire la frontière associée 

à un noyau sous-markovien. On ajoute alors un état e , et on se ramène à l'étu

de du noyau markovien P' défini par i 

P'(x,B) = P(x,3) si c £ B 

P' (x,e) = 1 - P(x,E) i P' (e,c?) = 1. 

Dans ce cas le point e est la partie conservative du processus 

les fonctions harmoniques pour l'opérateur initial sont représentées sur la 

frontière par des mesures qui ne chargent pas e, 
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CHAPITRE III 

LA FRONTIERE DE MARTIN ABSTRAITE 

Dans ce chapitre on va donner une nouvelle définition de la fron

tière de Martin, en utilisant la frontière de Feller totale. Cell8-ci ne 

suppose aucune condition de régularité sur P, et généralise la définition 

de la frontière de Martin donnée précédemment j on montrera que, sous les 

hypothèses de régularité ((I), (II), (III), (IV), (V) S 3 chapitre 2), 

Iqs deux définitions sont identiques. Cette nouvelle frontière sera appelée 

abstraite. Le théorème de convergence des trajectoires (théorème 2 ch^n-Ttre 7^ 

ne jouera plu9 qu'un rôle annexe. 

On reprend les notations des chapitres précédents, et la situation 

initiale du chapitre 2. 

1) LA 'PARTIE ATTEINTE DE LA FRONTIERE ABSTRAITE. 

Ce paragraphe est consacré à l'étude de la partie de la frontière 

qui représente seulement les fonctions harmoniques bornée©. Celle-ci est dé

finie comme un certain quotient de la frontière de Feller. La méthode employée 

est une modification de celle introduite par Akcoglu et Sharpe dans 00 . 

On ne suppose vérifiées que fes hypothèses (I) et (V) du S 3 chapi

tre 2 (l'hypothèse (V) signifie seulement que le processus de loi initiale 

c|?, peut atteindre tous les points de l'espace). En vertu de l'hypothèse 

(V), et comme on l'a déjà vu, les mesures P et P. . sont équivalentes en 
m (cp mJ 

restriction à , donc les mesures terminales m et (c^ m) sont équivalentes 

sur la frontière de Feller $ ; chacune d'elles charge chaque ouvert de $ 

(voir S 1 chapitre 2). 
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Pour tout f 6 ^ k ( E ) , on note Nf le représentant continu sur * de 

d ( fm ) 

la d t n 9 i t é * j ^ y i ce représentant est donné par la proposition 6 (chapitre 1) 

dont les hypothèses sont vérifiées d'après (V), 

Définition 1. 

On appelle ^partie atteinte de la frontière de Martin (abstraite) 

du processus, et on note I\ l'espace quotient de $ par rapport aux fonctions 

Nf (f g ^ k ( E ) ) i i.o. par rapport à la relation d'équivalence définie sur <J> 

par : z 0 ^ zl si Nf(z c) = N f f z ^ pour tout f € k ( E ) . On note p la projection 

canonique da $ sur r . 

Il est clair que r est un espace séparé compact. Mais de plus : 

Théorème 1 « 

r est métrisable 

Démonstration. 

^ ( D est canoniquemont isomorphe à la sous-algèbre fermée de ^(«H 

engendrée par les fonctions 1 ot Nf(f c ^ ^ ( E î ) . Pour prouver le théorème 

il suffit de prouver qu'il existe une suite dense dans {Nf ? f ^ ^ ^ ( E ) } , 

Soient f, g e ^j^(E) telles que ||f-g|| < e. Si a et £ sont les nombres as

sociés au compact supp(|f| + |g|) par (V/), on a I |Nf - Ng| | < •= en effet 

pour tout ouvert de base dans B étant un ensemble de séjour, on a : 

, * , 
\L Nf d(cp m) - /. Ng d(q>m)| < |/ c(f-g) 0 dm| <±j |f-g| 0 ( I T cp)dm 

% B u D L i=0 

< — / A d ( < f S ) . 

~ a B 

Ceci prouve que, si (f. ). n est une suito dense dans J?. (E), 

donnée par l'hypothèse (I) ; la suite M f ^ ^ g est dense dans (Nf f e ^ ( E ) } . 

Désormais on note A la mesure p(cp m) sur r (mesure image par P 

do la mesure (cf m) ). Le théorème donnant la représentation intégrale des fonc

tions harmoniques bornées sora la conséquence des lemmes suivants s 
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L entre 1 . 

L'application g — • x(g) « d * d

( f ~ définie sur L 1 ^ , ^ , m) à 

valeurs dans L*(r,>), est une contraction. Elle possède les propriétés : 

- x(g) = rlTg) pour tout g € L 1 C E , # , m ) . 

• î(f) o P • Nf m p . p . sur $, pour tout f e ^ (E). 
K 

Pour tout g e L * ( E , (f, m), (gm) est une mesure sur $ absolument 

continue par rapport à m, donc aussi par rapport è (cpm). Donc x(g) est 

bien défini en tant qu'élément de L*(T,X) ; x est manifestement linéaire 

et positive i x est une contraction car 

/ t(g) dX = / d ( i m ) * L g dm. 
T * fc 

La première propriété résulte de l'égalité des mesures terminales 

(gm) « (Tg.m). Enfin, si f £ <jg >

k(E) J d'après la définition de r Nf est une 

fonction factorisable par P : la fonction continue sur F, ainsi obtenue, 

est un représentant de x(f). 

Ce lemme implique que x(f) est b o m é A p.p. pour tout f € £ (E). 

K 

Mais, même en restriction à (E), T n'est pas obligatoirement un opérateur 

continu pour la norme || ( 1 ^ . 

LsmmB 2. 

Pour chaque uérL°°(r,X), B • / x(l aî u dX définit sur <f 

r 8 

une rresure dont la densité par rapport à m est bornée. Si R(u) désigne cette 
00 

densité, l'application R est une contraction de L (r,X) dans H. 

DéEDSDSÎrSÎÎSD • 
00 1 «D 

Soit u s L ( r,AÎ. Puisque x est une contraction de L ( E , 6 , m) 

dans L*(I\X), / x(l R) u dX définit une fonction d'ensemble positive, 

r 
additive, telle que : 

/ T ( 1 J u dA < \\u\\m J T ( 1 ) dX - | | u | L m(B). 
r r K 
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Donc c'est une mesure absolument continue par rapport à m, et dont 

la densité RCu) vérifie I I R I uJM^^ l i u l ^ . Comme R est manifestement linéaire, 

il ne reste à prouver que RCu) € H. D'après la première propriété de x 

donnée par le lemme 1, on a, pour tout D € : 

/ B R(u) dm = / t(1 b J' u d\ « / tCT1 q) u d,X - / £ Tl R.R(u) dm 

donc RCu) * T * R ( u ) . 

Lemme 3 • 

00 — 

Pour tout u 6 L (r,X), JCRCu)) = u o p m p.p. sur *. 

Plaçons nous d'abord dans le cas où u « r(f) pour f € fg . (E). 
K 

On peut écrire alors, d'après la seconde propriété de t donnée par le lemme 

1* pour tout B € $ : 

L RCxCf)) dm = / xCl n) T ( f î dX - / Cx(f) o p ) d(ÎIm) - / Nf dCTTm) 
0 f i 8 * D 

donc T(f) o p = Nf « JCR(xCf))) m p.p. sur $ et le lemme est démontré dans 

ca cas. La multiplication et la convergence dans l!°tr*XÎ préservent la pro

priété. Donc elle est vraie pour toute fonction u continue, puisque les re

présentants continus des xCf), pour f ^El* Q n E e n d r e n t ^ C T ) , en tant 

oo 

qu'algèbre de Banach. Soient, alors, u e L (r,\) et une suite (u ) ^ 
n n=Q ,.„ 

00 

croissante, de fonctions de L (r,X), convergeant vers u X p.p., possédant 
la propriété. La suite RCu ) est croissante et on a Rtu ) < RCu) pour tout 

n n — 
n. Comme : 

L R C u ) dm - / t(1) u dX • • / x(l) u d>. - L RCu) dm 
b n r n

 n-*° r fc 

on a l'égalité lim Rtu ) s RCu) m p.p. et donc lim JCRCu )) = JCRCu)) m p.p. 
_ n n 
n n 

sur $. Ceci donne lim JCRCi^)) * JCRCu)) = u o P m p.p. $ 0 Donc la pro-
n 

priété se conserve par continuité monotone et le lemme e*t démontré, 

Il résulte de ce lemme que R est isométrique, et donc injectif-



- 73 -

Lemme 4. 

R ; L°°(r,X) • H est surjectif et multiplicatif. 

QÉŒ^Qstratîgn. 

Montrons d'abord la surjectivité. 

Soit h € H ; soit alors u l'élément de L^tr^A) qui est la densité, 

par rapport à X, rie la mesure image par p de la mesure sur $ de densité 

J(h) par rapport à (q> m). On a R(u) s h, car pour tout f € . (E) ; 
K 

/ f R(u) dm - / t(f) u d> - / xCf) d (p(J(h) .Ipm) ) = / (NfHJh) d(<Pm) -
^ r r $ 

/ E h f dm, 

Pour prouver-que R est multiplicatif, il faut prouver que, pour 

00 
tout u et tout v dans L (TjA), R(u v) = ÏÏ(RIU) R(V)), ou encore que 

J(R(uv)) = JCR(u)) JCR(v)) (dans ^ ( $ ) ) e Or, d'après le lemme 3, on a : 

J(R (uv)) = (uv) o p = (u o p)(v o P) = J(R(u)) J(R(v)) m p.p. sur *. 

Comme m charge chaque ouvert de ceci donne.J(R(uv) ) = J(R(u)) J (R(v)). 

Le théorème donnant la représentation intégrale des fonctions 

harmoniques bornées est ainsi entièrement démontré : 

Théorème 2. 

L'application u • R(u) est un isomorphisme d'algèbre, isomé

trique, positif, de L°°(r,X) sur H. 

L'opérateur t joue ici le rôle que jouait l'opérateur K dans le 

chapitre précédent. On peut encore énoncer les résultats suivants, analogues 

aux corollaires du théorème 4 (chapitre 2). 

Corollaire 1. 

L'algèbre de Boole des classes d'ensembles de séjour est isomorphe 

à l'algèbre de Boole des parties boréliennes de r, définies à une X-équiva

lence près. 
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Corollaire 2, 

Il existe un isomorphisme u • > X(u), positif, isométrique, de 

L 1 ( r , > ) s u r L ^ f t . f , P ( c p m ) î . Qui vérifie, si u € L C r , \ ) : 

lim R(u) o X « X(u) P p.s. 
n m 

n 

Démonstration. 

D'après le théorème précédent e t l a proposition 2 (chapitre 2 ) , 

la formule u - •» lim R(u) o X n définit un isomorphisme d'algèbre, positif 

isométrique, de L°°(r,X) sur L°°(Œ, îP, P ) - Il vérifie, d e plus 

/ u d X - / u o p d(Cpm) « / J(R(u)) d t q T m ) * / p R(u) . cp dm « 

r * * 

/ lim R(u) o X d P,,rt * d'après le lemme 3. Donc i l s e prolonge par 
Q n

 n ( ( f m ) 

continuité en u n isomorphisme positif, isométrique, d e L ( T , \ ) sur 

L l ( f l ' * ' P ( q > m )
K 

Notons que, dans cette construction, l a convergence des trajec

toires et e n particulier le théorème 2 (chapitre 2) n'interviennent jamais. 

2Î COMPARAISON DES FRONTIERES CONCRETES ET ABSTRAITES. 

Puisque l'espace r n e fournit que l a représentation des fonctions 

harmoniques bornées, i l n'est pas surprenant d e trouver, d a n s certains c a s , 

r différent de l a frontière de Martin concrète M. 

Exemple. Soit E » Tt » le groupe d e s entiers ; soit P défini par 

P(x, x+1) * P, P(x,x - 1 ) s q, avec p > q > 0, p*q s 1 . Soit m une m e s u r e 

chargeant chaque point de TL. Si la mesure initiale du pfpbessus est l a 

mesure de Dirac en 0, on a 

Ktx,yî « f «jj^y si y > x et y _> 0 

1 X 

•j^y (q/p) si y < x et y < 0 
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(on note K(x,y) plutôt que Kl^^fy) ; il est clair, dans ce cas, que les 

hypothèses (I) (II) (III) (IV) (V) sont réalisées ( $ 3, chapitre 2 ) K La 

frontière de Martin concrète M est donc formée de deux points, qu'on peut 

1 1 x 
noter + 0 0 et - », qui vérifient K(x,+«0 = —-r- T, K(x,-°°) = — — (q/p) . 

m(x) m(x) M 

D'autre part, un ensemble 0, contenu d a n s ^ , est un ensemble de 

séjour, non transitoire, s'il contient une demi-droite {x • x 0 < x} -

alors 0 Q = 1. Donc la frontière de Feller est formée d'un seul point, cor~ 

respondant au point + 0 0 trouvé plus haut. Alors r est identique à la frontiè

re de Feller et est différent de M, 

Néanmoins on va montrer que. sous les hypothèses (I) (II) (III) 

(IV) (V), ($ 3 chapitre 2), c'est-à-dire dans le cas où les deux construc

tions sont possibles, l'espace r est homécmorphe au support compact C^ de 

la mesure y dans M. (y désigne toujours la mesure qui représente la fonc

tion 1). Ceci justifiera le nom donné à r . 

Dans £l4l, Feldman a démontré ce résultat dans le cas discret, 

Une partie de sa démonstration (les lemmes 5 et 6 suivants) est encore 

valable ici. Mais la relation d'équivalence qu'il introduit sur * peut se 

définir plus simplement, en utilisant la proposition 6 chapitre 1 < elle est 

en fait identique à la relation définie par les fonctions Nf(f e ^ ^ (E) ) qui 

a été utilisée pour définir r . 

Par 1'isomorphisme du corollaire 5 chapitre 2, à chaque borélien 

V de M, correspond une fonction harmonique du type 0, et donc, par J, un 

ensemble ouvert et fermé dans $ * désormais cet ensemble sera noté 

Pour chaque s £ C , soit $ l'intersection des ensembles quand V parcourt 
y s v 

l'ensemble des voisinages ouverts de s dans M. 

Lemme 5. 

Les ensembles $ g (se C M sont fermés, non vides, et forment une 

partition de 
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Soit s e C . Il est évident que * est fermé. Si V . . . . V sont des 
y s l n 

n 
voisinages ouverts de s dans M, alors V » f| V est encore un voisinage 

i -1 1 n 
ouvert de s, tel que y(V) > 0. L'ensemble $.r

 3 est donc non vide. 

i - 1 i 
Comme 4> est compact, ceci prouve que $ est non vide. Les ensenrbles $ sont 

s s 
disjoints, car, si s et s' sont deux points distincts de C^, il existe V et 

V deux voisinages ouverts de s et s', disjoints ? on a alors 4>v 0 $ = çf. 

Enfin supposons qu'il existe z £ $ tel que z ^ $ . Pour tout 
s 

s<rC , il existe un voisinage ouvert V q de s, tel que z £ $ v . Ces ensembles 
M s 

forment un recouvrement do Ĉ . On peut en extraire un recouvrement fini 
n 

V . . . V . On a alors {J *. • - $ • $ r « $ ce qui est contradic-
S. S , - V Li » » 

1 n i -1 s± v f 
i*l i 

toire. 

Lemme 6. 

C^ est le quotient de $ par la partition 4>s, s € C ^ „ 

QliïfiQstration. 

Il faut montrer que la topologie de C est la plus fine rendant 

continue l'application n : * —* C^ définie par n(z) « s si z c <£>s. Comme C^ 

est compact il suffit de montrer que n ost continue. Si 0 est un ouvert de 
M, on a n 1 ( 0 O C ) C $ . Si F est un fermé de M, on a 

y o 

n ^ I F ^ M 3 ( n " 1 ( F H C p ) )
C et donc n " 1 ( F O C ^ ) - r f ^ F ^ C )° 3> $ F car 

c —1 
# 3 . Soit z e n ( O O C ), où 0 est un ouvert de M > soit F un voisina-

pC F y 

ge fermé de n(z), contenu dans 0. On a alors ; 

n"1(onc J^rfVnc î z> * c ^ ^ n " ! ( F O C ). 
y y F F y 

Ceci implique z 6 $o et prouve que n est continue. 

Lemme 7. 

Soient f £ ^P^(E), et deux nombres réels a, b tels que a < b. 
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Si V est l'ouvert de H, (a < KF < b), alors est l'adhérence dans $ de 

l'ouvert 0 = (a < Nf < b K (i.e. le plus netit ensemble ouvert et fermé 

le contenant, car $ est Stonien) (voir § 1 chapitre 2 K 

Dans cette démonstration on note r(l q) la fonction harmonique 

associée à chaque borélien S de M, par 1'isomorphismo du corollaire 5 

chapitre 2. Soit z ^ O . Il existe un voisinage ouvert et fermé de z, U, con

tenu dans 0 ? donc il existe un borélien S de H tel que <V =\J et qui vé

rifie : / s Kf du = / E r(l s) f dm « / Nf d (cpTn) . 

D'après la définition de G, on obtient : 

a Ju dtifm) - a y (S) < J Kf dy < b y(S) = b / d(cp*m). 

Ces inégalités sont encore vérifiées par tout borélien S ' C S 

pour le voit il suffit d'appliquer le même raisonnement aux ouverts et fermés 

U' » $g, qui sont inclus dans U. Ceci implique S C V //-p.p., donc 

U = $ s Ci $ v et donc z <£ 0 n a ainsi prouvé G o . $ v-

Inversement, soit z e <î>y. Pour tout voisinage ouvert et fermé de 

z, U, contenu dans $y, il existeun borélien S de H tel que U = $ et S c v . 

On a / Kf dy = / rtl ) f dm = / u Nf d(C^m). D'après la définition de V 

on obtient ; 

a y(S) s a /y d("(f"m) < / Nf d cpm < b / d qTfn = b ytS), 

Ceci implique que z est adhérent à G ; car sinon, il existerait 

un voisinage ouvert et fermé, L)', de z, avec soit U ' c f N f > b> soit 

U' G {Nf <̂  a), ce qui contredirait ces inégalités. Le lemme est ainsi en

tièrement démontré. 

Ces lemmes vont oermettre la démonstration de : 
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Théorème 3, 

Sous les hypothèses CI) (II) (III) (IV) (V) (J 3 chapitre 2) la 

partie atteinte, r, de la frontière abstraite, est homéomorphe au support. 

00 
C , de la mesure y dans M. De plus les isomorphismes H < — > L (M,y) et 
y 

H < — > L (T,X), donnés par le corollaire 5 chapitre 2 et le théorème 2, sont 

identiques. 

QÉ!r2Q2tratign • 

En vertu du lomme 6, il suffit de prouver, pour prouver la première 

partie du théorème, que la relation d'équivalence définie sur $ par les 

Nf (f € ^ ( E ) ) est identique à celle définie par la partition $ g ( s € G ^ ) . 

Soient s € C ^ et z £ 4>s * d'après le lemme 7, z ost adhérent à l'ouvert 

{Kf(s) - e < Nf < Kf(s) + e}, pour tout f e & ^ ( E ) , ot tout e > 0. Donc 

Nf(z) s Kf(s) 5 ceci prouve que la première des relations est moins fine • 

que la seconde. 

Inversement, soient s et s' deux points distincts de C ; soient 
y 

z € * 8t z ' £ # D'après la définition de M', il existe f £ ^ ( E ) telle 
S S K 

que Kf(a) ¥ Kf(s'). Alors, en supposant Kf(s) » a < b * Kf(s'), on a 

z G $ v où V » {|Kf - a| < y 5 ) , et aussi z' e * v, où V »'{|Kf-b| < — a } . 

D'après le lemme 7, ceci implique Kf(z) ¥ Kf(z') et prouve que les deux 

relations sont identiques. 

Il est évident maintenant que, pour tout f é ' ^ t E ) , i(f) = Kf 

sur C^ * r, et que y * X ? donc les représentations intégrales abstraite 

et concrète, de H, sont identiques. 

3) COMPARAISON DE T ET DE LA FRONTIERE O'AKCQGLL) ET SHARPE. 

Dans {jfj, sans aucune hypothèse sur E ni sur P, et en s'appuyant 

sur le corollaire 1 (chapitre 2), AKcoglu et Sharpe ont défini la frontière 

comme le spectre de la sous-algèbre fermée, G, de H, engendrée:.par : 
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{•rr(p,/l)T ? geL (E, <£, m]}. La représentation intégrale d'une fonction h, 

harmonique bornée, était fournie par la mesure associée à la- forme linéaire 

sur G : g > ïï(gh) dm. La proposition suivante met en évidence la re

lation entre cette construction et celle du $ 1. 

Proposition 1. 

Pour tout g 6 L (E,ç, m), J[ir(g/1) ) est le représentant continu 

de la d e n s i t é . En particulier, sous l'hypothèse CI) (5 3 chapitre 2) 

et si C£ = i, J(ir(f/1)T) = Nf pour tout f e # k ( E ) . 

DÉ™2Dstration » 

Ceci résulte immédiatement du corollaire 1, (chapitre 2) car pour 

tout h e H, on a s 

/ J(hî J ( 7 r(g/l) T)dm = / 7r ( h 7 T(g/l) T)dm - / hg dm = / J(h) d(gm) 0 

Autrement dit, la frontière d'Akcoglu et Sharpc est le quotient 

de la frontière dp Feller par rapport à tous les reorésentants continus des 

d ( s?m ) co ^ 
densités , pour g € L ( E , 6 , m), (et non plus seulement pour g € ^ . ( E ) ) , 

u m K 

Notons aussi que, dans ce cas, la mesure de base m et la mesure initiale du 

processus sont confondues. 

Malheureusement, cette définition de la frontière n'est pas con

forme à la définition classique. C'est ce que montre l'exemple suivant ; 

Exemple. Soit E =/J\J xrN, Soit P définie par : 

P((x,yHx* ,y') ) = r 1 si y = y' et x' = x+1 

L G sinon 

La mesure initiale du processus est une mesure m qui charge chaque point 

de E. 

L'espace H est formé des fonctions bornées h telles que 

h(x fy) = h (x+1,y) pour tout x et tout y : donc H est isomorphe à l'espace 

des fonctions bornées surJN, et $ est le compactifié de Stone-Cech de(N, 
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En prenant m pour mesure de base, on a , pour f £L*(E, £ , m), 

T 1 f(x,y) - L ^ y ) m(x-i,y) f(x-i,y) si i < x 

0 sinon 

oo X 

donc E T 1 f(x,y) - ~ , — r l m(x-i,y) f(x-i,y). 
i-0 m U , y J i-0 

Il est clair alors que h s (h/1)^ si h est harmonique bornée, et 

donc G * H. Le spectre de G est évidemment 

D'autre part, il est clair que les hypothèses (I) (II) (III) (IV) 

(V) du 5 3 chapitre 2 sont réalisées. La frontière de Martin concrète est le 

complété de E par rapport aux fonctions s 

K((x,y),(x',y')) = *-p si y = y' et x' > x 

m(x,y) E m(z,y) 
Z=0 

0 sinon. 

(On note K((x,y) (x',y')) plutôt que K l ^ ^ y j j (x',y'î). Il n'y a que deux 

sortes de suites de Cauchy non constantes dans E- : d'une part les suites 

dont les ordonnées sont constantes è partir d'un certain rang et dont les 

abscisses tendent vers d'autre part les suites dont les ordonnées ten

dent vers +<». Les suites de ce dernier type convergent toutes vers le môme 

point dans E * ( i l ne faut pas oublier que les fonctions Kf, pour f e f t ( E ) 

séparent les points de la frontière, dans le cas concret). Donc la frontière 

de Martin concrète M est le compactifié d'Alexandrov de (II. 

Dans co cas la représentation intégrale dos fonctions harmoniques 

b o m é o s donnéo dans [2} , est obtenue trivialement à partir du théorème 2 

00 — 

(chapitre 1) j il suffit d'utiliser le fait que L ($,m) est isomorphe à 

£ ( $ ) , car * est Stonien (cf. C123). 

Néanmoins une question reste poséo : à quelle conditions les cons

tructions de [2} ot du 5 1 sont-elles identiques ? 
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4) RECOLLEMENT DES PARTIES ATTEINTES. 

Dans ce paragraphe* on va construire la frontière de Martin abstraite 

(totale) en recollant les parties atteintes correspondant aux différents 

processus relativisés (h étant positive, harmonique, (CJÇm)~intégrablo). 

Ce recollement sera déduit du recollement qui a été utilisé pour définir 

la frontière de Feller totale car on va montrer que la relation d'équiva*-

A 

lence, définie sur qui a fourni r , peut s'étendre à On se place encore 

sous les hypothèses (I) et (V). 

Comme on l'a vu au cours de l'étude de la frontière de Martin 

concrète, on peut associer à la probabilité de transition relativisée 

P^, définie sur E*"1 = {h > 0}, un opérateur T h sur L*(E*\m). On note 

H h = { g € L (E h,m) i (Th)*~g = g}, 0 h l'espace Stcnien associé à H1 (voir 

S 1 , chapitre 2), et 1'isomorphisme entre H h et ^ ( ^ ^ ) . Toutes les pro-

A 

priétés du recollement et de la frontière de Feller totale $, prouvées dans 

le $ 6 (chapitre 1), sont encore valables ici, car l'espace Stonien associé 

à H est une partie de l'espace compact totalement discontinu associé à 

^ (voir 5 1 chapitre 2). 

L'espace r h est défini comme le quotient de $ h par rapport aux 

fonctions N h(f) (f (E)) •< N h(f) est naturellement le représentant continu 

de la densité de la mesure terminale associée à (fhm), définie sur par 

rapport à la mesure terminale associée à (<^>hm). De façon analogue on définit 

et /-̂  les relativisés dc x et t par exemple < > h est la mesure image, 

sur r*\ de la mesure terminale associée à (ephm), définie sur ^ * Tous les 

résultats établis dans les § 1 et 2 pour F sont encore valables pour r h • 

En particulier, il existe un isomorphisme d'algèbre R h , positif et isométrique 
0 0 h h h 

entre L {T t \ ) et H , qui vérifie «B 
L f.R h(v) h dm = f v x h(f) d X h 

E ph 
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1 h ° ° h h ° ° h h 

pour tout f e L (E ,m) et tout v e L {T ,\ ). Donc à chaquo v e L [T a \ ) cor

respond la fonction harmonique R h(v).h, qui est (cf m)-intégrable. 

La méthode de recollement des espaces est donnée par le résultat 

suivant : 

Proposition 2, 

Pour tout f € ^ . ( E ) , il existe une fonction continue bornée f)f sur 
K 

* * h 
$ telle que Nf o Ç * Z N f (rappelons que Ç désigne la projection canonique 

h ^ ^ h h 
de E $ sur $ ? ici E N f désigne la fonction, définie sur Z $ , qui 

h h h h h 
est égale à N f sur chacun des $ } • 

Etant donnée la méthode de recollement employée pour construire 

il suffit de prouver que, quelles que soient h 0 et h^, harmoniques, positi-
h 0

+ h . ho+h, h 

ves. (<4> m ) — intégrables, N (f ) o q. = N 0 (f), Plus concrètement 
n c 

h h3 
ceci revient à prouver que les fonctions N °(f) et IM (f) sont égales sur 

h h l 
la partie "commune 5 à $ ° et $ . D'après la proposition 1, on a : 

h c+h ho+h. h 0

+ h . 
IM A(f) = J a(tt A(f(h 0+h 1)/q>(h 0*h 1)J ho+h^ e t 

N h°(f) » J h ° ( 7 r h o ( f h 0 / c f h cî . ) . 

i h ^ h i 
Or d'après l'égalité h T (f ) - (T ) - fHJ- (fh) il est clair que 

( f C h ^ j / c f ( h o ^ ) ) ^ ^ « 1 ^ ^ (f/cp) T et 

( fh 0 /c fho) u a 1 k C-F-/cf> 3 . 

Le lemme 6 (chapitre 1) permet d'écrire alors 

h h ° + h i h 
irn°(ir A(f(h 0*h,)/<f ( h 0 + h j ) . . ) = 7r n °(fho/cfh 0) 

i 1 j "o «̂ 1 J ,''0 
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h 0 + h 
ce qui prouve Végalité cherchée d'après la définition de q . Ces fonc-

h Q 

tions Nf sont manifestement continues et bornées, car les fonctions N f 

sont bornées uniformément par la borne de (f/cp)^-

On peut alors donner la : 

Définition 2 0 

On appelle 'frontière de Martin abstraite'" du processus, et on 

note l'espace quotient de la frontière de Feller totale $ par rapport 

aux fonctions Nf, pour f G ^ f F ) . 
A 

Cet espace est localement compact car 4> l'est et que les fonctions 
A 
Nf sont bornées. En utilisant les limites de Chacon et D m s t e i n lf/*f)j, 

A 

il est facile de voir aussi que la suite (N f )._ n est dense dans 
x i = u . • • 

{Nf : fG<g.(E)}si la suite (f.)._ n est dense dans IS.CE). Donc f est 

metrisable. 

Cet espace est le recollé doè parties atteintes' r h en effet, 

h * 
d'après la définition, T est identique à la partie de r qui provient de 

la partie Ç($ h) de On peut alors considérer que A h et r h(f) (f € ^ (E) ) 
K 

A ^ A 

sont définies sur r , et portées par r B Pour tout f e % AE), Nf est facto-

jrisable, et définit sur ? une fonction continue x(f) • les fonctions x h f 

sont alors reliées par la relation suivante : 

T h ( f ) =r(f) en restriction à r*"1 

ceci d'après le lemme 1. On peut alors énoncer le ? 

Théorème 4. 

L'application h • \^ est un homomorphisme, strictement positif, 

de l'espace des fonctions harmoniques (<f m)-intégrables, dans l'espace des 

mesures finies sur r , qui vérifie / fh dm = j ^ T ( f ) d > h pour tout f € ^ . ( F ) 

T 
et / h dm * ,\hirî. 

Cet homomorphisme n'est qu'un prolongement de 1'isomorphisme R 
00 

entre H et L (T,À) donné par le théorème 2„ En effet, si h 6 H , on a 
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Ç($ h) C Ç ( $ ) et donc r h o r t d'autre part fi' a uno densité bornée u par 

rapport à X, qui vérifie, pour tout f q^S IE)- : 

/ f h dm = ( i ( f ) d fi = / T(f) u d> 

t r r 

donc h 9 R(u). 

La construction abstraite généralise la construction concrète*, 

En effet, sous les hypothèses (I) (II) (III) (IV) (V) (S 3 chapitre 2 H en 

appliquant les résultats du 5 2 aux processus relativisés, on voit que 

fi est identique à Ca .pour-tout h harmonique, (cpmî-intéçrable. (C , est le 
P 4 h h 

support de la mesure y' dans la frontière concrète M). De plus X = y et 

pour tout f e%. (E), r(f) « Kf en restriction à chacune des parties 
K 

h A a 
r C , h . Ceci, implique que r est identique à \J C , que x(f) = Kf sur cet 

enserrible, et que les deux représentations intégrables sont identiques. 

A 
(le morceau de la frontière concrète qui ne figure pas dans T (i.e. 

M - |J C , ne présente évidemment aucun intérêt), 
h y 

Notons qu'il est possible de traiter la relativisation d'une ma

nière légèrement différente. Au lieu de définir l'opérateur T h , associé à 

une fonction h harmonique positive, (cf m)-intégrable, sur L*(E*\m), on au

rait pu le définir sur L 1(E h,(hm)) ; dans ce cas, évidemment, la définition 

de fi est différente. Cette méthode est peut-être plus voisine de la mé

thode classique, mais donne les mêmes résultats. 
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