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INTRODUCTION

.

En 1941, R.S5. MARTIN a donné uno représentation intégrale des
fonctions harmoniques, positives, définiass dans un domaine borné de R"
pour cela il construisit spécialement une frontiére "idéale identifiable
au carcls dans le cas du disque (cf. [21], E{]]. Poursuivant la confronta-
tion si féconde entre la théoris des processus de Markov ot la théorie du
potentiel, dont il était 1'un des principaux artisans, J.L. DO03, =n 1959,
a défini une frontiére analogue pour unz chalne de Markov, ot 1'a appcléen
frontiére de Martin de sortie (cf. [}O]] - les fonctions harmoniques étant.
dans ce cas, les fonctions invariantes sous 1l’opérateur de transition 2 1a
chaine. (on ne conslidére ici que des precessus a temps discret, et par
chaine on entend un processus dont 1'espace des états est discret). Psu
aprés G.A. HUNT d'une part et J. NEVEU d'autre part ont donné une nouvzll:z
construction de cette frontlére, en utilisant systématicquement des méthodss
probabilistes (cf. 18], [23]). En 1956, partant d'une idée différente.

W. FELLER avait défini, toujours pour une chalne de Markov. un autre fvrs
de frontiére sur laguelle chaque fonction harmonigue bornée est renrdsentse
par une fonctlon continue (cf. [15]),

Le travail présenté ici est entidrement consacré a 1l'extenzion de
ces notions et des résultats gui s'y rattachent., au cas d'un processus de
Markov défini sur un espace d'états plus général.

La premiére tentative dens ce sens a #té faite en 1968 par
M.A. AKCOGLU et R.W. SHARPE (cf. [2]), Ces deux auteurs se sont plac’s dans
le cadre abstrait de la théorie ergodique : ils ont étudié une contraction

positive définie sur un espace L1, Considérer un processus de Markov, c‘sst-
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d-dire une probabilité de transition, ne restrsint pas vraiment la généra-
11té, car J.L. DOOB a montré, en 18963, qu’il est toujours possible d’'associer
3 une contraction positive sur L1 un opérateur, défini par une probabilité

de transition, qui lui est isomorphe. (cf. [}i]). D'autre part, ceci permet
1'ytilisation simultanée des technigues probabilistes et des techniques

de la théorie srgodique.

Dans le chapitre 1, la frontiére de Feller est définie pour un
processus quelconque. Les résultats obtenus synthétisent ceux de . FELLER
gt certains de ceux de M.A. AKCOGLU et R.W. SHARPE, La structure d'alghbre
définie par ces derniers, sur 1'espace des fonctions harmoniques bomées,

a, ici, une signification simple : 1l'usage de cette structure remplarce ce-
lui, plus classique, de la structure d'ordre et dispense de parler des fonc-
tions surharmoniques st des potentlels : en particulier on obtient ainsi

une nouvelle construction de la "frontiére totale” définie par W. FFLLER,
Evidemment 11 est possible de définir la frontiére de Feller & moindres
frals : il serait facile de prouwver que l'espace des fonctions harmoniques
bornées est un espace ds Kakutani du type M et d'en déduire cette définition
(cf. [19]]. Mais la méthode employée ici fournit de nombreux résultats qui
permattent d'utiliser la frontidre de Feller comme base pour la construction
de la frontiére de Martin.

Dans le chapitre 2, on prouve, par une méthode oripginale, 1la
convergence des trajectoires "le long" des limites des moyennes ergodiques
plus couramment appelées, depuis un c€lébre théoréme, limites de Chacon et
Ornstein (cf. [ﬁ]]. Ce résultet précise le principal résultat de M.A. AKCOGLU
et R.W. SHARPE, et établit un lien étroit entre la théorie erpodique et 1la
théorie de la frontidre : en effet il implique le théoréme d’identification
de la limite de Chacon et Ormstein dans le cés coﬁservatif (cf. [?]),‘et le

théoréme de convergence des trajectoires vers la fronti2re de Martin dans 1le
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cas d'une chalne dissipative (cf. [§3]]n En supposant que l'espse des états
est topologique localement compact & base dénombrable, et que le processus
posseéde certaines propriétés de répularité, on est alors amené & donner une
définition de la frontidre de Martin qul généralise la définition classique
de facon naturelle. La seule propriété nerdue ocst 1°unicité de la renrésen=~
tation intégrale.

Dans le chapitre 3. sous des hypothéses plus faibles mais en sup-
posant toujours gue l'espace des &tats =at localement compact 3 base dénom=~
brable, on donne une nouvelle définition de la frontieére de Martin (celle-
cl est dite abstraite pour la distinguer de la précédente aqui est dite con-
créte). Pour cela on utilise la frontiére de Feller totale et une modification
d'uns méthode employée par M.A. AKCOGLU &t R.%W. SHARPE. Cette modification
gst justifiée par un exemple qui montre que la définition de la fronticre
de Martin proposée par ces dernlers, qui n'ont fait aucune hypoth®sc sur
1l'espace des états, n'est pas conforme & la définition classique. On montre
aussi, en généralisant des résultats prouvés par J. FELDOMAN pour unc chaine
(cf. [l@]], que cette nouwvelle définition généralise la précédente - an
particulier on prouve ainsi gue la relation d'éguivalence définin par
J. FELDMAN sur la frontiere de Feller peut s'étendre a la frontiére do
Feller totals, ce qui répond, & une qucstion posée par J. TAYLOR.

Les problemes qui ont été & 1l'origine de cette étude m'ont Até
posés par Monsieur A. BRUNEL. Il m'a initié & 1a théorie ergodique et par
la suite m'a constamment encouragéet conseillé. Je tiens 3 lui exprimer ici
ma reconnaissance sincére. Je remercie aussi Monsiesur M. METIVIER, avec qui
J'al étudié le calcul des probabilités, et qui a accepté de présidar mon
jury, ainsi que Monsisur J. NEVEU qui a blen voulu y participer.

Je remercie enfin Mademoiselle M. F CHERIAUX qui a dactylogranhié

le manuscrit.
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CHAPITRE I

LA FRONTIERE DE FELLER

Le but de ce chapitre est d'obtenir, pour une probabilité de tran-
sition quelconque, la généralisation des résultats démontrés par FELLER dans
[15] pour une matrice stochostique ; et en particulier la représentation des
fonctions harmoniques par les fomctions continues sur un espace compact.

Les méthodes employées par FELLER étaient plutdt analytiques : les méthodes
employées ici sont plutdt probabilistes : on utilise systématiquement 1'cs-
pacs des trajectoires, les évenements stationnaires... Ceci permet une étude
plus précise des fonctions "prolongeables’ & la frontiére, des mesures dé-

finies sur la frontiére, de la frontidre totale...

1) NOTATIONS et RESULTATS PRELIMINAIRES.

Les données de base sont un espace mesurable [E,%?) et une probe-
bilité de transition P(x,B8) de cet espace dans lui-~-méme. Par les formules
Pflx) = fE fly) Plx,dy) et vP(B) = fE vidx) P(x,B) sont définmies, respecti-
vement, une contraction sur 1'espace de Banach ® des fonctions réelles,
E-nesurables, bornées, et une contraction sur l'espace de Banach MU des me-
sures bormées sur UE,E )}, (ces deux espaces sont munis des normes usuelles).
Ces deux opérateurs sont transposés 1'un de 1'autre dans 1la dualité entre 13
et TYLs L'opérateur ainsi défini sur les fonctions, se prolonge par conti-
nuité monotone aux fonctions &-mesurables positives,

Une fonction f, g-wesurable, bormée ou positive, est dite harmo-

nique si elle vérifie 1l'éguation Pf = f. Les fonctions harmonigues bornées

forment un sous-espace de Banach de ®, note ?6.
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Le processus de Markov canonique, associé, est défini par la don-

née de :
- 1'espace produit Q = gN muni de la tribu produit ﬂi
~ les variables aléatoires (v.a.) coordonnées xo,....xn... de Q dans E
- les mesures de probabilité P définies sur (2,F), x eE.

L'opérateur de translation t est la transformation ponctuelle,
ﬁinesurable. défini sur @ par Xn+1(w] = Xn[tw).

Une v.a. réslle Y définie sur (2,% ) est dite stationnaire si
Yot=Y.Un évdnement S€ F est dit stationnalre si son indicatrice 1S
est une v.a. stationnaire. Les évenements stationnaires forment une sous-
tribu de 'S: notée S’ ;3 la mesurabilité par rapport a '2? caractérise les v.a.
stationnaires. Deux v.a. stationnaires Y et Z sont dites équivalentes si 1’en-
semble {Y ¥ Z} est néglipeable pour chacune des probabilités Px[xGEE). L'es-
pace quotient, de 1'espace des v.a. stationnaires bornées, par cette rela-
tion est un espace de Banach : si Y est une v.a. stationnaire la norme de
sa classe est la borne supérieure des bornes sssentielles de Y par rapport
aux Px.

Le résultat suivant sera utile dans la suite :

Proposition 1.

La formule g(x) = IQ Y(w) Px(de définit un isomorphisme positif,
isométrique, entre 28 et l'espace des classes de v.a. stationnaires bornées
de plus la suite g o Xn converge Px p.5. vers Y, pour tout xeE.

Pour la démonstration et les autres résultats élémentalres sur

les processus de Markov (propriété de Markov...) on renvoie 3 [?i] chap. V.
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2) ENSEMBLES de SEJOUR et EVENEMENTS STATIONNAIRES.

lLe paragraphe est consacré 3 1'étude des fonctions "le lanpg decs-
quelles”’ les trajectoires convergent. Certains résultats (théoreme 1, lemme 1..)
sont la traduction dans le langage probabiliste de résultats établis dans
Bﬂ pour un opérateur markovien abstrait (contraction d'un espace Ll).

Définition 1.

si B€ &, 1les fonctions de B WB’ O @B. Sg sont définies par :
¥alx) = P [V (x_<3]] ogx) = P [ x €8]

: n>0 n>n
0,(x) =P [N (X_€ 8]] s,(x) =P [{J (x_en)] .
B * o0 k" . ko ok "

Si8, D €‘£, est définie aussi la fonction @B ¢
Og,px) = P, N v (x e]JN[ N Y (x_eni]] .
k>0 n>k k>0 n>k

Dans la suite, pour alléger. on notera A(B} = N (U (Xnefﬁ).
‘ k>0 n>k

L'interprétation probabiliste de ces fonctions est facile : par exemple
OB(x] est la probabilité de visiter une infinité de fois B, le départ étant
en x, et sB[x) la probabilité'dg|ne visiter B° qu'un nombre fini de fois,
le départ é&tant en x.

Les fonctions OB' SB' OH 0 sont harmoniques car les événements

intervenant dans leur définition sont stationnaires (cf. proposition 13.
D'autre part la propriété de Markov montre que

- la suite Py est décroissante et converpge vers Oq

B

. n
- la suite P % est croissante et conwverge vers s

La fonction de B et O, ©

B.

8D’ est monotone et sous~additive en chaque Aargument

la sous-additivité résulte de A(BUD) = A(B) U A(D}.
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Lemme 1.
Pour B, D 5'8 , ON a IIOBIi = lllB OB]] =0 oul
lagll = g sl = 020 1 0t [ogll = 1115 0gl1 = 1115 oggl1 = 0 0u 3.
Démonstration.
D’aprés la proposition 1, lim OB,D 0 Xn = lA(B) A AD) Px PoSa

n
pour tout x. D'aprés la définition de A(B),
1im sup(lB OB.D] o Xn = 1lim 9 || <1, on a

o X .S1|]1
n
n n

8.0 B OB.D

11: sup(lB GB.D] o Xn <1 Px p.S. pour tout x, donc Px[A(B]h A(D)) =0

pour tout x, et donc @ = 0., Ceci démontre la seconde partie du lemme.

8,0

Le résultat concernant OB en découle car GB = eB.E

donne le résultat relatif a s.

. Un raisonnement analogue

Lemme 2.
PourtoutBeg.ona\lf *0C=let65+s =1,

B g B
Démonstration.

Ceci résulte de la complémentarité des événements qui définissent,
d'une part ¥ et o, d'autre part © st s,
Définition 2.

On dit qu'un ensemble B de E> est un ensemble de séjour si la
suite [Xnéla) converge Px p.s. pour tout x.

I1 est clair que les ensembles de séjbur sont caractérisés par 1'une

ou 1'autre des propriétés suiventes : @B = sy ou OB + 0 c = 1 ou @B RS = 0
B >

(d'apreés le lemme 2). Cecl signifie que B est un snsemble da séjour s'il
n'y a que deux cas possibles, ou bien le nombrs de visites & B est fini,
ou bien le processus reste dans B aprés un certain instant. La classe des
ensembles de séjour est donc stable par complémentarité. Comme

A(BUD) = A(B) V A(D) et que

U N xeoveiol U N (xneDJ]Q[U ﬂ (x e BJ]

k>0 n>k k>0 n>k k>0 n>k



elle est aussi stable par réunion., C'est une algtbre de Boole qui ssra notée
z.
Lemme 3.

Si B € I, alors lim P" 1350y = s
n

Démonstration.

- 2o o et e v e e G e

Les ingégalités Y, > 1, > o,, qul résultent de la définition 1

B~ 8 B
donnent Pn WB-z pl 1B > p" 05. pour tout n. Si B € I, on a alors
Um P ¥ =0, =s_ = 1imP" o_ et donc 1im P 1_ = @, = s
n B B B n B - n B B B*

Remarquons qu'il n'est pas suffisant que la sulte p" 1, converge

B

pour que B soit un ensemble de séjour, comme le montre cet exemple

E = {0,1}, P(0,1) = P(0,D) = P(1,0) = P(1,1) = 1/2 : la chalne ainsi définie
est récurrente et dans ce cas les ensembles de séjour sont les classes ré-
currentes ; alors I n'est formée que de @& gt E ; pourtant

n
l:m P 1{0} = 1/2 lE.

Définition 3.

Un ensemble B de f'est dit transitoire si OB = 0, Les ansembles

transitoires forment un idéal de ¢ : les ensembles B, D de g,sont équiva-

lents pour la relation associée si OB = Oq.

Proposition 2.

L'application B — A(B]} définit un isomorphisme de 1'als3hre
de Boole des classes d’ensembles de séjour sur l'aleebre de Boole des clas-
ses d'événements stationnaires (cf. [?2] p. 161).
Qémonstration.
Si B, D sont des ensembles de séjour égquivalents, A(R) et A(D) sont
des événements stationnaires équivalents. Donc B »—— A(B) définit un homo-

morphisme de la premiére de ces algébres dans la seconde. Si S est un évd-

nement statipnnaire, B = {x : PX[S) > 1/2} est un ensemble de séjour et
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A(B) = S, car lim PX (8) = 1S Px p.s. pour tout x. Denc cet homom rphisme
n n
gst surjisctif. Il est aussi injectif car, si B€ L, s1 § est un réel tel que

0 <8 <1 ; 1l'ensemble D = {OB > 6} est un ensamble de séjour équivalent A

B. En effet, on a © <0 et 1. 6 = 1  (1-05) < 1-§, ce qui implique,
gp~ B%p D g® O P
d'anrés le lemme 1, © =0 d'ol © = 0 - de la méme fagon on voit que
c c
B~,D BnD
C] = 0,
0%n8

Corollaire 1.

Les fonctions OB, pour B € I, sont les points extrémaux de la

partie positive de la boule unité de 3{.
Théoréme 1.

Pour une fonction réelle f, définie sur E, et g-vesurable les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) lim f o Xn existe (et est finie ou infinﬁe] Px p.s. pour tout x.-
" "

b) pour tous réels aet e >0, O, = 0ol B={f <al,D={Ff>a+cl

B0

Si de plus f est bornée ces conditions sont équivalentes 3 :
c) f est limite uniforme d'une suite de fonctions étaeées sur I.

Démonstration.

a==>b Si lim f o X_ existe, alors A(B) = 1im sup{f o X < al{lim f o Xni“}
n n n

et A(D) << {1im f o X, > a*e} ; donc Ogp{x) = P, (A(B] N A(D)) = 0 pour tout x.
n

b ===> a Pour tous rationnels a, B tels que a-8 = ¢ >0 on a

{lim sup £ 0 X > @ > 8 > 1im inf £ o X_}CA(B) O A(D) o B = {f > a - 5}
n n

D={f<8 +-§}. D'aprés b) PX(A(B)f\ A(D)) = O pour tout x donc

lim sup f o Xn = 1im inf f o Xn Px p.s. pour tout x.
n n

Plagons nous maintenant dans le cas ol f est bernée.
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c T=> b Soit (fk) une suite de fonctions étardes sur I telle que
lim l\f~FK|| =0 . aete >0 étant donnés, ||f~fkl| < %»implique
K 3
B=ifsal={f <a-+ %}. D= {f>a+el={f >a-+ 2—2—}1 Comme f, _ vérifie
la condition a) et que a -*=> b, on obtient Og o= 0
a === ¢ D'aprés a) Y = lim f o Xn est une v.a. stationnaire bornée.
™ n
Soit Y = L a, 1S une v.a. statiobnnaire étarée telle nque ||Y-Y']| < e.
i=1 i
Si B, .. Bm sont des ensembles de séjour disjoints associés a Sl oo SW
L . m 1
par 1'ieomorphisme de la proposition 2, la fonction f' = T a 1B ect
i=1 i

telle que PX(A{|f—f’| > e}) = O pour tout x. Comme toute partie d'un
ensemble transitoire est tramsitoire. il suffit d’approximer f par ure
fonction étegée Eg—mesurable Auelconque sur {[f~f'| > ¢} pour obtenir le

résultat.

Ceci prcuve en particulizsr gue les fonctions f e &, telles quo
lim f o Xn existe Px p.5. pour tout x, forment une sous-aledbre formée de ®
n
Cette algebre sera notée &t . D'aprés la proposition 1, %ﬁc:df,

La relation d’équivalence définie sur 7 s’étend 3 dt ¢ les fone-

tions f et g de ot sont équivalentes si lim f o Xn = 1lim g o Xq PX pP.5. pour
n n

~

tout x. Les fonctions deét équivalentes a 0 forment un idéal fermé qui est
le noyau de 1’application = :c*w-----——*?6 définic rar

T fx]) = fQ lim (f o Xn] dPx. Celle—ci posstde manifestement les propriétés
n

- 7 gst une projection, positive ; }]n|| =1,

- nf{f) = lim S (d’aprés le lemme 3 et le théoréeme 1),
n

Désormaist&ﬁ sera considéré comme une algébre de Bamach réelle iso-
\Jt~1 , .
morphe 3 JU/n “{0}. Dans ce cas, 1'espace des v.a. stationnaires étant muni
du produit naturel, 1'isomorphisme décrit dans la pronosition 1 devient un

isomorphisme d'algébre.
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Remarque. La définition des ensembles de séjour donnée icl est différente
de cella donnée par Feller dans [15] » D'aprés Feller, B est un ensenmble de
séjour si sy ¥ 0 ; mais aussi, B est dit représentatif s'il existe a > 0 tel
I1

que sg > a IB s et si g # 0 11 existe D représentatif tel que s, = s

B D’
est facile de voir qus lss ensembles de séjour représentatifs sont dans I,
st puisqus les snsembles de séjour n'interviennent que par leurs classes
d'éguivalence, cstts modification n'a pas d'importence. Les ensembles de I
sont appelés par Neveu “ensembles presquc fermés” dans [:22] ou ’parties
régulieres”’ dans [23].

3) CONSTRUCTION DE LA FRONTIERE DE FELLER.

Dans ElS] le frontiére sst décrite comme 1'espace compact totale-
ment discontinu associé 3 1'algdbre de Boole des classes d'ensembles de
séjour. Dans [2:[ elle est décrite comme le spectre de 'X.. Dans 1a suife
il sera commode de pouvolr utiliser les deux formulations. Pour cela nous
allons démontrer le résultat trés simple suivant :

Lemme 4.

L'espace des homomorphismes d’algeébre, continus, de cf dans IR,
muni de la topologie de la convergence simple, est hom&omorphe & 1'espace
compact totalement discontinu 5% associé 3 1 (£¥ est formé des homomor—
phismes de I sur les entlers modulo 2 (Z/2Z) et est muni de la topolorie
engendrés par les ensembles E"% = {u'e ¥ ;um =1} pour tout B € ¢ ;
ces ensembles sont ouverts et fermés, et forment une algdbre de Boole iso-
morphe & I ; cf. [12] p. 41).

Démonstration.

Soit u un homomorphisme de * dansiR. S1 B €3, 15 est idempotent

dans c* done u[lB] = 0 ou 1. Soit alors u’* : L — Z/2Z, défini par
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u'(B) = u(lB]. On a les égalités :

- y'{80D) = uU8.10)=uWB]uWD]

- u [(Bo0%)0 0NB%)] = L1 )01~ull )) + u(l.)(1-u(1)).
B D D B
Ce dernier terme est nul si et seulement si u[lq) = u[lD], donc
uy'est un homomorphisme d'alp2bre de Boole.
Montrons que cette correspondance est bijective. Soit v' < £¥, Si
les ensembles Bl ‘es Bn. de £, forment une partition de E, il existe un in-
n

io] = 1. Alors en posant v(iz1 oy IBi] = q

on définit un homomorphisme continu de 1'alpgeébre des fonctions étapées sur

dice unique i, pour lequel v' (B "
o

L, dans R. En le prolongeant par continuité a é? ,» ce qul est permis par le

théoréme 1, on obtient 1'homomorphisme de ij dans R associ® a v'. Enfin

il est évident gue cette correspondance est un homéomorphisme.,

Notons de plus que u' est nul sur les ensembles transitoires si
et seulement si u(f) = 1 quand w(f) = 0. On peut alors énoncer la :
Définition 4.
La frontiére de Feller, notée ¢, du processus est 1'espace compact
totalement discontinu associé & 1'algébre de Boole des classes d'ensembles
de séjour : ou, ce qul revient au méme, l'espace des homomorphismes d'alg2bre
continus de 3{ dans R, munl de la topologie de la convergence simple.
Remarguons que ¢ n'est pas nécessalrement un espace Stonien (es-
pace compact extrémement discontinu cf. [l2]). Ceci est pourtant réalisé
dans le cas ol E est dénombrable : en effet si Vv est une mesure de probabilité
sur E qui charge chague point, la mesure Pv domine toutes les mesures Px :

alors 1'algébre de Boole des classes d’'événements stationnaires est comnléte

{cf. [22]] gt & est Stonien, d'aprés la proposition 2.
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Le résultat fondamental sur la frontidre de Feller n'est qu'unse
conséquence de la définition :
Théordme 2.

Il existe un isomorphisme, positif, isométrique, noté J, de '3:8
sur ‘6(45] (1'algdbre de Banach des fonctions continues sur 9).

.Démonstration.

On sait que e* eat isomorphe a "6(2*] ; notons J, cet isomorphisme.
{cf. [12] p. 276 théoréme 20). ¢ est 1a partie de E* formée des homomorphis-
mes nuls sur les ensembles transitoires. Alors, d'aprés ce qu'on a vu plus
haut, Jo(f) = 0 sur ¢ si et ssulement si w(f) = 0, Comme c*v/n-l[D) gst iso-
morphe a '3‘(” ‘ev(d’] 1l'est aussi. La relation entre J et J, s'écrit :

Jn(F)) = 1, 3o () pour £ eR .

La topologie sur E + ¢ (réunion disjointe) enrendrée par les en-
sembles du type B + &, B € I; ¢ = {u €¢ ; u(B) = 1}, introduite dans {153,
va fournir une nouvelle interprétation des résultats du § 2.
Théoréme 3.

Une fonction sur E + ¢ est continue, bornée, si et seulament si elle

est du typa f + J(n{f)) pour f e r)t .

Démonstration.

Si B € ¢, alors J(n(lB]) = J(@B] = lq)B ; donc, si f est étagte
sur L, f + J(n(f)) est continue sur E + &. (Chacun dss ouverts do base est
a la fois ouvert et fermé&). D'aprés le théor2me 1 la mdme propriété est
encore vrale pour f ea*: .

Réciproquement, 11 suffit de prouver que, si f #&P, f+ 0 n'est

pas continue. Si f"ér)b ., d'aprds le théoréme 1 11 existe a et € > O tels que
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OBO,HI >0, avee B, = {f <o}, B

que J(O

1" {f > a + e}, Alors i1 existe u€¢ tel

1][u) = 1, (Comme @BO 81 = w[OBOOBll J(OBo Bll ne prend que les

valeurs 0 et 1). Tout voisinage de u contient un voisinage du type D + ¢

B, B

D!

DETL ; J(n(OB° 0y)3{u) = 1 donne  7(0O OD] > 11[@8 n 95) > 0. Comme

o 1 D
- - ) . a . .
Dect, W(OB OD) eBof‘D on a ainsi prouvé B,OD # @ de la méme. fagon

<]

51‘ Bo

on prouverait B.OD # B. Cecil démontre que f + 0 n'est pas continu en u.

1

Malheursusement il n'est pas possible, en .général, de déduire de
ce théoréme la convergence p.s. des trajectolres dans £ + ¢. Pour cela il
faudrait que la topologie de E + ¢ soit & base dénombrable, et ceci ne peut
étre réalisé que dans le cas ol ¢ est fini.

En général E + ¢ n'est pas un espace sépard. Par exemple, dans le
cas d'uns chalne récurrente, & chaque classe récurrente est associé un point
unigue dans la frontiére, et il est impossible de séparer ce point d'un point
quelconque de la classe., Dans le cas trensitoire la situation est différente.
Définition 5.

Le processus est dittransitoire s8’il existe une suite croissante
d'ensembles transitoires dont la réunion est E.

Proposition 3.

Si le processus est transitoire et si la tribu g,sépare les points
de E, E + ¢ est un espace séparé.
Démonstration:
Sous ces hypothéses, la topologie induite sur E est discréte, donc
deux points de E ant deux voisinages disjoints. Solent xeF et u e ¢ : {x}

est transitoire, donc u({x}) = 0 ; alors {x} et (E - {x}) + ¢ sont dos voi-

sinages disjoints de x et u. Soient u, u'€ & : il existe B, D € ¥ tels que
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u€ @B' u' ¢ ¢D et ¢Blﬁ ¢D = [ ; alors BOD ost trensitoire et

(8 ~-BND) + g (D-B0D) + ¢

D sont des voislnazce disjoints de v et u'.
D'ailleurs Faldman a moatrd, dans [14]. que dans ce cas E + & est
normal. La propri<t3 qul va suivre, cornés dans [jﬁ], ceut &tre utile dans
des cas particulisrs.
Définition 6.
Un eneemble de sdjour B est dit ninimal si OB # 0 et si, pour

De, 0,0 <9

D B impliguz @B = @, ou 0, = 0.

D D
Les enczemSles 2 c@icur mininmand corracpondznt aux événements

staticnnaires qui sont dis ateres peur chocune o probabilités Px'

Propositicn 4.

Les classes d’éqguivalznce Jd'enzemblies de =éjour minimaux sont en
correspondanc2 bijectlve avec les points 1solén de ¢.
Rémonstration.
Soit B minimal. Soient ¢, u'€¢ ¢ tels que u(B) = 1 et u # u'.
Il existe D€ I tel que u' (D) = 1, u(D) = O et @B # OD. Comme B est minimal,
on a u'(BND)} = 0 et donc u' (B) = 0. Alors ¢_ = {u} et ce point est isolé

B
dans ¢.

Réciproquuoment £1 {u} est ouvert, il existe BELI tel que oy = {u},
d’'aprés la céfinition ¢2 la topologie ce ¢. Cet ensemble est minimal.
| 4) UN EXEMPLE.

Soient E = ]D,l[ , € la tribu des Boréliens et m la mesure de
Lebesgue sur (E, €). On consicére sur [E,E?J la prcbebilité de transition

définie par
P(x,B)

1 2% :
= lgam si 0 <x <1/2

" 1 1 .
T 2(1-x) éx-l 15 dm si 1/2 < x < 1,
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D' apr2s une méthode suggérée par Feller dans [li]. on va dé@montrer
qgue les seules fonctions harmoniques bornées sont les fonctions affines.
Dans Eﬂ Akcoglu et Sharpe ont prouvé le résultat corrzspondant dans lc cas
du disque.

Pour cela on va prouver que la frontiére de Feller du processus
est un espace discret & deux €léments. D'aprés le théoréme 2, on en déduira
que %« est de dimensicn 2, et donc le résultat, puisque, manifestement,
les fonctions affines sont harmoniques.

La démonstration s'effectuc ~insi

1) Pour tout «£]0,1/2[L s, = 0 o0 B = Jo,1-a[ .

= lin (1 PI" 1 =0 donc s, = 0.

I1 est clair que 15 Ply < (1-d) 1.. Donc o h g g

B
23 lim Xn =0oul Py P+8. pour tout x.
n
La fonction identique est harmoniquz, donc 1im Xn cxiste vapas,
n
pour tout x. D'apres 1} cette limite ne peut Gtre que O ou 1.
On note S 1'évenement stationnaire [ﬁim Xn = 1],
n
3) Pour tout aé]D,l[, ]a,ll: et ]O.a[ sont des ensembles de séjour
s L . . = = c = — = -
qui vérifient PX[S) QJa,l[ {x) X, PX(S ) Cjﬂ,aL (x) 1-x.
Coci résulto deo 2) ot do la proposition 2.

4) 5i B cst un cnsemble de sé&jour, contenu dans ]1/2,1[; ot si

N

1im M = D’ alars 6 = 0,
1-x 8

x-+1

mB N)ox-1,10 . : .
5 Tl=x) , l'hypothésc donne 1im PlB(x) = Q,

Commz P1_(x) =
B
x>1

1.
Si x > a > 5 impliguc PIB(XJ,f 1/2 on a PlBrﬂa,lfﬁi 1/2.

> y B O a, 3 onsa > do sé) » ceci ' =0 = Y
Comme B ]a 1[ zst un ansemble de séjour, ccci donnc @B OB D]ail[. 0

5) 8i B ost un enscemble de séjour, contenu dans ]1/2.1[, ot si1 0 est

unc valeur d'adhérence de OB quand x —> 1, alors Oy = C.
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Soit D =~{GB > 1/2} + € > 0 étant donné, 11 existe x, > 3/4 tal

que O5(xo) < €. Soit a€]xo,10 ot F = ]1/2,a[. D'aprds 1a définition de P,
Y € _ mD ﬂ]a,ID )

PXI_X1 D ﬁ]a.l[] e PxD(l 6]&.1[] pour tout xe F. Alors par

récurrence 11 cst facile de voir que :

P X & Fs X, EF X €F, xn+1eon]a,1[J -

2

m(® Nla,10)

1-a

P X eF XpeFi X e Fu X eJa,1)

2

Alors, si 1 est le premisr instant de sortle de F, du processus,

on a :

PxoBre‘D 0 Jaaf] - 20 0 JaaD PXO[:XTGJa,l[] .

1-o
D’autre part, d'eprés 3),

c -
PXOES 0x €]0,1/2[1] é [110’1/2[@]&1/2[1 o X dP

1
>3 PXOD(TG«]D,I/ZD :

=}

Ceci donno :

Nlu—d

> 200x0) = 2 8 ) prlxe) = 2 P, 57 > P [x €10.172[].

Comme ch’l:xT e]a,l[] + PXOEXT 6]0,1/2[] = 1 on obtient Pxo['xTe 1a,1[] > 1/2.

Enfin, puisque ©_ est harmoniquc, tout ceci sc résumo ainsi :

B
) 1 1m0 n]a,1D)
e > gglxe) = gfz Ggox dP, >5P [Xe DnJa,1[] > 4 PR

Ce raisonnement étant valable pour tout<x€]xo,l[, il prouve gue

m(D ﬂ]a.l[)

1im = = 0, ot pulsque B ot D sont des cnsembles dc sé&jour
orl
équivalents {(cf. proposition 2}, ©_ = 0 d'aprés 4).

B
§) S1 B sst un ensemble de séjour contenu dans ]1/2,1[ (resp. ]0,1/2])

gt si OB # 0, alors GB[x) = x (resp. OB(x] = 1-xJ.
D'aprés 5) on peut supposer que O n'est pas une valcur d'adhérence

de 68 guand x — 1. Alors Px p.s, sur S, 6, o Xn ~— 15 pour tout x, donc

B
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B ot ]1/2.1[ sont associés au méme événement stationnairc S, d'ni le rfsul-
tat. (Il est clair que les deux énoncés sont symétriques 1'un de 1'autre).

On a ainsi prouvé guc ]1/2, llj, Iﬁ,l/Z[ sont des ensrmblos de sé-
Jour minimaux : c'cst-drdire que 1'algébre de Boole des classzs d'onecmbles
de séjour a quatre éléments : #, ]1/2,1[; ]Dﬂl/Z[, E. I1 est clair alors que
la frontiére de Feller ¢ st un cspace discrot a8 doux é1lémonts,

Une question se pose alors naturellement, Est-il pnssible d’éiendre
ce raisonnement au cas du disque, et méme au cas d'un domaine ouvert suffi~
samment régulier de R" » Plx,dy) étant alors la masure de probabilité équiré-
partie sur la plus grande bnule ouverte, centrée en x, rontenue dans le do-
maine. Pour prouver gue les harmoniques bornées pour P sont les harmoniques,
au sens classique, 11 suffirait de prouver, (2 1'alde du lemme de Fatou !...)
que, par le noyau de Poisson, il correspond & chagque fonction indicatrice,
borélienne, sur le bord, une fonction du type 8 : et récinrogusment. C'est
justement ve qu'on vient de faire dans le cas de 1'intervalle.

5) MESURES TERMINALES.

Le but de ce paragraphe est d’étudier les mesures définies sur la
frontiere, et de donner une représentation intégrale des fonctions harmoni-
gues bornées.

A chague mesure v sur (E.g] on peut associer les mesurss de Padon

v *

vetVvsurt? et ¢, définies par :

SF) = fE M) av si F e - i) = fE 7 e) v siog ¢ €0,

Ay —
Si v est une mesurede probabilit3. v et v le sont aussi. Dans co
cas v egt appelée '‘mesure terminale’ du processus de ot initiale v. En ef-
fet on a:

Proposition 5.

o~
. n =
La suite v P converge vaguement vers v .
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Démonstration.

Pour tout fe‘e():*) on a :

~
n -1 n___ n,,~1
f* fdvP fEJo (f) dv P fEP(Jo (1) dv.

I
Comma J:l[-F] eci“. on a lim Pn(JZIH’]) = Tr(J:l(f]), d'anrés le
n Nn -1 _
lemme 3. On obtient donc 1lim f*f dv P = f J(r(J, (£)))d v.
n z ®

Le résultat est alors une conséguence de la formule, valable pour tout f 637,

J(n(f)) = 1q> Jo (£1.

Le noyau x ~—* -E—;, de E dans ¢, (ex désirne la mesure de Dirac
gn x) parmet d'écrire la formule intégrale suivante :

fix) = [ A dE, redl.

Cette fojmule ast analogue & la formule, ditz de Poisson, é&tablie
par Furstenberg dans DB] (p. 374). Elle demende a étre précisse.

Proposition 6.

Soient v, et vy deux mesures de probabilité sur (E, 8], S'1i1 existe

L
un ™8el o > 0 et deux entlers k et £ tels que v, F’k <a I vl Pn, alors
- n=0
- — v )
Vo < a f v, et la densité -g—-v—?- a une wersion continue sur &.
1
Démonstration.

Soient P et Pv les mesures de probabilité sur (2, ) associses

(-]
1
a v, 8t vl. Solt S 6{: soit BEL , associé A S d'aprés la proposition 2.
On a :
k L n
Py (8 = [e8qdve = [ 05dv P <a nfl feogav P =

=a£fE @de1=a£Pv1(S].

Donc, sur P on a 1'inégalité P, S o &P, .Soit alors Y une
o —
1
v.a. stationnaire, bormée par (o), telle que (Y.Pv ) = Pv (sur . Soit

1 o
hé&e, associés @ Y d'aprés la proposition 1 : alors J(h) € € (31,



3t || < o ¢ at Jth) vérifie, pour tout £ € 6 (¢) .

[p 3t dV, = forth 3 d v, - [ v.zd F’vl - é zdp, - é £ dv,

1[?). Donc J(h) est la densité

ol Z est une v.a. stationnaire associée 3 3

cherchée.

Ce résultat jouera un rdle important dans le chapitre 3. Pour le
moment, il permet des prouver une formule intégrale analogue & la formule

de Poisson classique :
Supposons donnée sur (Efg) une mesure de probabilité v telle que,

pour tout x€E, il existe un réel o > 0 et deux entiers k et £ pour lesauels
[
k ..
sx PP <a L P". Sous cette hypothése le support de Vv est ¢, car v charge
n=0
chaque ensemble de sé&jour non transitoire. Alors, d'apreés la proposition F,
de_
f a une version continue unique sur ¢. Scit N(x,.) cette fonction con-
d v
tinue : N : E x & ——— R joue le rdle du novau da Poisson pour tout

h e Q{ on a la formule intégrale :

hix) = [ Jh(u) Nix,u) d V(u) (xeE).
o
L'hypothese sst vérifiée, en particulier, dans le cas ol (5,81 est un es-
. w
pace discret et ol chaque point est chargé par I v P,

n=0
6) RELATIVISATION. FRONTIERE TOTALE.

Par le procédé classique de relativisation, on étudie dans ce pa-
ragraphe les fonctions harmoniques neon bornées. En particulier, on construit
par une nouvellc méthode la frontifre totale introduite dans [ii].
Définition 7.

Un ensemble B de & est dit fermé (stochastiquement) si la suits
D(né‘, B] 8st crolssante Px p.S. pour tout x.

Les ensembles fermés sont caractérisés par, soit o, = 1H, soit

B 3

Y =1 c Cz sont des ansembles de séjour.



Lemme 5.

Si h est une fonction harmonique., positive, finie, 1'ensemble

B = {h = 0} ast fermé.
Démonstration.

Si hi(x} =0, on a IE h(y) Plx,dy) = 0 d'aprés 1'harmonizité de h.
Ceel donne aussitdt 1‘.3 PlBC = 0 gt 1B Plr3 = IB donc °g = IB .

Le processus relativisé par h (harmonique, positive, finle) a pour
gspace des états Eh = {h > 0} (muni de la tribu induite par 81 et pour pro-
babilité de transition Ph(x,B) = Fn%;f]' fm hiy) P(x,dy) (erh) (on a bicn
Ph(x,Eh) = 1). D'aprés le lemme 5, la suilts D(nGEhl ost décroisssnte - alors

1'espace des trajectoires du processus relativisé est ldentique 3 1'événg-

ment stationnaire (N [XnGEh_] . On peut alors: considérer que les mesurcs
n

P:(xéEh] sont définies sur (2, ) ot vérifient P: (N [x e Eh]] = 1, a2t
n
que, d'autre part, les évenements stationnaires pour le processus relativisé
sont les éléments de la tribu\‘?ﬁ [(\ [_-Xne Eh]] qui est contenue dans t?
n

Sur les cylindres P: est donnée par :
°

Ph 18 (Xo) 1
= —Q .. . ’ —
Xo(Xo€Bos e, X EB ) em fBlh(xll Plxo,dx,) AT [82
- f hix ) P(x dx )
hix_ .) ‘B n n-1"""n
n-1 n
lF\ (xo)
- o
Sem) IBL P(xo.dx,) IBz ceeen [Bn hix ) Plx__ »dx ).

On note 'Kh 1'espace des fonctions harmonigues pour Ph,

Proposition 7.

f F— f/h (fonction définie ssulement sur Eh). définit un isomor-
phisme, positif, de 1l'zsspace vactoricl des fonctions f, harmonlquzs pour P,

pour lesquelles il existe a > D tel que Ifl < ah. sur '3{]



- 49 -

Démanstration.

On vérifie immédiatement que. si f est harmonigue et vérifie 1'hy-

potheése, f/h est bornée ot harmoniquc pour Ph.

Les résultats obtenus dans les § 2 et 3 sont encorc valables pour
; s s . %@h . h h
le procossus relativisé. En particulicr est isomorphe 3 € (¢ ') par J,
. .h N .
ot ¢ est la frontiere de Feller du processus relativisé. Lzs fonctions harmo-
nigues comparables 2 h, sont représentées sur Qh par l'intermédiairc de
1’ isomorphisme de la proposition 7.
On va obtenir la frontiérc de Feller totale on recollant tous les
gspaces ¢h {(h harmonique, positive, finie). Le but du recollement est d'iden-
h

tifier las parties de ¢h° ot ¢ 1 qui représcentent les fonctions harmonigues

comparables, & la fois., & h, et h,. On note Ekh et wh les correspondants do

1

Jt et 7 , pour le prococssus relativisé.

Lemme 6.
h+1 1 h+1 h+1
——— s F . R ! } 5' y
Px 2 FOOTI P, pour tout xeEg ; ck c ok ot sif e c)L“
hel, £, 1 h+1 _
on anm [m] = T'\:_l TT[?], m(m (f)) = m(f).

Démonstration.

o e ot s o e 70 T S B

L'inégalité F’h+1 > L F est évidente sur las cvlindres - elle
x — hix)+1 x

, oy h+1
est donc vraic sur & . Alors, si lim f o Xn cxiste Px p:S. pour tout x,
n + h+1
elle existe Px n.5. pour tout x. Donc éih 1 C:ot- Si f e dk , alors

n

£ h+1 h+l, £ . _ h+1 .1 . n 21
e €<9h et w [HIEJ = lim (P ) [h+1) ] lim P £ - m(f).

Enfin, si e k™, o

+1 . . h+1
T (f) ~st la fonction harmonigue pour ©

assoclée & la classe par rapport aux P:+1 de la v.a. stationnaire

Z=limfoX_ - nean* L
n h+1

a la classe de 7 par rapport aux Px= Donc w(m “(Ff}) = n(f).

(f)) est la fonction harmonique pour P, associéc
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Lemma 7.
T §6h+1 —— 3@ est un homomorphisme d'algébre de Banach,
positif, surjectif.

Démonstration.

———— e o~

Comme "Kh*l < d‘,hﬂ' ch: » ™ est blen défini sur 13&!‘»*1 - 71 st
linéeire, positif, et n(1) = 1. Pour prouver que m gst multiplicatif 11 faut
prouver que w(wh+1(fg]) = w{n(f) w{gl), f. g € ﬁ{h+1. D'aprgs le lemme 6,
(" lefg)) = w(fg) s 1'6galite m(fg) = w(n(f) m(z)) résulte immédiatement
de la définition de w. Enfin si f € Sﬂ , soit Z une v.a. statlonnairz t2lle
que Z = 1lim f o Xn PX p.8. pour tout x. A la classe de 7 per rapport aux

P:+1 on peut associer un &lément de %K“*l dont 1'image par 7w ast f.

Cecl impliqus qu'il existe une injection continue g : ¢ — ®h+1

h+1

qul vérifis, si f € ﬁ£h+1, J(n(f)) =3 (f) o q. {(cf. [12] p. 278). Ellc

posséde la propriété suivante :

Lemme 8.
h+1
q(®}) est ouvert et fermé dans ¢ .
Démonstration.

Pour f €T§&h+1, les égalités Jh+1(f] oqg=0¢et n(f} = 0 sont

équivalentes. D'aprés le lemme 6, n{f) = 0 si et seulement si nh+1( f

h+1
h+1 h+1, 1
autrement dit si et seulsment si J (£f).J [E:T] = 0. Donc gqf?), qui est

h+l 1
['F{;—l') > 0}.

]=Dl
évidennmnt fermé, est identique 3 1'adhérence de 1'ouvert {J
Mais cet ouvert est aussi fermé, car il représente dans ®h+1 1'ensemble de
séjour (pour Ph] assoclé & la classe de 1’'svénement stationnaire

1
{lim (H:T] o] Xn > 0} .

Tout cecl est encore valable si on remplace 1 par une fonction har—
hoth
1

monique positive, bornée ou non. On note g 1'injection continue de ¢h°
ho
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he+h
dang ¢ 1, Sur 1'espace I " {réunion disjointc des ®h, h étant harmoni-
h ho*h ho+h
que positive finie) la relation définic entre x et y si g (x) = ay, l(y],
o h h, 1
xed°

, y€9 l. est une relation d'équivalence. La réflexivité résult> do
1'injectivité des fonctions g, la symétrie est évidente, et la transitivité

résulte a la fois dr 1'injectivité et de la relation
h°+hl+h2 h°+h1+h7 hoth
qho qho+h1 o] th qu'il cst facile de vérificr.

Définition 8.

Fay
La frontiére de Feller totale. ¢ , est 1l'espace quotient de T @h
h
par cette relation.

Théoréme 4.

A
¢ est séparé. Si £ désigne la prciection canonique de ¢ @h sur %.
h
h ~
alors £(% ) est nuvert ot fermé dans ¢, pour tout h.

Démonstration.

Le saturé de Qh, pour la relation, est ouvert et fermg dans

z ®h, d'aprés le lemme 8. Donc E(@hl est ouvert et fermé dans 4. Soicnt
h h

A
x et y deux points distincts de ¢. Soient u' € ®h°. v' €9 1 tels qu
h°+h1 h°+h1

E(u') = xet E(v'} =y : 51 u=qg (u') et v =g (v'), onau# v
ho+h. ho h1

dans ¢ ‘. Soient U et V deux voisinages cuverts, disjoints, de u et v
hoth

dans ¢ 1. Leurs saturés sont encore cuverts et disjoints. Donc g(U)} ot

»
E{V) sont deux voisinapes ouverts disjoints de x =t y dans ¢.
s ; R . .h h h
Motons que, comme & est injoctif en restriction &8 & , £(¢ ) ot ¢
sont homéomorphes. Notons aussi que pour toute partie U ouvertz ot compacte
de 8, il existe h telle que E(Qh) = YJ. 51 U est contenus dans £(®), il existo

un enscmble de séjour B tel gue J{O0_) = 1 + 11 est facilc do voir

0 tlanne

B
que £(¢® ") =1U. 51 U n'est pas contenuz dans £(2), on peut se ramencr faci-~
lement & ce cas, car U est recouvert par un nombre fini d’'ensemblas du type

ey,






- 52 -

CHAPITRE II

e p———————— e .

PROPRIETES ERGODIQUES ET FRONTIERE DE MARTIN CONCRETE

Ce chapitre est consacré & la construction et & 1'étude de la
frontiére de Martin d'un processus possédant certaines propriétés de ré-
gularité. Appliquée au cas ou 1l'espace des états ost discret, cette cons-
truction sst identique & la construction classique (cf, ElD], DB], [23] s
EZEI], [13]]. Les limites qui apparaissent dans le théoreéme de Chacon et
Ornstein jouent le role des quotisnts des fonctions de Green. Comme dans le
cas discret le résultat fondamental & é&tablir est la convergence des tra-
Jectoires 1le long de ces fonctions. Pour cela on utilisera les méthades
de la théorie ergodique.

On reprend la situation du chapitre précédent. Mais, de plus,
on définit, une fols pour toutes, une mesurs de probabilité m, sur (F, g].
vérifiant m P << m (m P absolument continue par rapport 3 m). Dans ce cas,

P induit sur LI(E,@,e, m)} un opérateur markovien T : si fe L1[E.$, m), si

d(f.m)P
dm ’

Son traneposé T¥, dé&fini-sur Lw(E, (f, m) vérifie T glx) = Pg(x) mp.p..

(fm)} désigre la mesure da densité f par rapport @ m, on a Tf =

Ces deux opérateurs se prolongent aux fonctions g-mesurables positives par
continuité monotone (cf. [22] chapitre V). Désormals notre étude portera sur
les fonctions h, définies & une m~équivalence pr2s, bormées ou positiwves,

qui vérifient 1’équation T*h = h, Ces fonctions seront ancere anpelécs

"harmoniques”.
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1) QUOTIENT DE LA FRONTIERE DE FELLER PAR LA MESURE m.

Le but de ce paragraphe ast demontrer que la construction du cha-
pitre 1 (§ 2 et 3) est compatible’ avec la relation d'#énuivalence définie
sur les fonctions mesurables par la mesure m. Plus précisfment on veut prou-
ver gue cette construction est encore valide quand on remplace 65 nar Lm[m].
P par T, ot 1'expression P P+S. DOUT tout x par Dm p.S.

Proposition 1.

Pour tout he:Lm(m], tel que T¥h = h, 11 existe h'e t=11le que
+

h=h' mpep. ot [|n]]_= |In']].
Démonstration.
Soit f un représentant, dans &, de h, tel que ||[f]] = [|n]]_.

Comme T*—h = h, on aPf=+Ffm p.p.. Pear récurrence on définit la suite

fn = (an_ll A £ (borne inférieure dans ® do PFn_ et f). Comme ?1_§ fa

1

et que, si f < ¥ = (Pf ) &+ £ < (Pf J A F = F , cetts suite
— n- n - n-1 n

onaf
n n-1’ n

+1

est décroissantz. Soit hy = lim fn. Comme P?n > Fn+1’ on a Phy, > hy et 1a
suite p" hy, @st croissante. Il est clair que sa limite h’ ast telle que

he M qua bt = homopep. et [Int]] = |kl

Soit H 1'aleeébre de Banach réelle, quntient de aﬁ par la rclation
associée & m. D'aprds ce résultet H = {geLw[E,(?, m - T*g = e},

Proposition 2.

La formule glx) = %2 Y (w) Px(dw] m p-p. définit un isomorphisme
d'algébre, positif, isométrique, entre H et Lm(Q,ﬂP, Pm) : de plus la suite
3 v dm = P .
gvo Xn converse Pm p.s. vers Y et IE g dm LQ Y d m
Démonstration.

Si geH, on prend pour Y la classc dans LN(Q,ZY, Pm) de la v.a.

stationnaire associée au représentant g’ de g donné par la proposition pré-



-~ §4 -

cédenta. Cecl n'est pas ambleu. car, si g, et 7y sont deux éléments do» 9@

épaux presque partout., las limites lim g, © Xn et 1lim gl a] Xn données par
n n

la propositiorn 1 (charitre 1) sont égales Pm p.s.. Ce résultat ast donc une

conséquence de la proposition 1 (chapitre 1) et de la définition de 1la struc-—

ture d'algébre cd» H.

Lemme 1.

Pour tout Béwg, tel que lim 1r3 o Xn oxiste Pm p.s., 11 2xiste

..n
B'e I, tel que OB' = OB et B=3" mp.p. .
Démonstration.
Dans le cas ol 9 = 0 mn.p., 11 suffit dc prendre B’ = BN{o, = 7}
cat ensemble sst dans I car 11 vérifie 03, < Og done lB' On, = 0, donc
OB' = 0 d'aores le lemme 1 du chapitre 1. Dans leo cas général, scit B, €L
tel que OB° = GB. Comme: I:m 1B 0 Xn = lim OB o Xn Pm P-S., ON A
Pm[A(BC)f\ A (B8,)) = 0 ; en effet, sur A8%) on a Pm n.s, 1lim 0y 0 xn = 7,
et sur A(B,) on a Pm pP.s. lim OB o Xn = 1. D’apr®s 1'inclusion
: ]
A(B°N\B,) < AB®) M A(B,) on obtient O . =0 mp.p. + de mémo
B NB,
=1 aDo a C}, o el 3 sie S, ik 3
OB()BS Omp.p cient Rl et BZ lgs ensembles transients, associfs &

BC(\Bo at B(\BE , trouvés au début. L’ensemble B' cherché est (3, - BI)L)POE

£

Proposition 3.

Pour toute fonction f mesurable m-assenticllement bornées telle que

m f o X existe P p.s., 11 existe f’ec/%’ telle que £ = ' m p.p..
n

Démonsgtration.

Le lemme précédent donne le résultat pour une fonction f étapée
dans ce cas on peut choisir f' tellc que [IFII°° = IIF'II. Si f n'est pas éta-
gée, 11 est facile de prouver, on adaptant la démonstration du théoréme 1

{chapitre 1, a=—===c]), qu’'il existe unc suite f, de fonctions étapdes vé-

k

(-]
rifiant kfl IIF-—kaw < = gt 13‘m f, 0 X existe P r.s.. Soit g et
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- fk m p.p. 8t llg&|| = ]'fk+1 - fkllw. Alors la série

t:lle que gé = fk+1
T gi converge dans df : 88 limite est 1la fonction f' cherchée.
k=1

Soit A le quoticent da,ét par la relation associée & m. D'aprés ce
résultat A est la sous-algdbre fermée de Lm(m). formée des éléments f tels
que 1im f o Xn existe Pm PeSss

n
Solent ¥, g 66*' vérifiant f = g v p.p. , alors n(f) = 7(g } m p.p.
car n(f) = 1lim P" £ ot nlg ) = 1lim p" g. Donc la projection m passe au
n n

quotient. On note encore 7 la projaction ainsl définie de A sur H. Elle

possada les propriétés :

- si geA, alors n{g) = lim T"én g.

- mglx) = f

n
0 1l11mgo X, dP mp.p. et |[rel| < |lgll_ .

- 7 est multiplicative de A sur H.

Désormais ¥, o, 0, désigneront les classes des fonctions définies
dans le chapitre 1 : par ensemble de s&jour” on désignera un &lément de ¥
défini 3 un ensemble de mesure nulle prés - deux ensembles de séjour D et D
saront dits équivalents si GB = OD m p.p.. Alors 1'algébre de qule des
classes d'ensembles de séjour est isomorphe & 1'algébre de Boole des classes,
pour la mesure Pm. des évanements stationnaires ; d'aprés la proposition
2 (chapitre 1) et les résultats précédents. L’espacea compact. totalement
discontinu, associé & cette algdbre de Boole sera encors appels “frontidre
de Feller” at noté ¢. (Il est facile de voir aue cet espace mst le support
de la mesure terminale m) ; J désignera toujours 1'isomorphisme positif,
isométrique sntre H et f?[@]. Dans de cas ¢ est un espace Stonien (compact,
extrémement discontinu) car 1'algébre de Boole des classes, pour la mesure

Pm’ des &vénements stationnaires cst compléte.
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2) ETUDE DES LIMITES ERGODIQUES.

Le théoréme de Chacon et Ornstein (cf. [8]) affirme que, étant

n
L Ti ¥
donnés feLl ch}, la lim —1-;‘-0——-———- oxiste et est finie m p.p. sur 1'en-
n i
I T g
1=0

[+ ]

semble { £ T g > 0}.
i=0

Dans cs paragraphe, on étudis le "comportement & la frontidre de cos fonc-
tions. Comme on le wverra, les résultats obtenus pénéralisent deos résultats
classiques dans le cas conservatif ( cf. [7], [?2], [b]]. D'aillaurs dans
ce cas la situation est particuliérement simple.

Proposition 4.

S1i T est conservatif, I aest égale & la tritu des invariants {modulo

m) et A

H. De plus, s1 h€H, la v.a. hp X, est stationnaire (Pm $.5.),

]

et hix) fé hoX, d Px mp.o.

Démonstration.

Soit g 1'ensemble invariant znpgendré par B. On a WB = la donc

B

des ensembles de séjour sont lss ensemblcos invarients. Ceeci gntrainn A

Oy = lg. Si B€ L, alors 1B + lﬁb = 1, donc B = % mp.p.. Bonc 1las classes
B

Heo

Soit B € I. On a Pm[X,,E n, X,€0% = fJig 7% 150 @m = 0 ot de

1
méme, PmD(°€ R, xlsaj = 0. Donc [Xoe Hled ot 1,(x) = Px[x,,eﬂ m PaPe.

Cecl prouve la seconde partie cer H = Lw(E. I, ml}.

Proposition 5.

Soit fe‘Li. L'ensemble { & Ti f > 0} est le plus petit ensemble
1=0
fermé contenant {f > 0}.
Démonstration.

o«

Posons B = { & Ti £ > 0}. On a les relations :
i=0

[+ [+

0=f_ = Tifdm=f+‘(§ T*i1c)dm_>_ff ¥ _ dn.

B~ 1=0 1=0 B B
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al i
L'inégalité T¥ ¥ <y _implique 0 = [f . ™y cdm= [T f Ly an

B B B B

pour tout i, d'ol ¥ o - 1 . Ceci prouve gque B est fermé.
B B

D'autre part, soit D > {f > 0}, Si D est fermé. on a ¥ =1

d’ol O = jw c £ dm zf? c Ti £ dm, gucl qus soit i. Ceci prouwe
D D

DPecl T~ f = 0} donc D28,

Appliqué au cas conservatif, ce résultast donne le résultat classi-
que : <<{ I T £ > 0} est le plus petit ensemble invariant contenant

i=0
{f > 0l}>>,

Théoréme 1.

8

i

Soit fc;L}} Soit B = { T f > 0}. Sur A(R) on a

™

) 10
Um (s T- f)oX =+ P p.s., , sur (AB))C on &
n m
n 1=0
i
lim (2 T f) oX_ =0 Ppp.s. .
n
n i=0
Démonstration.

- -t " T a0 L2 aen vt

Comme B est farmé on a A(H)C = A(Bc] : sur cet ensemble la limite

étudide est évidemment nulle.

o«

Pour tout o > 0, pasons B = { I Ti f <alnB. On a:
o0 oo * 1=0
i
/ I T fdm - [fo0 (P [X€B]) dnix) <«
Ba i=0 i=0

Donc
i=0

=<
@B(x] < I P D(.eEan pour tout entier 2, on obtient 1'égalité O
a Tgep XTH BOL

ot 8

Px [216 B;] est fini m n.p. sur {f > 0}. Comme

n
jan ]

m p.p. sur {f > 0}, Comme {GB = 0} est un ensemble farmé (voir lemme 5.
o

chapitre 1) la proposition 5 implique 1'égalité 6, = 0 m p.p. sur 7., Alors,

B
o

d'aprés le lemme 1 (chapitre 1), on a QB = 0 mnp.p. et donc

AB) = a(8%) Pm p.s. . Puisgue o est arbitraire et que
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oo

i

Hm inf (z T f) o X, >a sur‘A(BZ]. on obtient

n

1=0
4

lim (¢ T f) o Xn =+ Pm p.s. sur p(B).

n

i=0

Appliqué au cas conservatif, ce résultat donne le résultat clas-—

sique :

<< I Ti‘F=00u+m M Pepa>> s

i=0

Lemme 2.

L'opérateur de translation t est une transformation non sinpuli?re

de (Q,T;. Pm]" Seit W 1'opérateur associé, défini sur Ll(n,33, Pm). Alors

witf 0 Xo) = Ti f) o X, pour tout sntier i, et tout-FeL}[E.f. m}.

Démonstration.

Pour prouver la non singularité de t, i1 faut prouver que

Pm(t_ltF)) = 0 si Pm(F] = 0. (Fe ). D'apriés la propriété de Markov,
~1 _ - _
Pt (F = E[E ot |x]] Em[EX1[1F3]. S1 P _(F) =0, la fonction

x> P _(F) est nulle m p.p. Alors Em[[Exl(lFJ] = [g (D) P _(F) mldx) = O.

W(Y) = —

L'opérateur W est défini ainsi : pour Yel_ltgﬂy. Pm).

d t{y P )

JTF‘JE" ol t(Y.Pm) désigne la mesure image par t de la mesure de
m

densité Y par rapport a Pm. Son adjoint W¥ vérifie w¥z) = 7 o t, pour

€ f»(Q,ﬁF, Pm], Pour prouver la formule .annoncée 11 suffit de prouver, pour

tout cylindrs de T [Xo €Aq, - s X €A, 1'égalité :

: = a
]EXoern-u.,XnEA’;l W o Xo) d P [y e Rosnnnix €aTF) 0 %o d Py

Dr f[xoer:--;XneA';]w{f 0 XO] d Pm = ID(léAo--.an'*léAr]‘F o xo d Pm

[£xo) dmlx,) on Plxosdxy) wew fp Plx s dx o)

n

+

= [f(xo) dmlx,) P(IAO(') fAl PCdx,) ... fAn Px s dx_

1]] (xo)

= [, TFlxo) dmixo) fAl POxesdxy) e [An "1 ffxig\zlc-)-f\o

Par récurrence la formule s'’étend alors & tout entier 1.

d P
)
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Lemme 3.
Soit Z€L}[Q,ﬂi, P.)- 81 7 est une v.a. stationnaire alors
W(Z) = Z.(W1).
Démonstration.

Pour tout F € Si on peut écrire

[ewzydP = fz01 0 t) d P = [tz 1) 0t d P o= fez01) AP,

Lemme 4.
Soit fe:Li (E.g , m). Alors lim t—n { Nl ( f oX,) >0} =

n i
{Emff o X, 187 > n1.

1 8

n

Démonstration.

— e - = o o

En appliquant la proposition 5 3 l'opérateur W, on voit que la
suite t " { % W

i=0
petit &vinement stationnaire contenant {f o X, > 0}. Le résultat s’sn déduit

(f o Xo) > 0} est croissante et que sa limite est le plus

aussitdt.
Théoreme 2.

Soient feLl(E,f. m), geLi(E, g, m), B le temps d’entrée dans

_‘
[
_+)

L]

{= Ti g > 0}, La suite | lim
1=0 k

[N
jum

— o X converpe P +S. VErs
n+8 z m P

IR

[N
(]

Em[FOX°|§] uand n — w©, sur (B < ]
Em|go>(°ljj_ q - su ’

Démonstration.

o

Comme l'ansemble { £ T g > 0} est fermé, et que

w 1=0
[ <] - Uk, e ™ 5 > 0Y], 1a suite est bien définie. Sans perdre de
' n i=0

généralité, on peut supposer f > 0.

Plagons nous d'abord dans le cas ol g = 1, et notons pour alléger

= (f/g]T . D'aprés le lemme 2, le résultat annoncé se ramdne 3
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lim{f o Xoll]w o t"
n

=g [Fox, [fIP ps. .Sotte>0et

F={(fo )<<,/1]w > {1+¢) Emff o X, H’:]} . D'apr2s les lemmss 3 et 4 on a :

FedE [Fox ] >0} V{tFoxe/E [Fox, | £y, > 14e} .

u

Soit G = F O {1dm sup t "(F)}. En appliquant le lemme ergodique

n
maximal de Brunal (cf. [5], [-1]] a 1l'opérateur W on obtient :

f&t'"ts)

foX,dP > (1+e) o wn. O [FOX 18] a e .
()t
n=0 n=0

00
Corme U t_n[G) = {1im sup t—n (F}} et gus cet éveénement sst stationnaire,
n=0 n

on déduit de la définition de 1l'espérance conditionnelle 1'8galité

Pm {1im sup t "(F)} = 0. Ce raisonnement étant valable pour tout € > B8, on
n
obtient 1im sup (f/1). 0 X < Em[:f o Xo |¥] P, P-8. Par le méme raisonne-
n
ment, on prouve que Pm {1im sup t "(F')} = O o
n

Fr = {(f o Xo/1), < (1-¢) E, [F ox, |'¥]) et on trouve

lri;m (f/1) 0 X = Em[} 0 X |§] P p.s.

On passe au cas général en utilisant, d'une part

-]

(f/g), = (£/1)_ (1/g), sur { L i g > 0}, et d'autre part
T T T 1=0

{Em [g o X I:f] >0} = [B < »],coei d’apras 1ls lemme 4,

Ce théoréme admet plusieurs corollaires importants. Le premier de
ceux-~cl énonce un résultat, presque équivalent au théoréme, qul a été démon-
tré dans [2] par une méthods différents.

Corollairs 1.
Sig>0mp.p. et sl (f/g)Te L (e, &, m), alors (f/g); €A et,

pour tout h€H, [ h fdm= [n (h[f/g)T]g dm.
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Démonstration.
La premiére assertion est une conséquence immédiate du théoréme 2.
D'autre part, si Z est la v.a. stationnaire associée & h, d'anrés la propo-

sition 2, on peut écrire :

£ [Fox, [F]

m(h(f/g)_) g dm = 7 e g 0 Xo dP_ = [ E [7.0F 0 X))
jE T fQ Em[g 0 Xo |\§'| m S m ‘

; IE Fx) mldx] jb Z(w) PX (dw) = jE h.f dm.
Appliqué au cas conservatif, ls théocréme donne la valeur de la

limite du théoréme de Chacon =t Ornstein (ef. Eﬂ ).

Corollaire 2.

Al
5T

Si T est conservatif, alors (F/g]T =

Démonstration.

I1 suffit d’appliquer le théoreme 2, la proposition 4, et 1'égalité

E[f | ] o X, = E[f o X | £].

Appligué au cas ol l'espace des états est discret et ol T est dis-
sipatif, 1le théoréme 2 donne le théoréme classique de convergence dy proces-
sus & la frontiere (cf. [10]. [16]. [23]).

Carollaire 3.

Soient (E, &) un espace discret et » une mesure de prebabilits
=]

telle que 0 < I v Pi < o, Alors, si K(x.y) désigne
i=0
E EX Pi[y)
1:O , la suite K(x.Xn) converge f p.s. pour tout x€E.
T v Pi (y)

e
o
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Démonatration.

e = e s 0

Soit m uns mesure do probabilits sur (E; &) qui charge chaqua
i de, P
1 X S Ti 1, 4, donc
{x}

ot — T = 2

dvP ‘
mix)

point. Posons g =-%% . 0 8 =g = T
; (y). 11 est ‘manifcste alors que cet énoncé résulte

- ,__l_.
Kix.y) mix) { }
.du théorgme.
3) LA FRONTIERE DE MARTIN CONCRETE.

Le calcul qui vient d'8tre effectug montre gu’il cst-maturcl d'uti-
liser les limites de Chacon ot Ornstcin pour obtenir une généralisation de
la frontiere de Martin.: Le thHéoréme 2 jouera dans ce paragraphs

sulvantes :

un rdle fon-

damental. On se donne les hypothésos
(I) € sst un espace topologiquc localement compact & basz dénombrable
f? est la tribu des boréliens : m est une mesure de probahilits qui charge

chaquse ouvert.

(II} T est dissipatif.
(III) Pour tout fe f?kte) (espace deos fonctions continues 3 support com-

[-~]

Ti f a un représentant continu.

pact sur E),
i=0

SoitﬂeéLl. la densité par rapport & m de la mesure initialc du

processus.
!
avy £ 7 (P a un représentant continu.
i=0
(V] f (p dm = 1 : pour tout compact F de E, 11 existe un réel a > 0 ot

L
un entisr £, tels qus I Ti(f > o sur F.
i=0

Lemme 5.
Pour fe ‘6 K (E)s [F/CP]T gst bornéa.

Démonstration.

- " - -

On peut supposer f > 0. Soit F le support de f. Solent a et % les
lell %2 4
£ T ¢ . Comme

nombres associés & F par (V). On a f <---~
i=0
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“ i n+2 i n
Tj (2 T@)l<e(z T°¢@), etque limT (
0 i=0 i=0 n i

LU A TP

Tlcp] = 0 d’aprés

L e

J 1

(II), on obtient 1'inégalité [F/CP)T j_llgll 2

Désormals on note Kf le représentant continu do (f/tflT, donn® per
les hypothéses (III) et (IV) pour chague f €& L4 k(E], Ce représcontant est uni-
gue d'apres (I},

Définition 1.

Soit E*Ile complété de E par rapport & la structure uniforme 1la
moins fine, compatible avec la topologis, et rendant uniformément continues
les fonctions Kf (fe € k[E)]. La frontieére de Martin (concrote) du proccssus
est 1l'espace M = EX - E. (cette frontidre ost dite concrate pour la distin-

guer de la frontifrs nui szra construite au chapitre 3).

Soit (fi)i= une suite dense dens %2K[E), La suite (KfiJi -

Ouus
est dense dans {Kf : f& %?K(E]} pour le voir il suffit d'utiliser la ma-
joration de Kf donnée au cours de la démonstration du lemme 5. La topolozie
de E* peut alors se décrire ainsi : soit d1 una métrigue sur £, compatiblc

avec la topologie, pour laquelle 12 complété de E est 1e compactifis

d'Alexandrov (elle existe d'aprés (I)) - soit d, un écart sur E défini per

o]

d,(x,y) = iEO Wy lei(x] - Kf, ()

z willKFill <o . E¥ ast le complété do E paur la métriqua d1 + d2n
i

, ol les vy sont> 0 et tels que

D’'apreés le lemme 5 lsgs fonctions Kf sont bornées, et E¥ zst com-
pact : E est ouvert dans ¥ . Donc M est compact : d'apres ce gu'on vient de
voir M est aussi métrisable. Pour tout Fé'%g «{E), XKf se prolonge par con-

tinuite a EX ; ce prolongement sera encore noté Kf.
Si E est discret, si la mesure initiale v vérifie 0 < I v et o< w,
. i=0
il suffit de supposer gue E est muni de la topoloric discréte et que m est
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une mesura qui charge chaque point pour que les hypothdses (I) (II) (III)
(IV) (V) soient vérifiées. La définition de la fronti®re de Martin donnée ici
généralise alors cells donnéas par HUNT (cf. E)d]].

Comme dans le cas discret on peut énoncer le :
Théoreéme 3.

Le processus Xn converge (pour la topologie de E*) vers une v.a.
X a valeurs dans M, Pm p.S.. S1 4 8st la mesure sur M, image ds P“P m) par
X, On a [E f dm = IM Kf du pour tout £ € € K (E).

Démonstration.

Soit F un compact dec E. D'apréds 1'hypoth2se IV et lc théordme 1,
le processus sort de F Pm n.s. en un temps fini. D'aprds le théoréme 2, la
suite Kf o Xn converge Pm p.8. pour tout f €8 k[E). Alors, vu la définition
de E*, 1a suite Xn convargs Pm p,S. Vers une v.a. X°° a valeurs dans M.

S1 f€ ‘@K(EJ, 1a formule intégrala s'obtient, 3 1'aide du théordme 2 :
_ f Em[¥ 0 X, lf]
(¢pm) Q Em[g 0 X, [:f]

!MKf‘dusfﬂKfondP (foX)dP =

fgfoxode= [ £ om.

La fonction harmonique 1 est donc représentée sur la frontieére par
la mesure uy. Pour obtenir la représentation des fonctions harmoniques [Q’m]-
intégrables on utilise le procédé ds relativisation introduit au § 6 chapitre 1.
Soit h une fonction harmoniqus positive telle que fh Y dm=1.
Comme [h ¢ dm = f h i ¢ dm pour tout 1, i1 résulte de (V) qua h est lo-
calement mrintégrable. Alors, si m(B) = 0, on a P(x,B) = O m p.p. at aussi
Ph[x,B] =0 mp.p. , donc m Ph << m (on reprend les notations du § 6 ch=-
pitre 1). Soit alors Th 1'opérateur sur L1[Eh,m) associé a Ph. L'opératsur Th

i
vérifie la formule h Ti[f) = (Th) {fh) pour tout entier 1 et tout f te) qus
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c
f h eLl(m]. car (Eh) = {h = 0} ast un ensemble fermé (Lemme 5 chapitre 1)].

En particulier, si f €€  (E) on a1l (/9] = ($n/cpn)_

£ h

Théoreme 3 bis.

. h
Le processus Xn CONVEerFe VErs uns V.a. Xm a veleurs dans M, Pm p.S.

S1i uh est 1a mesure sur M, image de P ) par Xm, on a

h
(P hm

h
Je #ham= [, Kf du' pour tout fe € (E).

Rémonstration.
On a 1'épalités T (T) (Phy=h (T T °¢). “lors, commec h cst
i=0 i=0
localement m-intégrable, le processus scrt de chaque compact en un temps fini

h h h n
+ D
P[ﬁ?hnﬂ p.sS.. Cecl est encore vrai Pm p.S., car les mesures P[q’hm) et P

sont équivalentes en restriction 3 EP. d’apreés 1'hypothiéise (V). En appliquant
le théoréme 2 & 1'anérateur Th, at 1l'égalité 1 h(F/(P]T = (Fh/ceh) Sl

voit que la suite Kf o Xn converge P: PaSa poui tout fe'\@ K(E]. CZci,prouve
1a convergence dc Xn vers X_. La formule intégrale 2st encore unc simple. ap-

plication du théoréme 2 :
h
E_[(#h) o X,15]

Q E;[(c?hJ o X, |5]

jMdeuh=f Kf o X, dP

h ;
A kph) o Xo oP | = [ Fh oam.

h =
hm)

h . oh _ ohen
(¢p hm) (¥h'm) Cep theh’ ym)

met de prolonger 1'application h —-——*-uh en un homomornhisme positif de 1'es-

L'éralité P est évidaente. Ellz per-
pace vectoriel des harmoniques (P m)-intégrables dans l'espace vectoricl des
mesures finies sur M . de plus on a [ " ¢ dm = uh[M].

Dans ce cedre il ne semble pas possible de montrer 1'unicité de 1=
représentation : ni m8me de montrer que chaque mesure sur M définit une fonc-
tion harmenique. Dans le cas discret, 1'unicité de la rerrésentation résultc
du théoreme de Choquet, cf. Bﬂ car alors il ast nossible d'idantifier les
fonctions harmcniques et les mesures v sur £ qui vérifisnt v(Tf) = v(f}.

{cf. [25]). Dans Eﬂ on peut trouver un systéme d'hvpothfses, plus fort nue 1o

nBtre, qui permet ecatte identification et qui donne 1'uncité dez la représentation.
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Néanmoins 11 gst possible de démontrer ici, les résultats suivants,
qui sont bien connus dans le cas discret (cf. [23])

Théoréme 4.

Seit h une fonction harmonique (P m)-intégrable. Soit uh = Ut
la décomposition de Lebesgue de uh par rapport 3 p. Alors la suite h o Xn
converge vers u o X, Pm PeSen

Démonstration.

—— e S i o i e 2 o s

On peut supposer h > 0. D'abord étudions le cas ol Mg = 0. Pour

tout f G“eK[E) on paut écrire :

E [f o x,|¥]
_ h _ m o4
[ #h dm &1[F 0 Xo)(h 0 X,)d P = [ Kf au = é E T o o ig) (WoxdPe s

= f(foxol (fuoX )dP_.
2 z m

L'égalité [ (foXe) (hoX) dP = [ (foXe) (uoX))dP astencore
Q

valable si on remplace f par 'F(TiC?] qusl que soit 1'cntier i1 (car d'aprés

Iv Tiq) gst bornée sur les compacts). En appliquant le lemme 2 on obtient

alors : [ (f o Xn)(h oX1dP ) = f[f.Tan] o Xo (uoX))d P, =

{pm

[(FoX )uoXa) dP . Cette 6galité prouve Lox, I x]=nox.

E(Lp m)
) Eu o X, | Xn—]. d'aprds la propriété

(pm)

Comme E luox | x v.xe] = E

(cpm) o n (cpm

de Markov, le théoréme des martingales donne lim h o >(n =uoX,
n

Ceci est encore vrai Prn p.S. car las mesures Pm et P sont %quivalentes

Pm

P[Cf m) P«S..
en restriction a TP, d'aprés (V).
Supposons maintenant u = 0. La fonction harmonique "(ﬁ—?_f]’ quil est
inférieure & la fois & h et & 1, posséde une mesure de reprégentation qui
gst inférieurs a la fois A uh et 3 u. Comme ces deux mesures sont étrangéres
h h _
ceci implique n[—h—:ll 0. Ceci donne lim (B-;i-] ) Xn = 0 Pm p.s. 2t donc

lri;mhoxn=DPmp.s. .



_67_

Pour achewer la démonstration, il restc a prouver gque, pour tout
. h
ué:Llfm,u). il existe h harmonique, (¢ m)-intégrable, tells quec w = u.u.
Soit L1€L1(M,u]. I1 est clair que 7 = u o X_ est une v.a. stationnaire telle
[ =
que [ 2%, [y

h
gst donc harmonigue, &Q m)-intégrable - et 1'dégalitéd y = u.p résulte do

u du. La fonction h définio par hix) = f 7 d Px mpr.p.
0

la formule fE f h dm = fq (f oXe) Z0d P, valable pour teut £ € € k(E)'

Corocllaire 4.
L’opplication y — u o X_ définit un isomorphismz positif isnmé-

trigue dae L1[M.u) sur Ll(ﬂ.j). P ).

«p m)

Démonstration,

Comme on vient de le voir, u— u 0 X°° définit uno application

linéaire, positive, isométrique de LI(M.u) dens LI(Q.tF, P[ ). Invarse-

P m)

ment soit Z€ Ll(ﬂ,tP, P ]). La fonction h harmonique, (P m)=-intégrable,

(@ m

définie ci-dessus par hix) = f& Zd Px m p.p. vérifie
[y FoXdthox) dP = [ (foXy) ZdP pour tout f 6“@k(E], Catto
formule est encore vraie si on remplace f par F(TnCF) ; elors, en appliguant

le lemme 2, on a :

v - n ~ n ~
Jo Foxyzar = LT P oX () dP = [ (FU"QIN) 0 Xo d P =

&

[ (fo X ) thoXx)d P((Pm],

Ceecl prouve (z | Xn] = ho Xna Comme Z est stationneirce

Flpm)

la propriété de Markov implique E(LPm] z | xn.,.xoj * Frepm) z | X]

alors le théoréme des martingales donnz lim (h o Xn] = 7 P(q>m) PaS.
n
Si uh UMt o le thécréme 4 montre que lim h o Xn =uoX, Pm DeSas

n

ot £ = «S,
et donc finalement que 7 uo X, Pﬁfln) p.s
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Corsliaire S.
d uh
i définit un isomorphisme d’alpebre,

l.'application h
positif, isométrique de H sur Lw[M.u),
Démonstration.

D'aprés lz théoréme 4, si u = Ea%~ ,on alimh o Xn =uo X Pm p.s.

.e corollaire résultc alors immédiatement de la proposition 2.

Coci implique qua 1’algébre de Bocle des classes d'enssembles de
séjour est isomorphe & 1'alpebre de Boole des partiss boréliennes de M
{(définies & une w-éguivalence prés) : (car les €léments idempotents de H et
de Lm[M.u) se correspondent dans 1'isomorphisme du corollaire 5).

Les résultats de ce paragraphe sont encore valides si 1'hypothése

IT est remplacés par 1'hypothése :

[II}*' La partie conservatlve de T est un point isclé e.
Le théoreme de convergence des trajectolres le long des limites
de Chacon et Ornstein étant valable gquellz que soit la nature de T, cette mo-
dification n’entraine pas de difficultés. I1 faut alors définir M par

¥ - (e - {e}) pour que e scit un point isolé dans la frontidre.

On a recours 2 cat artifice pour construire 12 frontidre associée

& un noyau sous-markovien. On ajoute alors un état e, et on se raméne A 1'étu-

de du noyau markovien P’ défini par :

it

P'(x,B) = P(x,B) si c ¢ B

1 - P{x,E) ; P'(g,2) = 1.

P'(x.e)

Dans cc¢ cas le point e est la partic conservative du processus
les fonctions harmeoniques pour 1'opérateur initial sont représzntées sur 1a

frontigre par des mesures qui ne chargent pas e,






- 69 -

CHAPITRE III

LA FRONTIERE DE MARTIN ABSTRAITE

Dans ce chapitre on va donner une nouvelle définition de 1a fron-
tigdre de Martin, en utilisant la frontiére de Feller totale. Cslle-cl ne
suppose aucune condition de régularité sur P, et généralise la définition
de la frontidre de Martin donnée précédemment ; on montrera que, sous les
hypoth2eas de régularité ((I), (II), (III), (IV), (V) § 3 chapitre 2},
les deux définitions sont identiques. Cette nouvelle frontiére sera appelées
abstraite. Le théoréme de convergence des trajectoires (théoréme 2 chrritre 2
ne jousra plus qu'un r8le annexe.

On reprend les notations des chapitres précédents, et la situation
initiale du chapitre 2.

1) LA "PARTIE ATTEINTE" DE LA FRONTIERE ABSTRAITE.

Ce paragraphe est consacré & l'étude de la partie de la frontidre
qui représente ssulement les fonctions harmoniques bornées. Cells-ci est dé-
finie comme un certain gquotient de la frontigre de Feller. La méthode employée
gst une modification de celle introduite par Akcoglu et Sharpe dans Eﬂg

On ne suppose vérifiées que Bs hypothéses (I) et (V) du § 3 chapi-
tre 2 (1'hypothése (V) signifie seulement que le processus de loi initiale
ce, peut atteindre tous les 'points’ de 1l'espacel. En vertu de 1'hypothese

(V), et comme on 1'a déjd wvu, les mesures Pm et P[ ) sont équivalentcs en

@m
restriction a 50, donc les mesures terminales m ot (p m) sont équivalentes
sur la frontidre de Feller & : chacune d’clles charge chague ouvert de ¢

(voir § 1 chapitre 2).
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Pour tout fe¢ *@k(E), on nate Nf le représentant continu sur ¢ de
la densité -g—g;’ﬁ—;— 3 ce reprdsentant sst donné par la proposition 6 (chapitre 1)
dont legs hypothé&ses sont vérifiéss d'aprés (V).

Définition 1.

On appelle “partie atteintz’ ds la frontidre de Martin (abstraite)
du processus, et on note I', 1l'sspace quotient de ¢ par rapport aux fonctions
Nf (fe ‘@k[E)) s 1.e. par rapport 2 le relation d'égquivalence définie sur ¢
par : zo v z, st Nf(z,) = N-F(zll pour tout f € ‘ek(E). On note o la projection
canonique da ¢ sur T.

I1 est clair que T sst un espace séparé compact. Mais d= plus :
Théordme 1.

I' est métrisable
Démonstration.

¥(T) est canoniqusment isomorphec & la sous-algdbre formée de Ere)
engendrés par les fonctions 1 et Nf(f e ‘@k(E)]. Pour prouver le théordme
11 suffit de prouver qu'il existe une suite dense dans {Nf ; f € ‘GK(F:)}.

- Solent f, g € ‘@k[E] telles que ||f-g|| < €. S1 « et 2 sont les nombres as-
sociés au compact supp(|f] + lgl) par (V), on a ||N-F - Ng|| < -E—& : en effet

pour tout ouvert de base QFJ dens ¢, B étant un ensembls de séjour, on a :

L
— = 1 1
|f¢ NF d(P m) - fq, Ng d(@m)| < UE(F-g) o dm| <= fE | f~g| 05! I Ty
B B 1=0
43 —
o I‘D d(<p m).
B
Cecli prouve que, si [fi]i=0 est une sulte dense dans \?K(E),
donnée par 1'hypothdse (I) ; la suite (Nf-'i)1=0 est dense dans {Nf : fe?k[E]}.

Désormais on nots )» la mesure p(®P m) sur T : (mesure image par p
de la mesure (@ m)}. Le théoréme donnent la représentaticn intégrale des fonc-

tions harmoniques bormées sera la cnnséquence des lammes suivants :
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Lemme 1.

L'application g —> 1(g) = _d__'_d_(%m_l définie sur L1[E.c'€. m) &

valeurs dans LI(I‘.U, est une contraction. El1s poss2de les propriétés :

- 1(g) = *(Tg) pour tout geLI[E.f. m).,

- t(f) o ¢ = Nf m p.p. sur ¢, pour tout f e‘ék[E).

Démonstration.
Pour tout ge L, & om, (gm) est une mesure sur ¢ absolument
continue par rapport 3 m, donc aussi par rapport & (Zp_.rﬁ). Donc t(g) est
bien défini en tant qu'élément ds LI(F,,\.] ;1 T est manifestement linéairs

et positive : t est une contraction car

[ ) dr= [ d(gm) = IE g dm.
r o

La premi2re propriété résulte de 1'égalité des mesures terminales
(gm) = Gg.m). Enfin, s1 fe & klIE). d'aprés la définition de I' Nf est uné
fonction factorisable par ¢ : la fonction continue sur [', ainsi obtenue,
est un représentant de T(f).

Ce lemme implique que t(f) est borné X p.p. pour tout f€ € K (E).
Mais, méme en restriction 23 ‘ek[E], T n'est pas obligatoirement un opérateur
continu pour la norme || ||_.
Lemme 2.

Pour chague u€L’ (r,1), B — tl1g) u dr définit sur &
uhe mesure dont la densité par rapport a ; est bornée. Si R(u) désigne cette
densité, 1'application R est une contraction de L"(T,A) daps H.

Soit ueLf(l",U. Puisque T est uns contraction ds L1(E,§', m}
dans L1[F.AJ. f t(lg) u dX définit une fonction d'ensemble positive,

r
additive, telle que :

[ ) udh < |lull, [ g er = [full, me).
r r
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Donc c'est une mesure absolument continue par rapport A m, et dont
la densité R({u) vérifis ||R[u]| |m§ ||u| |m. Comme R est manifestement linéaire,
11 ‘ne reste & prouver que R(u) € H. D'aprés la premi2re propriété de t

donnée par le lemme 1, on a, pour tout B € 8 :

[g Rtu) dm = { (1) udh = { TT1) udh = f T1oRCW) dm

donc R(u) = T¥R(u).
Lemme 3.
Pour tout ueLl (r,\), J(R(u)) = u op M p.p. sur &.

Démonstration.

Pl.aq:ons nous d'abord dans le cas ob u = 1(f) pour f ¢ & k(E].
On peut écrire alors, d'aprés la ssconde propriété de t donnée par le lemme

1, pour tout B € & :

g RGT(£)) dm = { (1) T(F) dA = é (r(f) o o) d(Igm) = £ NF d(Im)

donc t(f) o p = Nf = J(R(t(f))) m p.p. sur ¢ et le lemme est démontré dans
ca cas. La multiplication &t la convergence dans L™ (I",\) préservent la pro-
prigté. Donc elle est vrais pour toute fonction u continue, puisque les re-
présentants continus des t(f), pour f& € k(EJ. engendrent £ (T), en tant

qu’algébre de Banach. Soient, alors, ueLm[P,F.] et une suite (un]n=0,.
croissante, de fonctions de Lw(l",.\), convergeant vers u » p.p., possédant

la propriété. La suite R(un] ast crolssante et on a R(un] < R(u) pour tout

n. Comme :

fe Rtu ) dm = { )y A ———— [ ) ud = jE R(u) dm
n-> T

on a 1'égalité 1im R(u ) = R(u) m p.p. et donc 1lim J[R[un)) = J(R(u)) m p.p.
n n
sur §. Ceci donne 1im J(R(un]) = J(R(u)) = uop mp.p. syr ¢. Donc la pro-
o A
priété se conssrve par contlinuité monotons st le lemme est démontré.

I1 résulte de ce lemme que R est isométrique, et donc injectif.
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Lemme 4.
R : L (I,A) — H est surjectif et multiplicatif.
Démonstrétion.

Montrons d'abord la surjsctivité.

Soit heH ;: soit alors u 1'élément de Lm(F,l) qui est la densité,
par rapport @ A, de la mesure image par p de la mesure sur ¢ de densité
J(h) par rapport a ﬁﬁjﬁ]. On a R(u) = h, car pour tout f é‘%?k(E) :

fo FROW dm = [ T(F) udd = [ t(f) dloIN).GPm)) = [ (NFIUK) A(Pm) =
E T T o

e h £ dm.
Pour prouver-que R est multiplicatif, 11 faut prouwer gue, pour
tout u et tout v dans L (I,2), R(u v) = w(RIu) R(V)), ou encore que

JRGuV)) = J(R(WY) JC(R(V)) (dans B (8)}. Or, d'aprés le lemme 3, on a :
JER (uvd) = (uv) op = (uo pllvaoop)=J(RW) IRV mp.p. sur o.

Comme m chargs chaque ouvert de ¢, ceci donne J(R(uv}} = J(R(u)) J(R(v))}.

Le théoréme donnant la représentation intégrale des fonctions
harmoniques bornées est ainsi entidrement démontré :
Théorame 2.

L’'application u -——— R{u) est un isomorphisme d'algébre, isomé-
trique, positif, de Lw[F,k] sur H.

L'opérateur t joue icl 18 rfle que joualt 1'opérateur K dans le
cﬁapitre précédent. On peut encore énoncer les résultats suivants. analogpues
aux corollaires du théoréme 4 (chapitre 2).

Corollairs 1.

L'algébre de Boole dss classes d'ensembles de séjour ast isomorphe

a4 1’algebre de Boole des parties boréliennes de T, défiﬁias & une \-équiva-

lence prés.
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Corollaire 2.

I1 existe un isomorphisme u ——> X(u), positif, isométrique, de

1 1l f o
L7(r,2) sur L7(82, T, P( ), qui vérifie, si ueL(l,>) :
c?m)
lim R(u) o Xn = X(u) Pm p.s.
Démonstration.

D'aprés le théoréme précédent st la proposition 2 (chapitre 2),

la formule u — 1im R(u) o Xn définit un isomorphisme d'algdbre, positif
n
isométrique, de LOIP,A] sur L (o, ¥, Pm). Il vérifie, de plus

[ udr=f uopd@m =/ JRW) dPm = [ Ru) . dm =
r ] [/ -

f 1im Rtu) o Xn dP d’'aprds le lamme 3. Donc 11 se prolonge par

Q &fln]
n 1
continuité en un isomorphisme positif, isométrique, de L7(T,}) sur
1
L, ¥, F’[(_P m’e
Notons que, dans cette construction, la convergence des trajec-

toires et sn particulier le théoréme 2 (chapitrs 2) n'interviennent jamais.

2) COMPARAISON DES FRONTIERES CONCRETES ET ABSTRAITES.

Puisque l'espace T ne fournit gque la représentation des fonctions
harmoniques hornées, 1l n'est pas surprenant de trouver, dans certains cas,
I différent de la fronti®rs de Martin concréte M.

Exemple. Soit E = ¥ , le groupe des entiers‘: soit P dé&fini par
Plx, x+1) = P, P(x,x-1) = q, avec p > q > 0, p*§ = 1. Soit m une masuro
Ehargeant chaque point de Z. Si la mesure initiale du prpbessus est 1la

~mesure dg Dirac en O, on a

Kix,y) = siy>xsty>0

--------(q/p)x si y<xety<0 .
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{on note K{x,y) plutdt que Kl{x}(y] : 11 est clalr, dans ce cas, que les
hypothéses (I} (II) (III} (IV) (V) sont réalisées ( § 3, chapitre 2)}. La

frontiedre de Martin concrete M est donc formée de deux points, qu'on peut

R X
Pl Kix,==) = %) (g/p)”.

D'autre part, un ensemble B, contenu dans?Z, est un ensemble de

noter + ® gt - =, qui vérifient K{x,+») =

séjour, non transitoire, s'il contient une demi-droite {x - xo < x}
alors OB = 1, Donc la frontlére de Feller est formée d'un seul point, cor-
rgspondant au point + « trouvé plus haut. Alors T est identique & la frontie-
re de Feller ot sst différent de M.

Néanmoins on va montrer que. sous les hypothéses (I} (II) (TII)
(IV) (V), (§ 3 chapitre 2), c’est-3~dire dans le cas ol les d=ux construc-
tions sont poseibles, 1l'espace T est homéomorphe au support compact Cu de
la mesure u dans M. (u désigne toujours la mesure qui représentes la fone-
tion 1). Ceci jJustifiera le nom donné a T,

Dans [i{]. Feldman a démontré ce résultat dans le cas discret,
Une partie de sa démonstration (las lemmes £ et 6 suivants) est encore
valable ici. Mais la relation d'équivalence qu’il introduit sur ¢ peut se
définir plus simplement, en utilisant la propositien 6 chapitre 1 : elle est
en falt identique & la relation définie par les fonctions Nf(f e Q?k(E]] qui
a été utilisée pour définir T.

Par 1'isomorphisme du corcllaire 5 chapitre 2, » chague borélien
V de M, correspond une fonction harmonique du type @, et donc, par J, un
ensemble ouvert et fermé dans ¢ : désnrmals cet enserble sera noté ¢V.
Pour chaque sE(Iu, soit ®s 1’intersection des ensembles @V, quand V parcourt
1'ensemble des voisinages ouverts de s dans M.
Lemme 5.

Les ensembles Qs (se[ﬂ” sont fermés, non vidas, et forment unz

partition ds ¢.
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Qémanstration.
Soit seCu. I1 est évident que ¢>s est fermé. S1 Vl"'Vn sont des
voisinages ouverts de s dans M, alors V = (%1 Vi est encors un voisinage
ou’vert de s, tel que u(V) > 0. L'gnsemble i—tbvﬁ a 4’\/ gst donc non vide.

1=1 1
Comme & est compact, cecl prouve que Os est non vide. Les ensenmbles cbs sont
disjoints, car, si s et s' sont deux points distincts de Cu' il existe V et
V' deux volsinages ouverts de s et 8', disjoints : on a alors fbv N 4’\/, = {,
Enfin supposons qu'll existe z € ¢ tel qus 2 ¢ U <I>S. Pour tout
S

sccu. 11 sxiste un volsinage ouvert VS de s, tel que Z¢QV . Cas ensembles

forment un recouvrement da !; On peut en sxtraire un recouvrement fini

n
V, «..V_ . On a alors U e, =9 = ¢, = ¢ ce qul est contradic-
®1 ®n i=1 Vs C)‘
U
i=l] i
toire.
Lemma 6.

Cu est 1ls quotient de ¢ par la partition 'Ds, seCu.

Démonstration.

Il faut montrer que la topologie de C est la plus fine rsndant
continue 1'application n : ¢ — Cu définie par n(z) = s si z € dbs. Comme (:‘J
est compact 11 suffit de montrer que n ast continue. Si 0 gst un ouvert de

M, on a nultoﬂ Cvu) C <I>D. Si F ast un fermé de M, on a

n Yren c,) = (" Fc )1° et donc n-I(FnCu) - n_I(FCnCu)C > o car

¢ c (0F)c. Soit zen-l(D ﬂCu], ol O est un ouvert de M : soit F un voisina-
F
ge fermé de n(z), contenu dans 0. On a alors :

-1 ~1 -1,2

onc 1> FNC 6. 22D FOC ).
n °( u] n ( u] = F=on (FN u]
Cecl implique z € QE et prouve que n est continue.

Lemme 7.

Solent f & ‘fk(E], et deux nombres réels a, b tels que a < b.
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S1i V est 1'ouvert de M, {a < KF < h}l, alors ¢ est 1'adhérence dans 9 de

\Y
1'ouvert 0 = {a < Nf < b}, (i.e. le plus petit ensemble ouvert ot fermé
le contenant, car ¢ est Stonien) {voir § 1 chapitre 2).
Démonstration.
Dans cette démenstration on note r(lS) la fanetion harmonigue
assoclée a chague borélien S de M, par 1'isomorphisme du corollaire 5
chapitre 2. Soit ze€ 0, I1 existe un voisinage ouvert et fermé de z, U, con-

tenu dans 0 : donc il existe un borélien S de M tel quo @S =J st qui vé-

rifie : fs Kf du = [o r(1g) fdm= [ NF dl@m).
D'aprés la définition de N, on obtient :
a fU dl@g m) = a u(s) < fs Kf du < b uls) = b [o d@m).

Ces inégalltés sont encore vérifiées per tout borélien S'C S
pour le voit il suffit d'appliquer le méme raisonnement aux ouverts ef ferm@s
y' = ¢S' qui sont inclus dans U. Ceci implique SCV p p.p., donc

U= ¢S < @V‘et donc z e,@v. On a ainsl prouvé N < ¢

VI
Inversement, solt z €f®v. Pour tout voisinage ouvert et fermé de

z, U, contenu dans ¢ 11 existeun borélien S de M tel que U = &_ et SCV.

v’ S
On a fs Kf du = fE r(l.) £ dm = fu Nf d({m). D'aprés la définition de V

on obtiant :

Ceci implique gue z est adhérent a 0 : car simon, 1l existerait
un voisinage ouvert et fermé, U', de z, avec soit U' c{Nf > b} soit
yr < {Nf_j a}, ce qui contredirait ces inégalités. Le lemme est ainsi en-
tigrement démontré.

Ces lemmes vont permettre la démonstration de
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Théoréme 3.

Sous les hypothéses (I) {II) (III) (IV) (V) (§ 3 chapitre 2) la
partie atteints, I', de la frontidre abstraite, =st homéomorphe au suppart.
Cu' de la mesure u dans M. De plus les isomorphismes H<—-°LW(M.u] et
H<——9Lm[F.k], donnés par le corollaire 5 chapitre 2 st le théoréme 2, sont
identiques.

Démanstration.

En vertu du lomme 6, il suffit de prouwer, pour prouver la premiére
partie du théor&me, que la relation d'équivalenca définile sur ¢ par les
Nf[fé‘fk(E]_] ast identique & celle définis par la partition <I>s(s GC‘J].
Soient aeCu st z € Qs : d'aprés le lemme 7, z est adhérent & 1'ouvert
{Kf(8) - € < Nf < Kf(s) + €}, pour tout f’e.%?k(E], ot tout € > 0. Donc
Nf(z) = Kf(s) ; ceci prouve que la premigre des relations est moins fine-
qus la seconda.

Inversement, soient s et s’ deux points distincts de Cu ; soient
zZ € Qs st z2' e ¢s" D'aprgs la définition de M, 11 existe ¥ € fk[E) telle
que Kf(s) # Kf{s'). Alors, cn supposant Kf(s) = a < b = Kf(s'), on a
b~

yr o0V’ = {|kf-b| <51

D'aprés le lemme 7, ceci implique Kf(z) # Kf(z') et prouve que les deux

z € ¢V od V= {|Kf - a] < %%9} , et aussi 2' e ¢

relations sont identiques.

Il est évident maintenant quz, pour tout f’€(€k[E]. T(f) = Kf
sur Cu =T, et que u = X ; donc les représentations intégralss abstraitc
et concréte, de H, sont identiques.

3) COMPARAISON DE T ET DE LA FRONTIERE D'AKCOGLU ET SHARPE.

Dans [:2]. sans aucune hypothése sur E ni sur P, et en s'appuyant
sur le corocllaire 1 (chapitre 2), Akcoglu et Sharps ont défini 1a frontiére

comme le spectre de la sous~algébrs ferméa, G, de H, engandirée-par :
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(v(g/l]T : gelﬁ%E, 8, m)}. La représentation intéerale d'une fonction h,

harmonique bornéz, étalt fournic par la mesure associée a8 la forme lindaire

sur G : 2 > IE n{gh) dm. La proposition suivante met cn évidance la ra-
lation 2ntre cette constructlon et cells du § 1.

Proposition 1.

Pour tout gEiLw(E, §>, m), J(ﬂ(g/l]T] est 1o représentant continu
de la densité Qég%l . En particulicer, sous 1'hynothése (I} (§ 3 chapltrc 2)
1 = = N
et st @= 1, J(n(f/1);) = Nf pour tout fe %?k(E).
Démanstration.
Ceci résulte immédiatement du corollaire 1, (chapitre 2) car pour

tout he H, on a :

[ 3t Jin(p/1) ddm = fE m(h (g/1) Jdm = [E hg dm = { 3(h) d(pm).
® ®

Autrement dit, la frontigre d'Akcoglu et Sharpe est la quotient

de la frontiére dr Foller par rapport 3 tous les représentants continus des

d(gm)

densités am

, pour geiLw(E,f, m), [et non plus seulcment pour ge;%ﬂK(E]],
Notons aussi que, dans ce cas, la mesure dc basc m et la mesurs initiale du
processus sont confondues.

Malheureusement, cotte définition de la frontiére n'est pas con-

forme & la définition classique. C'est ce gque montre l'exempla sulvant

Exemple. Soit £ =N xMN, Soit P définie par :

PUIx,y)(x',y")) = { 1 siy=y'otx"= x+l

0 sinon

La mesure initiale du processus est unc mesure m qui charge chaque point
de E.

L.’espace H ast formé dos fonctions bornées h telles que
hix,y} = hix+1l,y} pour tout x et tout y . donc H-est isomorphe a 1'espace

des fonctions bornées surf, et ¢ cst 1z compactifié de Stone-Cech de M.
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En prenant m pour mssure de base, on a , pour-FeL}TE, f. m),

i 1
T flx,y} = i,y mix=1,y) flx-1,y) s1 1 < x
0 sinon
© 1 1 X
done I T filx,y) = Y] I mix-1,y) fix=1,y).
1=0 Y4 4-0

I1 est clair alors que h = [h/l]T si h est harmonioue bormée, et
donc G = H, Le spectrs de G est évidemment ¢.

D’autre part, 11 est clair que les hypothases (I} (II) (III) (IV)
(V) du § 3 chapitre 2 sont réalisées. La frontidre de Martin concrite est le
complété de E par rapport aux fonctlons :

K{lx,y).(x',y")) = -- 1 - siy=y" et x">x

X
mix,y) I miz,y)
z=0

0 sinon.

{On note K({x,y) (x',y'}) plutdt que Kl{[x,y)} (x',y')). I1 n'y a que deux
sortes de suites de Cauchy non constantes dans E' : d'une part les suites
dont les ordonnées sont constantes & partir d'un certain rang et dont les
abscisses tendent vers +», d'autre part lgs suites dont les ordonnées ten-
dent vers +~. Les suitos ds ce dernlsr type convergant toutes vars lse m3me
point dans E* (11 ne faut pas oublier que les fonctions Kf, pour fe ‘ek(E)
séparent les points de la fronti2re, dans le cas concret). Oonc la frontiére
de Martin concr2te M est le compactifié d’Alexandrov de MN.

Dans co cas la représcntation intégralc des fonctions harmoniqucs
boménrs donnéc dans Eﬂ, est obtenuz trivialement & partir du théoréme 2
(chapitre 1) ; 11 suffit d’utiliser lc falt que Lm(¢,ﬁl ast 1somarphoc a
€(2), car ¢ est Stonien (cf. [17]).

Néanmoins une question reste poséz : & guelle conditions las cons-

tructions de [2] ot du § 1 sont-elles identiques ?
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4) RECOLLEMENT DES PARTIES ATTEINTES.

Dans ce paragraphc on va construire la frontiérc de Martin abstraitc
{totale) an recollant les partiss atteintes Fh correspondant aux différents
processus relativisés (h étant positive, harmonique, (¢m)-intéprable).
Ce recollement scra déduit du recollement qui 2 été utilisé pour définir
la frontiére de Feller totalo 3, car on va montrer que la rclation d'équiva-
lence, définie sur &, gqul a fourni T, peut s'étendre 3 8, On sc placs encorc
sous les hypothdses (I) et (V).

Cammc on 1'a vu au cours do 1’étude de la frontiére de Martin
concréte, on peut assocler 3 la probabllité de transition relativisée
Ph. définie sur £ = {h > 0}, un opérateur ™ sur Ll(Eh,m]. On note
HY - {gELfXEh,ml 5 (Thfpg = g}, 6" 1l'espace Stonicn associé 3 H" {voir
§ 1, chapitre 2), et Jh 1'isomorphisme entrc Hh ot ‘@[@h). Tout2s les pro-~
priétés du recollement ot de la frontiére do Feller totale %, prouvics dans
le § 6 (chapitre 1), sont encore valables ici, car 1'espacc Stonien associé
a Hh est une partie de 1l'’gspecc compact totalement discontinu acsocié a
" (voir § 1 chapitre 2).

L’'espace Fh est définl comme le gquotient de @h pAr rapport aux
fonctions Nh(F] (f 6‘€K(E]) : Nh(F] est naturcllement leo représentant continu
de la densité de la mesurc terminale associée & (fhml), néfinic sur @h, par

~

rapport 3 la mesure terminale associée & (Phm). Dz fagon analegue on définit
rh et >h les relativisés de 1 et ' 3 par exemple 3h est la mesure imagc,

sur Fh, de la mesure terminalc associée 3 (¢phm), définic sur @h, Tous los
résyltats établis dans 1les § 1 ot 2 pour ' sont encore valables pour Fh,

En particulier, il existe un isomorphisme d'algebre Rh, positif =t isom®trinuo

entre LI, A" ot HY, qui verifie :

f f.Rh[v] hdm= { v Th(F] d Xh
E Fh
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pour tout -FeLl(Eh,m]’ et tout veLw(I‘h,Ah]. Donc & chaque ve Lm(I‘h.’\h) cor-
respond la fonction harmonique Rh(v).h. qui est (Pm)-intégrable.

La méthode de recollement des espaces Fh est donnée par le résultat
sulvant :

Proposition 2.

Pour tout fe eK(E], il oxista une fonction continue bormés Qf sur

~ »
® telle que NfF 0 £ = I Nh ¥ (rappelons que £ désiene la projection canoniguc
h
la)
de I ¢h sur ¢ > del I Nh f désigne la fenction, définie sur I ¢h, qui
h h h

=

est égale a Nh f sur chacun des ¢h).

Démonstration.

Etant donnée la méthode de recollsment employée pour construire 8,

11 suffit de prouver que, quelles que soient hy et hl’ harmoniques, positi-
h°+h1 h°+h1 h
vas, (fm)}—intégrables, N (f) o g = N ° (f). Plus concratement.
[

h
cecl revient & prouver que les fonctions Nh°(f] gt N

h h1
la partie "commune’ & ¢ ° et ¢

1(?] sont égalos sur

. D’aprés la proposition 1, on a :

ho+h

) he+h
N (f) = 3J

he+h

1 1
(n (fth°+hly/cpth°+hlJ)Th°+hl) ot

e (f) = Jh°(nh°(fn°/q>h.,] n) o
T L]

1 hi o nt
Or d'aprds 1'égalité h T'(f) = (T) = @9 (fh) 11 est clair que

(f(h°+h1L/2?(h°+h1]]Th°+h1 - le“°*“1 (f/); et

tth/tehOJTho = 1Eho (F/epl,

Le lemmz 6 (chapitre 1) permet d'écrire alors

he+h

h 1 _h
7°(n (f[n°+n1)/Qp(h°+h1))Th°+h1) = °(th/tph°)Th°
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heth
ce qul prouve 1'égalité cherchée d’'aprés la définition de 9, . Cas fonc-
]

tions ﬁf sont manifestement continues et bornées, car les fonctions Nh f
sont bernées uniformément par la borme de (f/c?]T,

On peut alars donner la :
Définition 2.

On appelle 'frontiére de Martin abstraite” du processus, et on
note ?. 1'espace guotient de la frontiére de Feller totale 8 par rapport
aux fonctions ﬁf, pour-Fefi(EJ.

Cet espacz est localement compact car 3 1’est et nue les fonctions
ﬁf sont bornées. En utilisant lcs limites de Chacon et Ornstein (F/‘P)T;

A
il est facile de voir aussi que la suite (N fi)i est dense dans

=0...

N N
{Nf ; fe %gk[E]}si la suite [fi] est dense dans @k(E). Donc T est

i=D: L]
métrisable.

Cet espace est 12 recollé des parties atteintes” Fh en cffet,

A
d'aprés la définition, Fh cst identique a la partie de T qui provient de
, h A . e h h
la partiec £(¢ ') de ¢. On peut alors considérer que A et t (f) (f€ %?k(E])
A h A

sont définies sur I', et portées par I' . Pour tout fé& %fk[E). Nf est facto-
risable, et définit sur ? une fonction continuc ?(F] + les fonctions rh £

sont alors reliées par la relation suivente :

Th(F] =%(f) en restriction a Fh

cecl d'aprés le lemme 1. On peut alors énoncer le :
Théoréme 4.

L'application h — Xh est un homomorphisme, strictement positif,
de l'espacz des fonctions harmoniques (¢ m}-intégrables, dens 1'espace des
mesures finies sur ?, qui vérifis fE fh dm = é)?(f) d \h pour tout f G‘QK[E)
et IE P h dm = Ah[?],

Cet homomorphisme n'est qu’un “prolongement’ de 1'isecmorphisme R

entre H at L (T,2) donné par le théoréme 2. En effet, si heH. on a



E(Qh) < E{%) at donc ic: I' ; d’autrs part iR a unac denaité bornée u par

rapport a A, qul vérifie, pour tout *Fe"@k(E) :

[efhan= [ "< [ D ue
T T

donc h = Ru),

La construction abstraite généralise la construction conerdte.
En effet, sous les hypotheses (I) (II) (III) (IV) (V) (§ 3 chapitre 2), an
appliquant les résultats du{f 2 aux procnssus relativisés, on voit que

Fh gst identique & QAhﬁpourtout h harmonique, (P m)-intéerable. (C'% est le
uoab

u
support ds la mesure uh dans la frontiére concréte M). De plus Xh = uh et

pour tout fe EK(E). T(f) = Kf en restriction & chacune drs parties

N .
Fh = C‘h' Ceci. implique que T sst identique & Y C o que TUF) = KFf sur cet

ensenbge. et que les deux représentations intéé?ab?es sont 1dentigues.
(le morceau de la frontidre concréte qui ne flgure pas dans ? (1i.e.
mMm-yc e présente évidemment aucun intérét).

nov Notons qu'il est possible de tralter la relativisation d'unz2 ma-
niére légérement différente. Au lieu de définir 1'opérateur Th. associé a
une fonction h harmonigue positive. (P m)-intégrable, sur Ll(Eh,m], on au-
ralt pu le définir sur L1[Eh,(hm)) : dans ce cas, évidemment, la définition
de Th est différente. Cette méthod: est peut-étre nlus voisine de la mé-

thode classique, mais donne les m@mes résultats.
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