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UNE PREUVE DE L'EXISTENCE D'UN RELEVEMENT *

A = 1 : Introduction :

Le but essentiel de cette premiére partie est de prouver |:
théoréme A - 7, c'est-3~dire |'existence d'un relévement (1ifting)
dans le cas ol la mesure considérée est g-finie et compléte.

La méthode générale utilisée est celle des "densités", méthode
introduite par von NEUMANN dans [8] et reprise, dans le cadre générzl,
par MAHARAM dans [5] . Cette méthode n'utilise pas le théoréme de Krein-
Miimann (contrairement & la méthode proposée dans [3] par A.et C.
TONESCU-TULCEA). Par contre, pour alléger la démonstration, nous
utiliserons un cas particuller du Théorémc de convergence des ma) +i. -
gales (cf., par exemple, [7] -V - T17 - @)).

De fagon plus précise, nous utiliserons les techniques proposées
dans [7] - Vii1 - 11 et dans {10] - théoréme 5. Dans [7] - Viii - 11,
on ne prouve pas la "multiplicativité" du relévement : en particulier,
on ne prouve pas que le relévement d'une fonction indicatrice est une
fonction indicatrice. Dans [10] on n'utilise pas le théoréme de corver-
gence des martingales et on prouve un théoréme plus cénéral que celui
énoncé icl : par contre, la démonstration comniéte est nettement plus

fongue que celle proposée ici.

¥ Par Jean PELLAUMAIL, MafTtre-Assistant, 4 1' I. N. S. A. de Rennes.
Novembre 1970.
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Ncus utitiserons le plan sulvant

2 - Définition d'un relévement.

3 - Définition d'une algébre da relévement associée & un relevemant.

.5 ~ Equivalence entre |'existence d'un rzlévement et dfune algébre
de relévement.

4 ~ On peut toujours prolonger une algébre de relévement qui n'ust pas
"maximale®.

€ - L'existenca d'une "densité intéricure’ implique !'existence d'une
algébre de relévement.

7 - Existence d'un relévement (théoréme fondamental).

A= 2 . Définition d'un relévement (lifting).

b

Soit (& , T, m) un espace mesuré. On appelle relévem:nt

une application o da L™ (@, ZF , m) dans SB7( g, K, m o
satisfait aux conditions suivantes :
(1) p(1Q) = IQ
(i11) p(f) appartient & la classe d'équivalence da f pour |'égalité

presque sire.
(11i) o(f +x g) = op(f) + A p(g)
(iv) p(f.g) =p(f) . pl(g)

(v) £20 = p(f) 2 O

A - 3 : Algébre de relévement (lemme ot définition).

Soit (@ , Cﬁ > M) un espace mesuré et p un relévement défini
sur L© (@ , CF., m), Alors, pour tout élément A dc iﬁ , p(TA) et une
fonction indicatrice : de plus, si on posc 1 . =p(ly) , 0! a
est une algebre satisfaisant aux doux conc ?ons suivantes :

(A € o' CFretmA) =0 >A=8
(i1) A & SC"=? B €p'(j)avecrn(AAB)=0

Si une algébre satisfait & ces deux conditions, on dira que c¢c'est une

algébre de reldvement relativemen 3 ( & , F , m).




Preuve

Solt A é€lément deo fﬁ. On a p(1A) + p(1Q \ A

et p(lA). p(lQ\ A) = p(lA . 19 \ A) = p(1¢) = lQ

r
Donc [ o) ] ) # 0 = [ptly 0] @ =02 o0 T =1
Donc p(lA) est une foncticn indicatrice.

Oe plus, 1B = p(1A) et m(B) =0 = m(A) = 0 = p(lA) = 1

¢

ce qui prouve (i). Enfin, soit A élément cc T ot

= p(lA) =) m(A A BY = 0O ce cui prouve (ii).

A~ 4 . Proposition :

>
Soit ( @ , J, m) un espace mosurd, la mesure m étant supposée
e .. P )UO . . !
positive et finie. Soit la famille des ecnsembles de mesure nulle.
i+ B . e + i
Soit /B une algébre contenue dans J' telle que b N A= {g} et telle

que la tribu %; engendrée par M et Af)coTncidu avec |'algebre ~ngendrés
par b et AP (clest-a-dire que 7 est une alogébre de reiévement relati-
vement & (. Q ,%3 , m). Si Q% est distincte dexﬁf, il existe une zlgébre
33 contenue dans LF’, contenant i et distincte de ﬂi, Telle iz

. . ) " -
I3 A AP= (8} et telle que Ja tribu M engendrée par A3 et i

coTncide
avec |'algébre engendrée par~53 et A9 (clest-a-dire que J% est une
algébre de relévement relativement 3 ( Q ,?@, m)).

Preuve :Solt B un élément de (ujf \ ¥3 ). Solt ¢ (resp d) la borne supé-
rleure (resp Inférieure) des m(A) pour A élément de Q} et A cc lenu
(resp. contenant) presque slrement B. Fulsque %; est une tTrib., 11 exis-
te C' et D' éléments de %3,Tels que ces bornes ¢ et d soient att~intes,
donc 11 existe C et D é&léments de 7 tels cue m(C) = ¢, m(D) = d ¢t

C (resp. D) est contenu (resp. contient) asque sdrement B,

Soft B' = [(B L C)YND]. OnamBaBb" =0. Soit A I'2la3bre
engendrée par et 8. ona B A= @) : oen effot, H appartient

)

4. L.
3 75 si et seulement si H = (E " R'YY U (F\NB'" avec E et F &l 3mants



de Tt, sl m(H) = 0, on a m(E NB') = 0 et donc E ™ B' = @ (par
définition de d) ; de méme m(F N\ B') = O implique F C B' (par défini=:
tion de ¢) donc H = @.
! 2]
Par allleurs, la tribu engendrée par fo et /{’ est la tribu en zndrée
- )
par _'t* , et BT, Enfin t  contlent 7% (it sufflt de prendrs
£ = F dans la définltion de H précédente) et 76 est distincte de 70
il
car /% contient B' et B' n'appartient pas 3 b= puisque B n'eipartient

pas 3 #3 et que m(B A B') = 0

C. Q. F. D.



5 : Proposltion (cf. [4] définition 3 pags 36).
Soft (@, Cﬁ , M) un espace mesuré et 7t une algébre de parties
de @ , contenue dans 97 et telle que :
(h A € b et mA) =0 implique A = @
(11 A € Sf Impllique qu'l} existe B & Jﬁ tel que m(A A B) = 0.
Alors 1!l exlste u;eléziﬂgnf(unique) o définl sur L (@ , T, m
et tel que p(1A) = IA sl A appartient a Vi
Preuve :
Solt & la famlile des fonctions étagées appartenant a L® (o , S ,m).

E est dense dans L (Q, Zﬁ, m) pour la norme

|, . Etant donné

k k
f= z a‘lA &lément de é;, soit p(f) = % aila avec, pour
= { i =1 =1

tout I, B, élément de 7 et m(B, A A) = 0. On vérifie Immédiatement
que p(f) ne dépend pas de |'écriture de f. e plus || p()}]_ = llf[]w
donc |'application p est contlinue, donc elle se prolonge, de fagon |
unique, en une appllication p déflnie sur L” (@ , Cﬁ, m). Ce prolonge~
ment est lInéalre et nultiplicatif puisqu’il est linéaire et mu Tipli-
catlf sur gf (vérification Immédiate).

6 : Proposition (cf. [10] théoréme 5).
Solt £ un ensemble et i une algébre de parties de 2 . Solft ;ﬁﬁ
une familie de parties de Q, :ontenue dans Sf , stable pour la
réunion finle et héréditaire (c'est-a-dire que {A € N ot
BcA = B & M) soltdune application de I dans T telle
que, quels que solent A et B éléments de F
() [da) o A e
anfa & 8le J* = da) = am
(F11) d(A MM B) = d(A) M d(B)
(tv) d () =@
v @as[am wacasm]re oF

Cetts condition (v) est satisia,.te si est la familie des ens~ bles

de mesure nulle pour une mesure m.
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Alors il existe une algébre K de partics e Fo+alle que :
(H' A e = da) C A
(' Y AEeF Faedh aek a ane M
De plus, si 4 = Q@ , on a :
Gin' M d®-r9
Preuve :
Notons diabord que (1)' et d(Q) = @ implique (iii)'.
Eneffer, A e ¥ = o acavmed 3 d@ N ) = d) =0
donc, A @ b = @ N med®d 9 9 =d@ N MC@NA T 0
soit & N A=Q soit A =@,
Notons & ce sujet, que le théoréme 5 de [10] est inexzct
pulsqu'on ne suppose pas d(Q) = Q .
Par allleurs, solt X la famllle des algébres 03 satlisfaisant a la
condition (i)'. X nlest pas vide puisque {%,0 } = X. Soit (o i)i el
une chalne maximale dans X pour la relation d'inciusion; alors, A
T3 - U ‘I\}I ost un élément maximal donc {(lemme de Zorn) X pus-
séde u:& éelérfwen'r maximal solt 5 . On veut prouver que & satisfait 3
(11)'. Solt donc A & F . On pose A' = \‘Jw[d(c O AN C]. oo
veut prouver A' &£ S et (A &AD é_v‘\ig b(\-;_e qui prouvera (£ii)").
Pour cela, nous allons raisonner en piusieurs étapes : Solt A€ = ¢ A
1°) S1 on pose (A)' = W [d(Cu A) \ Clona (A A - g
. ced o
En effet , si H et K annartiennent 3
CacHu MNH ] ALdK O AN K= dH W A A dk VAT N A KE
solt, d'aprés (111), = d[ (Hwa) NS T Am o
CodH VKN H UK
soit, d'aprés (1), =@
2°) d(A) C A' puisque 8 € & et nar définition de A'. De méme
d(A% <. (A3t Done [ A" N\ d(A) € W drapres (v) ot d'apres
[ar v a@ ] ca N[da udi® ] (ef. 1°)

On a donc (A A A') £ (Af') (cf. (D)),



3°) SI F appartient 2 G dF v AT (FoA (par définition de

A'). De mdme, d(F U ASYC [F u (A% ].

4°) Sott €’ I'algébre engendrée par € ot A', c'est-3-dire la famlile

des H= (A" EY U (F \ A') avec E et F éléments de & . On a

dH)y =d [ (A O E) UF N A | dlapres (i) et (A & ANE N cf 29)
=d [(EUAHINCFUA]

=d (E UAS) M d(Fuw A dlaprés (itl)

c [ELSH'] N (Fu an d'aprés le 3°)
c [Ew @] N (FuAn d'aprés le 1°)
= (EMA'Y) UF XN AN =H ce qul prouve (i)!

donc G’ appartient 3 X et ‘&’ contlent '€ donc & = & (riisque
¥ est un élément maximal) donc A' appartient 3 3 ce qul achte la

démonstration.

Théoréme ( cf 7] théoréme Vill - 11 page 195)

P . .
Sett ( @ , Ut , m) un espace mesuré dont la mesure est supposée posi-

relévement |
tive, o-finle et compiete. Alors il existe un Tk définl sur

(-]

L (Q, F , m).
Preuve :

,1)
Solt (An)n une partition " -mosurable et dénombrable de @  telie

>0

que, pour tout n, m (An) < +® , Solt J;r)la famille des élémerts de

f} qul sont contenus dans An. Supposons que, pour tout n, on sache
relédvement w o

construire un =~ ™7 o, défi-l sur L (An,k)'n, m). Etant don- : f

éiément de L~ (@, ifi, m), on pose :

p(f) = b o (f. 1.
n >0 n

Alors, on varifie Immédiatement qua coci dévinit un t1fting su,
2
> (@ ., S, m). Autrement dit, il suftit de prouver |'existence

d'un 1ifting dans le cas ol la mesure m ost finle ce que nous suppose-

rons désormals.

7o) . i1z I
Solt «t” la famillc des éléments do gﬁ de mesure nulle.

&
Soit Y la famille des algébres Yt contenues dans Cﬁ,ﬁ T les que
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Jt';ﬁ AMD = {@} , et tellos que la tribu cengendrée par pﬁfsoif conte-
N 45 L@
nue dans }'algébre angendrée par vle et A7, Cette famllle Y n'ust pas

vide pulsqu'elle contient {#, 2} . Solt (;ﬂ;i) une "chainc

(chatne pour la relation d'inclusion) rel
max imale dans Y. On veut, d'abord, prouver que cette chaine admet

un élément maximal.
ler cas :

Supposons que T n'admefkepas de suite cofinale. Soit de v JQZT.
el

Si A appartient a la tribu engendrée par Jﬁ), il appartient a Ia

tribu engendrée par |'un des Q%Si et donc & |'algéhre engendréc par
J P

¢ et M. Donc O est un élément maximal.

2éme cas

Supposons que L admette une sulte cofinale et soit ( Cﬁ;n)n >0 la
suite déléments de Y associée. Solt 76 = \J dﬁén et %3 la tribu

A 4 n>0
T , 2 A
engendrée par txt et A, soit L}*n la tribu engendrée par Jt)n et

‘ -+
AN par définition de Y, H n coTnclde avec I'algébre engend “ée
par jt)n et nt : on peut donc appliquer la proposition A - 5 clest-

[J o

d-dire qu'll existe un Ilfting e défini sur L (@, Lﬁ), m) =l oue,

pn(}A) =1, si A G"% Pour fout &lémont ﬁrk>C%,, soit :

O . . ‘

gn(A) =P, [ E(1A | “Pn) |. Alors 9, est une martingale, (7] -V - 17)

par conséquent gn(A) converge presque surement vers 1A' Posons :

d(A) = domaine od "lim inf g (A) = 1" = domaine oft [1im q_(A) = 1
n e D -

Compte tenu de 0 < gn(A) =1 = gn( QN A) € 1, on vérifie imradia-

tement que d satisfait, relativement & %& ot ¢ , aux conditions

(1) & (v) de la proposition A-6: en particulier, la condition (iii)

P4 ‘_/\

découle de ce que 1A B ¢ ]A donc d(A M B) C. d{(A) d(B)

A = - cqf i = I
réciproquement 1A A B TA + 1B lAlJ gis o appartient & d(A) MY d(B)
cela Implique que lim[ 9,(A) Jtw) = 1 et tim] gn(B)] () = 1 dc.c
fim gn(A U B) (w) = 1 donc linm gn(A N B) (w) = 1 donc w appartient

a d(A N B). On a donc bien d(A N B) = d(A) M d(B).



Dlaprés la proposilicn &=~ A em ealt doenc m FT1 oxiste i3
algdbre J{;; sallcfalsant aux condttions (1), (1) eF (111)' de cette
proposition A - 6. Cette algébre contient toutes les algébres ﬁ},n
pulsque, sl A appartient a Jtn’ d(A) = A. Cn a donc prouvé |'exlcstence
dtun élément maximal Jb dans le 2éme cas.

Il résulte alors de la proposition A - 4 que la tribu engendrée

par cet élément maximal et par A? coTncide avec j') . c. Q. F. D.
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