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SUR LA CONSTRUCTION DE MESURES ALEATOIRES
PRESQUE SUREMENT ABSOLUMENT CONTINUES

PAR RAPPORT A UNE MESURE DONNEE

par

Michel METIVIER

{Universit® de RENNES])

Le but de cct article est, en utilisant des procédés d'interpo-
lation analogues & ceux utilisés dans [ﬁ], E{], et [ﬁl, de construire
une mesure aléatoire sur [b,1], a partir d'une famille (&; ’ ﬁ } de
variables aléatoires, indexées par les dyadiques, & valeurs dans
JU.1 ] X [D.1']. indépendantes et de lcis respectives o Les
schémas d’interpclaticn sont décrits au début des deux paragraphes
2 et 3,

Dans [3] les loisxi. sont identiques 2 une méme lci uw , quel-
congque sur [9.1] x [b.1] s1'article de Dubins et Fresdman é&tant une
étude détaillée de l'application qui a3 u fait correspondre la mesure
aléatcire construite par un procédé d'interpolation analcgue & celui
rappelé au début du § 2 ci~dessous,Il est prouvé en particulier que 1la
mesure aléatoire obtenue, sauf dans le cas trivial ol elle est presque

slrement égale & la mesure de Lebesgue, aest presque slrement strictement

singuliére (i. e. : sa fonction de répartition n'est dérivable en aucun
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-D-
point. Ct. t3f] p 1873, Weus montrons que, si o varie par contre de
fagon cunvenable en fonction deu , la mesure aléatcire construite
suivant lc schéma de Dubins et Freedman est prosgue sOrement absolument
continue par rappcrt 3 la mesure de Lebesgue ct dans uanp donné, (p 2 1].
C'est 1'cbjet du § 2 et des théoremes 2 st 3.

Ces derniers reésultats généralisent ceux de Kraft [[5:]] qui
considére une suite de mssures u de la forme w = € QQ u' ou e

L ¥ %

est la masse de Dirac concentrée en 1 et u\ une leoi de prcbabilité

2

sur [0,1], centrée en -;* , et ol l'espacei'2 est seul envisagé.

Le § 3 montre comment, en etendant convenablement la construc-
tion précédente, on peut construire la mesure =zléatoire do telle scorte
gu’'elle soit presque sOrement absolument continue par rappcrt & une
probabilité a quelcongue donnée a priori sur EL1], et de moyenne «.

Ces résultats sont (sauf dans le cas de mesurss & densités
dans Lﬂ) conséquences presque triviales de théorémes de convergence dc
martingales A valeurs vectorielles que, pour la commodité, nous résumcns
dans le paragraphe 1.

Ce travail tire son origine de discussiors avec Charles

H. Kraft @ qui j'exprime mon amitié.

1 = NOTATIONS ET RAPPELS.

Soient W/ et W' deux espaces vectoriels tels gue Qg' puisse
8tre considéré comme le dual de Y/ pour une topologis localement
convexe convenable sur W . On note < x x' > la valeur en x & V/ de la
forme linéairs x' & Vv '. Dans les applications suivantes on aura soit :

- \ﬁ : espace de Banach Qf)[a] des fonctions réelles p.=intégra-

bles par rapport & une mesure a sur [b,i] et (' son dual, soit



- Y : g@space ML des mesures bornées sur [0,1], WV ' étant
alcrs l'espace C des fonctions ccntinues sur EL1],fni,étant muni de
la topologie faible o (M7, & ).

On note, d'une fagen générale, (CF. [2] chapitre IV)
o(VY, V') (resp. o(\/', W) la topologie définie sur VY (resp. sur
W/ ') par la convergence simple sur /' (resp. sur /) des formes

linéaires x'~»< x, x' > sur ' (resp. x"\=2< x, x' > sur /).

si (Q, f[j. P) est un espace probabilisé, si [?/n] est une
sulte croissante de sous tribus de j’{. et si (f‘n] est une suite d'appli~
cationsde @ dans W , on dit que (Fn) est une martingale faible si les
propriétés suivantes (M1]. (le et (M3) sont vraies : (Cf. [7]]

(M1] Pour tout n, tout x'€ Y 'la variable aléatoire
WA < f‘n (w), x' > est g{n-mesurable.

(M) Pour tout n et tout FE J4 , 1'intégrale feible (Cf. [5])

I f d P existe

L

(i. e« : la forme linéaire x'/\ﬂj < fn s X' > d P est définia pour tout
F

x' et s'identifie a un 2lément de W/ ).

(M3) Pour tout n < m et tout FE ‘J/ln

f‘FdF’-‘-‘I'FdP.
n m
F F

Si M est un espace de Banach on dit que (-Fn] @st une martingale

forte si les propriétés (M'1] et [M'2] suivantes sont vraies, ainsi que

3
(M'1] Pour tout n fn est fortement ~ff‘j_}-mesural:vle (i, e. limite
presque slre de focnetions étagées g‘n-mesurables]

(M*,) Pour tout n et tout FE fn 1'intégrale forte (au sens de

Bochner : Cf, [’IJJ



Nous utiliserons les deux résultats suivants extrgaits de !:7 ]

Théoréme 0 - 1 Cf. [ 7] p 180

Sott (£, » j'{n] wne martingale faiblc, & valcurs dans \J . On
suppose qu'il existe une partie convexe faiblement compacte Q de Y]
telle que f_ (w) € 0 pour tout wE Q.

On suppose en outre que V)' admet un enserble dénombrable
partout deznse pour la topologie de la convergenc:e uniforme sur Q.

Alors, il existe f_ , & valeurs dans Q, vclle que presque
stlrement (0] converge vers f(w) pour la topologic ol Y], V) 'J.

Lu outre, pour tout n et tout F & U:"n_, on a :

Théoréme 0 = 2 Cf, [ 7] (Chap. 5 et th. 4)

-

Soit (fn ’ ’J"nJ une martingale forte & valeurs dans un espace
de Banach ], de dual \)'. On suppose qu'il existe une famille@ do
parties convexes faidlement compactes de V], telles que

Ve >0 ,3 QE < Q et n, telc que P(Q\Qs]se,et

Yo & 2 , Y nzn f (w) € ¢
€ € n €

1°/ St de plus, pour tout x' & V',

sup J 71l ap <o
n

et st ' admet ::1 ensemble dénombrable partout densc pour la topeologie
de la convergence wniforme sur lzs parties de @, alors : il existe

f & valeurs dans Y/ , telle que



-l

presque sfitrement lim | |flw) - fn(w]H =0
n—>o

2°/ 5% la famille (| |~Fn| |) est equi-intéyrable, alors f est fortement

intégrable ¢t pour tout n et tout FE Jﬁn on a

I fdp=f fdP.
g F



2. MESURES ALEATOIRES P. S, ABSOLUMENT CONTINUES PAR RAPPORT A LA MESURE

DE_LEBESGUE

Z.1 Procédé d'interpolation

Soit A un intervalle [a.b] (resp. [a,b[) de [p,i], on notera TA
1'application affine croissante unique de [0,{] (resp. [0,1[] sur [a,ﬁ]
{resp. [a,b[). Si B est une partie guelcongue de [0,1], on notera, pour
simplifier, JA(B] 1'indicateur de 1'ensemble TA[BJ.

Soit O 1'ensemble des nombres dyadiques de {0.,1], le nombre i;

étant noté (n,1i) pour simplifier.

Soit alors une famille guelconqus w = (xn 1Y, i] de points ce

2

Jo,1[ x [0.1]. On va associer & cetts famille une suite fn(wi] de fonctions

définies par récurrence sur Jo,1} ds la fagon suivante :

f (w,0) = 1 1
o
yO ] ] 1-y0 y
‘F1 (w,0}) = < 310’1] O,XO + T J]O,']] ]Xo,1j 0 o
o 0 F1(w. 3
et si 1la fonction -Fn est définiepar :
25—1
f (w,.] = a ..
n i=o n.i An.i © X5 1
on pose .
2” , ) flgure 1
- . -y
n,1i n,i
Fn+1[w"] Z an,i'[i ) In .]O'Xn,iJ * A Ia . ]xn;i'1]]
i=o n,i n,i n,i n,i

On notera vn(w] la mesure ayant fn[w,.] pour densité par rapport & la mesure

de Lebesgue sur [0,1]. On voit immédiatement que la suite des fonctions de

~

répartition Fn[w,.) des vn(w,.] est obtenue & partir de

w = (x g Ppar le procédé décrit dans [{J par L.E. Dubins et

n,i’yn,i)[n,ile

C.A. Freedman (cf. également figure 1 ci-dessus].



2.2. Théorémes de Convergence

Nous avons alors, en notant A la mesure de Lebesgue sur [o,{] et
en identifiant chaque fonction f de L1[A) a8 la mesure de densité f par

rappert a A

Proposition 1

Si les (X .Y ) . sont des variables aléatoires indé-
n,i’* n,i’(n,i)eD

Py

pendantes, & valeurs dans_]o,i] X [9.1], de lois v et telles gue

i

(H}: v(n,1i) ECY )=

n.ilxn,i Xn.i’

la suite [vnl de mesures aléatoires obtenue per le procédé ci-dessus, est

une martingale forte & valeurs dans le sous-espacs L1[o.1] de 1l'espace de
Banach Y, des mesures bornées sur [0.1]. relativement 2 la suite de tribus (Gi);
ol 1)

T = B, 1i<n} = G {(x Y L) i op<n, i<2P-1}.
n i = 0,1’ p.i - -

Les m8mes conclusions sont vraies si on suppose Seulement que pour tout n<m

et tout J:Zm-1. X est conditionnellement indépendant de @h‘ sachant Xm .y

maj ’J

{H) restant vraie.

Démonstration

En vertu de 1'indépendance des (Xn i.Yn i). 1’espérance condion-

Y ‘i],p<n, par

Gy o
nelle E[fn+1l.ﬁn] s'exprime au moyen des (Xp,i’ 0

n

(221JEH=[’°]lﬁJ==ZZ“‘l i, Joodt) + X3, Ixq] ey (ax.dy
el n+1' ¥n i=o %, 1 X An { ' 1-x An { ’ W, g 0% QY

1 - . : L
1’hypothése E(Yn,ilxn,i] xn.i implique alors immédiatement

n—

(2.2.2) ECF_JOIK) = | o ,.I, (€)= f (t).
1=0 n,1

Pour toute borélienne bornée sur [0.1], pour tout B & fjﬁn

n

[1JZﬁXi : 1 € 1) désigne la tribu engendrée par ics variables aléatoires Xi.igfI.



L'évidente mesurabilité de (t,u) —~— fn(t.w] justifie 1'applicatios du

théoréme de Fubini :
,

Or. en déduit d abord la T -mesurabilitéce u -— } f (tw) PlElct = <F_(w,.), P>
pour toute Y borélienne bcrnée sur [b,{], et ceci impligue la mesurabilité
forte de woe— Fn(u,.) € l1(A], d'apres un thiZoréme classique de Pattis.

5'o0 1@ propriéte M%. Ensuite

j{B <-Fn+1,‘f> dpP = { Pltldt [B 'Fn_l_,l(t,w) P{dw)
n

n
et d'aprés (2.2.2), la propriété (M3] en résulte

Y = {
( <F 4> P J‘ﬂt]dt[

f (t,w) Pldw) =( <f ,¥> dP.
Jg n 8 n
n

n n

5]
La propriétée [Mé] résulte immédiatement de ce que pour tout w
v, (| = ||+:n(w1i|1 = 1
2t cu critére classique d'intégrabilité Bochrier des fonctions fortement
mesurables.
L= derniére affirmation du thécrame résulte de ce qu'avec ces

hypotheses élargies on peut encore écrire (2.2.1) et en déduire (2.2.2).

Théoréme 1

Aec les hypothdses de la proposition 1, la suite de mesures L CY
converge presque sirement faiblement vers une loi de probabilité v(w),
farbiement intégrable, la probabilité aléatoire v ayant pour mouyenne X

(mesure de Lebesgue sur [0,1]).

Démonstration

La proposition 1 permet d'appliquer le théoréme (0-2) qui donne
irmédiatement le théoréme 1, si on 1’applique & la martingale faible
[vn, &H]’ 4 valeurs dans 1'espace Mb des mesures bornées sur [b,1]. On prend

pour Y 1'espace ¥ des fonctions continues sur [0,1] et pour Q l'ernsemble



« q -

des mesures bornées de norme <1. On obtiert ainsi v(w). Comme pour tout
en dehors d'un ensermble de probacilité nulle st pour toute ‘fe € on a

<vwl,¥> = 1im <vn(w3,‘£7> .
n

viw) est positive et de norme 1 pour presque tout w.
Enfin, la propriété de martingale implique :

p
A o= ] v (w)P(dw)= [v (w)P(dwl= Jv[w]P(dw)(au sens de 1'intégrale
0 n
. faible)

Théoréme 2
1°) it p, 1<p<= . ST
su f (w) Pldw) <=
w [yl

la mesure v(w) admet presque sirement une densité flw)e LP(A) , par rapport

.

d A, et la sutte (fn(w]]n converge presque sirement vers flw) dans L7 (1),

2°) s2

sup E[[ £ w,t) log" flw,t) dt) <+,
n

la mesure v(w) admet presque surement une densité f € ! > par rapport a ),

et la sutte [Fn(wll converge presque sirement vers f (w) dans L,

Démonstration

1°) L'hypothése implique que, pour tout €, il existe %  tel que P\Q)<e
et :ug “Fn(w]“p <+, Comme DPest séparable et réflexif, donc a ses
b0u1:s faiblenent relativement compactes, le théoréme 0.2 donne immédiatement
la conclusion souhaitée. (On utiliss en fait ici un théoréme plus classigue

>

de Scalora sur les martingales & valeurs dans un espace reflexif cf. @]J.

2°) On applique également le théoréme 0.2 ci-dessus en prenant pour VY
1'espace de BanachlL1(A], de dual Lmtk), et pour ¢ l'ensenble des parties
équi-intégrables de L1. L” admet un enserble dénombrable partout dense pour
la topologie de la convergence uniforme sur les parties e o (topologie de

&K 1 = .
Mackey Tl ,L'). Nous avons donc seulecment 3 montrer qua veE , 4 Qe )

(2) On note log+x = max(3,log »).
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tel que P(ﬁ‘\Qe) < £ et (Fr[w,.]] est équi-intégrable.
- t

i

Poscns ¢ (w) = ] f {w,t} log+ f_(w,tidt
n n n

Comme, pour toutt [Fn(..t} lug+ f (.,t)) est une sous-martingals positive,

n n e
il en gst de méme de @n. La condition Jdu théoréme exprime alors que

sup E{®n] < 40
n

d'ol la convergence de la sous martingsle positive (Qn) vers une limite p.s.

finie. Si on pose
= H <
Fn.p {w Qn(m]_“ p}
on a donc
ve 3 P[lim inf F ]>1-£
€ n,p
n €
Il existe donc n, tel que

n>n, = P F__1>1-e
n>n_ Pe
Comme 1'ensemble
{f (w,.):n>n_, welY F }
n c Ui”o N Pe

gst unifocrmément intégrable, d'apreés un critére classique, donc relativament

compact pour c{L ,Lw]. nous avons obtenu ce gue nous voulions.

1

2.3. Conditions suffisantes de convergence dans des cas particuliers

Nour retrouvons et étendons au cas de Lp {(p>1) une condition

énoncée dans [i] pour p=2.

Théoreme 3

Y .) de variables aléatoires

On considére la famille (Xn‘i, ni’tn,ile D

- P d - - * » >
tndépendantes & valeurs dans _10,1[x I_U,‘L] et la suite Vo de mesures
aléatoires associées.

On suppose que les mesures w4 sont de la forme

,1
o, =€ b
n,1i a @ n,1i
n,1
ou €, 8:t la mesure de Dirac concentrée au point LI et W ; une mesure
) » 2

N, 1
swr [0,1].



Posons
Y p 1-Y
b, =  sup ([1—tﬁsﬁli ] y [1~E[ _ak’llp])
i<2'=1 k, i K, 1

AZora, 8t

! b, <+

n
La suite (vn] de mesures aléatoires associeed [Xn,i’Yn,i](n,iJ cp @ ses

densités (f,) par rapport & la mesure de Lebesgue N, qui convergent dans LP

vers la densité d'une loi de probabilité v(w), presque stivement.

Démonstration

Comme (inégalité de Jensen) on a, pour p>1

edlx) < &|x|P)1P

L[ I+t |Pan 7] < [l ct,0Pani] VP

La condition du théoréme 2, 1°) est donc satisfaite si

on a

(
(2.3.1.) sup J |fn(t,wllp dt Pldw) < -
n

Pour tout te:[D,1] et tout n, il existe un entier unigque i(t,n) compris

entre 0 et 2n-1 tel que t e.An Posons

S 17
1 si 1i(t,n)} impair

e(t,n) =
0 si i{t,n) pair
On a
f (t) = ; {:ELELE;§2J1—E[t’k] [1:XELELELbl]e[t,K]
" k=1 ¥, ilt, k) T, 10, k)

Compts tenu de 1'indépendance des (Yn i] il résulte facilement de la con-

2

dition L b <> que
n n

sup  sup Elfn(t)lp <40,
o<t<1

D'ol la relation (2.3.1).

(3) xvy = max{x,y).
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Z2.4. Questions de support

soit MY 12 partie de Mo constituée par les probabilités sur [0,1].
C'est une partie compacte pour la topologie c(“ﬂ,%ﬁ).

L'application w~— v{w) dss théorémes 1 et 2 est & valeurs dans qﬂj
et faiblement mesurable (i.e : 1'imege réciproque d'un borélizn de /WZ1 muni
de la topologie 3(”%,%2) est un élément de qF,: ceci résulte de ce que V est
limite simpla d’une suite de fonctions &tagées sur 3. on peut donc parler
de la probabilité B sur les boréliens a?rde ’HL1, image de P par v. Comme 4nf
est métrisable c'est une mesure boréliennc réguliére, ou encore une mesure de
Radon. On peut donc parler de son support au sens topologigue usuel.

Nous nous contentOn® de donner une condition suffisante pour que

"
le support de P soit ”n; tout entier.

Théoreme 4
Les variables aléatoires X 5o Yn ) étant indépendantes, et les

mesurcs W o étant de la forme

on suppose que
(1) le support de u' . est [0,1]
(11) lec extrémités dec intervalles [An,i](n.i) €D forment wun ensemble
A& dense dans [0.1] (cect a lieu en particulicr lorsque a, ;= @ e:]0,1[].

Alors le support de P est ”ﬂ;.

Démonstration

B8n peut évidemment prencre pour (2, F,P) 1'espace [D,l]D, muni de
la tribu produit des tribus boréliennes de [0,1], avec

P = K T
(n,1leD s d
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2 est alors un compact et P ast une mesure de Radon sur @ dont le
support, d'aprés (i) est §§ tout entier.

Le théoréme 4 résulte alors completement du lemme suivant :

Lemme :
v est une surjection continue de ©, muni de la topologie produit,

sur ’Wbt muni de o (M., €.

Démonstration du lemme

Comme dans 2.2 ci-dessus nous notons Fn(w) la fonction de répar-

tition de la mesure vn(w]. Si t est 1l’extrémité droite o’un intervalle An i’

le schéma d'interpolation décrit en 2.1 est tel que pour tout m»n on a
Fm(w,t] = Fn[w,t). Pour tout w et tout t € A la suite (Fm[w,t]]m converge.
Soit Glw,t) sa limite {définie sur A). Si pour tout se [0,1] on pose

Flw,s) = 1lim G(w, t)
t¥s
t#s

il est facile de voir que,en tout point de continuité s de F{ ,.), on a
lim Fm(w,s] = Flw,s) (ceci utilise la densité de A dans [U,1]).
m

Flw,.) est donc la fonction de répartition de vi{w), limite faible de vn(w].
Montrons alors que w+ v(w) est continue. Soit [wp) une suite
dans Q, convergeant vers w. On a, comme conséguence immédiate des définitions,

pour tout m,

lim F (w ,t) = F (w,t) pour tout t € A
m p m
pre

D'ou 1’on déduit
1im G(wp.t] = G(w,t) pour tout t € 4,
e

étant donné gue G[wp.t) = Fm(wp.t] pour un m assez grand, dépendant unigue-
ment de t, et non de pl.
Comme Flw ,.) est la régularisée 3 droite de G(wp,.) et F(w,.) la

régularisée & droite de Glw,.), d'aprés ce qui précéde, on en déduit aisément
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Jue, pour tout point de continuité s de Flw,.) on a

Flw,s) = lim F[wp,s].
p¥o

Ceci exprime la continuité de w—— v(w), pour les topologius

voulues.

Que w—~> v(w) soit une surjection résulte de la remarque suivante :
si F(.) est la fonction de répartition d'une loil de probabilité gquelcongue
sur [0,1], il est possible de choisir la famille w = [Yi.n](n,i]€;D de telle
sarte que pour tout t € A on ait Fm[w,t] = F(t) pour m assez grand ; on a
donc pour un tel w : F(t) = G{w,t) pour tout t € A , et par suite
F{t) = G(w,t) = Flw,t) pour tout tc A , F(.) 8tant par définition continue

a droite, Ceci achéve de prouver le lemme, et le théoréme.
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3. EXTENSIONS DES RESULTATS PRECEDENTS.

Dans ce paragraphe, nous étendons les résultats précédents a
des mesures aléatoires admsttant pour valsur moyenne une lol de probabi-
l1ité donnée a sur ]D.ﬂ:et donnons ensuite des conditions suffisantes
pour que la mesurs aldatolire de moyenne a, ainsi construitse, ait presque

sdrement sa densité dans Lp(al.

3.1. Probabilité aléatoire de moysnne donnée.

Théoréme S.

Sott (X_ ., Y_ .,) wne famille de variables aléatoires

n,1* 'n,1°(n,1)eD

& valeurs dans ]0,1] x rg,ﬂ, de lots v telle que pour tout entier m

n,1°

et tout entier § < 2"-1, Y_ , est conditionnellement indépendante, sachant

m, J
X,y » de la famille (X 0 Y )4y 0 o o On désigne parg,n. la

tribu engendrée par (Xm {Im < o €t par B la tribu des boréliens sur

EJ,ﬂ. On pose :

hn.itxn.i] N E(Yn.i|xn.1]

On considére une famille (g, 47 d'applications de @ x [0,1]
dans ]0,1], telles que g_ soit mesurable pour gn ®Q et on définit
par récurrence la suite [fnl de fonections aléatoires, & trajectoires
étagées sur [:O,ﬂ :

f (w,t) = 1
(s}
la formule de récurrence étant :

2M-4

f (w,e) = L a 1 s 4
n {0 n,i An.i



2 -1 Yn.i(w]

7 fn+1[w"3 = i an,i h(Xn i(w]] JAn 1 ]D'gn.itxn.i]] *

1-Yn i[w]
My as J g X ), 1]
TRTK, (0] An‘i] 1,1

Si, o étant une probabilité sur [b.{], les fonetions g, ont pu

étre choisies de telle sorte que

alA )
nt1,24 hix_ ) p.S.

G(An,i) n,1i

(H)

la suite vn(w] de mesures de densité f (w..) par rapport & o est wre suite
de lois de probabilité, ccnergeart presque silrement dans ﬁ%;1 (pour la
topologie ci?ﬂf,é?l] vers une lot de probabilité v(w), la mesure aléatoire

v ayant alors pour moyenne a.

Démonstration.

En reprenant, mot pour mot, le début de la démonstration de 1a
proposition 1, on voit que pour tout té{]O.i], 1o suite (fn(t]] est une
martingale réelle par rapport aux tribus i}% ( ﬁi désignant 1la tribu

< { <
gngendres par (xn,i, Yn,i]’ m < nl.

Si on considare la suite [vnl. on voit, également comme dans 1la
démonstration de la propositicn 1, gque c'est une martingale forte &

valeurs dans 7?@

La condition (H) entraine par récurrence sur n, que pour presgue
tout w, on a :
livearll = 1,

can d'une part ﬁvotw]ﬂ = "a!|= 1 trivialement st d'autre part

"Vn+1[w)“ = “vn(w)" en vertu de :



f f (w,t) aldt) = a alA )

n+4 n,i n,1i
n.i
Y A g o) . 1Y, ) atA ) - alA o 2_)i
h(X [wl} alA_ ] 1=h(X_ (w]] a[A L ;
n,i n,1i n,i n, i
soit :
{3.1.1) J (m t) aldt) = a _— a(An,i]

Le théoréme (5) découle donc alors immédiatement du théoréme 0.1,
exactement comme 1s théorsme 1.
La condition (H]} du théoréme ci-dessus est &videmment un peu

obscure. Nous donnons deux cas dans lesquels elle est vérifise.

Proposition 2.

L'hypothése (H) du théoréme 5 est vérifiés en particulier dans

les deux cas suivants :

jer cas @

a = A (mesure de Lebesgue)

gn(w.x] = h(x]) (indépendant de w].
2éme cas

Les un.i sont dz la forme ea X ué,i ol ea est la mesure

n,i n,1i
L}

de Dirac en a , et W' , une loi de probabilité sur 0,11, 1es (v, )

étant indépsndantes.

On prend gl(w,x) = x st la suite [An i] étant indépendante de w,

on suppose que

*(A 41,21]

-—r-—_
n,1i n,i [An,i)

(On donnera une valeur quelconque & h si G(An .1 = 0).

-
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Démonstration.

Lz vérification de la propriété (H) est triviele dans chacun

das deux cas ci-dussus.

3.2, Probabilités aléatoires 3 densités dans LPta).

Thécréme G.

Sott (xn s Yn i) et [vnlzxmrw dans le théordme 5, toutes les

»

hypothéses de ce théordme étant supposées réalisées. Notoms || |p la

nome dans LP(a) avee p > 1.
1°) S powr un p, 1 <p <= ,ona:
sup J ufn(w]lp Pldw) < =

la mesure v(w) admet presque sirement une densité flw) ey Pra), par
rapport & o, et la sutte (f_ (w)) converge presque siirement vers flw)
dans LPta)e
2°) 51
sgp E (f fn(w,tl Log+ fnbw.t) aldt)) < +
la mesure v(w) admet presque sitirement une densité f’élﬁ[a] s par rapport
a a, et la suite (fntwll oonverge presque surement vers flw) dans L1[a).

Démonstration. On p=zut reprendre, mot pour mot, la aémonstration du

théoreme 2.

On peut, conme en 2.3, donner une condition suffisante

simple pour que v(w) admette presque slrement ung densité dans Lp[a].



-19-

Théoréme 7.
Or suppose qu'on est dans le 28me cas de la proposition 2.

Posone, pour p > 1

Y 1-Y P
k,1 k,1
b = sup E-E[___’__]p] Vv IE-E(______A_]]
n 1-<--2n_1 ( h(k,1) 1-h(k,1)

Alors, 8t

ﬁbn<+o

les fonctions (f (w,.) convergent dans WP (a) presque sirement vers une

fonetion f(w,.) qui est la deneité de la probabilité aléatoire v(w).

Dé&monstration.

On reprend la démonstration du théoréme 3 en remplegent dt par

a(dt) st 8,4 Par hik,1).

3.3. Interprétation géométrigue du procédé de construction de v dans lo

28me cas de la proposition 2.

On suppose dohc gque les Xn i sont presqus surement constantes.

{w)

On désigne par Fn

la fonction de répartition de vn(m) et par
F(w), celle de v(wl.
51 G désigne la fonction de répartition de @, on a :

Fotw] = G,

La formule de récurrence, et la formule (3.1.1) montrent que si
An.i =]E1 s 52] on a

g = F(E,) = F  (E,)

hz = Fn(Ezl = Fn+1[£2]



yd

La formule de récurrence et la condition hn
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alA ]

n+1,21

i oA )

n,1i

£ o s = !
montrent également que si on pose An+1,21 J£1 ’ EIJ le graphe de 1la

fonction

Fn+1

dans 1'intervalle A sa déduit du graphe de 1la

n+1,21

fonction Fn par la transformation affine (t,y)l~ [t.F(E1] +

suivante :

Yn.i

AL N

Le graphe des (Fn} s'obtient donc par récurrence de la fagon

si dans 1'intervalle A

n,i le graphe de Fn Joint

81[51. 01] et 82[52.n2] (cf. fig. 2}, con considére le point

de (a_ .
n‘l

les points

B" image

. ¥, 4) per 1'application TAn i>< T[n1’n2] de ]0,1] x [0,1]

sur A, x [, . nz]. (cf. 2.1. pour la céfinition de T,).

Si on pose &' =

a) dans A

n,1i

n+1,24 e grephe de F_ . s'obtient 3 partir du

TA [an,iJ et B' = (E’.FnIE’JJ. On voit que :

graphs de

Fn‘ par l'unigue application du type (t,yl ™ (t,a + by) conssrvant

B1 et appliquent B8' sur 8", si a[/\n+1 21) ¥ o et reste identique au
graphe de Fn {segment horizontal) si G(An+1,21) = 0, (figurs 3).
b) dans A

n+1,21+q 16 graphe de F__, s’obtient & partir du graphe

de Fn par l'unique applicetion du type (t,y) > (t,a + by) conssrvant

82 et appliguant B' sur B”, si a[An+1,21+1J # 0, et raste identique au

graphe de Fn {segment h~-f=ontal) si al(A

n+1,24417 = 0-
graphe de Fn

18, " n1¥ //””T

(
}

.- grephe de Fn

|
]
1
]
|l =
LN el -
. |
]
|
i

graphe de Fn

+1

Figure 3

€T~ graphe de Fn
|
" 5] B
> i >
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En particulier, lorsque la mesure o est diffuse, le graphe do
F s'ob i € Y , cus Zles
( n] obtient en joignant los sommets an.o Bn,1 Bn,z des rectangles
construits par récurrence & partir de [Q,{] X [b.1] par ls procédé dec
Eﬂ. au moyen d'une courbe qui se déduit du graphe do G par unc affinité

convenable dans chaque intcrvalle.

0
! A 544
B4I3
Graphe de\ %
1/// A o Graphe F4
B4.2
B4.1
S e
/ F
n
e
B4.0
Figurc 4.

I1 est clair, par ailleurs que, si l'ensemble A des extrémités

dcs intervalles (A ) est dense dans [ﬁ.1] {ce qui a liesu en particulier

n,i

si a, 4~ 2 € ]0,1[:pour tout [n.i)], on ne change pas la limite faible
des mesures définies par les fonctions (Fn] si on remplace leurs graphes
par ceux de foncticns crolssantes gquelconques joignant les points

Bn JEER Bn on On a donc immédiatement le théoréme suivant, ccmme

conséquence de cette remarque et des théorémes 5 et 6,

Théoréme_a_ .

Soit (Y_ ) une famille de variabled aléatoires
Nl e, 1) €D

indépendantes et soit [an,i](n,il op We famille d'élémente de ]0.1( telle

que l'ensemble A des cxtrémités des intervalles A_ , construits par le

n,1i
procédé de récurrence ci-dessus soit dense dans [0.1].
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(Cect a lieu en pavticulier st a , = a €]0,1. Soit o wre lot de pro-
babilités, diffuse. sur [0,1]. On suppose que

al

A )
~ e, 21
E(Y, ;) = hin,i) = ——————a[An] .

Alors la suite (v (w)) de probabilités dont les fonctions de
distributions, linéailres par intervalles, sont définies par le procédé
d’interpolation en 2.1. ci-dessus, converge fatblement presque siurement
vers wne probabilité aléatoire viwl, l'application w —~s v(w) ayant pour
valeur moyenne la probabilité a.

En outre, si pour p > 1, on pose :

Y . B 1-Y p
k,1i k,1
b = sup [5 - E { ————————]:] Y [1 -E (=) ;]
n i§2n~1 hik,1i) 1-h{k,1)

la condition I b <+ implique que v(w) admet presque silrement wune
n>ag

densité dans ILP(a).

Remarque.

Nous nous sommes attachés & montrer les relations existant ahtre
nos résultats et les résultats précédents de [ﬁ] et Eﬂ. Malheureusement,
nous n'avons pas réussi 3 en faire autant pour les intéressants résultats
de Eﬂ.

Il faut noter également que notre étude trés partielle du support
de la mesure g (théoréme 4 en 2.4) est loin d'Stre assez compléte pour Atre

considérée comme 1'analogue dans le cas €tudié par nous de 1'étude com-

pléte failte par Dubins et Frazdman dans 1a situation considérée par eux.
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