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REGULARITE DES SOLUTIONS D*UNE EQUATION

DIFFERENTIELLE ABSTRAITE

par

C. BAIOCCHI

PRELIMINAIRES.

On va exposer plusieurs méthodes pour &tudier les problémes d'existence,
d*unicité, de régularité, pour le probléme de Cauchy pour une équation différen-

tielle abstraite, du type

u'l(t) + Alt) ult) = f(t) 0<t<T.
(1)
u(0] = u,

Dans tous les cas, la méthode est plus intéressante que les résultats
obtenus relativement & (I) ; & savoir, il est plus intéressant d'étudier la
technigue gqui permet d'arriver au résultat (technique qui peut se généraliser
a plusieurs autres types de probliemes) plutft que le résultat relatif & (I)
en lui-méme.

Dans chague cas, le procédé demandera toujours deux étapes : 1'ocbten-
tion d'estimations a priori, et l'utilisation de ces estimations. On se bornera,
dans la plupart des cas, & montrer de gquelle fagon on peut obtenir les estima-
tions, et on indiguera seulement le procédg, standard dans la plupart des cas,

par lequel on peut déduire de ces estimations les théorémes relatifs. Ces

procédés standard sont en général

- le théoreme de Riesz et ses variantes, telles que le lemme de Lax-Milgram

ou la variante du lemme des projections de Lions (cf. D], chap. IIIJ.

- la méthode de Faedo-Galerkine




- la méthode de Transposition et interpolation

- 1la méthode de 1'image dense et 1'inverse borné.

FPour ce qul concerne les trois premieres méthodes, on est forcé de
travailler dans des espaces ol les bornés sont, dans une topologie convenable,

relativement compacts ; on ne pourra donc pas obtenir (du moins de fagon di-

cr

recte),des résultats dans des espaces du type : fonctions continues & valeurs
dans un espace guelconque. La guatrieme méthode, au contraire, est valable
dans n'importe guel espace. Elle peut étre schématisée de la facgon suivante

on se donne deux espaces de Banach, Y et Z, et une application czpe.éf[Y,ZJ ;

si 1l'on montre que

(11) vyeY. v, <k (%l

(II1) L (Y) est dense dans Z,
on a8 nécessairement, que ﬁ:est un isomorphisme surjectif de Y sur Z.

Il y a 13 une difficulté supplémentaire, la propriété (III) n'étant
pas nécessaire dans les autres méthodes ; toutefois, comme on verra dans des
exemples, 1'obtention de (III) peut Etre ramenée & des "estimations duales”
des estimations (II]) ; et donc, elle peut s'obtenir avec peu d'effort en plus.

A cet effet, il peut souvent €tre utile de travailler avec la mé&thode

de prolongement par rapport au parametre, qu'cn va schématiser. Précisément,

avec les hypothéses précédentes (Y,Z espaces de Banach, 7; e L(v,7)), soit
=o€ Qg(Y.ZJ, © “petit par rapport a 6" ; précisément, on veut, au lieu de

(IX), ltestimation

(IV) vyeY,veelod, |y

y SRk llBy « ez,
Alors, la validité de la relation

) (<G +

[11

] (Y) est dense dans Z

donne que ?:+ g egst un isomorphisme surjectif de Y sur Z pour tout Ee.BLij.

[$¢]



On a donc, d'une part, une petite difficulté supplémentaire (on doit obtenir
(IV) au lieu de {II)} ; mais d'autre part, on peut se borner & chercher une
densité ({V) au lieu de (III}) pour une modification de ﬁg, T+ E ; cela peut
souvent &tre bien plus agréable, étant donné gu’'on peut se bormer, par un

choix convenable de Z, & travailler sur un opérateur plus maniable que 1'opé-
rateur‘%;de départ (pour une exposition plus détaillée de ce procédé, on renvoie
a [2], & compléter par [3:], ]:4], [5] oll 1"on applique le procédé a des problémes

du type (I]).

I. POSITION DU PROBLEME. PREMIERS THEOREMES D'EXISTENCE, UNICITE ET REGULARITE.

On se donne deux espaces de Hilbert, V et H, avec V dgﬁge H ; on iden-
tifie H & son antidua 1 H® et on plenge H dans 1l‘'antidual v* de V. Pour simplifier
on suppose aussi gque H est séparable (ce qui implique que V et v sont séparables
aussi).

On se donne un nombre Te]D, + oo[ et, pour presque tout t e [D,T], un

opérateur A(t]) linéaire de V dans Vv 5 et on veut étudier le probléme de Cauchy :

(1.1) uT(t) + ACE) ult) = £(t) te]o,T[

(1.2) u(0} = ug

Remarque 1.1.
Quelquefois, on va supposer A(t) donné pour presqus tout t &R = ]—w,+ WE_

et on va étudier le probleme
{1.3) u'(t) + A(t) ult) = f(t) tefR
la condition de Cauchy (1.2]) é&tant remplacée par une condition de décroissance en —w-

Il est commode d'introduire les hypotheéses sur A(t) au moyen de la forme

sesquilinéaire a(t,u,v]) associée ; précisément, on pose



(1.4) < A(t) u,v > = alt,u,v] Y u,veV , p.p. ent

(ol le crochet désigne 1'antidualité entre V¥ et V) et on suppose que la forme

(sesguilinéaire sur V) {u,v} — alt,u,v) est telle que :

(1.5) t — alt,u,v) € L vou,wv ey (M

Jo >0 tel que, Vv €V , on ait

(1.6]
Ré alt,v,v] > a ”v"i p.p. en t (2)

On a le théoreme

Théoréme 1.1.

Sous les hypothéses et notations (1.4), (1.5), (1.6), l'application
u~> {u' + Au, ulol)} est un isomorphisme surjectif de L20,7 s v Ao, T 5 VY
sur L2(D,T 5 V') x H. En particulier, quels que soilent f € LZ[D,T 3 V9, u €t

le probleme (1.1), (1.2) admet une seule solution u € LZ[D.T 3 V) [3].

Ce théoreme peut Etre démontré de plusieurs fagons ; dans [ﬂ], on
donne quatre démonstraticns différentes basées respectivement sur :

- la variante du lemme des projections,

la méthode des différences finies,

1

la méthode de Faedo-Galerkine,

- la méthode de prolongement par rapport au paramétre,

{1) On remarqguera gue de (1.5) et du théoréme de Banach-Steinhaus, on tire :

dm s |att,uuv)] <M ”U”V ”V“V ¥ u,veV, p.p.ent.

2
(2) L*hypothése : 3o >0, AX Y v €V : RE alt,v.v) + AHV”H Z.““V”V PP
n'est pas plus générale que {(1.6), pour ce qui concerne (1.1), {1.2), il

suffit de changer 1'inconnue dans (1.1}, (1.2), en posant u(t) = ext v(t].

(3) Cf. la remarque 1.4. sulvante pour ce dernier point,



une autre démonstration, par régularisation elliptique, est donnée dans [E] ;
on va ici montrer de quelle fagon on peut démontrer le théoreme par la méthode
de 1'inverse continu et de 1'image dense.

D'abord, guelques remargues.

1
{iés gue LZ[D.T 3 V) et H (0,7 ; V™) sont contenus dans L1[D,T 3 Vv

1,
on peut considérer 1'in.ersection de ces espaces ; d'aprés les résultats de
Dq, on sait que, si u est dans cette intersection, u est (p.p. égale &) une

fonction continue de EL1j & valeurs dans H, 1l'application u - u(0) étant

continue de L2(0,T 5 V) A H'(0,T 5 V*) dans H.

L'application u »~ u' étant évidemment continue de L2[O,T;V)n H1{O,T;V*)
dans LZ(D,T; Vv¥), i1 suffit de montrer gue u - Au est continue de LZ(O,T 3 V)

dans L2[O,T 3 V) pour avoir que, si 1"on pose

(1.7)  You el?0,T s VW AaHT ; V), Bu={u + A, ul0)}
1

on ait G eLL%0.T 5 VI AH (0,7 5 V9, L30T 5 V) x HI.

Or, pour ul(t] € LZ[G,T ; V), A(t) ul(t) est (scalairement, donc forte-
ment, V* étant séparable) mesurable & valeurs dans V gréce & (1.5) ; toujours
(1.5) {cf. aussi [1] assure que A(t] u(t) e LZ[D,T 3 V¥), et la continuité de
1tapplication.

On va donc contrdler la validité des (II), (III), des préliminaires,

>

avec Y = L2(0.T s VIA R (@,T 5 V¥, Z = 120,75 V™) x H, B étant donné par

(1 17].

Les estimations du type (II) se déduisent en prenant u &Y guelcongue ;
en prenant (1.1}, (1.2) comme définition de f(tJ], u, s puis en multipliant
(scalairement entre V¥ et V, p.p. en t) les deux membres de (1.1) par u(t]) ;

en prenant 2 Ré des deux membres, on tire (on applique (1.6)) :

d 2 2 ’ 2 2
Fr Jued] + 2 e Juted] <2 | < flt), ult)>] <= Ieced]  + o [Juted]
H Vv & Viad Vv

d'ol, en simplifiant et en intégrant



T T 5
Lol s | fuwll av <2 | el dt« full . oaven
i p
1 1
caey el < dle,
| llLZ[VJ“" LPv*)  Ja OH

II
De {1.1), on tire aussi (cf. toujours ( )7 :

T I L B R I 11 (S Pl

L) LSV LEV™) LS (v LSV

cnflul . <c {nfu +uun}
2 a,M 2% o"H

L7V L

(la derniére inégallté est obtenue gréce & (1.8})), avec C, m dépendant de %,M

M
]
mais non de u. De cette relation et de {(1.8), an tire exactement (II) dans le
cas considéré.

Pour avoir (III}), il suffit d'appliquer le théor&me de Hahn-Banach

pour se ramener & la situation suivante

Siv € L2[D,T ; VI, voefisont tels que
T
(1.9) < J <u' + Au,v > dt + (vo , u(o]]H = 0, Vl:eL?[O.T;V] O H1(D,T:H]
0
| on a nécessairement v ¥ 0, vy T 0

En effet, on contrdle aisément que (A%(t) désignant l'adjoint de A(t)

au sens de ég(V,V*J], on dolt avoir :

>

(1.10) -v' + A%V = 0 au sens de D 0,7 ; V¥) donc v' = AN v & LZ(D,T 3 V)

(dés que A" a les mémes propriétés que A(t])) ; de (1.8), on tire (avec des intér

grations par parties lolsibles dés que v e LZ(O,T s VI Q Hq(D.T 3 V*)].
(1.11) viT) = 0 ; v, = v(0)

Les estimations déja obtenues pour le probléme (1.1), (1.2) (il suffit

de renverser le sens de t, st de changer A par A*j, noys assurent gue, v satis-
faisant (1.10) et la premiére des égalités (1.11), on a v(t) = O ; donc, grace &

la seconde des égalités (1.11), vy T 0, et (1.9) en suit.



Remarque 1.2.

On a voulu montrer dans un cas simple que 1'obtention de (III} est liée

a4 l'obtention de (II! et ne comporte pas un grand effort de plus.

Remarqgue 1;3.

Par une guelcongue des méthodes générales, les bonnes estimations étant
toujours liées & la multiplication par ul(t), on peut résoudre (au lieu de (1.1},
{1.2)) : (1.3). L'énoncé cxact du théoréme que l'on a dans ce cas est contenu dans

le théoréme 1.2. ci-apres.

Remarque 1.4.

Dans 1'énoncé du théoreme 1.1., on a en falt énoncé une propriété d'uni-

cité plus forte gque celle ici contrdlée (& savoir unicité dans LZ(D,T ; V) de 1la

By

solution de (1.1}, (1.2). En effet, si on a u & LZ[D,T s V), onaAu e LZ(D,T s V)

»*

u' € Sy(D,T ; V') 5 et on peut encore donner un sens a l’'équation

u' + Au = f dans P (0,7 5 V).

Mais si f e L2[O,T 5 V*j, on en tire u' € LZ[O,T f V*j, donc

2

1
u e LT ; VINH (T ; Ve

) 5 donc, on a d'une part (1.1) (au sens de V¥,
p.p. en t) et d’autre part, on peut imposer (1.2} ; finalement, &tant donné

a3

1
gue u € L2[O,T ;3 VI n H (0,7 ; V), on a 1'unicité pour ce gu'on a déja vu.

I1 est naturel de s'attendre que, sous des hypothéses convenables
sur alt,u,v), en prenant dans (1.1}, (1.2) f et U, "plus réguliers”, la solution

u doit étre "plus réguliére”. On va préciser cela dans le cadre de 1'équation (1.3].

Théoreme 1.2.

On suppose Alt) domné pour presque tout t€iR avee (1.5) p.p. sur (R
(motations (1.4)).
Soit k un entier non négatif tel que :

K,

(1.12) t » alt,u,v) €W Y u,v &V



L'application u » u' + Au est un isomorphisme surjectif de

K k+1

H (=0, + =; V] (A H (=0, & o :V¥) sur HK["”. o Vel

)

Démonstration.

Pour k=0, cf. la remarque 1.3. On va donner une idée d'une démonstration

formelle et une idée d'une démonstration rigoureuse pour k=1 ; en général, on itére

le procédé.

Démonstration formelle.

On part de (1.3) et on dérive les deux membres par rapport & t. On a,
en posant

v(it) = u'(t)
(1.13} vi(t) + A(t) vit]) = F'(t) - A'(t]) ult]

R 2 . ) .
Deés que F'(t)] — A'(t) ult) &L (=, + = ; V) (gréce aussi au théoreme

pour k=0J), on en tire (toujours grace au théoréme pour k=0},

Ve lilmo, o s V) OH (=, + o ; V9

*

d*oi (v=u') U e H (=, + © ; V) 0 Ho(=m, + @ ; V¥,

Démonstration rigoureuse.

La démonstration précédente est formelle des qu'on ne sait pas si
v=u' &V p.p. ; donc, on n'a pas le droit d'écrire A(t) v(t) ni de dériver
(1.3) non plus ; toutefois, on peut procéder par la méthode des quotients

différentiels.

Précisément, pour tout h > 0, on pose

Flth) - FLE]
h 2

y o oult+h] - ult) =,
uh(t, - 3 -h(tl
et de (1.3}, on déduit

Alt+h] - A(t)
h

(1.14) u%[t] + AlL) Uh(tJ = Fh(t) - ult+h)

grace au théoréme pour k=0, et aux hypothéses sur A(t), le deuxiéme membre de

s

(1.14) est borné indépendamment de h dans sz-w, + o ; V'] ; le théoréme pour



k=0 appliqué a uh[t] donne donc gue uh[t] est borné indépendamment de h dans

L2(—w, + o ; VIN H1(—w, + o ; V®) ; 1a limite faible d'une sulte extraite
1
{u_} avec h —> (0 est donc un élément de Lz(-M, + 0o ;3 V) Y H (-w,+(n;v*] 3
h n nee

nn=1,2,..
mals cette limite vaut u' au sens dtfﬁ’(-w, + @ V*], donc u' & LZ[—w, + o 3 V)

*

AH (==, + o ; V), & savoir u € H (==, + w ; V) /4 Ho(-m, + o ; V™),

On obtient ainsi les bonnes estimations, d'ol, par un guelconque procécé

d'utilisation des estimations, le théoréeme.

Remargue 1.5.

Un théoréme analoguye reste valable pour (1.1), (1.2) si 1'on se borne

a uD =0 ; cf. D], ol 1'on emplole une "méthode de demination” ; et Bﬂ oli, par

la méthode de prolongement par rapport au paramétre, on affaiblit (1.12) en

supposant que
k,2
t — alt,u,v]) €W Yu,v €V
(1.15)

k]

3el” tel que |2 (| < ¥ ted ul, Il

Remarque 1.6.

On va expliciter 1la relation suivante, gui va &tre utile dans la suite :
Sous les hypothéses (1.5) et (1.12) avec k=1, l'application f » Au
(1.18) (f et u étant 1iés par (1.3)) est linéaire continue de

1
LZ[—w, +® 3 V)N H (==, + » ; V) dans L2[~W, + ooy V)

La propriété est immédiate, compte-tenu du fait gue Au = f-u' & LZ
(=, + @ ; V] dé&s que f € L2[—w, + o ; V) et que u e H1(—W, + @ ; V) (gréce au

théoreme 1.2. avec k=1J].



_’]D_

2. EXEMPLE.

11 est bien connu cque ls théoreme 1.1. s'adapte trés bien & la résoclu-
tion des problémes asux limites pour une vaste classe d'opérateurs paraboliques ;
on va montrer ¢a dans un exemple, checisl de la fagon la plus simple possible
{(cf. pour d'autres exemples, Eﬂ].

. n . .

Soit @ urn ouvert guelconque defR ; soit Q le cylindre @ x :]D,T[:;

les fonctions u @ (x,t) » ulx,t) (x = (x .,xn] €0, te j(J,T[j définies sur

IEER
@ gu'on va considérer, seront supposées réelles.

On s2 donne, peur i,j = 1,...,n, des fonctions ai.(x,t] avec

n n
e @ 2
J aij[x,tJ et Q) ; - )} aij(x,t] Eiij > o 'E Zi , P.p. dans @,

(2.1)
l

On choisit V = Hl(ﬂ) 3 H o= Lz[Q] 3

{ o

| a,.(x.t) 35— i
ca i3 ax, 9Ix,
=1 a i J

dx Y u,v £V, p.p. en t

Le théoréme 1.1. est applicable (cf. [2]J ; et i1 donne

Théoreme 2.1.

Sous 1'hypothese (2.1), soient faug donnés avec :

(2.2) £ el?0,T s H @) b, €L’
Il existe une seule u avec :
1
(2.3) u e Ll’o,T ; HOLEZ]) (43
telle que
U n 3 U -1 5
(2.4) S - L = (a, . (x,t) =) = flx,t) dans H (Q), p.p. en t )
ot . s, OX. ij 3x,
l)J‘/l J 1
( - R 7 orMm 11 2
(2.5) ulx,0) = u_[x) au sens de C°({0,T] ; L7(Q]).
4 14 |
() done, en particulier, u(x,t),aQ— 0 p-p. Ben t
5 . . , J - - au 2 -1
{(7) relation qui, avec [(2.11, (2.2), (2.3) entraine Y & L70,T s H (8)) ; donc

u £ C°[[b,f] ; 113 et donne un sens & (2.5).



=11 -

I1 s'agit donc (cf. [4J] d'un probléme mixte Cauchy-Dirichlet avec
donnée de Dirichlet nulle pour 1l'égquation (du type de la chaleurl (2.4).

L'opérateur intervenant dans (2.4) étant formellement hypoelliptigue,
11 est naturel de s'attendre que, sous des hypothéses convenables sur @ et sur

les a, (x,t), pour f et Uy "plus réguliers”, la solution u doit &tre “plus

i3

réguliere” ; le résultat “le plus naturel” dans ce sens est le sulvant :

Si 1'on a f(x,t) é.LZ[Q) et uo[x] e.Hl[Q], la solution u(x,t) de

{(2.3), (2.4), (2.5), vérifie :

2

9 su 3 u 2
Us 5T 0 3% 7 Sx o, &b )
3 i ]

(2.8)

On remarguera gue, a cet effet, les théorémes du type 1.2. ne donnent
pas une réponse satisfaisante : en effet, on demande sur f "trop” par rapport
a t, et "peu” par rapport & x ; et on obtient "trop” de régularité pour u% par
rapport & x. De fagon abstraite, le probleéme de la validité de (2.8) se traduilt

dans la forme suivante : donner des conditions sur alt,u,v) telles que 1l'on ait

Si dans (1.1}, (1.2) on a f & LZ(D.T 3 Hl, u &V, la solution u
(2.7) ) ©
vérifie u' € L7(0,T ;5 H).

{(ce gui correspond, dans le cas concret, a ué é.LZ[Q) ; de (2.4) et 1'hypothese

sur f, on déduilt :

n
9 9 2 . ) .
Yo (a,. =—— ) €L (@), ce gui, par des résultats de régulari-
. X, ij ox,
1,3=1 J i
- azu 2
sation elliptique, donnera aussi FORETR € L7(Q) si les aij et § sont réguliers]).
i3

Remarque 2.1.

Cn peut évidemment remplacer dans (2.7) la condition u' ¢ LZ(D.T ; H)
par la condition A(t]) ul(t) € LZ[D,T ; H} ; en effet, dés que u® + Au = f @,LZED,T: H)
on aura u' e.LZ[D,T ; H) s1 et seulement si Au éﬂLz[O,T ; H). En particulier, si
1'on pose le probléme pour 1'éguation (1.3) on devra chercher des conditions sur

alt,u,v]) telles qu'on ait



N
!

Sidans (1.37 on a F 2L (=, =~ ; H}, la sclution u de (1.3])

R84

Le probléme de la vslidité ge (2.8} () a été étudié, sous des hypothéses

oty

| et & la bibliographie

trés générales, par de rombreux auteurs ; on renvoie a |8

de ce livre pour des ré&férences exactes. Outre cela, on doit signaler les travaux

19 et ith, et le tout récent travail Lj{j ol les hypothéses de régularité sur

les a,, sont les melllsures hypotheses gue je connais.

Le problame s été tros &tudié aussi sous forme abstraite (& savoir 1a
probleme de la validité ge (2.7) ou de (2.8)) ; toutefols, les méthodes abstraiies

Jusgu'ici proposees {et dont on va donner un résumé aux num@ros suivants] semblent

4]

demander des hypoth2ses qui, dans le cas concret de (2.6), sont plus restrictive

hN

que les hypothésaes demandées par des m2thodes directes (liées au fait que 1'opéra-

3

teur Alt) est un opératsur différentielen xJ, telles que, par exemple, dans le
A
travail (11

O expose ici cuelgues unes des méthodes abstraites connues, et ure

nouvelle méthade gui, dans le cas concret de (2.6), redonne les résultats de {11].
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3. THEDREMES DE REGULARITE.

Méthode de Transposition et interpolation [d'aprés Lions et Magénes).

(Ce type de résultat n'est écrit nulle part].

On va se placer dans le cadre du théoréme 1.2 ; on transpose le résul-
tat de ce théoréme, aprés avoir changé le sens de t (ce qui change u' dans -u')
et remplacé A par A (ce qui change alt,u,v) en & t,u,v) = alt,u,v] ; les hypo-
theses {1.5), {1.12) restant inchangées). Aprés ces changements, le théoréme 1.2
avec k=0 peut s'énoncer sous la forme

Sous les hypothéses (1.5}, (1.6}, l'application v — - v' + ATy est

e

(3.1) un isomorphisme surjectif de LZ(-m, + o 3 V)N H1(-m, + o 3 V)

sur Lz(—M, + @ 3 VT,

Par transposition, on déduit de (3.1)

Sous les hypothéses (1.5), (1.8}, quelle que soit

1
f &€ L2 (=0, + © s VI AH (==, + = ; V*j)*} il existe u unigue
avec u e [Lz[—w, v o5 V) avec
(3.2] u* + Au = f au sens de EB' (-0, + » V¥) et u dépend continument de ¥,

En particulier, (1l’application u — Au étant linéaire continue de

Lz(-m, + o ; \/] dans L2[-m, o 5 V), et grace au fait que les espaces

1
; V™ et (Lz[-m, f o 5 V) AH (~o, + o 3 V) coincident res-

2 1

(Lo (o, + o

pectivement avec les espaces L2(~W, f o 3 V) et L(=o, + @ ; V) + H (==, +o;V))

on dédult de ce résultat que

Sous les hypothéses (1.5}, (1.6), 1l'application f = Au (f et u étant

(3.3) liées par (3.2)) est linéaire continue de

LZ(-W, + o g Vi I Hq[‘m, + o ; V) dans LZ(—w, + o v



On va maintenant interpoler entre (3.3) et (1.18), par exemple, avec

ia méthode holomorphe, avec parametre = é . Dompte tenu gue les espaces
2 o Z, 2 ¥ -1 ,
L9{=, + «w 3 et L70=, < = ; VI d'ung pers gt (-, = ; V'] + H [=-m,+te;V)

2, N > Vot oz "
et .-, o« ; VIN H (-, ~ >« ; V) d'autre part, sont en dualité par rapport

2 .

& L7 (~=, ~ o ; H), on dedult :

Sous les hypothéses (1.5) et (i.12; avec k=1, l'application ¥ ——~ Au

o
(+ et u étont 1ids par (3.2)) est lindaive continue de L7 (-=, = = ; H)

2o, o s HIL

L S 2 >

Remargue 3.1,

On a donc obtenu un renseignems=nt du type (2.8) ; le procédé employé

gtant un procédé d'interpolation, les hypothases sur alt,u,v]) sont slrement non

optimales. Pour ce guil concerne (1.12] avec k=1, on pourrait un peu 1'affaiblir,

gn supposant (1.15) avec k=1 ; cf. Remargue 1.5.

-

Cas des formes alt

u,v} hermitiennes ; estimations obtenues en multipliant par u'(t).

I

Dang 12 cas ol la forme alt,u,v) est hermitienne, & savoir :

(3.4) alt,u,v] = alt,u,v] Y ou,v &V, p.p. en t
01 peut obtenir un résclitat du type (2.7} par un procédé plus direct. Précisément,

Sous les hypothnéses (1.5), (3.4) et s :

”

4 ¥ ou,v €V, t - alt,u,v) est w"qiD,T) ; et 1l existe 4)61_1(O,T3
{

avee ja'(t,u,v}i < Ylt] i, ﬁvﬁv
- i /

5]

st dans (1.1), (1.2) on a # € L°(0,T ; HI et i, €V, la solution u vérifie

u e,

Y

Vi u & L7{3,T 5 H).
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Démonstration

Dés gu'on veut obtenir une solution dans C°[[b,f] + V), on doit tra-
vailler avec la méthode de 1l'inverse continue et de 1’image dense. Les bonnes
estimations s’obtiennent cette fois en multipliant les deux membres de (1.1}
par u'(t) ; on cbtient, en prenant 2Ré des deux membres (pour les détails et

1'utilisation finale des démonstrations, cf. Dﬂ )

—‘;—t alt,u(t), ult)) + 2 [ (07 = a'(t,ult), ultd) + alt,u’(t), ult)) +

A

grace a (3.4)

+ alt,ult), u'(t)) + 2 (u'(t}, u'[t))H = a'(t,ult), ult)) +

+ 2 Re alt,uflt), u'(t)) + 2 Re (u'(t), u'(t]]H = a'(t,ult), ult)) +

< Qo) fued - el + ool

En simplifiant, en intégrant sur Elﬂﬂ, et en utilisant (1.5), on en

déduit (cf. aussi (1]]
t t

2 2 2
o Bl [ ol o < a0y, v+ | ol o -
¢ 0 © £
] P Juold g < m )2 P . { Loy Juto| g ar
£ Voo ol Lo, ) ! v

d'ol, grice au lemme de Gronwall, on tire

ull + Jur] <C {Ju + Adl + Jutoy] 1}
cot[0.7] 5 v L200,T 5 H) L2(0,T 5 H) v

gui est 1l'estimation désirée.

Remarque 3.2.

On a des théorémes de régularité ultérieure analogues au théoréme 1,2,

a savoir



- 1B -

1

[KJ(t,u,v)\ < o) Hu"v ]v“v avec Y(t) e LTea,my, sife LT s M

si |a

avec des conditicns initiales convenables, la solution u € HK(O,T 3 HY 5 cf Eﬂ.

Remarque 3.3.

l.e théoreme 3.2 (et les analogues & la remargue 3.2} sont obtenus par
des procédés un peu différents dans Eﬂ, sous une hypothése un peu plus restric-

tive gue (3.5), & savoir hypotheéses du type (1.12) (avec k=1 pour le théor. 3.2]).

Remarqgue 3.4.

L'hypothése (3.4) n'est pas une restriction pour ce gui concerne les
applications au probléme (2.6), étant donné que, quitte & ajouter dans le pre-
mier membre de (2.4) des termes du type t bi-%g— {qui sont des "termes petits”

i
et donc éliminables par la méthode du prolongement par rapport au paramé@tre) on

peut toujours supposer a,, = . L'hypothése (3.5} est toutefois génante, en

a,.

ij Ji

effet dans ce procédé, on ne tient pas compte du fait gue, a posteriori, la
solution u vérifie A(t) ult) € LZ[D,T ; H) ; donc, en concret, on a

ulx,t) € LZ(D,T ; Hz(Q]] C.LZID,T ; w1'9(911 {gréce aux inclusions de Sobolev)

avec un p convenable > 2 ; 1l devralt donc suffire de supposer
P

-2
[aij]é e L") p.p. en t, au lieu que (comme demande (3.5))

v e LR .D. .
(aij]t e L (Q) p.p. en t
On verra plus loin de guelle fagon tenir compte de A(t) u[t]e:Lz[D,T: H)

METHODE DES PUISSANCES FRACTIONNAIRES.

On revient au cas général (& savoir sans supposer remplie (3.4)). On

cherche & obtenir les bonnes estimations en multipliant (formellement) les deux
47 i
membres de {(1.1) par AT ‘i), A 2[t] u {gréce & (1.5), on peut définir un opé-

rateur fermé non borné

(3.8) Alt) ¢ H >H ; DIA(t)) = {v eV ; Alt) v ¢ H}
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(7
qui est maximal accrétif ; on peut donc définir A “{t]) par exemple par des inté-
V.
~ 2
grales de Dunford ; de méme pour A Crt)).

Toujours formellement, on déduit donc de (1.1), aprés multiplication

1/ 14
par A “it) A 2Et] u, et prenant 2 Ré des deux membres

1 1 v 1 1 .
2 Ré (A 2(tIu',A Z(tlu]H £ 2Ré alA 2(t)u,A 2(t)u) = Ré (F,AF 2(t) A Z(t]u]H

4. 11, 1, e v, V.
2 2., 2 2 2 "2 d 2 2
(A (t]u"HJ + 2alA (t]u”v < 2 [(F,A “A u]H|+ (EHE s AT u, A ul,,

A
Si le commutateur Eg% » A 2] est "petit”, on a 1l'espoir d'obtenir des

bonnes estimations, étant donné que (aprés intégration}, 1’on a au premier membre

les termes
1. 1L
A 2urced||? et 1A %) ue)]2
H V

qui, "moralement”, ont méme poids que respectivement

v, Vv
|u[t]|3 et IA* 2 A 2u"2 .

A part la difficulté de préciser ces considérations intuitives (que 1l'on

peut préciser par exemple en supposant que l'on ait

1 1%
DCA "(t)) = D(A {(t)) = H

avec des normes uniformément en t équivalentes]), on a une difficulté analogue a
celle signalée pour ece qui concerne la démonstration formelle du théoréme 1.2
13, on n'avait pas le droit d'écrire A(t) u'(t), et ici, on n'a pas le droit

1@ .
d'écrire alA = u, A "ul. On peut s'en sortir de la fagon suivante (analogue &

ce gqu'on a failt avec les quotients différentiels) : sous des hypothéses conve-

nables sur A(t), on peut approcher

L % 1.”
A “0t) ule) par u () = A “() [(ACE) + )

il
2 ult) ];

et sur u, . on peut bien répéter les opérations précédentes, de fagon rigoureuse
A
gt non formelle. Toutefois, 1l'hypothése sur le commutateur [:g% » A 2[t]]_Fait
_V
ici intervenir une hypothese de dérivabilité de A (t), 1'hypotheése trés peu

maniable dans les cas concrets.
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Remarque 3.3.
Pnui plus de détails sur ce procédé, et pour un énoncé précis,

cf. 12].

METHODE DE TRANSFORMATION i i _ACE ET DE RESOLUTI'V "PAR MORCEAUX .

On va maintenant exposer un procédé un peu différent de to.s ceux qu'on
a vu jusqu’'a maintenant : la différence essentielle est dans le fait qu on ne
passe pas par 1 intermédieire du théoreme 1.1, et que, avec les naotation (3.6},
on suppose D(A(t)) indépendant de t (cet sxposé étant noté ici W).

On part donc des données suivantes

¥W,H sont deux espaces de Hilbert, avec W < H 0 et

A+ ¥ —» H est un opérateur (pour l'instant indépendant de t) tel gue

= 7 + in désignant la variable complexe, on ait

(3 ’o ; 7 ¢ = %+ in avec § > éo
(3.7) 4
A+ p I :W—Hest un isomorphisme surjectif
(3.8) ifea ~ o3 ' <c® ind.*® de o
& (H, W)

On démontre alors, a 1l'aide de la transformée de Laplace (au sens de

i?'(HJ] que l'application u —> {u' + au,ulo)! est un isomorphisme surjectif de
2 1 2 Lo
L°(0,T 5 W) A H (0,7 5 H) sur L7(0,T 5 H) x Voo vV =D(A°) = l_w,rﬂwz

Ceci posé, on passe au cas oU A = A(t) dépend de t ; précisément, on
suppose que, pour tout t € [@,Il, Alt] é;ég[W,H] ; et on suppose (3.7), (3.8])

remplies avec 50 et Cte indépendant de t. On suppose encore
(3.9) t —> A(t) est uniformément continue de [b,fj ————+§B(w,H)

Dans ces conogitions, guel gue soit to € [ﬁ,T[; on peut poser un

probleme du type suivant
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[ ayant fixé f € L2(t0 C T HY s v €V

w e into , T WA Hqtto , T ; H), trouver

(3.10) + v E L2[tD , T s Win H1(to , T ; H), avec

U

viE) ¢ At ) vit) = FUE) + ALE ) wit) = ACE) wit) ¢ e]tO , T

| vit ) = v

N s}

et le probléme (ayant fixé A[tDJ] est résoluble univoquement gréce aux résultats

relatifs au probleme & coefficients constants.

Maintenant, on fixe dans (3.10) f et vD ; et on va considérer la trans-

formation w —» v ; si elle admet un point fixe up (dans 1l'espace
0
L2[t0,t0 £ 8 ;W0 H1[t0,to +6 ; H), 8§ > 0 6tant & choisir) ce point fixe

ut satisfait

o
Lo =
, utO[t] + Alt) uto[t] = f(t) telt .ot v 8 [
(3.11) *
U (£} = Vo
h 8]

grice aux hypothéses (3.7), 3.8), (3.8), on peut en effet montrer que pour §

suffisamment petit, indépendamment de t0 s Vg s f, on peut appliguer & la

transformation w ——> v le théoréme des contractions ; et on trouve donc un

point fixe.

Maintenant, si 1'on veut résoudre

[urced « AGE) ule] = F8) e L00,T ; H)
{U(OJ =u €V

] 5]

U el0,T s Wi HIO,T ;5 H)

il suffit d'appliquer (3.11) avec to = 0, Vg T Uge en obtenant uo[t] pour
S .
te [0,6];
puis, on repart avec t_ = S, v, o uo[él, en obtenant uq(t] pour t € [ §, 2 68];

et ainsi de suite jusgu'ad atteindre T.



Remarque 3.6.

Pour les détails et pour un énoncé précis, on renvoie & [ﬁ3] 3 pour ce

qui concerne les applications concreétes, c'est 1’'hypothése (3.9) qui est génante.

Cas des formes hermitiennes ; estimations obtenues en multipliant par u' + Au.

On va maintenant exposer une derniéere méthode, relative au cas ol on

a (3.4), et gui tient compte des considérations développées & la remargue 3.4.

La méthode est essentiellement donnée dans Eﬂ chapitre VIII ;
guelgues précisions étant apportées par Eﬁﬂ ;3 on va l'exposer en suivant
EUQ. On revient au cas du théoréme 1.1, et on va exposer la méthode dans 1le
cas ob, avec les notations (3.6), on a D(A(t)) = W indépendant de t (uniformé-
ment en t pour ce qui concerne les normes), cette hypothése n'ayant d'ailleurs
rien d'essentiel ; toutefols, d’une part, elle est vérifiée dans 1'exemple du
n® 2 (on a W = HZ(Q) N Hg[Q] si @ et les aij sont réguliers) et d'autre part,
elle simplifie beaucoup les hypothé&ses de dérivabilité gu'on devra introduire ;
{les hypothéses (3.14) ci-apres devraient se traduire, si 1'on n'avait pas

D(A(t)) = W, scus la forme

{ Y f,g H, t —a ([A(t) +E& ]—1 F,g]H est dérivable ; et on a une
-1

. majoration du type (3.14) avec ul(t) remplacée par (A(t]) +¢&) f.)

On remarquera que D(Alt)]) = W indépendant de t impligue

g -
Vo= D(A(E) ©) = ﬂn,m,l/z ; donc on a

L%0,7 s W) nHYO,T 5 H) e co[0,T] ;.

Le théoreme qu'on veut démontrer est que, sous des hypothé&ses convena-

bles sur alt,u,v), on a

1

[ : ,

1'application u —> {u' - Au, ul0)} est un isomorphisme surjectif

]

(3.12) > ‘ | 5
| de L7(0,T 5 W)Q H (3,7 5 H) sur L7(0,T 5 H) x V.
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On va supposer {outre & (1.5), (1.8) et (3.4} )

(3.13) ¥ u,v €W la fonction t —% alt,u,v) est dérivable

vult) e L2(0,T s W) A H'(0,T ; H) on a
(3.14) * la’(t,ult), ult))] < C JACt) ult) I+ Qe Juted],

! o C < 1et Plt)e Lo,m) ’

Ceci posé, on va donner la méthode pour obtenir les bonnes estimations ;
on part de u ¢ LZ[D,T ; W) 0O Hq(O.T ; H) et, F,uo étant définies par (1.1), (1.2},

on multiplie les deux membres de (1.1) par u'(t]) + A(t} ult), ou, ce qui revient

au méme, on prend le carré de la norme dans H des deux membres de (1.1). On trouve
2 . [ [ _ i 2 2
"f(t]“H = (u'le) + ACE) ult), u'(t) + ALE) ult))y, = |1u~(tJ]|H + | ACt) u'(tJuH +
- 2 2
+ 2 Re (A(t) ult), u'(t)), = burced]s « JAte) uted||s +
H H
+ (alt,ult), ultl)i ) - a'(t,ult]), ult))

d'oll, par intégration, avec les techniques usuelles :

t t
1 2 ., 2 A 2
fActy el g ar - | el e < m gl

lute)] + (1-0)

o 0
T t

r r
+ | llfml}ﬁ dt + | P llumn\f dt
J J

8] @]

gt, gréce au lemme de Gronwall et & la relation D(A{t])) = W, l'estimation :

furil + Jull celfur A, + futof,, )
L%0,7 5 H) LS0,T 5 W) 20,7 5 H)

qui est la bonne estimation.

7 i . . o . . N
{") Par une modification simple des calculs qui suivent, on peut arriver 3
prendre C <« 2 ; cf. la remarque 3.7 suivante. Pour des exemples ol on a

(3.14), ef. la remargue 3.8 suivante.



Les calculs précédents montrent en particulier que, si 1'on pose

t
.
1
o(t) = I ¢ (1) dr, la forme sesquilingaire sur L2[O,T ; W) (YH (0,7 5 H)
o T
fu,vt = ((u,v)) = ( u' + Au,v' + Av‘lH e_ZQKt] dt + alo,ulo) v(o))
o

est équivalentz au produit sclaire dans LZ(O,T ;s WINH 0,7 ; H ; le théoreme

de Riesz donne alors évidemment

v f e LZ[D,T 3 HI, ¥ u, € V, 3 u unigue dans
2 1 .

L7(0,T 5 W) O H (0,7 ; H) telle que

(3.15) T

((u,v)) = | (f,v' + AV)

J

e_ZQ[t) dt + ala,u_ , v(ol)
H 0

@]
v v e d%o,m 5w an o, 5 H.

I1 faut toutefcis se méfier de résultats tels gque (3.15) ; en effet
(3.15) équivaut a {u’' + Au = f, ul0) = uo} seulement si le seul couple {F,uo}

tel que
T

[ 20

(3.18) | (F,v' ¢ Av) @2 Gt ¢ alO,u_v(0)) = OV V ELD,T 5 W) NH(O,T, H)

o
est le couple {0,0} ; i1 faut donc encore un résultat de densité.

. -29
De (3.16]), on déduit formellement, en posant g = e 2 f

(3.17) -g' + Ag = 0 ; g(T) =0 ; ug - g(0)

(on écrit A au lieu de A™, dés que, gréce & (3.41, AT prolonge A) ; mais ici,
sachant seulement que g €& L?(U,T ; H), on ne sait pas conclure que g = 0 (et

danc f = 0, u = 0).
0

On peut s'en tirer de la fagon suivante {gui rentre dans le cadre de
la méthode du prolongement par rapport au parametre ; cf. (IV), (V) des prélimi-
naires) : grdce aux hypothéses (3.13), (3.14], on peut obtenir les estimations
qui ont porté & (3.15), pour 1l'opérateur Dt + A+ & A-1A' (& € [EL1], estima-

tions uniformes en € ; il suffit de porter le terme § A_qA’u ou deuxieme membre,
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et de le majorer, compte-tenu de (3.131, (3.14])) ; la propriété de densité

correspondante & (V) est alors (au lieu gue (3.17)) la suivante
( Onag €L (D T ;3 H) ; U, eH ;
| =
ﬁ +A'A g =0 5 glT) =0 5 u_ =gl ;
l et on veut en tirer que g = 0.

On veut remplacer 1’'inconnue en posant A_1g = w 3 compte=~tenu de

(3.13), (3.14), (qui impliquent (A wi' = A w' + A' W) on est ramené 3

: On au ¢ LZ(D,T 3 W), ug €EH ;

(3.18)

i

A (=w' =+ AWl = 0 ; W(T) = 0 ; u0 A(C) w(0}

et on veut tirer que W = O

Or, 1'obtention de (3.18) est presgue immédiate : elle implique

d'ol, w = 0 gréce aux estimations dé&ja trouvées (avec le sens du temps renverseg,

la donnée de Cauchy étant t=T) gu'on peut appliquer, dés que W est "suffisamment

réguliere”

Remarque 3.7.

Si, au lieu de multiplier par u' » Au, on multiplie par uu' + €Au,
€ et yu étant » 0O & choisir, on peut admettre dans (3.14) C < 2 ; (cf. (7]1

{on appliguera, & la fin, le lemme de Lax-Milgram au lieu du théoréme de Riesz).

Remargque 3.8.

Pour ce gui concerne la validité de (3.14], on peut remarguer qu'on a

(3.14) si 1'on est dans la situation suivante
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1
| 11 existe oef 1 et @ rt) € "0,1) tels que

(3.19) ﬁ |
| la' (t,u,v)| i(fb[t] ful vl ¥ ou,vé W, p.p. sn t
B, Fd,

En effet, si on a (3.19], grace & la relation

”U"DN . < Cq “uH;_e HVHS (cf. [7]1, on en déduit que pour tout
s JO

ue 20,7 ;win H'O,T, Hi, ona, p.p. en t

20, ,2-20 2
la* (toute), ule ] < foee) Jule” 1l < eluly +
a
1-0 2
LT ¢ . (£ [fully

avec C€ Oqui dépend uniguement de € et de O.

Maintenant, dés que Huﬂw <C "A[t] u[t]"H » par un choix convenable
de € on en déduit :

la*(t,ult), ult)]| < C [|ACE) u(tiﬂﬁ + @t) “u(t]“i
1 '
avec C < 1 et Prt) € L'(0,7) 5 d’ou (3.14).
En particulier, pour ©@ = 1, on retrouve (3.5).

On termine avec les applications au cas concret du n® 2. Sous des
hypotheéses convenables sur § et les aijlx,t], on a :

DALY} - W = H2(Q) N H;(QJ ;

; 2n
Wy, € K% @ e w M0 (g,
n da
ij 3u Ju
la'(t,u,u)] = L ( ~d dx | <
1,31 - ot Bxi axj —
Q
n 3aij au 2
.i. i §:1|I 3t H n ” _3X—H 2n _<_.
L2(’]—@) (Q) Ln-2[1—0] (Q)
98, 5 2
<o =2 [l
' e W,V
L2[’] Q) (Q) 0]



Pour avoir (3.18], il suffit donc d'avoir

i1 existe ©0€ [0,1[ tel que

(3.20) a 1 n
N L ey
aij e 70 0,7 L2U9) oy

(i1 faut naturellement ajouter des hypothéses qui assurent que 1'on ait
1

D(A(t]}) = W = HZ(Q] N HO(QJ, uniformément en t ; pour cela, il suffit,

si Q@ est régulier, de supposer que l'on ait

il existe 0&.]:(_3,1[_ tel gue
(3.21) 2 n

%a e P

3 e "% ot 70 )
dx

N L
oy p . A 2 1
cf. Eﬂﬂ ol L'on démontre que, si (3.21) est valable, D(A(t])) = HT(Q) N HOEQ]

p.p. en t, avec des constantes d'équivalence des normes indépendantes de tJ).

Les hypotheses (3.20), (3.21) coincident avec les hypoth&ses obtenues,

par une technigue 1i1ée au fait que A(t) est un opérateur différentiel en x,

dans le travail ETD.

Remargue 3.9.

Pour plus de détails, on renvoie & Euﬂ.
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