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UN RESULTAT DE REGULARITE POUR LES SOLUTIONS D'UN SYSTEME DIFFERENTIEL
par

C. GOULAQUIC et B. HANDUZET

I - Introduction

Nous démontrons des résultats de régularité (ou de longement) dans le
cas d'un systéme différentiel particulier (intervenant dans 1l'étude des
équations de Maxwell)., La méthode pareit plus intéressante que les résyltats

obtenus ici.

1.1 Enoncé des résultats.

Soit @ un ouvert borné de(RS, de frontiére I' suffisamment réguliére
{‘]. On désigne par ; le champ de vectsurs unitaires normal & T', dirigé par
exemple vers 1l'intérieur de @ ; on désigne aussi par A un champ de vectsurs
ﬁm daniss, transversal & T sn tout point de T.

Qn considére une fonction vectoriells 3 vérifiant :

T e lmn’d (1)
(s) 4divoe L2(Q) (2)
roto e 2@’ 3

On vérifie aisément que les relations (S) impliquent que 3 a une trace sur

/

Loy V23,

On démontre les résultats :

Théordme 1. Soit U vérifiant les hypothésee (S) et les conditions aux limites :
> >
Y u An=o0surrl. (4)

Alors ona : U e (H1(Q]]q

Théoreme 2 : Soit u vérifiant les hypothéses (S) et la condition aux limites :

- -
Y U - A=osurT (5)

Aore on a : U € (H1(Q))3.

{¥*) On peut considérer des ouverts non bornés,:en particulierlRa.ou "peu
réguliers” {(cf. démonstration].



I.2. Remargues

a) Ces résultats, du moins lorsque A = ; sur T, sont aussi obtenus par

d’autres méthodes (cf. J.L. LIONS [p] et GOBERG [1]).

N X > 1 3

b) Les hypothéses (S} ne suffisent pas pour montrer que u € (H (Q))".

On peut, en effet, trouver une fonction f dans H1[Q] guil n'appartient pas a
HZ(Q] et telle que Af €’L2(Q]. Alors u = grad f vérifie les relations (S) et

n'appartient pas a (H1(Q]]3.

c) Lorsque @ =IR3 le systéme (S} implique u e:[H1ﬂRSJ]3, comme on le
voit aisément par transformation de Fourier.
Lorsque = fR? -R? x Jo,»[ , le théorame 1 et le théordme 2 dans le

<> > . 3
cas A = n, se démontrent en se ramenant par réflexion au cas de R™.

>
d) Le systéme (S) est local, en ce sens que : quels que soisnt u

vérifiant (S) et ¥ € @) la fonction Yu vérifie (S).

e) Les hypothéses (S) impliquent la régularité & 1'intérieur. En effet,
s1 U vérifie (S) et ¥ appartient & D (Q), alors WE vérifie (S) dans 2, donc
;Ef {obtenu en prolongeant Wﬁ par o sur [Q] vérifie (S) dansza, donc
v e (@3,

f) Les problémes traiiés, dans le cas ol £ est un ouvert convenable et
rot E = 0o (dans (2)), peuvent s’'interpréter comme suit : il existe f ¢ H1(Q]

tel que E = grad ¥ ; le théoréme 1 correspond & la régularité du probléme de

Dirichlet 1
f HO(Q]

A L2(Q)

Le théoréme 2 correspond & la régularité du probléme & dérivée oblique (non

dégénérée) .



I.3. Méthode

La méthode utilisée consiste & "dériver” le systéme (S) et a se
ramener & des problémes aux limites elliptiques pour les diverses composantes,
soit en toutes les variables, soit en les variables tangentielles seulement.

Cette méthode est locale et ne nécessite pas de démonstration de
la densité des fonctions réguliérss.

Enfin, on peut constater que la méthode n'est pas subordonnée a la
forme particuliére des équations de 1'exemple traité ; elle peut s’adapter a

des systémes bien plus généraux, & coefficients éventuellesment variables

I1 - Démonstration du théoreme 1.

On suppose les hypothéses (S) et Yoz An=o surl.

On seait déja qu'il suffit de démontrer la régularité au bord.

> -> -»> > -+ ->
v, + v. + v_ avec v, transversal aT et v, et v

-5
On pose u = 1 2 3 3 1 2

tangents & T en tout point ; con note :
) )
v, = a,., b, et u, = B., V
1oy 83 Iy
Les hypothéses impliquent, pour i = 1,2 ;
2
v, € L™ ()

Av, € H1[Q)
i

Y Vv o sur T,

o i

donc V1 € H1 (Q) et \’2€‘ H1 Q).

On déduit alors de (S) les relations :

¢

8. D v.+B 8 e L2@)

13 D1 V3
4 Byg Oy Vg =

2
Byg Dy Vg = By D, v, € L7(Q)

| 8,5 D, vy - 8,5 D, v € LE(0).

23 Uy Vo * B33 Dy v
2
B, Dy Vg€ L(R)

3

B




’ . . ‘oo
L'un des coefficients 313, 823, 833 est non nul ; supposons que c'est 833 au

voisinage du point de T ol on fait 1'étude. On obtient :

2
(8,53 + (B, (633)2)3 v, € %@y,

donc D3 Vg € L (), puis D

donc u € (H (Q]) .

4 V3 € L Q) et 02 Vg € L Q) ;

I1TI - Démonstration du théoreme 2.

On suppose les hypothéses (S) et Yoz . K = o sur T,
I1 suffit encore de montrer la régularité de : au bord.

- >
On note A = [a 28,,48,), n o= [a1,a 20 } et on a fait 1'hypothése que A est

2’73

transversal & T en tout point de T, c'est-a-dire

2

->
n=

<>
A.

[ I ]

ai a, # o en tout point de T,

i=1

1°) On fait un changement de fonctions :

V1 = U1
V2 = U2
v, =a, u, + a, u, +

37 8 Y780 a3y
et les hypothéses (S) st (5) impliquent alors :

2
Q
v3 € LT[R}
bvy € H )

}EVS = o sur 1,
1
~= qui implique : Vv, € H €93 (6

Les fonctions v1 et v2 vérifient les relations :

2
V,‘eL(QJ;VZ

2
a, D1 Ve o+ ag 02 v, = a, D3 v, a, D3 Vo € L7(R) {8}

' . 2
(s*) J D, v, = D, v, € L°(Q) (9)

2
ag D3 vy + a, 02 v, * a, 02 v, € L7l (10}

2
*+ a, D1 v, € L(Q). (11)

e L2@) V3

{ a8, D, v, +a, 0, v
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2°) Etude locale au voisinage d'un point x e T

On peut supposer qu'au point x, on a : as(x] a3(x) £ o.
Soit ¥ une fonction définie au voisinage de I', telle gque Ply) = o
> _—
pour y € T et n = grad ¥ sur T. On peut trouver un voisinage & de x tel que
a3[y) D3 P(y) # o pour tout vy € &, Soit‘PEQﬁeh Q) YV vérifie aussi les

-.)
relations (S') ; on garde les mémes notations Yv = [v1,v »V,)} et on se propose

2° '3

de démontrer que vy et v, appartiennent a H1(Q].

On introduit un difféomorphisme @ de ﬁh € sur un ouvert defRf. pour séparer

————

les variables tangentielles et la variable normele :

X1 = x1
© X2 = x2
U Xy = Plxgsx,,xg).
On pose vi(x1,x2,x3] = wi[X1,X2,X3] pour 1 = 1,2 ; on a :
D1 vi = D1 wi + a1 D3 Wi
D2 vi = D2 Wi + a2 D3 Wi
D3 vi = u3 D3 wi,
Compte tenu de a; og # o0, le systéme (S°) devient :
(woe 1?2 ;w2 ¥ (123
1 2
2
(33a1-a1a3103w1 + (a3a2 a2a3103w2 + a3(01w1+02w21 €L (13)
2
< D1 W2 + a1 D3 W2 02 W1 az D3 W1 € L (14)
2
[aza2+a3a3]D3w2 + a1DZW1 + a2D2w2 + a1u203W1~€ L (15)
2
{ [a1a1+a3a3)DBW1 + a,]D,Iw1 + aZD,Iw2 + a2a1D3w1 €L (16)
De (14) et (15) on tire :
hen €Ll 7
tA.n) D3 W2 + a1 D1 W2 + az D2 b2 L (17}
De (14) et (16) on tire :
A.n) D, W D W +a D We L (18)
+
(A.n) Dy W, + a, D, Wy +a, D, W,

(x) On note L2 au lieu de LzﬂRfl.



On élimine 03 W1 et D3 W2 entre (14) (17) (18}, et entre (13) (17)

(18) ; on obtient les relations :

( \ 2
a D1 W1 + b 02 W2 +C D1 W2 + d D2 W1 € L {(19)
2
e D1 W1 + f D2 W2 + g D1 W2 + h D2 W1 € L (20)
avec
a=aa e = a,la ) + 2
9 1 2 3 2 2 3 3 94 3
2
b = a, o, f = ag {a a1+33a3) * a, 0g
C = aa,tasd, g = a [aza3 5 2]
td = (a1a1+a3a3) h =a (a1a3 3 1)

Des relations (19} (20), on déduit :

- 2.,.-1..2
dkxu1 = [(f02+gD1] (aD,+dD,) - (bd,*cD,) [eD1+hD2]] Wy € LK RD)) (21)
A est elliptigue (en X1,X2] si et seulement si :

40 = (gd+af—be—ch)2 -~ 4(ga-ce) {df-bh) < o . (22)

On explicite :

2.2 2 2
ga—ce = -a, [aza1 + {a2a2+a3a3) * g aq]
> > 2 2 2 2 > >
= -a, [(A.n) (a1+a2+a3) - 2a a1[A.nJ]
2 2 2 2 2
df-hb = a, [[a1a1+a3a3] voaga, a ]
>.2 2, 2 2 2
= -a, [A.)° + a5 lafradval) - 2aa, (A.n1]

2
179373 27192 2 3 3} = 2a43,0,
2
[[a1a2 2d1] (A n] a1az(a +a +0 ]I

gd+af-be-ch = a [Za o, [a a,+aa ) + 2a a, (a0, +a,0,) -

2,
1

A = —az

3 ] + (A.) ]

*R.m? [a§

On a bien toujours A’ < o.

Soit maintenant w x [p,a[jun ouvert de R? contenant le support

de W



X Presgue partout en X_ € [o,a], on a :

3

1
l Yo W, =0 sur dw x [o,a]

On en tire que, pour presque tout Xae;[b,é], la fonction W, (.,.,X5)
est dans H1[w] et que 1'on a :
|w

(...,x3)| ; <C {]w1(.,.,x31| . + ldtw1(.,.,x3)| _

! H ) ~ L? () H ' w)
la constante C pouvant &tre choisie indépendante de X3 € [o,é] puisque les
coefficients de Qt'sont continus.

En élevant au cerré et en intégrant sur [p,é] 1'inégalité ci-dessus,

on obtient :

W, € KXCHOIP (23)
Les relations (18} (23) impliguent :
1
W,I € H .
De méme, on obtient
W, € H1.

2

ce qui termine la démonstration du théoréme 2.

-
Remarque : DBans le cas ol A = ; sur T, les calculs ci-dessus deviennent
trés simples.
Références : |1} GOBERG (non publié)

|2] J. L. LIONS (livre & paraitre)



