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IDEAUX DE L'ANNEAU DES SERIES FORMELLES

A COEFFICIENTS REELS ET VARIETES ASSOCIEES

par

Jean MERRIEN

Introduction.

Le but de cet article est d’2tudier certaines propriétés des idéaux
de l'anneaurR[[xl,...,an] en utilisant des "relévements” différentiables
des séries formelles.

Si X est un fermé de R, ¢ une fonction de classe c” et f sa série
de Taylor & l'origine, on dit que f est nulle sur X si ] q>[x)| décroit plus
vite que toute puilssance de }lel guand x € X tend vers zéro, On assocle ainsi
a tout idéal I de!R[[xl,...,xn]] 1'cnsemble V(I) des germes en O des fermés
defRn sur lesquels s'annulent tous les &léments de I. C'est 1la "variété for-
melle” de 1'idlal I.

Récinroguement, a un ensembletvyde germes en 0 de fermés defRn on
associe 1'idéal %-PJT des séries formelles nulles sur les &léments de V. Le
résultat principel est gue, si I = ﬂff@fl]l. alers I est 1'intersection des
noyaux des homonorhismes cde R-aigibhre dhﬂ?[E‘l""'xnj] dans(R[[f]] gui an-
nulent I. On en déduit, per erernle, cu'un 3déal est elliptigue (c'est-a-dire
de variété réduite & {0}) si, et seulement si, il n'est annulé que par 1'ho-
momorphisme nul.

On donne pcur berminer quelgues crnséquences géométriques de ces

résultats.



I On note éﬁRn] 1'algébre des fonctions de classe Cm suriRn. an
l'algébrefR[[xl,...,xn]], T &R -——*ﬁgn 1’application qui & une fonc~
tion fait correspondrc sa série de Taylor & 1l'origine. On désigne par n
1'idécl maximal ds iFn et par m 1’idéel de ZIR”] des fonctions nulles a
1’origine.

Le résultat suivent est classigue (cf. MALGRANGE [1] od il est dé-

montré dans le cas analytique. Le cas formel se traite de manigre identiquel.

Proposition 1. Soit @ un idéal premier de ﬁiv de hauteur k. Alors il exis-

te n formes linéaires indépendantes ;o i=1,...,n, telles gue

a) 1'application canonique :lR[[yl...yn_k]] ——*in/P_ soit injective

et fasse de Qﬁq/P unfR[[yl...yn_k]]-module de type fini ;

b} il existe un polyndme distingué P(y';yn_k+1) €M, 00 y' = (yl...yn_K]

de discriminant A(y']$ ., et pour tout fe an il existe un polyndme,

Q(y';yn_K+1) de degré inférieur au degré de P, uniquec, tel que A F - Q € -

Les polyndmes correspondants aux €léments Yy i = n-k+2,...,n sont notés Qi 3

c} il existe un entier m tel que, pour tout f e, Am f appartient a

1’ideéal engendré par P et les éléments A y; - Qi, i.e[}-k+2,n] 5

d) pour tout f ¢, il existe ge'}'n, et f'e fR[[yl,.,.,yn_k]] , non nul,

tels que f g - f'ep .

Propegsition 2. (théoréme de Puiscux)

Soit P(t, V) = VT + al(t)ﬁyr—l +oaa. ar[t], ol a; (t) est un élé-

ment de E[[tr!]], de terme constant nul. Alors il existe V(t) 6-@]]}]]. de

terme constant nul, tel que P(t, Wt} = O.

De plus, si les coefficients ay sont analytiques, toutes les solu-

tions Y(t) sont analytiques.




Pour une démonstration voir Walker Eﬂ.

Nous nous intéressons aux homomorphismes de [R-algébre delR[{kl..xn]]
dans R[[t]]. Si v est un tel homomorphisme et si on pose vixg) = g, (£}, on a,
pour tout feﬁFn, y(f) = ?[Eltt),,..,cn[tll. Cette correspondance entre v ot
g = [cl,...,cnl. od ci(OJ = 0 pour tout i, est évidemment bijective. On note-
ray = C*.
Avec les hypothéses et notations de la proposition 1 (en remplacgant

cependant y; per xi] on a alors :

dans rR[[tr!J], ol r est le

Proposition 3. Soit Y' un homomorphisme de iFn-k

degré de P, défini par ci(t), ie[;,n—@]. S'il existe une solution

(t]sﬂ?[DﬂJ de 1'équation P(z'(t) ; x ) = 0, i1 existe un homomor-

& n-k+1

=n=-k+1

philsme vy, de iFn dans[R[Dﬂ], unique, induisant y' sur » et tel que

-Y(E] = {D}, et Y[Xn_k+l] = .C.n-'k+1-

Pour la démonstration voir TOUGERON Eﬂ. o0 le cas complexe est

n-k

traité.
IT Si xeR" et C > 0 on note B(x,C) = {y.llx—yl|_§ cl.
Soient X un fermé de R, e‘Jin et ¢ e ZR") tel que T = f,
Définitions. 1) On dit que f est elliptique sur X s'il existe un nombre o > O
et un voisinage Q de 0O tel que :

¥Vxe nx, l(?(x]]ill'x”a

2) On dit que f est nulle sur X si pour tout o > O il existe

un voisinage @ de 0 tel que :

Vxe nX, ICP(xll_j llxlla .



On vérifie immédiatement que ces propriétés sont bien indépendantes
de «w, tel gue T<¢p = f. D'autre part, elles ne dépendent que du germe en O

du fermé X, ce qui permet de définir la notion de série formelle elliptique

S

{(resp. nullel) sur un germe de fermé 3 l'origine.

ar

Remarques § al) on voit que : f = 0 <> { est nulle sur le germe de X

{o}.

1

fen < F est nulle sur le germe de X

b) Si f est elliptigue sur le germe de(Rn, on dit que f est el-
liptique.

c) Si f n'est pas elliptique sur X, il existe Yc X, Y 7 {0},
tel que ¥ soit nulle sur Y.

d) Si fen n'est pas nul sur X, il existe Y&X, Y 7 {0}, tel que
f soit elliptique sur Y.
une suite de points danshmn, telle gque 1lim xP? = 0,

e N
p—)oo
et f €‘F}.,tels gue f soit elliptique sur X = {J {xP}. Alors il existe un

|xpl|p3-

Lemme 1. Soient [xp]p

p el
nombre p > 0, tel que f soit elliptique sur B(xP,
PEN
Démonstration. Soit e & ®"), T = f.

Il existe par hypothese un nombre o > 0 tel que pour p assez grand
ICP[xpll_z I]xplla. D’autre part, d'aprés le théoreéme des accroissements fi-
nis, il existe M > 0 tel que |9 (x)- ¢ly)| < mM||x=yl|, d’od
ILP[yJI_z IQP[x][ - M||x - yll, pour tout couple de points voisins de 0. Il
suffit alors de prendre p > a.

Lemme 2. Soient [xp)p une suite de points, telle que xP # 0 pour tout p

elN

P
et 1im x° =0, f e iFn et ¢ un nombre > 0. Si f est nulle sur {J B(xp.llxp]| ),
— po p
f est nulle.




—— o — " o o

P p
Démonstration. Posons Bp = B[xp,llxpll ), Bé = B(xp.-%llxpll ).

I1 suffit de montrer que 1'hypothése entraine que toute dérivée partielle

|l
premiére A est nulle sur B' . En effet, par récurrence, o_f sera nulle
dx P
i p ax
p 1 PP
B s .
sur (g (x :;FKT [1x71]7) et f sera nulle
Soient ¢ €& R"), Tep = F, et 6 > O.
Il existe un nombre M > 0 tel que :
n 3 2
fep(x') = @(x) = & (x! = x.) — (x)] <M||x - x"|| (1)
1=1 i i axi —

pour tout couple (x,x') de points assez voisins de O.
Fixons ie [1,n] et solt 0 > p. Si p est assez grand, pour tout x € Bé il exis-
te x'e Bp tel que : X5 = xj si j#1et Ixi - xi| = |]xl|o .

Pour deux tels points on dédult de (1)

) 2
'Exi; GALIxg = x| <mllx = < ][7+ Jeptx] + [epix)] 2).

Soit alors a > o. Par hypothése, pour p assez grand,

| <p [x]|_§ ||x||a pour tout XiEBp- On déduit alors de (2)

B

3
B cal <miix|]°
i

[1x1]°
et puisque ]Ix'll < 2I|x|| on a pour p assez grand :
Vi ‘dxea;3 I%;:ﬁ ] < ml x|+ @@« 1 |x]]|*7° (3).
i

Le nombre B8 étant fix&, si on a choisi o st o tels que a = 0 > B

et o > B, il existe p, tel que :

Yie[i,n] . Vp>p, s VxeBé: ]-2—; (x]'f_HxHB
i



Donc-g?(-f est bien nul sur L}Bé pour tout i G[ﬁ,n].
i p

. _.r - .
Lemme 3. Soit @(t,u) = u + al(t] F=l e L, s a (t], ou»ai[t] est une

fonction de classe Cw, paire, nulle & l'origine. On suppose que f = T« est

sans facteur multiple, donc que son discriminant A(t) est non nul, et gue

!
T aiefR[[fr']]. Si pour t # 0 1’éguation <« (t,u) = 0 admet p racines réelles,

i1 existe p fonctions de classe Cm. ui(t), t e[ﬁ,d], de séries formelles dis-

tinctes, telles gque <p(t,u, (t]) = 0. L'équation f(t,u) = O admet alors p

solutions distinctes dans!R[ﬁﬂ].

Démonstration. Appelons % (f) (resp. ¥ (ep)) 17idéal de QFZ (resp.

grR?) engendré par -g-,g et —g—f (resp. g—“—f et %‘J”J. D'aprés TOUGERON [2], fe'®(+),

racine de ¥ (f). Comme A est combinaison de f et %g on en déduit que A eﬁ???&.
Donc il existe dans & (f) un &lément non nul indépendant de u. Il en résulte
que cet idéal est un idéal de définition de 32, c'est~a-dire contient une
puissance de 1'idéal maximal. Donc %{(CP) contient une pulssance de 1’idéal
m des fonctions nulles en O.

Soient k et £ deux entiers. On pose bi = Tk a; (polyndtme de Taylor

r o, r-1
u

de degré k), «'(t,u) = u + by * .. * br et f' =T p'. Les bi sont

1
des éléments de !R[tr“], nuls en 0. D'aprés ce qui précéde on voit que, pour
£ fixé, on peut trouver k tel que ¢' - (¢ mg 3%((9)2. D'aprés TOUGERON

Eﬂ proposition 2, chapitre II, il existe alors a(t,u) et 8{t,u) éléments de

mz K (@) tels que :

p(t,u) = L' (t + alt,ul), u + B(t,ul).



Si k a été choisi assez grand le discriminant A’ de f est non nul.
L’équation «’'(t,u) = 0 a alors, pour t # O, g racines réelles distinctes,
ol q est indépendant de t. D'apres la proposition 2 il existe g fcnections
analytiques réelles distinctes vi(t], au voisinage de 0, telles que :
vi(D) =0 et ¢'(t,u) =0 est éqguivalent 3 u = vi(t] pour un certain i.

Par le théoréme des fonctions implicites, il existe g fonctions
ui(t], de classe Cw, au voisinage de 0, avec ui(O) =0et T My deux a deux
distincts, telles que u + B(t,u) = vi(t + alt,u)) est équivalent & u = ui(t).

On a alors p = g et les solutions de <« (t,u) = 0 sont les fonctions

ui(t].
En effet : @(t,u) = 0 <> P (t + alt,u), u + B(t,u))=0
<= y + B{t,u) = v.(t + alt,u)) pour un
certain ie[l,q]
<=> 316[1,q] s ou o= ug(E).
IIT On désigne par ™ 1'ensemble des germes en 0 des fermés de Rn.

Définition. Pour tout idéal I de ¥, on pose :
WI) = {xe® , VfcI, f est nulle sur X}. L'ensemble W (I) est appelé 1la
variété formelle de 1'idéal I.

Pour tout W <= ¥, on pose : ’3’[‘\0’) = {fe "‘an, ¥xe W, f est
nulle sur X}.

T&(%UU est manifestement un idéal dans ﬂ;nu

Les propriétés suivantes sont immédiates :

1,e1, == V) > ¥,

Wicwy == FW) 2w,
JOIoT et VLA S



I1 en résulte gue :
OO0 ) = AN et Yy - V.
Définition. Un idéal I est elliptique si Y7(I) = {0}.
I1 est alors immédiat que les trois propriétés suivantes sont
équivalentes :
al I est elliptigue
b} I contient un élément elliptique
o) Y Wan = n.
On a aussi :
Vi, + I = VapaViz), % awoWy) = FUn %)
W) = V(T) ot T est 1a racine de I.
Notation. Si U}i et U}é sont deux parties de dﬂ on pose

ﬂ?i\"‘wé = {Xeg'g: Hxleqvi: gxzew“ X =X sz}-

1
Avec cette nctation on a :
= fU/ = -
‘V‘[Iln I,) (r, 1, ‘19’(11) v ‘19/(123
En effet il est immédiat que V(I, 12)9”’(11(\12)3‘15"(11)\/ VL,).
Réciproguement, soit X un fermé dont le germe appartient a VV(Il 12). Soient

alors Fi’ ie [1,p] (resp. gj, je[},q]] un systéme de générateurs de I1

n
L] » .e - » = 1 ] = -
(resp Iz) et LPI g ®") (resp. V¥,), tels que T @, +‘i (resp. T ‘i‘j gj]

h|
Si on pose X, = {xe X, sup |<?i[x][_§ sup IWj(x)l}
i J
et X, = {xex, sUp ’cfi(x)l > sup I‘Yj(le}

i J
on aX =X,V X x1 € ‘\9’(111, XZG‘U"(IZ).

d* ol °19’(Il I)e ‘19’(11) v V(IZJ.



Définition. Une variété formelle 9% (I) est irréductible si V(1) ='WTI1)vvfI2]
implique V(1) = VI)) v VII) = VL),

Les propriétés suivantes sont alors immédiates

Une variété formelle V"(I) est irréductible si et seulement si
}[‘U’(I)) est premier.

Toute variété formelle V% estunion”d’un nombre fini de variétés
irréductibles : il existe un entier r et des variétés formelles irréducti-
bles cl}’i, ie [1,1] telles que V= V’lvv’z vv’r.

De plus si ?}EC#‘US pour tout i # j, cette décomposition est unique.

IV On désignera parlleawztj..., des sous-ensembles infinis de 1l'en-

semble [N des entiers. Si x = (xl,...,xn], on pose x' = (xl....,xn_ll.

Proposition 4. Soient-Feii]et (xp]p une suite de points de R" telle

eN
P

que x” # O pour tout p et 1im xP = 0. On suppose f elliptique sur U  {x"}.
pe p &N

Alors il existe :

a) un fermé F dans Rn, contenant une sous-suite de la suite (xp] et tel

que f est elliptique sur F, et gue F - {0} soit connexe,

b) une fonction £(t) = [Ei[tll. ief1.n], dem dans R", de classe C ,

paire et nullec en 0, telle que E{t) € F pour t voisin de O et que £ =T §

soit non nul.

Démonstration. Par récurrence sur n., Pour n = 1 le résultat est évi-

dent. Pour passer de n-1 & n nous utiliserons le lemme suivant

Lemme 4. Soient P[x':xn) ur polyndme distingué a coefficients dans ign-l'

elN

sans facteur multiple, et A # 0 son discriminant. Scit d'autre part (prp
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une suite de points de R telle que P #0 pour tout p elN, lim xP = 0 at

P
que P soit elliptique sur \J {x }. Il existe alors, pour tout p, une boule
pefN- )
~?p de centre xp telle que :

a) P est elliptique sur {J Bp
p

b} il existe ype B_ tel que y’p # 0 et A est elliptique sur U {y'p}.
) p
Démonstration du lemme 4. L'existence des boules Bp, qu'on peut prendre

de rayon I[xp||p, p > 1, vérifiant a) résulte du lsmme 1.

La projéction de B_ sur 1'hyperplan X = 0 contient

p
o)
B’ - B(x'P||x'P[] ). I1 suffit de montrer qu'il existe y'Pe B’ tel que &

soit elliptique sur U {y’p}, Pour cela soit § e.gtmn-ll tel que T § = A, st

P
prenons y'pe B'p tel gue Iﬁ[y’p]l = sup |6ty*)]. S1 A n'était pas ellip-
y!eal
p
tigue sur tJ {y'p}, on pourrait extraire de la suite [y'p)pe'N une sous-

P

suite [y’plp Py,

telle que A soit nulle sur U {y
1 ;3€N1

-
em Puisque pour p

assez grand, et pour tout y'e B'p, ]Iy'pll f_2|ly'| » A serait nul sur

U B' . B'aprés le lemme 2 ceci impliquerait A = 0, ce qui est contraire
peNl

a 1'hypothese, ct le lemme 4 est démontré.

Revenons & la démonstration de la proposition 4.

Soit (xl,...,xn] un systeme de coordonnées tel que f soit régulier
en X, » c'est-a-dire f(D,...,G,xn] # 0, et tel gue pour une sous-suite conve-

p . p
nable (x ]peiNl de la suite (x ]pefN

le théoréme de préparation formel [Eﬂ} il existe un polyn8me distingué

on ait x'P # 0 pour tout DENH. Par

P[x’;xn], de degré m, rie différant de f que par un facteur inversibla. On
peut supposer que f, et donc P, n'a pas de facteur multiple. Le discriminant

A de P est donc non nul.
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Py

Par le lemme 4 on détermine une suite (y pem

, yPeB , telle que

1 p

A soit elliptique sur U {y'p}. L'hypothése de récurrence, appliquée a A
peiN

et a (y'p)p implique qu'il existe dans1Rn—l. identifié a 1'hyperplan

em.’

. . n .
d’'équation X = 0 de R, un fermé F, F' - {0} connexe, contenant une sous-

emz

ie [l,n-ﬂ , de R dans R

suite [y'p]p de la suite (y’p]p

1

eﬂ“1, et une fonction g'(t) = (Ei(t)),
, de classe Cm, paire, nulle et non plate en O,
telle que £'(t)eF' pour t assez petit.

Soit ‘X[x’;xn) un polyndme distingué & coefficients dans EfURn-ll,
tel que T X = P, Si 6 est le discriminant de X, on a T 8§ = A, Puisque §
est 21liptigue sur F', 1'équation 7L(x';xnl, n'a, pour x'€F’' - {0}, que
des racines simples, et le nombre de ces racines qui sont réelies est un en-

tier £ indépendant de x' (£ = 0 s'il n'y a pas de racines réelles).

Soient rl(x'J < r2(x'] < 4es < rf(x'] ces racines réelles, et

plfx'J, ...,pm_ztx') 12s racines complexes. On pose rol(x') = -x,
r£+1(x') = +o,
Pour 0 <1 < £ on pose A; = {x = (x",x ) : x'eF’ - {0},
' . atiidn (P
ri(x'] < Xy < ri+l[x J}. I1 existe ke ELEH et une sous-suilts (y %36N3 de
la suite (yP) tels que : V;jeNB, ype'AK.

peMlN,

Nous allons terminer la démonstration de la proposition 4 dans 1'hy-
pothése k # 0 et k # £. Cas deux cas se traiteraient de maniére analogue.

On sait (MALGRANGE [I] chapitre IV) qu% les racines du polynSme distingué

"

1 {1)

[

vérifient : |ri(x')|_j Hlllx'

|Qj(x’]| < Hll!x'
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ou Hl est une constante positive.

Cette inégalité montre en particulier que les racines ri(x') et
Oj[x'] sont bornées quand x' est voisin de zéro.

I1 en résulte, puisque § est le produit des carrés des différences

des racines de X, gu'il existe une constante K1 > 0 et un voisinage Q'l de O

dansIRn-l tels que :

1
2
Ux'e Q' nF'  Y(i,i ) V(.30 r, (x*)-r, (x| > K |8(x")]
1 1°72 1°+2 11 i, 1 1 (2)
o, -0, x| 2 K, 180x)]?

1 2

B'aprés 1'ellipticité de § sur F' il existe alors a, > 0 et un voisinage

1
Q 5 tels que :

iv

a
Vx'e Q' aF' Vi, i) V..3-) lr. (x*)-r, [x')l ||x'|| !
2 1" 72 1°-2 11 12 (3)

e l] 2

[ v

o, (x")-0, (x"}]

Par le théoreme des accroissements finis, il exists H2 > 0 tel que :

Vx Vy I (x) - X(y”_ﬁHsz -yll (4)
L'ellipticité de X sur {J  {yP} entraine qu'il existe a, >0 st po tels
peMN
3
que :
*2
VpeNg . p2>pe [ %GP] > (1Pl (5)

On déduit de (4) =t (5)

Viel[1.d] . Vpem,.p>g
022 012
el € < HyPIE 2 <Ploy™ = 1Py =ty Por ty P

< P . P
SHy VP - ety (6)
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Pour tout nombre réel a, tout x'€ F' et toute racine pj[x'l on a :

' 1 V- T
|a~oj(x]|_>_-2-lpj(xl pj(x]|.

e
Donc, d'aprés (3) : VYx'e Q’ZOF', Vje[l,m-@, |a - pj(x')l _>_—%—||x'|| 1 .
Puisque, pour tout x'€ F' et tout X € R, on a
£ m=£
X (x %) = ifl (x, = 7;(x'}) jgl (x - pj[x )}, on obtient :
. o m=L
' ) : W 1
¥ x GQ'ZI\F , VxnefR !X(x’,an! > [M%nixn—ri[x'lll (5 x| % )

1

Choisissons maintenant un nombre £ > Sup(al,azJ, et soit

Q
P ' ' 1 ' 1
Q’3={xe92,||x[|8_<_—27||x|l Y.

C'est un voisinage de O dansIRn-l. On définit un fermé Fl dans mn par :

F1 = {0} U {x = (x',xn) s X'€ Q'3 n(F' - {0}1,

l]x'][B_i Inf (xn - rk[x'), rk+1[x'] - xn]} .
C'est un fermé connexe d’aprés (3). Nous allons voir que P, et
donc f, est elliptique sur Fl’ 2t que ype Fl pour psﬂVa assez grand :
Le premier résultat provient de (7) et de (1} car : .
Vx = (x'x JeF, [Xix] 2 (llx'lleZ —z—m}z ||x'lf1{m— ]

x| < H L ]"

et ixnl j_Min(IrK[x') , lrk+1
Le second provient de (B), pulsque B > Ay
On définit maintenant F par F = Fl Ul %%V Bp). I1 est immédiat
que F ~ {0} est connexe et vérifie le a) de la Eroposition 4,
Montrons qu'on a aussi le b) : par bypothese de récurrence, il

existe une fonction &' de R ~+|Rn—l, non plate en 0, paire et telle gue

gE'(t)€F’ pour t assez petit.
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Considérons 1'équation 'X(g'[t),xn) = 0. Le discriminant de
)L(E'[t],xn) est 6(E£'(t)). D'aprés 1'ellipticité de § sur F', et puisgue
g'(t)eF’ et est non plate en O, la fonction S(£'(t)) est non plate en O.

I1 en résulte que T X.fé'[t),xn), de discriminant T 8(£'(t)), est sanz fac-
teur multiple. En remplagant t par tm! on peut supposer satisfaites les con-
ditions du lemme 3. I1 résulte alors de ce lemme qu'il existe deux fonctions
de classe Dw, plt) et v(t), telles que : rK[E'(t]J = ut) et

rk+l(£’[t)] = v(t).

Prenons A, 0 < A < 1, et définissons £(t) = (£'(t}, A u(t) + (1 - X) v(t)].

Pour un tel £ on a :

min(En(t] - rk(E'[t)), rk+l(£'[t)] - Sn(t)) = min(A, 1 = A) (v(t) - u(t))

a
> |erd]] P min(, 1 - A) d'apres (3).

Donc pour t assez petit £(t) e Flc:F. D'autre part T £ # 0.

IV Nous revenons aux nctations du III. Pour tout idéal I de ‘§n, on

désignera par T'(I) 1'ensemble des homomorphismes de R-algébre Y de i?n
dans R[[t]] tels que v(I) = {o}.

Théoréms. Soit I un idéal de T tel gue I = f (V(1)).

Alors I = (M) Ker vy.
yeT (1)
Démonstration. On peut supposer gue I est premier.

En effet on a Il = Fﬂl N ... 0 F’r ou les F’i sont les idéaux premiers des
composantes irréductibles de V(I). Supposons le théoréme démontré pour les

idéaux premiers et soit fe M Ker y. Alors fe M Ker vy pour
ve& (1) Yel‘[pi]

tout i, et donc fe Fji pour tout 1.



Supposons donc I = @ premier, de hauteur k, et soit [xl,...,xn)
un systéme dc coordonnées satisfaisant aux conditions de la proposition 1.
Soit d’autre part +’¢ P D'aprés la proposition 1, dont on reprend les

notations avec le changement de yi en X;, il existe f'e % - f' # 0, et

k)
g€ Sin, tels que f g - f'ep.

Puisque f’¢ poet bép, b f'¢ g - L'idéal p étant 1'idéal
d'une variété formelle, il existe Xéky(p) tel que A f' no soit pas nul

sur X, et par suite i1 existe une suite [xp]D , xP £ 0 pour tout p, con-

elN

vergeant vers 0, telle gue A f' soit elliptique sur {J {xp}. S5i
pen

}, x" = [xl,...,x J. Le

X = (xl.....xn], on note x' = (xl n-k

seeees X1y
cas ol f est inversible étant évident, on peut supposer f, et donc f', non
inversible. En appliguant aleors le théoréme des accroissements finis & une

fonction Ye % URn—k], telle que TY = Af', et en utilisant 1'ellipticité

.
de A ' sur {xp}, on voit gu'il existe o > 0 tel gque pour p assez

pelN
grand on ait
a
Hx Pl > [I<PI] > 0 (1)
. _ .r + r;l w 1 . 8 n-k
Soit 'Xl = X ki1 Lo a;(x") x_ 1,1 2 (x")e GIR ),
= P.

a;(0) = 0et T X,

Puisque P est nul sur {xp}. la suitc X,ltxp) tend vers O

pelN
plus vite gue toute puissance de ||x'||p et donc de ]lx”pll , car de 1'iné-
a
galité (1) on déduit : ||x"pl|.3 llxpll pour p assez grand.
I1 existe alors une sous-suite (Xp]pen\ll de (Xp]peﬂ\l et une fonc-

tion e(x")e & URn_K], T e =0, telles que e(x"P) = -”Xl[x'p). Si on pose
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K

'Xz = Xl + € on obtient un polyndme distingué, & coefficients dans %m”’ ),

WP

nul aux points x'", p&€lN, et tel que T')L2 = P.

1
D'apras la proposition 4, appliquée dansSRﬂ-k a A f et [x"p)p

. . P n=k .
il existe un fermé F</R °, F - {0} connexe,contenant une sous-suite

éﬂVl

wP wP ’ - > . . ’ . ) -
(x ]p€{N2 de (x Jpale’ tel que A ', et & fortiori A et f', soit ellip

tique sur F, et une fonction £°(t) = (Ei(t]], ie:[i,n-K], de R dans(Rn—k.
de classe C , non plate ot nulle en O, telle que £"(t) € F pour t assez
petit. Puisque le discriminant de Xﬂzest elliptique sur F et que 1l'équa-

tion )%}x"p, ) = 0 a das solutions réelles pour p€MN,, l'éguation

Xn-k+1 2

?ﬁz[x”, X .xs1) @ des solutions réelles pour tout x"eF - {0} assez voisin

de zéro.

|
En remplagant, si nécessaire, t par tr' 1'équation

3(2[5”(t).xn_K+1] = 0 satisfait aux hypothéses du lemme 3, car & est ellip-

tique sur F. D'aprés ce lemme, si on pose T &” = L", il existe

u

T ey (t) € R[[EI] tel que Plg"(t).g . ,,(t)) = O.

Par la proposition 3 il existe un homomorphisme Y de S:n dans
W?[Bﬂ] tel que Y(p]) = {0}, et induisant sur ﬁfn—k 1'homomorphisme ;"*.
De £"(t)e F et A f' elliptigue sur F on déduit z7*(A £') = y(A £') # 0, et
a fortiori y(+') # 0. Comme on a aussi y(fg) = y(f') on a y(f) # 0. On a

donc trouvé un €lément v de (P ) qui n'annule pas f cc qui termine 1la

démonstration du théoreéme.

Corollaire 1. Pour tout idéel I de :ﬁn’ on a foVTIJ] = N Ker Y.
veT (I)

D'aprés le théoréme 11 suffit de démontrer que T(I) = F[Z&f@TI]]].
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Soient pour cela YeTl(I) et f & %'fWTI)]. Soient d'autre part &
tel que §¥ = v et £ tel gue T £ =C. S1F=1ImE le germe de F & 1l'origine
appartient a V{I). Il en résulte immédiatement que Y(f) = 0 ce qui montre
que T(I) c:thrPOfI])). L'autre inclusion est immédiate.

On note O 1'homomorphisme associé & ¢ = 0. Avec cette notation

on a :

Corollaire 2. Un idéal I est elliptique si et sesulement si T'(I) = {0O}.

En effet, on a vu, au paragrephe III, que I est elliptique si et seulement
si Z[VWI]] = n et il suffit d’appliquer le corollaire 1.
Soient un 1déal I de :Fn’ gngendré par des &léments Fl,...,Fp,

et k un entier positif. On définit les idéaux JK(I] et OK[I) de la maniere

suivante : D(Fi R

1 ik

X, seeasX, )
3 e
On vérifie immédiatement gue JK(I] ne dépend que de I et non du systéme

JK(I) gst 1'idéal engendré par I et les jacobisens ik

de générateurs choisis. Si kK > nou k » s, Jk[I) = I.

OK(I] est 1'idéal engendré par 1 et par les déterminants :

3f 3F,
i1 11

ax .- e ¥ye=a ax'

of af,
i *k

= P S
1 Ik+1

x. " e 8808 x.
I Jk+1



—18_

I1 est encore immédiat que UK(I] ne dépend pas du systéme de gé-
nérateurs choisi. Si k > nou k > s, 0 (I} = L.

On a toujours OK[I]C: JK[I)' La proposition suivante précise
ce résultat.

Proposition 5. Soit I un idgal de ﬁfn et k un entier positif.

Alors '\T(JK[I]] = Wokm)].

Démonstration. OD'apres le corollaire I il suffit de montrer que tout

- 0t e e o e

homomorphisme annulant OK(I] annule JK(I).
Soit v = ¥ un homomorphisme annulant I et n’annulant pas JK(I]'

D(f ]"I)FK) af.
Supposons par exemple que Yyl ] = 3—3 {z(t))| # O.
Dlxyseessx,) %5

Posons A =ﬂ?[DJ] et désignons par Dt f;o 1 € [J,K], 1'élément

af.,
(S;l (z(t)1), je[l.h], du A-module libre A". Par hypothése les éléments
D, f; sont indépendants. Si y annule OK(I) les éléments D, f,, ie€ [1.«].

et z(t) sont liés. Oonc il existe )\i(t]EA. ie[0.K], tels aque

k
Ao {t] Zz(t) + I A, () D, f, =0 et Ao (t) # O.
i=1 i t i

(W'Y

L'égalité précédente est éguivalente

K o,
. 1

vielll Aotolg 6y« 2 A (6) 3 (ale))
- i=1 J

1
jas)

On obtient donc, en multipliant chacune de ces égalités par

de
—EE et en sommant
n dcg. Kk afi dz.
I O(t) g, (t) df: + I ) g (E(t)) -E%J = 0.
j=1 i=1 3
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K no of. dz.
Soit IOoAL(E) (T — (g(t)) —b) =0 (1)
- i Ix dt

o
Ao (t) cj(tJ at '
1 j=1 J

n o™ 2

1 i

]

Mais, puisque ¥y annule I, Fi(c(t]) = 0 pour tout i, d'ol par dé-

rivation :

n af, dg,
Vie [1.K] z -ax—l ((t)) —3 = 0. (2)
J=1 j
n dg
En comparant (1) et (2) on obtient X, (t) ) cj(tl —E% = 0.

Puisque A,(t) # O et que A est intégre on a :

n dg.
Iog, —2 = 0.
=1 J dt
noo2
Or vy = z¥ est non nul, donc £ 5 # O et n’est pas constant,
j=1
n dg,
d'ol en dérivant b cj —E% # 0 et on aboutit & une contradiction.
j=1
VI Si ’J est un idéal de type fini de ée(ar) et k un entier positif,

on définit JK[tS] comme dans lc cas formel. On appelle GK(S } 1'idéal en-
gendré par les éléments ¥ de & WJH tels gqu'il existe cfl""’(?k dansfs
tels gue ¥ 'y soit contenu dans 1'idéal engendré par CPl,..,, <?k.

Nous nous plagons dans la situation suivante : il existe dans
Jk(5 ] 0 Okfd } un élément elliptigue. Dans cette situation nous voulons
gtudier 1'ensemble V(O ) des zéros de 1'idéal ’j au voisinage de 1'origine.
Si I =TY , il est immédiat que, sous 1'hypothise précédente, JK(I](\OK(IJ
est elliptique.

Proposition 6. Sous les hypotheses précédentes, il existe un voisinage Q

de O tel que 2nV(T) soit connexe et que (V('3) - {01)n 9 ait un nombre

fini de composantes connexes.
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Démonstration. On suppose que 0€ V(Y ).

Par hypothése il existe un voisinage Q. tel que, au voisinage de

1
av(d) - {0}, v(3) soit 1l’ensemble des zéros de k fonc-

D(L‘?lloucy(-Pk]
“] {xo) # 0 pour un multi-

tout point x, de Ql

tions (?1""‘(?k de 3, vérifiant D(Xi e

. : . 1 Kk
indice [11,...,1k).

Nous allons montrer qu'il existe une boule fermée I < Ql’ telle
que pour tout xo € © 0O V('J) - {0} 1'espace tangent a V(') en x, ne soit
pas orthogonal au vecteur 6;:.

Montrons que pour un tel Q la proposition & est vérifiée. Si un
point x € € N ve'd) - {0} n'‘appartsnait pas & la composante connexe de O
dans V(") N Q , il existerait dans la composante connexe Cx de x un point vy,
tel que l]yll scit minimum et # O (parce que Cx est compact). En ce point vy,
V(3 ) est une variétsé réguliére de codimension k, donc 1’sspace tangent en
y n'est pas orthogonal a 6?. Ceci montre qu'il existe dans Cy, donc dans Cx‘
un peint z tel gue f]z|| < ||y||. d'ot contradiction. De la mé@me maniére, si
S est une sphére de centre 0 contenue dans ©, on montre gue, pour tout
xeVU'3) n o - {0}, 11 existe ve Sr\V(tS) tel qus x et y soient dans 1la
méme composante connexs de 2 N V[ﬁi] - {0}. La transversalité de V('3) a
S entraine que V(3 ) A S est une sous-variété réguliere de codimension k
de S. Il en résulte gue V(3 ) 0 3, qui est compact, n'a gu'un nombre fini

de composantes connexes, ce gqui montre la deuxiéme partie de la proposition.

Montrons donc l'existence de cette boule Q.
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Sinon, on pourrait trouver une suite de peints (xp]peﬂv de
vidin 2, - {0}, convergeant vers 0, telle qu'en tout point x° 1'espace
—_

tangent a V(3 ) soit orthogonal a 0xP. En x", pour tout C?l,....tyk de 4,

tous les déterminants d’ordre (k+l) extrait de la matrice

BCPl 8‘?1

Bxl an

acek BCPK
cesona 5

Bxl xn

xl s 5 ame e Xn

sont nuls.
I1 en résulte que tout f€ 0, (I) est nul sur X = U {xP}.
pPEN
D'aprés la proposition 5 tout fefJK(I} est nul sur X. Or JK(I] gst ellip-

tigue, donc sa variété formelle est réduite 3 {0} et on obtient ainsi une

contradiction.
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