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Résumé :
On étudie les principaux critéres utilisés en théorie statistique
de la décision, on rappellc les différentes définiticns du rapport S/0

et on comparc le critérs S/B aux critéres probabilistes,

Sunmary
The main tests used in statistical decision thecory are ceonsidered,
the different definitions of the signal tc noise ratio are reminded, then

the S/N criterion and probabilistic criterie are ccmpared,






Séminaire sur la théorie de la Détection

SUR LES PROBABILITES DE FAUSSE ALARME ET DE NON-DETECTION
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par

Edith MOURIER

Introduction.

L'usage s'est répandu d’utiliser la méme expression : "critére
de détoction” dans des situations fort différentes, il en résulte une cer-
taine confusicn, de faux problémes sont parfois soulevés et il semble utile
de préciser a nouveau quelgues nctions fondamentales.

La théorie de la détection couvra un vaste ensemble de recher-
ches qui ont en commun le but : au vu c¢’'une observation, décider "au mieux”
si pendant la durée de¢ 1’cbservation il y a eu seulement du bruit, hypo-

thése Ho’ ou si un signal a été présent, hypcthese H,. Dire "au mieux”

1
sous~entend évidemment : relativement & un critére préalablement choisi.
Il y a deux problemes distincts : éventuellement celul du choix
d'uvn dispositif, disons de pré-traitement, partiellement imposé, qui, re-
cevant & 1'entrée une chservation X donne & la sortie une observation x,

et tcujours celui du choix d'une régle de décision, c’est-a-dire du choix

d'une fonction de x, ¢(x}), (s'il n'y a pas de pré-traitement x = Xe]’ et



d'un partagc des valeurs de cette fonction en deux domaines disjoints et

complémentaires, Do et D1, avec la régle : si ¢(x) e DO accepter Ho' si

p(x]) e D1 accepter H1.

Choix d'une regle de décisien.

~

Le bruit a 1l'entrée, Be‘ @st un phénoméne aléatoire, par consé-
guent, guelle gue soit 1a nature du signal, gquel que scit le pré-treitement,
x est une réalisation d'un €lément aléatcire X dont la loi de probabilité
est Mo OU M, selon gu'il a bruit seul cu présence d'un signal. My et My sgnt
détermminés par la connaissance des propriétés statistiques du bruit et
du méiange signal et bruit & 1l'cntréc et du pré-traitement ; supposant ces

deux lecis connues, le choix d'une regle ce décision est un probléme de

test de choix entre deux hypothéses statistigues, 1'observation &tant x.



Les deux erreurs que 1l'cn peut commettrc sont la fausse alarme
(décider qu'il y a un signal alers qu'il y a seulement du bruit) et la
non~détection (décider qu'il n’y a que du bruit alors qu'un signal est
présent).

Puisqu'il s'agit d'un phénoméne aléatcire la meilleure régle
de décision - appelée "idéale” par Siegut - secrait celle qui minimise 1la

probabilité d'erreur, malhcureusement cette prebabilité
P=mnmao+7n8
al 1

dépend de la probabilité de fausse alarme a, de la probabilité de ncn-détec-
ticn B, qui pour M et My donnés ne dépendent que de la régle de décision
checisie, mais dépend aussi des probabilités o priceri T, et Ty = 1-wo
d'absence et de présence du signal , probabilités qui, dans les applications,
nc sont pas connues et par conséguant ce critére "idéal” est iputilisable.
Suivant Neyman et Pearson on remarque que des deux erreurs que
1'on peut oommettre, 1'une a des conséquences plus graves gue 1l'autre, on
1'appelle erreur de premiére espéce - en théorie du signal, habituallement,
c'est la fausse alamme - et on cheisit le critére suivant : on sc fixe la
probabilité a que 1'on accepte pcur cette erreur - a est dit le niveau du

test - et on décide que le "meilleur” test de choix entre vy et u,, ou

1
"test le plus puissant au niveau o” - scuvent appelé test de Neyman - cst
celul qui, pour o fixé, minimise la prcbabilité B de l'erreur de seconde

gspece, ici la probabilité de ncn-détection du signal alors gu'il est



présent, donc maximiser la probabilité 1-8 dec détection.
0On démontre Ei] que quelle gque soit la nature de 1'&lément
aléatoire X, quelles que scient les lois de prcbabilités, supposées connues,

uo et u il existe un mecilleour test au niveau o, et que ce test est :

1’
(13

-{accepter H1 : signal présent si L{x) > K(a)
(1)

accepter Ho ! bruit scul si L(x} < K{a)

f,(x)
ot K(o) est un scuil qui ne dépend que de a et ol L{x]) = ?;T;T'
o

F1[x] et Fo(x) étant les densités de Radon-Niccdym de, respectivement,
u1 gt M, par rapport & une mesurc ¥ par rapport & laguelle elles scont
absoclument ccntinues ; on peut prendre, par sxemple, v = uo + u1.

L{x) est la généralisation du rapport de vraisemblance pour un
€lément aléatoire X de nature quelconque, Scus de trés faibles hypothéses,
on démontre [1], [4] gue L(x) est un résumé exhaustif , c'est-a-dire

contient toute 1'infcmaticn utile, pour le choix aotre uo et u,, ce qui

1
explique la forme trouvée pour le test le plus puissant. Dans le cas par-
ticulier o0 X ast une variable aléatcire a n dimensions, x = (x1,a=.,xh] et

L{x]) est le rapport de vraisemblance classique, Dans lc cas ol 1'obser-

vation est continue sur un intervalle [Q,f] » X est un processus aléatoire,

(1)

Si la probabilité de L(X) = K, guand il y a seulement du bruit est dif-
férente de zéro, quand L(x} = K on décidc HO ou H, avec des probabilités
Yy et 1-y respectivement, Yy €tant choisie de facgon gue la probabilité de
fausse alarme soit exactement a. Pour ne pas alourdir les notations, nous
négligercns ce cas deont 1'intérét est purement théorique.



généralement défini par sa loi temporelley, il s'agit aleors de détermi-

ner L(x) a partir des lois temporclles relatives 3 HO et H,3 ce ecalcul

1
a été fait [31 dans le cas de la détecticn d’un signal non aléatoire connu
dans un bruit gaussien additif, staticnnaire ou non ; il n’a pas été fait
dans le cas général et somble treés difficile; on se raméne alors, par
eéchantillonage cu en considérant les premiers tcrmes d'un développement en
séris, de Karhunen=-loévy par exemplc, & une variable & n dimensions et on
calcule le rapport de vraisemblance correspondant Ln[x); il faut alors
étudier la convergence de Ln lorsque n > = , Ceg probleme a été considéré
par Granander [?] et est actuellement étudié par M.M. Picinbonc et Verrosi
dans le cas d’'un signal certain et d'un bruit additif qui est le produit
d'un processus gaussien par une variable aldatcire.

Désignons par B(a) la probabilité de non-détection en utilisant

le meilleur test au niveau o, c'est-a-dire le test (I), on a

o =P [LO > Klad/H ] = u {x 1 LG > K(ad)
o o

B(a) = P ILOX) < K(/H] = up{x & LI < Kla)}

Donc & deux valsurs o’, o” de la probabilité de fausse alarme a' < a® cor-

respondent

Kla') > K(a?”)}

et Bla*) > Bla™)

La prcbabilité de détection du signal lorsqu’il est présent, qui est

-~

4

égale a 1-8{a), décreit donc cn méme temps que la probabilité de faussc



alarme, résultat bien en accord avec 1'intuition. B(a) caractérise la dif-
ficulté que 1'on a a détecter le signal en utilisant le test de Neyman au

niveau a; par conséquent, un pré-traitement T, est plus efficace gqu'un

1
pré~traitement T2 si 81(a) < Bz(a] et donc le pré-traitement optimum,
lorsqu'on appliquera & sa sortie le test de Neyman au niveau o est celul

qui minimise B(a).

Pour appliquer le test de Neyman, ocutre L(x), i1 faut calculer

le seuil Kla). c désignant un nombre positif quelcocngue, soit
yle) = P, [Lex)y > c/HOI = po{x : Li{x) > c}
K(a} est 1e nombre,essentiellement unique, tel que :
Y(K(a) < a < y(<(a)-0)

La détemination du seuil K(a) nécessite donc la connaissance de la loi
de la variable aléatoire L(X) lorsqu'il y a sesulement du bruit.

Souvant au lieu de choisir & priori la valeur a de la probabilité
de fausse alarme et de construire le test (I), on choisit la valesur du

seuil, soit c, et on adopte le test :

accepter H, : signal présent si L(x) > c
(11) !

accepter HO : bruit scul si Li{x) < ¢

Pour connaitre compldtement les qualités de ce test, il faut calculer la
probabilité de fausse alarmme, calcul qui nécessite la connaissance de la

loi de L(X) guand 11 y e bruit seul, puisque :

ale = P, [LOX) > ¢ H o



et la probabilité de non-détection (gquand le signal est présent) calcul
qul nécessite 1a connalssance de la loi de L{X) lorsque le signal est

présent, puisque :
Ble) = P [LIX) < c/141]

Evidemment, le test (II) est le test le plus puissant au niveau
ale).

Compte tenu de la signification intuitive du rapport de vrai-
semblance, on adopte scuvent le test dit "du maximum de vraissmblance”, corres-
pondant au seuil ¢ = 1, De tous les tests -et non seulement des tests de la
forme {II)- c'enst celul qui minimise la somme, a+B, des probabilités de
fausse alame et de non-détection ; il ccincide avec le test "idéal” de
Siegut dans le cas particulier ol les probabilités a priori,HO et H1,
d*absence et de présence du signal scnt égales é-%.

Un test est choisi en supposant connues les: lois u et Uy Puis-
gu'en fait la loi du bruit ne sera jamais parfaitement connue, il est
nécessaire de savoir si le test posséde une certaine "stabilité”, plus
précisément de saveir si en utilisant le test relatif a [uo’u1] alors que
les vraies lois sont légerement différontes, disons ué,u', les probebilités
d’erreur a', B' sont peu différentes des probabilités calculées a,B.

Dans le cas d'une cbservation x(t) sur un intervalle de temps
[b,Tj. pour détecter un signal connu S(t) dans un bruit additif gaussien,

de carré sommable sur [b,1j , de covariance continue T(t,T), Root [7] a

montré qu'un test du type (II) est stabla si et seulement si S(t) appar-




tient au domaine de 1'opérateur P_1, opérateur inverse de 1'opérateur

intégral de noyau T(t,r), et alors & une constante edditive pras

Log L(x) est de la forme :

T
(III) [ x(t) glt) dt
0

glt) étant définie par :

T
{1v) J Tlt,t) gle) dr = S(t).
o

Rapport Signal sur Bruit,

Partant du fait bien évident que la facilité de détecter un signal
dans un bruit dépend de leur importance relative on a défini un coeffi-
cient, appelé rapport signal sur bruit, en abrégé S/B, pour représenter cette
importance relative. Malheureusement pour définir ce rapport il faut d'a-
bord préciser la nature des signaux et des bruits en présence, et on doit

choisir des définitions différentes selon les cas considérés.

Cette théorie suppose que le bruit & 1'entrée cat additif, indépen-

dant du signal, eentré doc covariance stationnaire, et a une densité spectra-
P . 2

le YB[!] ; hous désignerons sa variance par Og-
Dans le cas d'un signal aléatoire et de méme nat ure que le bruit,

on définit le rapport S/B & l'entréc comme le rapport des puissances moyennes

du signal et du bruit, c'est-~a-dire :

pe = ES/B"entrée =

ﬂfﬂuluf%o



i ;
A la scortie d’un filtre linéaire fﬁ le signal est S' =§?(S] ot le

bruit B’éikal . S’ et B' sont de méme naturz que S st B, on définit donc :
2
Oa
ps B [S/é] sortie = 2
o
BB
Mais & 12 sortie d'un dispositif non linéaire , D, la situstion est

beaucoup plus compliquéc, Il faut d'abord cheisir ce que 1i'on appellera
bruit de sortie et signal de scortic, Si YB(+] gt YB+g[r] représentent la
sortie de D , selon gu'il y a bruit seul ou signal présent & l'entrée,

on prend les définiticns, bicn adaptées au systéme guadration, intégration,

mais comportant un certain arbitreirec :

signal de sortie = £ YB+S ~ E YB

2 21 1/2
[e vg - € vyl

E YB+S-E YB

o = [s/8] =
5 sortic © g Yi'(E YB]2J1/2

bruit de sortie

Dans 1le cas d'un signal certain S(t), de durée finie, ayant une
tronsformée de Fourier s(1) on a & considércer simultanément un signal
d'énergie finia.et un bruit de puissance finie donc d'énergie infiniej on

définit alors le rapport S/B comme le rapport des puissances moyennes du

-~

signal ¢t du bruit & un instant arbitraire tc, donc

2
] [S(tD]]
p = —————02
B

et 8 la sortie d'un filtre lindéaire :
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[s'ct 7]°
0
ps = ES/B] sortie B 2
GB'

Le critére "signal sur bruit” est un critére de comparaison entre les
dispositifs de traltement, du fait des différentes définitions du rapport

signal sur bruit & la sortie, il n'a de signification bien précise quc dans

la comparaison de dispcsitifs analcgues ; dans ce cas , par définition,

cn dit que de deux dispositifs le "meilleur” est celui gqui, pour le méme
bruit et =signal & l'entrée, donne lc plus grand rapport signal sur bruit a
la sortie. Lorsgqu’on veut comparer des dispositifs qui ne sont pas analogues

il est préférable de dire que le meilleur sst celui qui pour le méme

[s/B] a la plus faible [S/B]

sortie entrée

Dans le cas d'un signal certain, parmi tous lecs filtres linéaires,

i1 en esiste un gui maximisc le rapport [S/é] 311 est défini, & un

sortic

facteur constant pres, par son gain :

s(r]¥ e—ZHirtO
) Glr) = YB(Y)
et on a 3 la sortie :
2
_ Istn]?
[VI) Dmax = J—Y—-B—[—_{-]—— dy

Ce filtre, appelé filtre adapté, se réduit dans le cas d'un bruit blanc,

YB(Y] = constante, au filtre de réponse percussicnnelle :

(ViI) R(t) = S[to-t].
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~

On chercha souvent & opposer, ou & comparer, la théorie statis-
tique de la décision, reposant sur le calcul des probabilités de détec-
tion et de fausse alarme, au critére signal sur bruit. Le probléme de la
détection n’est pas résolu par le choix du dispesitif de traitement; il
faut de plus préciser la régle de dé.lsion adoptée & la sortie du disposi-
tif, en général c'est le choix d'un seuil, les probabilités de détecticn
dépendent évidemment du choix de cette régle. Mais en supposant qu’a la
sortie on adopte la régle qui pour une probebilité de fausse alarme donnée,
a, maximise la probabilité de détection 1-8 , il est impossible de relier,
de fagon générale, cette probabilité au rapport signal sur bruit de sor-
tie, donc de donner une signification probabilitte au critére signal sur
bruit.Ceci s'expiique par le fait que le rapport S/B ne dépend que des pro-
priétés du 1° et du 2° ordre alors gue les probabilités a et B dépendent
des lois complétes.

Cependant, on peut comparer deux critéres lersque les lois sont
gaussiennes, et alors complét. ment déterminées par les mements d'ordre un
et deux.

Dans le prcbléme de la détection d'un signal certain mélangé a
du bruit gaussien contré, staticnnaire le filtre optimum au sens du critére
signal sur bruit, donne une scortie y(t) qui & 1l'instant tO choisi pour

~

donner une pcinte de signal dans le iruit, est égale, & une constante prés,
J'D , au logarithme du rapport de vraisemblance.
2 max

Ce résultat s’établit immédiatement dans le cas d'un bruit gaussien
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blanc, en effet la sortie du filtre adapté est alcrs :
y(t]) = jx(@] S(to-t+O] do

et il suffit alors de comparer :
y(tD) = j x(0) S(6) 4o

aux formules (III) et (IV).
Dans le cas c'un bruit gaussien stationnaire quelconque le ré-
sultat est mcins simple a démeontrer mais est encore valable.

1
Log LIX) + 5 p est une variable aléatocire
2 “max

De plus Y(to)
gaussienne, de variance Pmax” de moyenne 0O cu Pmax selon gu’il y a bruit
seul ou signal présent.

Lorsque le signal sst de méme nature que le bruit (gaussien,
stationnaire, centré), le rapport de vraisemblance L(x) n'est plus unc
fonction linéaire de l’observation et on montre [Q] que le systéme qua-
dration, intégration précédé du filtrage optimal au sen critére S/B réa-
lise une fonction mconotcne de L(x).

Or nous avons déjd rcmarqué que LI{x) constitue un résumé exhaus-
tif pour le choix entre deux lois, il en est de méme de toute fonction
monotone de L{x), Par conségquent dans les deux cas ci-dessus le systéme

optimal au sens du critére S/B cst aussi coptimal au sens d'extraire ds

1'observation toute 1'information utile.
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