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SUR LES PROBABILITES DE FAUSSE ALARME ET DE NON-DETECTION 

ET LE RAPPORT SIGNAL/BRUIT 

par 

Edith (10URIER 

Professeur à la Faculté des Sciences de Paris 

Résumé : 

On étudie les principaux critères utilisés en théorie statistique 

de la décision, on rappelle les différentes définitions du rapport S/D 

et on compare le critère S/B aux critères probabilités. 

Summary : 

The main tests used in statistical décision theory are considered, 

the différent définitions of the signal to noise ratio are reminded, then 

the S/N criterion and probabilistic criteria are cempared. 





Séminaire sur la théorie de la Détection 

SUR LES PROBABILITES DE FAUSSE ALARME ET DE NON-DETECTION 

ET LE RAPPORT SIGNAL SUR BRUIT 

par 

Edith MOURIER 

Introduction. 

L'usage s'est répandu d'utiliser la même expression : "critère 

de détection" dans des situations fort différentes, il en résulte une cer­

taine confusion, de faux problèmes sont parfois soulevés et il semble utile 

de préciser à nouveau quelques notions fondamentales. 

La théorie de la détection couvre un vaste ensemble de recher­

ches qui ont en commun le but : au vu d'une observation, décider "au mieux" 

si pendant la durée de l'observation il y a eu seulement du bruit, hypo­

thèse H^, ou si un signal a été présent, hypothèse . Dire "au mieux'5 

sous-entend évidemment s relativement à un critère préalablement choisi„ 

Il y a deux problèmes distincts : éventuellement celui du choix 

d'un dispositif, disons de pré-traitement, partiellement imposé, qui, re­

cevant à l'entrée une observation x , donne à la sortie une observation x, 
e 

et toujours celui du choix d'une règle de décision, c'est-à-dire du choix 

d'une fonction de x, <j>(x), (s'il n'y a pas de pré-traitement x F. x ), et 
e 
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d'un partage des valeurs de cette fonction en deux domaines disjoints et 

complémentaires, D et D^, avec la règle s si <j>(x) e accepter H q , si 

c))(x) e accepter . 

Choix d'une règle de décision. 

Le bruit à l'entrée, B , est un phénomène aléatoire, par consé­

quent, quelle que soit la nature du signal, quel que soit le pré-traitement, 

x est une réalisation d'un élément aléatoire X dont la loi de probabilité 

est ou selon qu'il a bruit seul ou présence d'un signal. \iQ et y^ sont 

déterminés par la connaissance des propriétés statistiques du bruit et 

du mélange signal et bruit à l'entrée et du pré-traitement ; supposant ces 

deux lois connues, le choix d'une règle de décision est un problème de 

test d© choix entre deux hypothèses statistiques, l'observation étant x« 
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Les deux Grreurs que l'on peut commettre sont la fausse alarme 

(décider qu'il y a un signal alors qu'il y a seulement du bruit) et la 

non-détection (décider qu'il n'y a que du bruit alors qu'un signal est 

présent). 

Puisqu'il s'agit d'un phénomène aléatoire la meilleure règle 

de décision - appelée "idéaler? par Siegut - serait celle qui minimise la 

probabilité d'erreur, malheureusement cette probabilité 

P = ïï a + 7T B o 1 

dépend de la probabilité de fausse alarme a, de la probabilité de non-détec­

tion B, qui pour ^ et donnés ne dépendent que de la règle de décision 

choisie, mais dépend aussi des probabilités o priori TT^ et TT^ « 

d'absence Gt de présence du signal , probabilités qui, dans les applications, 

ne sont pas connues et par conséquent ce critère "idéal" est inutilisable. 

Suivant Neyman et Pearson on remarque que des deux erreurs que 

l'on peut oommettre, l'une a des conséquences plus graves que l'autre, on 

l'appelle erreur de première espèce - en théorie du signal, habituellement, 

c'est la fausse alarme - et on choisit le critère suivant ; on se fixe la 

probabilité a que l'on accepte pour cette erreur - a est dit le niveau du 

test - et on décide que le "meilleur" test de choix entre y et y,, ou 
o 1 

"test le plus puissant au niveau a" - souvent appelé test de Neyman - est 

celui qui, pour a fixé, minimise la probabilité B de l'erreur de seconde 

espèce, ici la probabilité de non-détection du signal alors qu'il est 
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présent, donc maximiser la probabilité 1 - 3 de détection. 

On démontre [ 3 ] que quelle que soit la nature de l'élément 

aléatoire X, quelles que soient les lois de probabilités, supposées connues, 

y et v^, il existe un meilleur test au niveau a, et que ce test est : 

(1 ) 
("accepter H. : signal présent si LCx) > K(a] 

CI) 4 1 

accepter : bruit seul si LCx) < K(a) 
f«txl 

où K(a) est un seuil qui ne dépend que de a et où L(x) = ^ ' 
o 

f^Cx) et "fQtx) étant les densités de Radon-Niccdym de, respectivement, 

y^ et y Q par rapport à une mesure y par rapport à laquelle elles sont 

absolument continues j on peut prendre, par exemple, y = y Q + y^. 

L(x) est la généralisation du rapport de vraisemblance pour un 

élément aléatoire X de nature quelconque. Sous de très faibles hypothèses, 

on démontre [ 1 ] , [4J que LCx) est un résumé exhaustif , c'est-à-dire 

contient toute l'information utile, pour le choix biitre y^ et y^, ce qui 

explique la forme trouvée pour le test le plus puissant. Dans le cas par­

ticulier où X est une variable aléatoire à n dimensions, x « (x^,-B.Jxn) et 

LCx) est le rapport de vraisemblance classique. Dans le cas où l'obser­

vation est continue sur un intervalle [b,f] , X est un processus aléatoire, 

CD 
Si la probabilité de LCX) = K, quand il y a seulement du bruit est dif­

férente de zéro, quand LCx) = K on décide ou avec des probabilités 
Y et 1-y respectivement, y étant choisie de façon que la probabilité de 
fausse alarme soit exactement a. Pour ne pas alourdir les notations, nous 
négligerons ce cas dent l'intérêt est purement théorique. 
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généralement défini par sa loi temporelle* il s'agit alors de détermi­

ner L(x) à partir des lois temporelles relatives à H q et ce calcul 

a été fait |lj dans le cas de la détection d'un signal non aléatoire connu 

dans un bruit gaussien additif, staticnnaire ou non ; il n'a pas été fait 

dans le cas général et semble très difficile^ on se ramène alors, par 

échantillonage ou en considérant les premiers termes d'un développement en 

série, de Karhunen-loèv^ par exemple, à une variable à n dimensions et on 

calcule le rapport de vraisemblance correspondant L^Cx); il faut alors 

étudier la convergence de L lorsque n 00 . Ce problème a été considéré 

par Granander [ 2 ] et est actuellement étudié par M.M. Picinbono et Verrosi 

dans le cas d'un signal certain et d'un bruit additif qui est le produit 

d'un processus gaussien par une variable aléatoire. 

Désignons par 8 (a) la probabilité de non-détection en utilisant 

le meilleur test au niveau a, c'est-à-dire le test (I), on a s 

a = P [L(X3 > Maî/Hl = y (x : L(x) > Ma)} 
r L cr 0 

B(a) =» P [LCX) < K(a)/H] = \xAx : L(x) < KCa)} r 1 1 

Donc à deux valeurs a', a" de la probabilité de fausse alarme a' < a" cor­

respondent ". 

Ma') > Ma») 

et B(a») > 0(aw) 

La probabilité de détection du signal lorsqu'il est présent, qui est 

égale à 1-6 Ca), décroit donc en même temps que la probabilité de fausse 



- 6 -

alarme, résultat bien en accord avec l'intuition. 8(<x) caractérise la dif­

ficulté que l'on a à détecter le signal en utilisant le test de Nsyman au 

niveau otj par conséquent, un pré-traitement est plus efficace qu'un 

pré-traitement 1^ si ĝ Cot) < 82(a) et donc le pré-traitement optimum, 

lorsqu'on appliquera à sa sortie le test de Neyman au niveau a est celui 

qui minimise 8(a). 

Pour appliquer le test de Neyman, outre L(x), il faut calculer 

le seuil K(a)„ c désignant un nombre positif quelconque, soit 

Y(e) » P^ |LCX) > c/H I = y {x : L(x) > c} r 1 o1 o 

K(a-) est le nombre,essentiellement unique, tel que : 

Y(KCa) £ a je y«(a)-OÎ 

La détermination du seuil K(a) nécessite donc la connaissance de la loi 

de la variable aléatoire LtX) lorsqu'il y a seulement du bruit. 

Souvent au lieu de choisir à priori la valeur a de la probabilité 

de fausse alarme et de construire le test CI), on choisit la valeur du 

seuil, soit c, et on adopte le test ; 

raccepter H s signal présent si L(x) > c 
(II) ] 

accepter H : bruit seul si L(x) < c 1 ^ o 

Pour connaître complètement les qualités de ce test, il faut calculer la 

probabilité de fausse alarme, calcul qui nécessite la connaissance de la 

loi de L(X) quand il y a bruit seul, puisque : 

a(o - P p [L,(XÎ > C / H ^ 
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et la probabilité de non-détection (quand le signal est présent) calcul 

qui nécessite la connaissance de la loi de L(X) lorsque le signal est 

présent, puisque : 

Evidemment, le test (II) est le test le plus puissant au niveau 

a (o). 

Compte tenu de la signification intuitive du rapport de vrai­

semblance, on adopte souvent le test dit "du maximum de vraisemblance", corres­

pondant au seuil c = 1 . De tous les tests -et non seulement des tests de la 

forme (II)- c'est cœlui qui minimise la somme, a+6, des probabilités de 

fausse alarme et de non-détection ; il coïncide avec le test "idéal" de 

Siegut dans le cas particulier où les probabilités a priori,et n , 
1 

d'absence et de présence du signal sont égales à -̂ . 

Un test est choisi en supposant connues les-' lois H q et p^t Puis-

qu'en fait la loi du bruit ne sera jamais parfaitement connue, il est 

nécessaire de savoir si le test possède une certaine "stabilité", plus 

précisément ée savoir si en utilisant le test relatif à (yQf|i ) alors que 

les vraies lois sont légèrement différentes, disons y',y', les probabilités 
c I 

d'erreur a'. S' sont peu différentes des probabilités calculées ot,BB 

Dans le cas d'une observation x(t) sur un intervalle de temps 

tP't]> pour détecter un signal connu S(t) dans un bruit additif gaussien, 

de carré sommable sur [o,i] , de covariance continue T(t,T), Root [f] a 

montré qu'un test du type (II) est stable si et seulement si S(t) appar-
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- 1 
tient au domaine de l'opérateur r , opérateur inverse de l'opérateur 

intégral de noyau r(t,r), et alors à une constante edditive près 

Log LCx) est de la forme ; 

(III) f xCt) g(t) dt 

g(t) étant définie par ; 

rT 

(IV) rCt,t) g(t) dr - SCt). 
J0 

Rapport Signal sur Bruit. 

Partant du fait bien évident que la facilité de détecter un signal 

dans un bruit dépend de leur importance relative on a défini un coeffi­

cient, appelé rapport signal sur bruit, en abrégé S/B, pour représenter cette 

importance relative. Malheureusement pour définir ce rapport il faut d'a­

bord préciser la nature des signaux et des bruits en présence, et on doit 

choisir des définitions différentes selon les cas considérés. 

Cette théorie suppose que le bruit à l'entrée QBt additif* indépen­

dant du signal, Gentré de covariance stationnaire, et a une densité spectra-

2 

le YgCt) i nous désignerons sa variance par a^. 

Dans le cas d'un signal aléatoire et de même nature que le bruit, 

on définit le rapport S/B à l'entrée comme le rapport des puissances moyennes 

du signal et du bruit, c'est-à-dire : 

p = fS/Bj . , « -g e u J entrée - 2 a 
B 
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A la sortie d'un filtre linéaire *H le signal est S' =3, (S) et le 

bruit B*»^B) . S' et D' sont de même nature que S et B, on définit donc : 

P s - LS/Bj s o r t i e - - ~ 

V 

Mais à la sortie d'un dispositif non linéaire , D, la situation est 

beaucoup plus compliquée. Il faut d'abord choisir ce que l'on appellera 

bruit de sortie et signal de sortie, Si Y ( + ) et Y P c.(t) représentent la 

sortie de D , selon qu'il y a bruit seul ou signal présent à l'entrée, 

on prend les définitions, bien adaptées au système quodration, intégration, 

mais comportant un certain arbitraire : 

signal de sortie = E Y ^ + S - E 

bruit de sortie = [ E Y 2 - CE Y _ ] ^ J 1 / 2 

LJ D 

E Y N - E Y Q 

p

s

 = L b / bJ sortie =

 rcr V 2 F E V .2-11 /2 

LE Y S - ( E Y B Î J 

Dans le cas d'un signal certain S(t), de durée finie, ayant une 

transformée de Fourier S ( T ) on a à considérer simultanément un signal 

d'énergie finis,et un bruit de puissance finie donc d'énergie infiniej on 

définit alors le rapport S/B comme le rapport des puissances moyennes du 

signal et du bruit à un instant arbitraire t , donc 
c 

[s ( t Q )J 2 

P = 2 — 

°B 

et à la sortie d'un filtre linéaire s 
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O'et ) ] 2 

P - [s/b] . . • L ° 
s L Jsortie 2 

V 

Le critère "signal sur bruit" est un critère de comparaison entre les 

dispositifs de traitement, du fait des différentes définitions du rapport 

signal sur bruit à la sortie, il n'a de signification bien précise que dans 

la comparaison de dispositifs analogues } dans ce cas , par définition, 

on dit que de deux dispositifs le "meilleur" est celui qui, pour le même 

bruit et signal à l'entrée, donne le plus grand rapport signal sur bruit à 

la sortie. Lorsqu'on veut comparer des dispositifs qui ne sont pas analogues 

il est préférable de dire que le meilleur est celui qui pour le même 
fs/Bl a la plus faible Ts/b] . . . -sortie ^ 1 J entrée 

Dans le cas d'un signal certain, parmi tous les filtres linéaires, 

il en Gsiste un qui maximise le rapport ;il est défini, à un 

*~ SOFu 10 

facteur constant près, par son gain : 

F , * - 2 1 1 irt 

et on a à la sortie : 

(VI) p - fl^il^ dy 
max J Y b(y) 

Ce filtre, appelé filtre adapte, se réduit dans le cas d'un bruit blanc, 

Y 0 ( Y ) = constante, au filtre de réponse percussionnelle : 
D 

(VII) R(t) = S(t -t). 
o 
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On chercha souvent à opposer, ou à comparer, la théorie statis­

tique de la décision, reposant sur le calcul des probabilités de détec­

tion et de fausse alarme, au critère signal sur bruit. Le problème de la 

détection n'est pas résolu par le choix du dispositif de traitement! il 

faut de plus préciser la règle de déu.'.sion adoptée à la sortie du disposi­

tif, en généial c'est le choix d'un seuil, les probabilités de détection 

dépendent évidemment du choix de cette règle. Mais en supposant qu'à la 

sortie on adopte la règle qui pour une probabilité de fausse alarme donnée, 

a, maximise la probabilité de détection 1-8 , il est impossible de relier, 

de façon générale, cette probabilité au rapport signal sur bruit de sor­

tie, donc de donner une signification probabilifete au critère signal sur 

bruit.Ceci s'explique par le fait que le rapport S/B ne dépend que des pro­

priétés du 1° et du 2 ° ordre alors que les probabilités a et 3 dépendent 

des lois complètes. 

Cependant, on peut comparer deux critères lorsque les lois sont 

gaussiennes, et alors complet, ment déterminées par les moments d'ordre un 

et deux. 

Dans le problème de la détection d'un signal certain mélangé à 

du bruit gaussien centré, stationnaire le filtre optimum au sens du critère 

signal sur bruit, donne une sortie y(t) qui à l'instant t choisi pour 

donner une peinte de signal dans le ^ruit, est égale, à une constante près, 

1 
— P , au logarithme du rapport de vraisemblance. 
2 max 

Ce résultat s'établit immédiatement dans le cas d'un bruit gaussien 



- 12 -

blanc, en effet la sortie du filtre adapté est alors : 

y(t) = fx(0) S(t -t+0) d9 J o 

et il suffit alors de comparer : 

y(t ) = x(0) S(0) d0 o J 

aux formules (III) et (IV). 

Dans le cas d'un bruit gaussien stationnaire quelconque le ré­

sultat est moins simple à démontrer mais est encore valable. 
1 

De plus Y(t ? = Log L(X) + ~ P est une variable aléatoire K o & 2 max 

gaussienne, de variance p , de moyenne 0 ou p selon qu'il y a bruit 
max max 

seul ou signal p r é s e n t e 

Lorsque le signal est de même nature que le bruit (gaussien, 

stationnaire, centré), le rapport de vraisemblance L(x) n'eat plus une 

fonction linéaire de l'observation et on montre [B] que le système qua-

dration, intégration précédé du filtrage optimal au sen critère S/B réa­

lise une fonction monotone de L(x) B 

Or nous avons déjà remarqué que L(x) constitue un résumé exhaus­

tif pour le choix entre deux lois, il en est de même de toute fonction 

monotone de L(x)% Par conséquent dans les deux cas ci-dessus le système 

optimal au sens du critère S/B est aussi optimal au sens d'extraire de 

l'observation toute l'information utile 
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