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UNE CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE POUR 

L'EXISTENCE D'UNE MESURE INVARIANTE 

par 

Yves DERRIENNIC 

INTRODUCTION 

Le but de ce travail est de donner une condition nécessaire et 

suffisante pour que, sur un espace mesuré (E.JfT'.m), il existe une mesure y 

équivalente à m, invariante sous un opérateur conservatif T défini pur 

L [E,3*,n\). Dans [ij , Y,N. Dowker a donné une telle condition dans le cas 

où T est défini à partir d'une transformation de l'espace E (voir le théo­

rème II dans [Y] ). On se propose ici de généraliser cette condition au cas 

où l'opérateur T est quelconque. Le rôle joué, dans la démonstration de 

Y„l\l. Dowker, par le théorème ergodique de E. Hopf, sera joué ici par le 

théorème ergodique de Chacon et Ornstein. 
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I - NOTATIONS ET RESULTAT PRINCIPAL, -

On S G donne,, une fois pour toutes, un espace mesuré fini 

(E, S** m) et un opérateur T sur L 1 (E,i?^ m). On suppose dans toute la 

suite que T est markovien (i. e. |T t = 1) et conservatif (i. e. si 

1 +0° n f e L (EJS*", m) et { f > 0 } = E, On a E T f = + » m p.p.). On note n =u 

T* l'opérateur adjoint sur L°° (E,£F, m). 

Soit JL l'espace des fonctions, à valeurs réelles positives, 

définies et mesurables sur (E,5*). On rappelle que T et T* se prolongent 

à Ji^$ par pasaage aux limites monotones. 

On dit que deux mesures X et X' sur sont équivalentes si, 

pour A e 5% X (A) = 0 équivaut à X' (A) = 0. Si X est une mesure sur tEt3*)9 

absolument continue par rapport à m, et si w = d * (dérivée au sens de 
d m 

Radon - Nikodym), on dit que X est T - invariante si T u> = co , ou, ce qui 

revient au même, si X (A) - JT* lft d X, quel que soit A <£ 

On se propose de démontrer le théorème suivant : 

Théorème ; 

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une me­

sure a - finie rur (E/?), T - invariante, équivalente à m, est qu'il existe 

une fonction g € L (E,;r, m), positive strictement m p.p., vérifiant 

JgJ l^ < 1, telle que pour toute fonction f £. L°° (E,5s m), vérifiant 
f n *i 1 ï T f 

0 <̂  f <̂  g , la lim existe m p.p. 

! T ^ g 
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II - DEMONSTRATION. -

1) Nécessité 

Montrons que la condition est nécessaire. 

S'il existe une mesure u , o - finie, équivalente à m, T -invariante, 

la densité h = -̂ -̂  vérifie T h = h. Considérons alors l'opération T 1 sur 

l d m * -P r «. 
L (E,^, m) défini par T' (f) = h.T* (̂ ) (Voir [4J Chap. V p. 191). C'est 

un opérateur markovien. Si g est une fonction mesurable positive, majorée 

par 1, telle que (g.h) £ L 1 (E, fFl m), le théorème de Chacon et Ornstein 
00 

appliqué à T', permet d'écrire que, pour toute fonction f € L (E,5s m), 

vérifiant 0 < * < g, n 

l T' 1 (f h) ±lQ T** (f) 
lim & aQ * lim existe m p.p. 

& T'i (g h) l î o î " (g) 

Donc la condition est nécessairô. 

2) Suffisance 

a) Deux lemmes 

La topologie de la convergence en mesure - m, suroiC, peut 

être définie par la distance d (f, f ) » Inf { 6 > 0 j m [|f - f 'I > ô] < 6 } 

v 00 

Si K est un réel positif, considérons K * { f € L + \ |fUœ < K }. 

Puisque T est markovien, les constantes sont fixes sous T* 

et K est stable sous T* . 

Lemme 1 : 

La restriction de T* à K est continue pour la topologie de 

la convergence en mesure. 
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Démonstration : 

Il est suffisant de montrer que T* est continue en 0 i, e. 

(Ve) Gn) (Vf, f 4 >C) (d (f,0) < 71 >d (T*f,0) < € ) 

Soit e > 0 arbitraire. Il lui correspond un 6 > 0, tel que 

m (B) < 6 implique JT* 1 Q dor < , pour tout B Posons alors 
2 K 

îl- = inf ({ , - ) , Si f ê K et d (f,0) < U posons f = f + f ? avec 

fi = f ' h\f| < n }

 e t f

2

 = f • ̂ ifi >» ' A l o r s' H fil ̂  n d' o ù 

l T * f l L * U < f • D'autre part. f 2 < K l { | f | > ? l } d'où T*f 2 < K 

T*(l^ | f | > n j ). Comme tl < «5̂  et que m { |ff > U} < n. on a 

/ T* 1 1 <|f| > u > 1 * < ^ ' d ' o ù m ( T % (|f| >*> > 2 K
, < £ • 

Comme T*f = T *f + T * f _, on obtient T * f < T*f. + K T*(l ) 
{|f| 

et m ({|T * f | > e }) < e , c'est à dire d (T*f,0) < e . Ceci achève 

la démonstration. 

Puisque X est stable on en déduit que toutes les puissances de 

T * sont continues en mesure, en restriction à K . 

Si h 6 rL , considérons {f eJV 

; 0 < f < h} . 

Lemme 3 s 

Si tUpî > Q

 e s t une suite d'applications de dedans<JV" 9 semi -

linéaires (i.e. (f+g) « (f) + U n (g) si f, g et f + g £ *K\ conti­

nues en mesure, telle que (Unf ) >^ converge en mesure vers Uf dans^
+, 

quel que soit f £ crt, alors l'application limite U, de d a n s ^ + , est 

semi linéaire et continue en mesure. 

Ce lemme est du à Y.N. DowKer ([l]Lemme I) 
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b) Définition et étude de l'opérateur T. 

OO 

On choisit, uns fois pour toutes, une application g £ L + » vérifiant 

0 < g < 1 m p.p. On note {f £ L + ; 0 ^ f <̂  g . On suppose désormais que 

la condition (D) suivante est réalisée : "Pour tout f £ : 
f n *i 1 l T f 

l±m lz9 existe m p.p. " (D). 
N ~ ! T * 1 g 

U-o J 

Soit 5t Q le cône positif engendré par Stdans L . Puisque T est 

linéaire, on voit que, pour tout f 

E f*1 f 

li m Al2 existe m p.p. 

U-o J 

Soit îRj • {f e L t j il existe h € ^ tel que T * * 1 h = f}. 

Si f » T** 1 h, on a : 

E Y**' f 

J t e - — Ï — 1 1 t* J h . s T * j h - r r*J h I 

ï g E 1** g l J = ° J = m + 1 J S ° J 

m+i . i-1 . +00 

Comme || E T** h - E T * J hfl^Zi ||h|| et que E f*J g » + <» 
j=m+1 j=o °° j=0 

m p.p. , puisque T est conservatif, on a : 

E T f E T * J h 

lim ^ - lim ^ . 

« ~ E T*^ g E T*> g 
j«0 J»0 



- 6 -

Soit le cône positif engendré dans L- par ( U 32 î ; (R, est 
i>o i 

stable sous T . Les considérations précédentes permettent de définir une 

^ E j h 

application T de dans L par T(h) = lim 3l2, , et qui possède 

E g 

les propriétés suivantes : 

i) T est semi-linéaire, c'est-à-dire si a et 6 sont des réels positifs, 

si f et h é & , TCaf + gh) = aT(f) + 6T(h). 

ii) T(g) « 1 m p.p. 

iii) T est f* invariante, c'est-à-dire T(T*f) » T(f) avec f 

iv) Si 6 6 f vérifie T*e = 0 , si f et f.G^C^on a T(f.G) = GT(f). 

En effet, on sait que, si 0 vérifie T 9 = 9, T (0.h) = T Ch) 

pour tout h é L + et pour tout entier n. 

Pour tout entier naturel q, posons (q. = {f é. L + % ̂  f erSL), 

Soit U l'application de (q. ) dans L + , définie par : 

n *i E T f 

u (f) = ^ 5 . 
n n 

^ T g 
i=0 

D'après le lemme 1 , on voit que est continue pour la topologie 

de la convergence en mesure - m. En restriction à (q. (&>), T est la limite 

m p.p. de la suite ( U n ) n > 0 . Comme la convergence m p.p. implique la conver­

gence en mesure - m , le lemme 2 donne : 

v) la restriction à (q. £ĵ 3 de T est continue en mesure - m et ceci 

quel que soit l'entier q. 
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c) Définition de la mesure invariante, 
R 1 1-, 

Posons, pour tout entier naturel, k > 1 , A^ = v^p\ i g > p . 

Si B 6 ^ e t B £ A. , on a 1 Q < k g donc 1 Q £ (k.&). 
~~ K D D 

Considérons l'ensemble 3o des parties mesurables de E, contenues 

dans une réunion finie d'ensembles de la suite ^ ^ ) ^ > ^ . Si A et B ̂ cfe, on a 

A U B £6%et (A-B)£c^donc o^est un anneau de parties de E, contenu dans la 

tribu Comme U A, engendre la tribu Quel que soit 
k>i K 

il existe un entier naturel j, tel que 1 (j Ceci nous permet de 

définir sur cfcune fonction y', à valeurs réelles, par la formule : 

y'(A) = / T ( 1 A Î dm si A £ 

Cette fonction a les propriétés suivantes s 

1) y' est positive et additive, d'après i). 

2) y' est a-additive surotX 

Démonstration s 

Considérons une suite (B ) d'éléments de croissante, tel 
n n>o 

que U B = B e et Soit p l'entier naturel pour lequel 1 0 < p.g. ou 1 Q e(p.&>). n>p n b — • 
La suite (1n ) converge m p.p- vers 1 n , donc converge en mesure dans 

n n>p
 0 

(p.Cfë). D'après V), la suite (T(1D )) converge en mesure vers T ( 1 n ) . 
n n>p ° 

Comme elle est uniformément majorée par la constante p, cette suite est 

équi-intégrable, et la convergence a lieu dans L (E,^,m)« Aussi : 

lim y'CB } « lim / T ( 1 R î dm « / T ( 1 J dm « y'(B). 

Ceci montre que y' est <s-additive sur 
D'après le théorème de Carathéodory. la fonction y' se prolonge, 

de façon unique, en une mesure y sur lE,*p). Cette mesure est définie par : 
/tt(F) = I y'(FOA ) avec F é C . 

k>1 
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Lumme y'(A. )<k m(E), pour tout k, la mesuro y est a-finie. Elle possède K 

de plus les propriétés suivantes : 

1) y est T-invariante. 

Démon s t rat ion : Si A c on a : 

y(A) « /1 A dy = /f(1A)dm » /f(T*1A)dm = /T*1a dy 

Car d'après iiiî T(T*1 A) = T(1 ̂) 

2) y est ésuivalente à m. 

Sfemonsrration : 

Si m(F) = o, avec F e & > m(FnA^) = o, pour tout k, et 

y'tFOA.) = / T ( V n A ) dm • o. Alors yfFÎ •* t '̂ (F H A.) = o, J'où y< < m. 
K F M A k k>1 K 

Réciproquement montrons que y (F) = o implique m(F) = o. Pour cela 

il suffit de montrer que, si F c<Â> , y'(F) = o implique m(F) = o. Or y'(F) = o 

signifie TC1p) = o m.p.p. D'après iii) on en déduit T(T J1 p) = o m.p.p. 

pour tout entier j. Posons 

M> = i CT^I Pc)^CT*oI c) (1). h * F F 1=0 

Si 'F désigne l'ensemble T*-invariant engendré par F, on a lim 4* = 1£ m.m.p. 

* 1 * *1+1 Par récurrence on obtient (T olpc) o(T o I p H D <^ J (1p)# quel que soit 1. 

Donc T( tf ) « o m.p.p. quel que soit n. Comme ||g|| < 1, on en tire 

TÎ£.y ) = o m.p.p. La suite (g. <f ) % converge m.p.p. en croissant vers n n n^o 

(g.l£). Cette suite converge donc en mesure d a n s ^ . La propriété v) donne 

alors T(g.l£) = o m.p.p. t de la propriété iv) on tire 1£.T(g) » o m.p.p. 

et comme T(g) = 1 m.p.p., oncbtient m(F) = o d'où m(F) = o. 

Ceci montre enfin que la condition (D) énoncée dans le théorème 

est suffisante pour qu'il existe une mesure T+-invariante sur (E,3^}, 

équivalente à m. 
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