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UNE CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE POUR

L'EXISTENCE D'UNE MESURE INVARIANTE

par

Yves DERRIENNIC

INTRODUCTION

Le but de ce travail est de donner une condition nécessaire et
suffisante pour que, sur un espace mesuré (E, F,m}, il existe une mesure u
équivalente & m, invariante sous un opérateur conservatif T défini sur
L1, 7, m). Dans [1]., Y.N. Dowker a donné une telle condition dans le cas
ol T est défini & partir d'une transformation de 1l’espace E (voir 1le théo-
reme II dans D]]. On se propose ici de généraliser cette condition au cas
ol 1'opérateur T est quelconque. Le rdle joué, dans la démonstration de
Y.N. Dowker, par le théoréme ergodique de E. Hopf, sera joué ici par le

théoréme ergodigue de Chacon et Ornstein.



I - NOTATIONS ET RESULTAT PRINCIPAL, -

On se donne, une fois pour toutes, un espace mesuré fini
(£, %, m) et un opérateur T sur L1 (E, &, m). On suppose dans toute la

suite que T est markovien (i, e. JT} = 1) et conservatif (i. e. si

+o
fe L1 (E,%, m}et { f>01}=E, On a nZo ¢ = + =m p.P.J). On note
T¥ 1'opérateur adjoint sur L (E, %, m).

Soit-lﬂ+ 1'espace des fonctions, & valeurs réelles positives,
définies et mesurables sur [E,ﬁﬁ. On rappelle que T et T¥* se prolongent
+
é.AL , par pasaage aux limites monotones.
On dit gue deux mesures A et A' sur [E5F3 sont équivalentes si,
pour A ef?i A (A) = 0 équivaut a A' (A) = 0. Si ) est une mesure sur (e, ),

(dérivés au sens de

absolument continue par rapport @ m, et si w = p
m

Radon - Nikodym), on dit que X est T - invariante si T w = w , ou, ce qui
revient au méme, si A (A) = fT* lA d A, guel gue soit A 687-

On se propose de démontrer le théoréme suivant :
Théoréme :

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une me-
sure ¢ - finie =ur (E,F), T - invariante, équivalente & m, est qu’il existe
une fonction g € L [E.fF; m), positive strictement m p.p., vérifiant

el < 1, telle que pour toute fonction f & L” (E,F, m), vérifiant

n
74 ¢

1 existe m p.p.

0<f<g, lalim e
N> 2l
T g

W M3 ™

i=o



ITI -~ DEMONSTRATION. =

1) Nécessité
Montrons que la condition est nécessaire.
S'il existe une mesure u , ¢ - finie, équivalente @ m, T -invariante,

la densité h = du vérifie T h = h. Considérons alors 1'opération T' sur

L e FE, m dégi:i par T' (f) = h,T¥ GE) (Voir [4] chap. V p. 181). C’est
un opérateur markovien. Si g est une fonction mesurable positive, majorée
par 1, telle que (g.h) ¢ L1 (5,9?1 m), le théoréme de Chacon et Ornstein
appliqué & T', permet d’'écrire que, pour toute fonction f &€ Loo (E,%F, m),

vérifiant 0 < ¥ < g,

n

S S O o T )
1im =0 = lim existe m p.p.
Moo g i n—> ® 2 T*i

ifa T (g h) 1% (g)

Donc la condition est nécessairs.

2) Suffisance

a) Deux lemmes

Le topologie de la convergence en masure = m, suru“:, peut
8tre définie par la distance d (f, f') =dinf { § > 0 ;3 m Uf - £ > 6] <8}
Si K est un réel positif, considérons K = { f € LT s JIFf, < K 1

Puisque T est markovien, lss constantes sont fixes sous T*
et K est stable sous T¥*,
Lemme 1 :

La restriction de T*a K est continue pour la topologie de

la convergence en mesurs.



Démonstration :

Il est suffisant de montrer que T* gst continue en 0 i, e.
(Ve) Gnr) (¥f, f ¢ X) (d (£,0) < N =—ad (T¥F,0) < ¢ )

Soit ¢ > 0 arbitraeire. Il lui correspond un § > 0, tel que

2
€
m (B) < & implique [T* lB dur < , pour tout B € %, Posons alors
2 K
T=inf (6 , 5). Sif e X et d (f,0) <M posons f = Fl + f2 avec
2
¥ = . £ = . . 3 "ol
Fpo= f 1{|F| cmp EFf l{lfl ,y * Alors I#,l, < m d'od
* £ ' vy ¥
ﬁT fluw < < > « D'autre part, f, ¢ K l{lfl”\} d'ol T f, < K
T*[1{|fl > My )« Comme T < 62 et que m {|ff >} <7 on a
¥ . € N ¥ €
1 < - ' - .
Jf ( {lfl > 1) } dm » d'od m {T7(1 {lfl sny i } <¢
Comme T*f=T*f1+T*f2, on obtient T f< T"‘fl+KT’*t1 )
{|{f] >m}

et m ({|T*#| > ¢ }) <e, c'est 3 dired (T¥f,0) < ¢ . Ceci achéve
la démonstration.

Puisque X est stable on en déduit gue toutes les puissances de
T * sont continues en mesure, en restriction a X.

Sih € AZ+, considérons 4 = (fe M ;o < f<h}.
Lemme 3 :

Si [UnJn >0 est une suite d'applications de gfdan5cjz+. semi -
linéaires (i.e. Un (f+g) = Un (f) + Un (gl si f, get f+ g € JeL conti-

+
nues en mesure, telle que (Unf)n converge en mesure vers Uf dansJL,

>0
quel que soit T & 96, alors l'epplication limite U, de g%7dansufz+, est
semi linéaire et continue en mesure,

Ce lemme est di 2 Y.N. Dowker ([I]Lemme I)



b) Définition et étude de 1'opérateur T.

On choisit, une fois pour toutes, une application g:eLT , vérifiant
0<g<1mp.p. On note - {feLO: 3 0 < f <g . On suppose désormais que
la condition (D) suivante est réalisée : "Pour tout f ¢ & :

™ 5

[N
]

lim existe m p.p. " (D).

—f
X
[

]

3
H™M3Jln ™MD

e
o

Soit in le cbne positif engendré par Hdans Lm. Pulsque ™ est

linéaire, on voit que, pour tout -Fefko :

n

R il
lim 1:0 existe m p.p.
n-roo 5 T*i g

i=0

Soit GRi = {fe L, 5 11 existe h 63% tel que T*i h = f}.

sif=T7%h ona:

%]
z g ;
m m+i i-1
J;D = = L [z ™Whe 3 h-: T*Jh]
5 ij g 5 T*j g j=0 J=m+1 j=0
j=0 J=D
m+i i-1 400
Comme || £ T h- 1 n]_<oifnll etque @ ™ gasw
j=m+1 J=o0 =0

m p.p. , puisgue T est conservatif, on a :

m m

r 79 ¢ : 79
m % = 1im 3-%9————— .
Mo 5 T*j " M 5 T*J g

j=0 j=0



N
o A
Soit fa,le cdne positif engendré dans L par ( (J R 5 R est
i>o +

stable sous T'. Les considérations précédentes permettent de définir une

n
T h
, = B o = i=0
application T de & dans L+ par T(h) = lim , et qui posséde
n->o *]J
LT g
J=0

les propriétés suivantes :

i) T est semi-linéaire, c’est-a~dire si o et B sont des réels positifs,

PaN
si fethe®R, Taf + Bh) = oaT(f) + BT(h).

1i) T(g) = 1 m p.p.

11i) T est T" invariante, c'est-a-dire T(T*f) = T(Ff) avec f .
iv) S1 0 € L_ vérifie TO =0, si f et f.0€ & 0n a T(£.0) = OT(F).
En effet, on sait que, si © vérifie ™o =o0, 70.0) = T (h)

pour tout h &€ L+ et pour tout entier n.
Pour tout entier naturel g, posons (g. §b) = {f é.Lt ;-% fell.
2]
Soit U 1'application de (q.ffﬂl dans L_ , détinie par :

il

a

u(f) = &
n

fxi o

" 3l MmO

[uN
Q

D'aprés le lemme 1, on voit que Un est continue pour la topologie
de la convergence en mesure - m. En restriction a (g. &), T est la limite

m p.p. de la suite (Un]n . Comme la convergence m p.p. implique la conver-

>0
gence en mesure ~ m , le lemme 2 donns :
v} la restriction & (g. &) de T est continue en mesure - m et ceci

quel que soit 1l'’entier g.



c) Définition de la mesure invariante.

Posons, pour tout entier naturel, k > 1, A = {F%T > g >-%} .

siBefetBcA ,onail <kg done 15 € (R,

k B

Considérons 1'ensemble 6@ des parties mesurables de E, contenues

dans une réunion finie d'ensembles de la suite [Ak] Si AetB edt,on a

k>1°
AUB é&t‘et [A-B]é&tdonc cjbest un anneau de parties de E, contenu dans la
tribu CF‘ Comme U A, = E,c engendre la tribu & . Quel que soit Aéa&'

ko1 K

il existe un entier naturel j, tel que 1, € (j @%]. Cecl nous permet de

A
définir surzﬁ'une fonction u', & valeurs réelles, par la formule :
wiA) = [ T(1,) dn si Ae k.
Cette fonction a les propriétés suivantes :
1} u' est positive et additive, d’aprés 1i).

2) u' est o-additive suréﬁi

Démonstration :

Considérons une suite (Bn]n>0 d'éléments de Zﬁﬂ croissante, tel

que g Bn =B &éﬁl Soit p 1'entier naturel pour lequel 1B < p.g. OU 1B e(p.G%].
n>o

La suite (1g ) converge m p.p. vers 1B , donc converge en mesure dans
n

nzo

(p.9%). D'aprés V), la suite (T[15 3] converge en mesure vers'T[1B).
n

nzp
Comme elle est uniformément majorée par la constante p, cette suite est

égqui-intégrable, et la convergence a lieu dans L1(E.37tm]. Aussi :

Lim u*(8 ) = lim f Tl1g ) dm = / T(15) dm = u'(B).

n-ro

Ceci montre que u' est g -additive sur Qg

D'aprés le théordme de Carathéodory, la fonction u' se prolonge,
de fagon unigue, en une mssure ¥ Sur (E,¥L). Cette mesure est définie par :

MFY) = = wiFNA) avec Fe@'.
k>1



- B8 -

Lumme u'[Ak)<k m(E), pour tout k, la mesure u est o-finie., Elle posséde
de plus les propriétés suivantes :

1} v est T-invariante.

Démonstration : Si Ae¢ Cﬁé, on a :

- _ ¥ P
WAY = f1, du = [T(10dm = [F(T 1 00m = [T01, du

Car d'aprés iii) "F(T"1A] = Te1,)

2) u est ésuivalente a m.

Benmonstration

Si m{F) = o, avec F e &, m(Ff\Ak] = o, pour tout k, et

u'[Ff\Ak) = fT(1FnA ) dm = o. Alors pftFYy = ¢ p'(Ff\Ak) = g, 'Ol p<<m,

k k>1

Réciproquement montrons que u(F) = o implique m(F) = o. Pour cela

il suffit de montrer que, si Fe b, p'(F) = o implique m(F) = o, Or u'(F) = o

signifie T(1_) = 0 m.p.p. D'aprds iii) on en déduit T(T"31Fl =0 Mp.p.
pour tout entier j. Posons
. n » 1 »
Wh = 1§o[T OIFc) olT DIF) (1},

siF désigne 1l'ensemble T*—invariant engendré par F, on a lim ‘?n = 1? MeMePe
n-)@
*]+1

Par récurrence on obtient (T¥oIFc)lo(T*oIF](1)_: T (1F], quel que soit 1.

Donc'T[‘{n] = 0 M.p«p. guel que soit n. Comme "g”w <1, on en tire

Tfs.‘fn) = 0 M.pP.P. La suitse (g.tfn)n>0 converge m.p.p. en croissant vers

[g.1?). Cette suite converge donc en mesure dans R.. La propriété v) donne

alors-T[g.1gJ 0 mM.p.p. 3 de la propriété iv) on tire 1?.7[3) S 0 MePaPe

1 m.p.p., onctient m(F) = o d’'od m(F) = o.

it

et comme ?(g]

Ceci montre enfin que la condition (D) énoncée dans le théoréme
est suffisante pour qu'il existe une mesure T'-invariante sur (E,F),

équlvalente a m,
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