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CHAINES ABSTRALTES DE MARKOV VERIFIANT UNE CONDITION DE OREY

EXTENSION A CE CAS D'UN THEOREME ERGODIQUE DE M. METIVIER
par

A. BRUNEL

(Professeur & la Faculté des Sciences de Rennes)

INTRODUCTION.

Nous exposons dans ce travail, 1'étude de certaines chalnes abstrai-

tes de Markov, sur un espace mesuré, o-fini (2,%,u), c'est-a3-dire 1'étude
de contractions positives T de lI(Q). pour lesquelles une condition semblable
a celle donnée par S. Orey [i] est satisfaite. Nous démontrons aussi, dans ce
cas, des théorémes du type de ceux d'Ornstein [2] et de Métivier [5]. 3 savoir,

1°) 1'existence d'une mesure invariants o-finie, équivalentes & u, soit
v=guavec g = Tget {0 <g < +2} = Q

2°) en notant T 1'opérateur transposé de T,

n
vnen ]z 79| <clfll,
3=0

si fel , [¥ dv = O et supp f est borné ; un ensemble borné étant un ensemble
sur lequsl, en gros, le processus induit par (T,0) est uniformément récurrent
au sens de Orey. La constante C ne dépend que de Supp f.

l. Définitions et notations employées.

Sont donnég , un espace mesuré, o-fini, (2,9 ,u) et une contraction

positive T de ml(Q]. satisfaisant 3 la condition :



&: 1e processus (£,T) est ergodique et conservatif, c'est-a-dire

te

Vger () T <@ ==5¢=¢0 (1)

Les majuscules A, B,...,E,.. désigneront des ensembles non négligeables de‘§.

Etant donné A, nous posons TA =TI R et RA =1+ 2 T désigne 1'opérateur

A n>1 A

potentisl "tabou” correspondant.

A
’ =
L'opérateur T IA RA T IA‘
est la contraction induite par T sur Ll(A) et nous dirons que [A.AT) est le
processus induit sur A par (2,T). Rappelons dans une proposition quelques pro-
priétés de ces noyaux ou potentiels abstraits.

Proposition 1.

Le processus induit sur A est ergodique et conservatif si (Q,T) pos-

séde lui-méme les propriétés. En outre, si ECA et si AR est 1'opérateur po-

E
tentiel tabou :

Al A.n A. _ A
RE = IA + I TE » avec TE = T IR\E , ON a
n>1
A, _
Cette dernigre propriété peut se vérifier directement par le calcul
suivant :
A = -
(IA TE} RE IA = (IA IA RA T IA\E) RE IA
= IA(RE - RA T IA\E RE) = IA RA IA = IA'
(1) Nous ne distinguons pas LIIQ) {resp. L7(0)) de i?(n) {resp. &fkﬂ)). ce

qui ne présente aucun inconvénient dans le cas présent et les notatlons s'en
trouvent simplifiées.



Rappelons sncore que :
% E RE(IE) = 1 {pour un processus consservatif quelconque,

R;(IE] = ¥_ potentiel d'équilibre de E).

Lemme 1.
Pour tout E et tout A, on a
Vn eN R¥T 1) < R*(1) +
n E Al = Ngtipl P 0

Démonstration.

S1gel

»

+ 8

x _¥ L * L3 w
Re Tlep) =R+ 1. T @) <R. @+ |lell <Rocp+1s1¢

m %

est une indicatrice. .
Nous ferons usage de l'opérateur S = exp T. Plus généralemant nous

pesons, pour 8 > O,
n
exp(GAT) = IA + I -%T ATn.
n>1

2. Les ensemblss bornés.

Nous envisageons dans ce qui sult les sous-classes defg. éventuells-
ment vides, définies par les conditions,
(1) &2 A si VEcA RE[IA)GB_Q(Q]. Les éléments de ® seront dits
bornés.
) A 1 _al 1
(11) &' > A si (1,-"m La(A) = L (A), \LO(A) étant le sous~espace fermé

de LIIA) des é€léments d’'intégrale nulle. (2)

(2) La condition (ii) et 1’ergodicité de AT entrainenaussitdt 1'existence ds

focd_l[AJ tells que o = AT fo, {fo > 0} = A 8t f, @8t unique & un facteur
prés.



(111) O 3a si WEcA AR;(lA]eﬂ_m[A]. Les &léments de @ seront dits
bornés au sens de Orey.
(iv) JC € A s'il existe peN et o > 0, tels que :
p

VECA . ™ 1> e,
520 E = A

Les ensembles de K sont les bornés au sens de Métivier.
Nous allons démontrer le résultat suivant :
Théoréme 1.
On a les relations
Hocd = & -0 (3)
La démonstration de ce théoréme est assez longue et fera l'objet
des paragraphes 3, 4 et 5.

3. Démonstration de 'c & cO.

La relation (1) de la proposition 1 montre que ® C ©. 11 est aussi
clair que A€ ® et A'cA=—=2A' € ®.

Soit maintenant Ae® . Selon la définition (ii) et la note (2), il
existe foe(Ll(A). vérifiant AT fo = f, et {f, > 0} = A. Si 1'on impose la con-
ditlon supplémentaire ffo du = 1, alors f, est 1'unique élément de thA] qui
posséde ces propriétés, ce qui est une conséquence de l'ergodicité de AT. Dans

ces conditions, 1'application I -AT : lé(A] > Lé[A] est injective. Puisque

A

lé[A] est un espace de Banach, la condition (ii) entraine que IA-AT est un iso-

morphisme de-lé(A] sur lui-méme.

(3) Nous ne savons pas si 69% B = Mo # @. Le probléme reste ouvert.



Posons & (A) = (@ |we L7(A), [epav = 0} ,
ol v = f, ¥ 8st une probabilité invariante, é&quivalente a u!Ar\ﬂ?‘
%Q[A) est un sous-espace fermé de L (A), invariant sous AT"‘. A peut
s'identifier au dual fort de Lé(AJ avec une norme équivalente, pour les raisons
suivantes :

(Ll(A] = [Lé(AJ D R.f,, aussi tout &lément A de ([Lé(A])' peut s'écrire :

!L?[A)B-F — <A, = [¢F du, pour unique ¢e®(A). S1 ||A]]| désigne 1a

norme de A dans (ﬂ_g(A)]', on a :

[IAl] = anf {]ep + yi]|_ < B Hw. et aussi,
yeR
YyeR lyl =1 [ g+ yyavl < g+ yl|_, donc,

HIALE < Tl < 2 [l

Ceci étant, tout < ¥ (A peut s'écrire:
P = (IA - APY ¢ . pour un ¢ ¢ 'dA).

or ¢ - A6 =9 -1, TRY ¢ = (1-T™ (R} ¢), soit en posant

Yy = RA ¢eﬂ. (),

Q=v-T Y avec¥ el ().
En particulier si EcA et t = v(E) > 0, on a lE - t1A€ ®ar.
Donc il existe Y €L (R) tel que,

o *
- = - W o= -
1E tlA y-TUVY ¥ TE

3
‘y - 1E T W:
d'ol 1l'on tire :
t.Rg(lAJ =1 -+ R; (1 ™ v e (),

ce qui prouve que Ae® et que &' c & .



4, Tout ensemble de ® contient un ensemble de ®'.

Soit De®, un ensemble borné au sens de Orey et considérons le pro-
cessus induit [D,DT]. Pour simplifier les notations, nous allons remplacer
[D,DT) par (Q,T) ce qui revient & faire l'hypothése suivante selon la défini-

tion (iii),

VE 3a>0 RE(1) < a.
¥
Puisque =" 1 est une suite décroissante, ||T " 1]! <2 4 o
E E © — 4+l
o0 1-RM - ¢ a0 e 1 i entrai la suit
r gllg) = e g E g)s ce qui entraine que la suite

j=0 -

z T;j(lE] converge uniformément vers 1 (dans L (2)). C'est donc bien 14,
J2n
une formulation abstraite de la notion de processus u~uniformément récurrcnt,
introduite par Orey [1].

Dans ces conditions, il existe b > O et p e N tels que :

P ; p .

: T(1.) > b et, a fortiori, © T9(1.) > b.

.~ E TET— . E’ —

J=0 j=0

Cette derniére inégalité prouve 1l’existence d'un réel ¢ > 0, tel que
expl3 T (1) > c.

Elle prouve aussi que E n'est pas faiblement errant, donc qu'il
gxiste foe€ l;, satisfaisant aux conditions fo, = T f,, {fo, > 0} = Q, et
ffo du = 1. Puisque T sst ergodique et conservative, f, est unique. Nous dési-
gnerons par v = fo.u la probabilité invariante sur (9, %), équivalente 3 u.
En fait, n'oublions pas que f, est définie relativement au processus induit
[D,DT). mais g, = RD T f, est T-invariante et {0 < go < +=} = Q. La mesure

o-finie go.u st invariante relativement & (Q,T) et de plus f, = ID.go.



Posant expE% T} = S, ce qul précéde nous permet d'énoncer le
Lemme 2.

Si Q est borné au sens de Orey,

VE 3¢ >0 s*1) > e.

Nous allons en déduire le résultat plus précis donné par la

Proposition 2.

si 0e® et ae]0,1[ , 11 existe Ac Q et 8 > O, tels que :
VECA VIE) > a.v(A) == exp(T (1) > 8.
Cette proposition découle des deux lemmes suivants :
Lemme 3.
Soit @'c @ €®, v(Q') > 0. Alors,
Ja, b>0 YVE cq VIR'NE) < & == S*[lE] > b.

Sinon 11 existerait E c @', v(R'\E ] :_Z-n-lvlﬂ'] et

S‘}‘r[lE ]i% Soit E = ) Encﬂ'. On auralt v(Q°'\E) :—;- vif') et
n n

S*(lE) =< Sm(lE ), pour tout n, contredirait le lemme 2. n
Lemma 4. "

Soit re]0,1[ et 2' ¢ @, v(2') > 0. Alors
18 > 0, 3Acq’, 3B, VECA  V(E) > r v(A) =35 (1) > 8 1.

Démontrons=-1le par 1l'absurde. Partant de 81 = t~)-[1(-3 b du lemms 3),

3
A, = Q', B, = Q, 11 existerait alors E,c Q', v(E,) > r v(Q') et s*i1 ) <2
1 1 1 1" - El - 4
b
= ’ = = =
sur une partie 82 de Bl' Prenant ensuite A2 Y’ \El. B 82 et 82 g’ il
.l b
existerait E2¢A2. v(Ezl >r v[A2] et S (1E2] _<_€ sur BBCBZ' On pourrait

ainsi construire par récurrence les sultes En' An' Bn satisfaisant aux

conditions :



Vnen, n>1 A, = ;:L Q \EJ]. E,CA. v(En) >r v(An]
t -n-1
et S [lE ) <b2 sur Bn+1C Bn'

n

Il est clair que 1lim v[An] =0, Choisissant n pour que v(An)_i a
n
{le a du lemme 3), et posant E = Q’\An. on aurait

¢ b
S [lE]_§~— sur Bn+ et V(Q'\E) < a,

2

ce qui contredirait 1le 1lsmme 3.

1
<

Observons ensuite que S*[lE) > 8 1B ===7exp(T*)1E = S*QtlElzﬁ S*lﬁzy,
pour un y > 0, fourni par lemme 2.

Remargue. Ces divers résultats orouvent la proposition 2 et montrent méme que
dans toute partie ' non négligeable de Q, 11 existe un A répondant aux con-
ditions imposées par la proposition 2.

Résumons pour la suitz de la démonstration ce gqui va nous &tre utile.

Si Q est borné au sens de Orey, 11 existe en particulisr, AC @ et B8 > O

tels que :
1 »*
YECA v(E) > 5 v(A) == exp (T ) 1. > 8.
»* * ¥* x
Notons que expl(T ) 1E-i B===;RE exp T (1E]-i B8 RE(I] et en vertu
du lemme 1,
* 1 n+l
RE[l) _f_g z i

n>0

d'ol découle ls corollaire,

Corollaire 1.

Soit Ne®, Il existe AC Q@ et o > 0 tels que

VECA v(E) > 2 viA) == | "R 1] |, < 0.



Corollaire 2.

Soient 2e¢® et Ac 9, satisfaisant aux conditions du corollaire 1.

Alors, pour toute suite (fn) dans lé[A). on a
ne N
A LgMA) L5 (A)
(fn- Tfn > 0) =3 (f, ——— 0)
Démonstration.

De toute sous-suite de (fn], on peut en extraire une autre, soit

) telle que V({f_ 3_0}]'3-% v(A) f(ou bien avec {f_ < 0}). Posons
1ieN 1 1
) A A Arpct
Ey = {-Fn > 0}. On peut écrire : £ T(F ) = LA [+‘n ) - T[fn ),
i i Ny i 1 1
Van 70 A A
d'ol 1'on déduit, REi[ T f;i] -6 - ARE ¢ - Ay £, puts
i 1 i i
ff; d\):fARE [ATF;)dvf_pr - A £ I L » donc
i i i Ny 1 1°(A)
J££ dv —0 et [f dv=- [ dv—>0.
1 T i " iae

Ceci prouve que de toute sous-suite de fn’ on peut en extraire une
autre gqui converge vers 0 dans Lé(A). < ]
Nous venons de montrer que 1'hypotheése : ©® non vide et De® en-
traine 1’existencea d'un AcD tel que
IA - AT soit un automorphisme de Lé(A].
En sffet [IA - AT) &é(A] est dense dans 1é[A] et le corollaire 2
prouve que 1l'image de IA - AT est fermée. Rappelons aussi que le processus

induit (A,AT] admet une mesure invariante finie u AnT" En définitive

DH>Ae®'. &



~10~

5. Inglusion M c®' et sgalits &' = 0.

a)u%CLGb' Démonstration (selon Métivier).

Soit A E(M:. Si ECA, 11 existe peN et o > 0 (définition 1iv)) tels

=]
qu n

r ™ > o e,
J=0

ce qui donne, en appliquant l'cpérateur R; et en tenant compte du lemme 1,

n+l
1 1 {n+1}(n+2)
R_(1,) < S = L (1) j_—E—E—EﬁET— ,

j=1
W
donc on a bien REIIA)eﬂ_m(Q) quelqus soit E CA.

Les derniéres inégalités montrent aussi que :
Veca e b v(E) _>_—%- \)(A]ﬁHR:[IA]Hw < p, ol p est un nombre

> 0, ne dépendant que de A.

Autrement dit, les ensembles bornés au sens de Métivier, vérifient
les conditions remplies par les ensambles A du corollaire 1, ce qui acheve
de prouver 1'inclusion M, -

b) & =0.
Supposons pour simplifier 1'écriture 0e®, soit a e]D,l[; Désignons

parﬁ%lla famille des parties A de £, satisfaisant & la condition :

Ig >0 YEc A V(E) > av(A)

> exp T*(lE] > B.

La proposition 2 et la remarque qui suit sa démonstration prouvent
que dans toute partie Q' de 2, il existe un ensemble de(ia. D'autre part il
est clair que Cla est stable pour 1l'union d'ensembles disjoints. Un principe
général de la théorie de la mesure permet alors d’'affirmer que pour tout € > G,
il existe AEECLa tel que v(Ac) < €. Ceci étant, choisissons dans Gta un A

tel que v[AC]'i-% . 2



-11-

VEC & V(E) > a == v(E NA} > v(E) -%3_%?_% v(A), donc

®
exp T*IIEJ.Z exp T (ler\A] > B ; B indépendant de E. Ceci prouve
que eO.a quelque soit & > 0, donc que R€®, puisqu'il est possible d'appli-~

quer le corollaire 2 élLé[Q].

6. Extension du théoréme de Métivier aux ensembles de &'.

On a montré qus si O # g, 11 existe une unique mesure invariante

o-finie v équivalente &8 u (unique & un facteur > O prés). On peut alors énoncer

la
Théoreéme 2.

Soit donnée feﬂ:nfﬂl. vérifiant les conditions :

1) Supp f

Ae® (ce qui entraine feﬂ.\];[A]].

2) [ fdv = 0.

Il existe dans ces conditions une constante C ne dépendant que de A,
telle que :
n e
Vnen Iz ™ ] < cllfl]_.
j=0

Démonstration.

Les résultats du § 3 montrent 1l'existence de Fe®(A) telle que
*
£= (1, - T F =T - ™ (R} Fl.

On a aussi

c
Ry L, < TRkl HEL, = HIFHL, <35 Hsl,.
C . _ Ax-1
Si-2~- H[IA ﬁ H,ge(A].
On tire de 18, pour tout n€ N,
n .
Iz ™l = ™M@ el <l
j=0 © B






BIBLIOGRAPHIE

D] OREY S. "Limit theorems for Markov chain transition
probability functions”. Lectures notes.

Mimeographed. University of Minnesota.
ﬁﬂ ORNSTEIN D.S. "Random Walks II”.
Eﬂ METIVIER M. "Existence of an Invariant measure and an

Ornstein’'s ergodic theorem.” Ann. Math. Stat.
1969, vol. 40, n® 1, pages 79-96.



