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REGULARITE POUR UNE CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES

DEGENERES DU DEUXIEME ORDRE
par

Bernard HANOUZET

On étudie un opérateur différentiel ell-ptique d’ordre deux dégé-
nérant sur le bord 4'un ouvert relativement compact de Rn. suffisamment
régulier 5 le bord 3Q de § est une variété de dimension n-1, 3 bord de
dimension n=2, On obtient un résultat maximum de régularité quend le second
membre est dans LZIQ). Des résultats analogues sont obtenus pour un opéra-
teur différentiel elliptique non dégénéré par M, S, HANNA et K,T, SMITH [4].

Les idées suivent de prés celles de M. S. BAOUENDI et C. GOULAOUIC [ .

En I on introduit un espace de Sobaolev avec poids dans un diddre. .
cet espacs parmet d'étudier localement l'espace‘vTQJ défini au II, Le
probleme sst posé sous forme variationnelle dans JI ol 1'on donne aussi le
résultat principal de régularité j ce dernier est énoncé sans démonstration
dansi{s] .Les IIT et IV sont consacrés a 1l'étude de la régularité au voi-
sinage d'un point singulier de la frontiére de {2, Le IV traite aussi de
fagon indépendante la régularité pour un probléme dégénéré dans

IRf+ = {(x,y) ¢ IR2| x >0, y >0},



I - Espace V(TRL)

n " N n
IR,, désigne le giddre : {Xe W | x, > 0,x, > 0},

n-2

2

On note x = Xgo ¥ = Ko X' = [x3,...,xn] e (R .
On pose eussi : D 1.2 et si o= {0, ,.0a,0 )
3 1% 1 n
o 0‘1 0Ln N
D =D esss D .
1 n

Définition 1.1.

On désigne par VUR?J{] l'egpace :
’ 2 ot
fued KRL] / ¥xy DluelL R,,) s la] < 1}.
I1 est immédiat que :

Propriété 1.1.

V[\RT .) est un eepace de Hilbert pour la norme :
S 2 1/2
lul v-1U7Z | /xy D ul 5 }

Jaj<1 L“@R],)

Les trois propositions qui suivent donnent des propriétés de VGRLJ.

Proposition 1.1.

n n
3URH] est dense dans VIR__].
La démonstration s'inspire de [3] Nous en donnons les grandes lignes.

Premiére étape :

On se propose de démontrer que@ﬁRl] est dense dans VKRL].

=

Par tronguaturs on vérifie d'abord que les éléments de V, a

supports compacts dans ET+ sont denses dans V. Pour u e V, & support



compact dans(RT*, et h > 0 on définit ensuite u_ e H1GR2+) V(R2+) par :

h

”htx.y.X'J = u(x+h,y+h,x")

et on montre gue ._ tend vers u dans V guand h tend vers zéro. Pour

h

ue H1URT+], 3 support compart dansz:+, il existe une suite up,

—

u_ € GRn

. 1 4N N
P ++J, de limite u dans H KR++] avec up et u & supports dans un

compact fixé. Par suite up tend vers u dans VUR2+).

Deuxiéme étape.

Soit u dansﬁ)mR:+), on va montrer gu'il existe une suite d'élé-
ments de?DFR2+) de limite u dans VGR:+). On cheoisit une fonction

4 eL@m(RZ ) vérifiant :
++
Y=0pour x<1ouy<1 ¥Y=1pourx>2ety?>2,0<5Y¥<H1,
et on pose :
=¥ uavec ¥ _(x,y) = ¥, %)
ug ¢ Uavec ¥ (x,y =’ .
Il est immédiat que, quand € tend vers zéro :

Vxy u_ tend vers Yxy u dans LzﬁRf*) ;
Vxy D, u, tend vers /;Z‘Diu dans LzﬁRf ), i =3,...,n.

+

Etudions les termes ; pour i = 1,2 :

= Vxy 2 Xy v
/§§ D u, = /;y-g (DiW)[E,e)u + /xy WE D,u.

i i

On a sncore

- 2. N
xy Yo Diu tend vers D,udans L R_,J.



Puisque

f 2112 :
J yl(D,]‘i’][-)Se,%)l |ul® dy dx

Rn-1

est borné pour x ¢ [5,2 s:| ,
J xyl(D1W)L§f§)|2 lul? dx dy dx' =
n

R

+

i

ml_\
N

2 X yy12 |12 ,
x dx y|(D1TJGErE)| lul dy dx
€ n-1
+

reste bornée et il existe une suite Ei telle que
Ky o o0&
€, 1 e’e
i
tend faiblement verszéro dans LZGRT+] (I1 est inmédiat que cette méme
expragssion tend vers zéro dans @’URS+J ).

On extrait ensuite une sous-suite telle que :

tend “aiblement vers zéro dans L20R2+). On déduit quefDUR2+) est faiblement

dense dans V donc fortement dense.wzz

Nous utilisons maintenant cette propositicn pour démontrer deux résultats

d' immersion.



Proposition 1,2,

V(iRLJ est contenu dane LZ(IRLJ, avee injeciion continua.

On prend u dans -EDGRTJ et on montre que :

|ul < Cte |ul,, .
LzﬂRn v

+4

On utilise sn passage en coordonnées polaires ; notons qus

xy[|D1u|2 + |02u|2] dx dy dx' =
an

++

3 2, 1 2
L? o n] 2 r” sinG coso (|D |+ ——2|Deu| )drdo dx’
+ 1‘5 X r

et que

2
J Iu[2 dx dy dx*' = I M oo T |ul© dr do dx' .
mn {R+x [G"Q'JXR

++

Soient Y, et ‘%, deux fonctions ¢, [0,%] telles que :

024 21,0249,27,9, +%,=1.

supp ¢, C [0,61] et O1v'<%

BUPP ¢, C [62, -g] et 0, > 0.

D'aprés 1'inégalité de Hardy (voir [8})

/2 5 /2 5 > /2
Jo |~g1u| de < CI . 0 IDOq),]u‘ do < C,J . sin © cos GIQ; 4u

|12 g



- -~ — n
ou C1 est une constante dépendant de 91 {car q1 =0 pour 6, <0 5351.

De méme

1

1/2 > n/2 2
[D lW?UI do j_CZ( . sin0 cos® IDszul de,.

On obtient donc en notant R =R X [D,-g-] x mn-Z :

j r Iulz drdo dx' = J rlq u+y u]2 drdo dx'
R R 17 "2

< C J r[|W1u|2 + |y u|2] drdo dx’
- 2
R
. 2 2 ,
< C| r sind cos® (|B,p,ul” + |D,g,u|“) drde dx
- R CAN| 0'2
2 2 2 ,
< C{| r sino cosd ((Dye)" + (Dye,)") {u]“ drde dx (a)
+ JR r sin® cos® |O q1qb| |u Deul drdo dx’ (R)
+ r sind® cos® [WZ *-?2] |o u|2 drdo dx'} (v
R 1 2 e

Le terme (B) se majore par 1'inégalité de Schwarz :

(B) :_C[J r sin® cos® |u|2 drd® dx‘)1/2(f r sin® cos® IDOul2 drd® dx']‘v2
R r
'2 drdo dx' + [ r sin0 cos6 'DGUIZ drd® dx'} .

:_C{J r sin0® cos® Iu
R R

ce qui donne deux termes analogues a (a) et (y).



Le terme (v) donne de fagon immédiate :

[

(v <¢cC J r sin® cosd ]Deul2 drd@ dx’ '),

R

Reste 2 terme (a). Par 1'inégalité de Hardy, on obtient :

00 ey
I r |u|2 dr < C I r3|D ul? dr
0 0 r

et par suite

I r sin® cos® |u|2 drd® dx' < C f r3 sin® cosP IDru|2 drd® dx’'. (a')
R R

Les majorations (a') et (y') donnent alors :

J r Iul2 drd® dx' < C {J r3 8in® cosO |Dru|2 drd® dx'
R R

+ J r sin® cos® IDOuI2 drd® dx'}.
R

ce qui d'aprés les remarques faltes au début donne bien :

< clu
L°wR") VER",)

++ ++

pour u emﬁRll 3 la propositirn 1.1 permet ensuite de conclure.

Nous précisora le résultat de la proposition précédente :



Proposition 1.3.

VURT+) s'injecte contindment dans 1'espace :

tue PR, 7 AV w22,y WY2 ®2y) )

Nous reprenons la démonstration précédente en choisiesant 94 et Y5 telles
2 2
que ¢, *¢¥, = 1.

Partant de :

2 /2 2
|Q1u| = —JO Delq1u[r,t.x’]| dt

ns2
<5 f@ |¢1u(r.t,x']| lDeq1u(r,t,x']|wt ,

on obtient, par intégration par parties :

vz oo 1/2
J }QU{ de 5_2[ O|w1u(r.t,x'][ |D®q1u(r,t.x')|de
0 0

n/2 L
< C [I sin® cos® |y, ul‘ d®) (J sin® coso |D
- 1Vlg 1 0

2 1/2
e?1ul do)

(cette deri:idre inégalité est obtenue grice au choix du support de ?1,
puis par 1'inégalité de Schwarz).

0
Partant de |q>2u]2 = J Delqzu|2 dt, on obtient une inégalité ana-
0
logue, c'est-a-dire que 1’'on a pour i = 1,2 :
/2

n/2 2 n/2 5 1/2
J lq.ul do < C.(I sin® cos@l¢.u| do) x {J sin® cosd |D
o -ty * o

d{iulz dO]1/2.

(1)
H* désigne l'espace de Sebolev habituel, voir [b] par exemple.



Nous notons G(x,y,&) la transformée de Fourier de u suivant les
variables [XB""’xn] 3 (53....,£n) = £ désigne la variable duale. La
-derniére inégalité se conserve en remplagant u par Q.

Nous avons d'autre part

2 1/4 2,2 1/2[1+I£|2]1/2

I[x +y (X +y~) G[x,y,E]lzdxdy dE

ul .
R e S PR

++

= I r2(1+|€|231/2 IG(r.O,E)IZ drdo df .
R

Des inégalités :

/2 \
f r? (1+]£] %172 e 0l a0
0

al? 401172

ofi

/2 /2
:_Ci(I > sin® cos@[1+|£|2]|w10|2 g0)1/2 (j r sin® cos® |D
0

n/2
f r3 sin® cos@[1+l£|2)|q.ﬁ|2 do + j r sin® cos IDOq.GIZ dO},
0 i 0 i

on tire ensuite :

n/2
j 2,172 |G|2 46

r (1+|£|
0

H/2
f_C{J 5in0® cosd (1+I£l ) |u|

(H/Z

+

) /2 )
I r sind cosd |DO¢1Gl do + Jo r sin® cos@lDeqéul de}.

Aprés intégration sur R 'es deux derniers termes se majorent comme & la



- 10 -

proposition 1.2 et on obtient en definitive :

j r2(1+|£|271/2|6|2 drd0 d &£ < C {J r3 sind® oos®(1+|€|23|6|2 drd® dg
R R

+ J r> s1n® cosd |Drﬂl2 drdo dg + f r sin® cos@ lneﬁlz drdo dE:}.
R

R

En revenant aux variables : (x,y,£) cette derniére inégalité s'écrit :

J ix2+y2)172(141€]1%112 |a|? ax dy &

R"
++
= C{;J n xy(1+|€l2)|0|2 dxdy dg + [ xy(|010|2*‘025‘2]dxdy dg} )
donc on a bien :
2 2.1/4
| O ey™) - R ful - &2
L20R§+,H1/26Rn 2]] y

Nous préparons maintenant 1'étuds de la régularité en démon-
trant deux lemmes de commutation voisins de ceux donnés dans [2], On in-
troduit 1'opérateur Tr : si ulx,y,x')e ﬁ)‘GR:+] et est tempérée en x', on
note U(x,y,£) la transformée de Fourier en x' et on définit Tr par :

2]r/2

-\
LUy, EY = (1+] g} alx,y,&).

On démontre (voir Dﬂ] les :
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Propriétés 1.2.

i) y — Tru gst linéaire continue de

L2, HER™ ™)) dans L2R?,LHSTR™D))
+ ++
- n (2) .
ii) si a e@(IRH) alors u —+ [a,T;lu est linéaire
continue de L28R3+,H56Rn_2]] dans LZGRE+,HS-r+1ﬂRn_2).

Soiegnt maintenant deux.fonctions 7, B eSD&R?+J, L et B & va-

leurs réelles, et on pose :

x2+ 2.,1/4

M= ( yo) B Tq/28

Alors 1l'adjoint formel M*'de M est :

% _ 2, 2.1/4 8

M {x +z ) CT‘\/Z

On donne ensuite a e @URL) et P, Q deux opérateurs différentiels en toutes

les variables d'ordre inférieur ou égal 3 1 et a coefficients CmﬂR2+] tels

que :

¥Yr [Q’Tr] = [A,Tr] = 0,

Nous noterons dans la suite :

(€, )s et | IS le produit scalaire et la norme dans HSGR2+). On dé-

montre alors le :

Lemme 1.1.

1

Pour tout v dans HO

n HZUR:+] il existe une constante C > O

telle que -

I(aP Mv,Q M v)D - {aPvDB M* M V]DI j_C!v|1 IMV|1.

(2) |a.TrI désigne le commutateur de a et T .


file:///v/m/
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Remarquons que v & Hj 0 H2€R:+] donne un sens aux termes in-
tervenant dans 1'inégalité. : {c'est * juste su¥ffisant” pour Q M*' M v).

Nous partons de :

(sP M v,0 M vl - (aPv,0 me M vig = (EaPlv,g mvig - (AP v [ vy

et nous étudions le premier terme de droite :
| 6B P,ﬁ]v.Q M v)U| j_l[a P,VUVIO g m v|0
d'aprés 1'inégalité de Schwarz st d'autre part :
I1 suffit donc de montrer que :
|[a P.1] vig < €lvl,.

Pour cela, nous explicitons [a P,VU et mejorons séparément chacun des
termes obtenus.

2. .2.1/4
P.M = aBiP, ( ) T
o.putll = 8P, 2P T o

2 2.1/4 . 1 2.2,1/4
+ alx"+y’) [P.ﬁj T-§ T+ alx"+y”) 8 T1/2[P.C]

2 2,174 . 1
+ (x7+y7) Bia,T P.
\' LO 1/21C

Pour les trils derniers termes, puisque a et 8 egDGR:+], on a :

l ID §_C|v|1. En effet pour le deuxiéme :

latxsy?)17% Tp,8] Ty 08 vlg <€ 1708 vig

< clz v L, < clv]
2D e 2@y 1

++



Le calcul est identlque pour le troisisme terme ; pour le quatridme, en

utilisan* la propriété 1.2,ii, on obtient :

2 2.1/ - -
Ex+y)78la, 1, e Pl < cllaTy e Pl

<clepyl } sclp vl < clvl
ZWRZ 1/2&Rn 2]) 8] 1
n
Le premisr terme, en posant P = 7 Py Di‘ se présente sous la fomme :
i=0
1 2.-3/4 ' 1 2,~3/4
aB Py 35 x(x2+y ) T{/ZC + a8 P, 3 y(x +y) T1/2 g
et on & alors la majoration :
2,174 2 2.-1/4
<
|a 8[P, (x +y7) J T1/2 ! < | (x“+y“) T1/2C vlo
car x[x2+y2] 3/4 [f2+y2]—1/4 .

L'utilisation Jde 1la propriété :

Propriété 1.3.

I1 existe une constante C > 0 telle que , ¥ v € H60R2+]. on a

I, 2, 2,-1/4

(x“ry<)” T g_CIv!1

1/2"'0

permet alors des conclure 3 :
|[a P.Mlvl, < clvl,

On traite ensuite de la méme manisgre :

(aPv ,[Q M,]M v]
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En remplagant § par a P, M*’par M on montre gue [Q,M*ﬂ est linéaire con-
10N 2N
tinu de H' IR_ ) dans L"OR, ) donc
l[a P v,[Q,ME]M v).| < CIVI IM v, .
o - 1 1
ce qui termine la démonstration du lemme 1.1. &3

Reste & vérifier la propriété 1.3 :

n N . .
Pour v eED&R++], on a, aprés un passage en coordonnées polaires :

+00 2 40
I o] dr < C I r|v|¢r 7 |dr
0 0

h 2 a2 7 2 . 1/2
< ¢t f r|DrV| dr1 {j r|d|¢ dr)
0

0
donc
J (x2~l-y2)—1/2 |T v|2 dx =
n 1/2
R

J ] (2ey2) V2014181512 0 1x, y, 8| % dx dy dE =
R

+ +
f nep (1E1Y2 f 000y, 8)]% drae <
R [R+X[D,-§J
- f n-2 dg[[ - wlael? et (J . relg)A]9)? dray?? <
R R, X LO-E] R,* [g,.z_]

C {J rlnrvlz drd® df + jR r(1+]£]%) Ivl2 drdo} <
R

civl,
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n
ce qui fournit la coreclusion en tenant compte de la densité de QRHJ

dans Hc’] th:_‘+ J.

Lemme 1.2.
Il existe une constante C > O telle que, pour tout v < Hy O h? @Rl]

a support dens un compact fixe de rRL1 b onait :

*

|(a xy P Mv,Q M vig - laxy P v,Q MM v)OI <C [vlv Im v[v .

Remarquons que les expressions intervenant dans le premier mem-
bre de 1'inégalité ne changent pas guand on remplace v par B1v avec
81 r =z, B‘I dans S)U—R-i]. I1 est utile <e supposer v 3 support compact
pour assurer que Vv € HL:! N HZ[‘RT,’ entraine v € VGRL).

Nous procédons comme au lemme 1.1 ; il est aussi utile de noter
que [xy,M] = 0,

Partant de :
(a xy PMv,Q M V]U - (axy P v,Q m¥ vJD =
= (xy [a PV, YXy @ M V) - (a Vxy P v, Yy [0, 1] n vlg

on .btient le lemme en majotant séparément les deux derniers termes. Nous

n'étudions gue le premier ; il suffit de montrer que :

| Vxy[a P.M]vlo < CIVIV .
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Nous avons :

/xy [a P.M = /;y[k,(x2+y2)1/4]T{/2C

+ ¥xy a[x2+y2]1/4 [P,Q]T1/2C + J;yha(xz+y2]1/4 g T1/2[P’é]

+ /;y(x2+y2)1/4 8[5,T1/é]cP.

La prcprsition 1.3 permet de majorer les 3 premiers termes :

Pour le premier :

|a 8 Py -% /;y'x(x2+y2)_3/4 T, ,C vl

1/2 0

C (xz-"y2)1/4 T, ,.t vl

{A

I A

chwvidﬂv
Le deuxiéme et troisieme sont immédiats. Reste :
- 2 2.1/4 =
[xy x+y*)78[ a1, Llo P vlg

2 z2.,1/4
|8 [a, Ty o kx+y®) /Xy ¢ P VIO

L]

c|/xy ¢ P vl

| A

L20R2 ,H-1/2

++

n-2]

R <))

(d"~nres le propriété 1.2, ii)

< Clvxy P v| . <C |v], .
L“RD,) v

On termine ensuite la démonstration comme au lemme précédent. gz
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Nous rappelons maintenant quslgues propriétés d'espaces utiles pour la suilte.

Désignaons parfRT le demi-espace :
{xemr" | x, > O}

Nous introduisons comme dans [2] 1'espace :

UGR?) = {u eﬁ)'(R?] / V?} o%u e LZGRT] 5 ol < 1),

UURT) est un espace de Hilbert gquand on le munit de la normme :

ul =( & %, Du 1/2
y /%, ol

et on a les propristés :

Propriété 1.1°.

@(TR?] est dense dans UGR':].

Proprigtés 1.2°'.

On a 1'inclusion topologique :

1/2

ve Lm0 2w
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II - Espace P1{Q). Probléme variationnel.

On donne p fonctions réelles ?1""’?p ’-g‘Hansar et on sup-

pose qu'un ouvert borné Q est défini par :

Q={Xem"/ @) >0 1= 1...,ph

P
On pose ¢ = 1 s et on suppose que :
i=1

i) Pour tout point régulier X de aQ, il existe un indice i tel
que :
Wi[XJ = 0 et ?j 0, JFA 1, J=1..0.p {(2.1)

et do(X) # 0.

(cette derniére condition équivaut a d ?i{X] # Q).
ii) Pour tout point szingulier A de 99 il existe un ~<ouple d'indices

{(1,3) tel que :

Yi(A] = ?j[A] =0
qk(A] #0, K#1i, kK #3j, k=1,...,p (2.2)
grad YitA) A grad ?j(A) # 0.

Nous introduiscns 1'espace ¥1) par :

Définition 2.1.

1/2 Da

Q) = {ueD (Y / ¢ ve 2 ; la] <)

et on a immédiatement
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#12) est un espace de Hilbert quand un le munit de la norme :

‘®1/2 n® ul ]1/2.

lu] = ¢
o] <1 L2 @)

Nous utiliserons dans la suite les :

Propriétés 2.1.

1°) Q) est contenu dans H1

1OC(Q] algébriquement et topologique=-

ment.

2°) Si ¥ est une fonction de V(%) 1'application :

u—— ¥y

est continue de () dans lui-méme .
3°) Pour que u appertisnne a $-11 faut et il suffit que les
trois propriétés suyivantes solent réalisées :

1
loc

ii) pour X point régulier de 9, il existe un ouvert O voisinage de

i) ueH (f).

X et un difféorprphisme © de O sur 0' (0’ boule ouverte de R", centrée &

1'origine) vérifiant
0 N = 0’ AR]
00 N 3Q) = 0’ 0 3R,

et tels que, pour tout ¢ €9D(0 NR), on ait :

1

Luo0 e U
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iii) Pour X point singulier de 92, il existe un ouvert 0 voisinage
de X et un difféomorphisme de O sur 0’ vérifiant :

0(0NT) =0 AR,

. n
(0 N 3) =0 nanre++

et tels que, pour toute £ € V(0 N Q) on ait :

Tu o @-1

n
e VIR, ),
4°) D(Q) est dense dans V(Q).

5°)¥(9) est contenu algébriquement et topologiquement dans
L2(a).

Tirons deux conséguences avant de démontrer ces propriétés :

Conséquences 2.1.

1°) Le dual ¥ de Vest un espace de distributions.
2°) Puisque @ est un ouvert borné, a norme :

5 |¢1/2 Da

lu| = c|u|fz
|o)=1 L7(Q)

@) ¥

est équivalente &8 la norme V.

Démonstration.

1° et 2° sont immédiats ; remarquons que, pour 2°, il suffirait
de prendre Y € C1f§].
Le 3° se démontre par partition de 1l'unité.

Soit X point régulier de 9%, tel que W1(X) = 0 ; on peut prendrs
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dans un veoisinage :

q1(xJ

0, (x) i=1,...,n
i

@
e
X X
oS-

] ]

st onaZuo0 e U(SR?) pour ¢ € D0 N Q).

Pour A point singulier de 3R, tel que 91(AJ = Z(A]=O om peut prendre

xa = W1(x]
e xé = qztx)
xi = Oi[x] i=3,...,0.

etonatuoe 9-1 c VGR'L) pour L c Do n T,

Les hypothéses (2.1) et (2.2) permettent en e.rfet ce choix. Le

4° s'obtient ensuite & partir des propriétés 1.1, et 1.1’ et le 5° &

partir des propriétés 1.2 et 1.2'. =z

Probleme variationncl.

On considere la forme intégro-différentielle a définie par :

alu,v) = I J aaB(X] 2(X) Dau.EE; dX
Q

o<lal<s
021811
[+« .
avec a,g dans C ().

La forme a est donc continue sur ¥x ¥, on suppose de plus que

a est ﬁ:ﬁoeroitive, c'est-a-dire :

3 y>0tel que Yue V Re alu,u) Z,Y|U‘2
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On associe & a 1'opérateur différentiel A = A(X,D)

A = s o 8,5 (X) 2(X) o*
0 <lal<st @
0 <181

L'application du lemme de Lax Milgramm donne alors ls :

Proposition 2,1.

Pour tout ¥ € V' (Q), <l exiete u dans V(i unique, tel que :

alu,v) = (F'Vlﬂﬁxif pour tout v et (2.3)

ou encore

A est wn isomorphisme de V sur V7.

Donc pour tout f dans 9 (Q) il existe u dans ¥(Q), unique, telle
que Au = f. On suppose maintenant que u est dans un espace "plus petit” que
¥’ (@), on cherche alors dans quel espace se trouve la solution u.

On obtient le résultat maximal quand f est dans LZ(Q].

Régularité avec second membre dans LZ(Q].

On suppose gue a possede la propriété d’ellipticité :

36 >0tel que Vg e " et V x e Sb

Re 5 a o (X) £ > s)g)? (2.4)
lal=|8]=1

et on pcse :

¥ = H(qﬁ+¢§)1/2 3 1e produit @I étant étendu aux couples (i,j) définis

en (2.2). On introduit ensuite :
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Définition 2.2.

D= {uel?@ |¥ueH Q) ;¢ uehH(@]}.

D est un sspace de Hilbert pour la norme :

1/2

2
IUID = [|u|L2 + |Wu[ +|¢u| 2 )

T HT(8)

Pour la commodité des démonstrations nous donnons une définition équiva-

Q) H' (Q)

lente de 1'espace D.

Définition 2.2°.

D= {uel’@ |¥0% el?@ ; |af= 1}

o ~%ue L@ ;5 |a]= 2
Notons pour 1'instant :
p=fue t?@ |v0®u el?@ ; lal= 1)
o 0% ue L%Q) 5 |a|= 2

et posons I 1'ensemble des couples (i.j) de finis par (2.2).
1°) Montrons tout d'abord gque A & D.

Puisque ¥ et ¢ sont bornées sur §, on a tout d'abord :

| Yul < C |uj et |ou] < Clu| (a)
L2(0) L2 () L2 (@) L2 Q)

Majorons ensuite |D1 Yul ) ; on a:
L= (R)

= Q. ¥
D1[Wu] LD1 J u+ VY D1u
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et
Q.D q.+w.D
o, ¥l = Z 5 g 73 X 7 RViE
(1i,j)el (¢ +W ) [? W )
Puisqgue
’Q]_D'l\‘?z ?201/2.| f- c IU{2|+W112 <c '/2
(4 3+2) (45 «?1

on déduit que |D1 Y| est borné sur @ donc que :

|D Wul < Clul + IWD1U| 2 (8)

L2 ) L Q) L= (Q)

On &tudie ensuite les termes de |¢u] 5
H™(Q)

D1[®uJ = (D1¢) u+ o D1u

donc :

o, (2wl | < clul , N
L Q) L)

¥D u|

¥ L ()

¢
D'autre part Py reste borné sur & ; en effet ¥ ne s'annule que pour les

points singuliers de la frontiére de @, soit A un de ces points défini

par qi(A) = ?j(A) = 0, alors

"'ﬁ)_ J _1_
9%+ ‘{JZJ”

On obtient donc :

Jo2. 02 .
?i+vj est borné.

|p, (o u)l < C[Iul + ¥ D1ul , ) ()

1 L2(R) L2 (q) L2 (R)
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Il suffit maintenant de majorer le terme :

ID el , < | (0%8)| + |2 0,6 0,4
L2@) T 2w T 2
2
+ |o D% ul
T %@
D,
1 | 2
< ¢}l + |— ¥ D, u! + | D4yl )
L2@) ¥ T %@ T %)
0.6

PUiSQUB'ﬂF‘ ~e contient que des termes de la forme :

9000, 000 ] +«r‘)1/2

R - %_ 21/2 X —

k#1 [@ Q ) ¥

k#j
10,9l
-7 est borné sur O donc :
|D$[¢u]| 5 < C[lul + |WD1u| .t |¢D$ ul 5 ) (v)

L7(Q) L () LT (R) LT(Q)

Les inégaiités (a), (R}, (y), (8) donnent alors :

lulg = clul,

2°) Nous montrons maintenant que D &»A. On a immédiatement

|v B,ul < | (Wu]l + |(0,¥) u
R B L2(0) 1 L2(0)

< C(l?ulH1[Q] + !ul ) .

L ()

ot de méme :



_28_

|® Dfu‘ . = ID?[@U)I ) + 2|D1®.D1u| ) + |[D$¢] ul
L= () L= Q) L7 Q) L7(Q)
< C (]ou] + |y 0,4 + |ul )
2 (2) T %) L%(a)

Les deux dernieres inégalités fournissent :

lul, < Clul, . ezz
Ncus pouvons maintenant énoncer ls résultat principal :
THEOREME 1.

St f est dans L2(Q], la solution u du prokléme :
alu,v) = (f,v) , . pour tout ve ¥ (2.3)

LI
est dans D,

ou encore :
L'opérateur A est wun isomorphisme topologique de D sur LZ(Q)

Démonstration.

1°Y A est un opérateur linéaire continu de D dans LZ(Q]. En

effet :

J. ¢ Dau‘ 5 +

8 ) B
|D%(a_, ¢ DTW| < | (0% a
af L2(2) of L2(@)

B + IE} ® DO,"‘B |

¢)Dau| o8

la (D
af L2 ()

:_CIulD.
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(I1 suffit d utiliser les propriétés qui ont permis de démontrer 1'é-

quivalence des définitions 2.2 et 2.2°').

2°) Réciproguement nous allons demontrer que si 4 c Vet
A(X,D) u ¢ LZIQJ alors u est dans D(A).

Le thécréme sera alors une conséquence du théoréme de Banach.
Nous faisons une étude locale en distinguant les points intérieurs, les
points réguliers et les noints singuliers du bord.

a) Régularité intérisure :

Soit ' un ouvert contenu aingi gque son adhérence dans $2. Pulsque

A est elliptique sur ', on a :

pour toute fonction ¢ ¢ VQ'), T ue HZ[Q].

b) Régularité au bord - cas d'un point régulier.
Soit par oxemple X un point régulier de la portion de 30 défini
par’q1(X] = 0, Si 0 est un ouvett convenable volsinage du point X, on a,

pour toute fonction £ €D N TN)

{C ve H'o N )

g, ¢ ueH@NR),

La démonstration de ce résultat est donnée dans Bﬂ.
c) Régularité au bord ~ cas d'un point singulier.
Soient (i,j) ¢ I et X on point de 9Q défini par fi(xl = wj(X] = 0,
Pour 0 ouvert convenable voisinage de X, on a, pour toute fonction

z VDO



_28_

w2+ en2 " cue?@n® ;s o

#
-

8l
N

2 —
'piquaCue,L[DnQ) i ol

Ce résultat sera démontré par la suite (voir les propositions 3.3 et 4.6)

Ecrivons de nouv-eau les résultats a - b - ¢ en introduisant les fonctions

Y et 9.
a) ¢ ue L@
o 2
la] =1 ¥ DguelL(@) cer C, < ¥ < C, sur @'
la| = 2 s’ ue L") car C, < ¢ 2 C, sur &’
2
b) g uelL (0NQ)
la] = 1 v 0% uel?t0na, car C, < ¥ < C,sur0NQ
o 2 ®
la| = 2 Dz ue L°(0NQ) car C, < — < C, sur 0N @
1=, = 2
2
c) cuel (0N Q)
o 2 ¥
la] = 1 ¥DguaelLonQ) car C, < <C,sur00Q
1 —-042+q ]172 - 2
i3
] 2 ¢
la| =2 e¢Dzuel @M car €, & ——— < C,sur 00 Q
414’;; 2

A l'aide d'une partition de 1'unité convenable, on obtient donc :

ue LZ(Q] ; ¥ P ue Lz[Q) pour |a|= 1 ;

3% ue LZ(Q] pour |a|= 2

ce qui montre que u e D et temine la démonstration. mes
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IITI - Régularité ~ Cas des variables tangentielles,

Supposons qu'un point singulier A de 30 est tel que :

W1[A] = WZ(A) = 0 (donc ¢i(A] #0, 1> 3],

Si 0 est un ouvert convenable voisinage de A, on peut définir un difféo-

morphisme © de 0 4 & sur O’ ﬂlR2+ par :

X = W1(X)

y = qé[XJ
x: = 0.(X) i=23,...,n0
i i

et, si u e ¥(0), pour toute fonction ¢ eDOND ona:c ue 6-1 c VOR2+).
Pour simplifier nous notons aussi ¢ u la fonction zu o @-1 ainsi que son
prolongement par O dansIRr:+ dans tous les cas ot il n'y a pas ambiguité.

On démontre maintenant la :

Propositieon 3.1.

St fe L2[Q], la solution du probléme (2.3) verifie :

1/4

2 2 n
{(x"+y™) T, ,,0U € VUR++J

172
Nous tirons immédiatement la conséquence

2y nrue L20R2+]

avec D = .-327 , dértvée tangentielle quelconque
i

el

On utilise comme dans [{] une régularisation elliptique. On a 1l’inclusion
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algébfique et topologique :

Hé( ) < V1)

et H;(Q) est dense dans Y(Q), donc ?TIQJ H-1(Ql. Soit Ej une suite de

nombres positifs (: limite O ; on définit la forme intégro différentielle

régularisée aj par :
a. fu,v) = alu,v) ~ ¢.(u,v)
J 3 1

Les formes aj sont continues sur Hg[QJ x HZ(Q) et Hl(ﬂ)-coercitives. Si

fe LZEQJ, la sglution uj du probléme variationnel régularisé :

aj(u,v] = [f,v)0 pour tout v dans (R)

appartient & H1{Q] N H2(2) tvoir [4])

et les deux expressions :

Ve | (3.1)

agl g oo gl
HY (@) T
restent bornées quand j varie.
Nous savons aussi que :
la solution u est limite faible dans ¥ d’une sous-suite extraite de la suite
(u,).
J
On se donne ¢ et B dans D0 N Q) et 3 valeurs réelles telles gue

B ¢ =17 et on pose comme au I :

M= [X2+y2]1/4 BT ,.C.
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M u, se 1lit dans 1l'ouvert 9 :

J

2]1/4 P

2 -1
Uy *es (B Uy 0 @ 11300

ce qui donne un sens aux expressions : .

j,M uj)

Bj = aj[uJ,M*M uj)

A, =a.(Mu
J J

Nous démontrons le :

Lemme 3.1.

IM Ujlv reste borné quand j varie.
Puisque la fomnme a est Y-coercitive nous tirons :
2 2
Al 2 YiM u, + € Mu,
Al 2 vin g l2 e e fm o)
Nous obtenons une majoration de ]le en écrivant gue uj est solution du

probléme régularisé :
By <olel g I mugl

gt d'autre part ,

2. 2.1/4
IM*’M uj'o §_C|[x +y) M uleZﬂRn ‘H1/2[Rn_2]
++
< ciM u, ]
VR )
L'utilisation det lemmes 1.1 et 1.2 fournit une majoration de lAj-BjI :

IAJ-le _<__C(€j|ujl1 |m ujl1 + lujlv M ujlvl
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et par (3,1} :

|Aj-Bj| < C(/E:]. I'm ujl1 + M ujlvl

En rassembiant les trois inégalités précédentes, 1'inégalité :
[Ab < 1Byl + 1A,-8,]

feurnit :
e Mmuf?+vylmul?<cie, Imul, «+ Imul)
jboan J'v - 3 NR v

gui montre que les deux expressions :
ve.lMmu et |Mu
Sl et Imugly

restent bornées quand j varie, ez

Terminons maintenant la démonstration de la propesition 3.1.
Puisque la boule unité de V est faiblement compacte, on peut e xtraire

de la suite uj une suite telle que

M u, converge faiblement vers v quand j tend vers 1'infini.

J

Mais, d'autre part, u, converge faiblement vers u dans V, donc M uj con=-

J

verge faiblement vers M u dans L2. On en déduit alors que :
Mu=vel,

D'aprés le choix de P on a ensuite :

2 2.1/4 2 2,174 2 2.,1/4
{x"+y7) T T u= [(x"+y7]) BT ¢ u+ (xXT+y™) B, T u.
y 1/2 y 172" " y L 1/2]C
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Il suffit donc de vérifier que le dernier terme est aussi dans V, soit

gncore que :

2. 2.1/4
X" +y7) T ueV
Y p2 © 0

(

puisque [B,T1/J est tangentiel d'ordre —-% .

La derniere propriété tient au fait que, pour les variables
tangentielles :

f n xy(xz't-yz)v4 (1+|£|2]1/2 IEDIZ dxdy dg
R

++

Rn

++

< c j xy(1+]£]%) |Z0]% dx dy dE < C lzul,,
{

et pour les variables normales :

I n xy(1+€] 2712 |D*‘X2+y23+1/4 ] ? axdy d
'R++
x2 2,-1/2, /2
= xy (1+|£]%) |Zul® dx dy dE
2 2.,-3/2
n 4(x"+y™)
Res
+ J xy (x2ay2y 174 [1+l€l2)-1/2 li ful? dxdy dE
n
R, .
< C ey,

Notons que les constantes intervenant ici ms dépendent pas de u mais dé-

pendent du support de ¢, &2

Nous utilisons maintenant une méthode de différences finies pour
gagner un "cran” de régularité (voir par exemple [Q] pour la méme méthode

~

appliquée a un probleme elliptiguel.
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Proposition 3.2,

Si T e LZ[QJ, la solution du probléme (%.3) vérifiec :
n e . .
Yxy Dt ueVIR, ) avec D dérivée tangenticlle.

Remarguons tout d'abord gque u dans V(Q) et A u dans L2(Q) entrainent

2
A(zu) € L7(R) ; en effet :

AC u) = zAu + [A,C]u et :

g a g o
[A,gJu= £ (Pa, e¢D tuz Da, @ Du
J lali‘l af af
18]<1
] a B a
= )} (D" a 8 ® (Dglu + (Dg)a g ¢ D u)
laljﬂ ¢ ¢
|B|<1

appartient & LZ[Q] puisque u est dans T(R).

Dans la suite, nous posons, pour simplifier les notations :

Lu = v

g =% Au + |A,g]u

Nous avons donc :

Av = g avec v € ¥V1(Q)

g e LZ(QJ ;5 8Upp g < supp L

Soit Th un opérateur de translation tangentiel, c'est-a-dire suivant 1’une

des variables x!,...,x' de Rn H
3 n ++

- siyg 4$(€RT+] on a :

(Thq)(X) = W[x,y,xé,...,x£+h,....xa]
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-siTed (iﬂll on définit t_ T par :

h

Ve ¢ DWR") , <1, T,e> =<T,1, 9> .
b ++ h q@'”x&) -h D D

Nous choisissans ho tel gue, pour ]h] < ho' les fonctions intervenant dans

la suite garde leur support dans D'(\0R2+ et nous montrons le :

Lemme 3.2.
T, V-V

h

Pour h # 0, |h| < h_, /xy est dans V(R],)

— -

Puisque v = 5”3\3'@ 1 est & support compact dansiR2+, on a :
/Xy 053 v e LRD,)

/;; DIYxy v) = xy D v e LZ[RT+J pour 0 dérivée tangentielle
/;§ Dx[ Xy v) = Xy Dx v +-% Y e‘LZUR2+)

et d'aprés le choix de h0 on a les mémes propriétés pour t_ v, d'ol le lemme.gz

h

Dans € N 0, 1, v désigne le prolongement par zérc hors de 270

h

/\-4-1
de (Th vo@O )o0, onaalors:

T v=v
(2; hh est dans $19), et puisque A est un isomorphisme de

(2) sur V(Q)

T Vv ~ Tvev
| Vxy —= lv(mf_CM[/;(y —

()

P

ce qui donne danisT+ ao
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TV TVV
e ) cclavm i
R VIR, )
avec :
A' = bX Dj aiJ[x,y,x'] Xy ot
lil<1
13l

{pour définir les coefficients a!

ij

on remplace aaB par X aaB avec
supp X ¢ 0 et x ¢ =C).
Supposons démontré pour 1'instant gue :

T, V=V

| txy —+

I reste borné pour h # 0, |h] < h,
s el -0
V'R, )

Puisque VGR:+] est un espace de Hilbert, la boule unité de VGRT+] est

faiblement compacte et il existe donc une suite hn de limite zéro, |hnl j_ho,

telle que :
.T,'.‘.n‘v-.\_' n
Xy —pT— converge faiblement vers w e.V6R++).
n
T, V-V

Mais, d'autre part, vxy tend vers ¥xy D v danst'CR:+J guand h tend

h

vers zéro. On déduit donc :
vVxy DlL ul) ¢ VURT+] donc la proposition 3.2.

I1 reste & démontrer gue :

“_ThV‘V
!A'(/;y = | reste borné pour h # O, Ihl < h._,
| a]
VIR )
++
Nous introduisons :
Th A’ = b3 Dj(Thai‘) Xy Di
1]<1 J
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et on a @

T, V=V
h

h

A’ (Vxy ) = h_1[A’-rhA')(/;§ T ) e

+ /xy (r, A" T,v - A" W)+ h-1[rhA',¢§§] (r, v=v)

h

+ h-1 [}h A'-A',/;§] v

Nous majorons séparément chacun des termes de cette expression dans las

quatre lemmes qui suivent.
Lemme 3.3.

A -ThA

| ——

v reste borné pour h # 0, |h| < hg-

h . ool
v UR++)

Puisque /§§ TV est dans VKRT+), on a bien :

-1 ~ n
=T A ’
h (A’ hA ) Vxy TV eV'IR_,J.

On majore la ncrme de V'URT+J par une somme de termes de la forme :

g Th%37%5 i
J !
DY xy ™ D™ (vxy ThV]|V'WRT+]
T al.-al. .
= sup |<Dj xy-—n---zk-%—---l-=1 Dl/;§ Thv A |
oy} v x vV
e AR], )
<
4] <1

. T al,-al, .
sup <y 0 Yxy T, /Tyi%—i‘l %> Ll

n L
¥ ea‘URH]
| ¢l =1

< C |/;§.Th vlv <C tv|V . 724
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Lemme 3.4.
T A'T v-A'v T, g
l V/Xy _D'__D———_l =| Xy hh I V'

reste borné pour

h#0, |hl <h.
o]

En effet :
7,878 T 878
h h
I/;(_y— h ]vv - sSup |< Xy h ’L?>V Vl
n ' X
QDR )
@] < 1
. T
= Sup |.<g.v Xy h > ’l
§e0R", ) L2
ol <1
Y
-h
<lel, s IRy D) <clel
S pedm,) L
P
Lemme 3.5.

Ih—q[?hA',/QQI[Thv—v)] reste bormé powr h # 0, |h| < hg -

Vl
Exprimons [h’,/§}] en posant A' = L Dj aij Xy ot = AiJ, Si
L]

Dl et Dj sont distincts de-l-—— et-i-—-
1 9x iy

alors :

[AY, /] =0

Ftudions le cas od D™ et DI sont deux dérivées narmales, prenons par exsmple

Dt =pd =D
X

EélJ./§§] =+ 0 aj, xy— +¥£i— a!, xy D
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et nous majorons sé arément les deux termes :

1°) |h_ D, (1 a ] Xy —— Yy (t hv- vl|
x

2vVx v!
/o TRV
sup |<D (t, a} j) /~§ — > | <
n Viay
feIw,,)
lul <
T, V-V
C sup |< y VXY D 4> 2|4i
n L
YR, )
], <1
T, V=V
h 2 2 1/2

La derniére expression est bornée d'aprés la proposition 3.1.

o T, V=V
2°) | o (Tha' } xy N hh |
2vVx V!
o T v=vV
= sup |I< ot a')) xy D h s >
/e h X h ,
n 2vVx V'xy
PeOR, )
|l 2
T, VT
< Cowp [y A D ——, T e Lzl
T y-

C supl</§§ /§—T

D — LIV T T oale>
-1/2 x RV AR L2|

v-v
SRR v RV LUA S S W Nt R [ NCRVED LA S Sy

)
-1/2 x h 7 1/2 hlJ(ﬂ

IA
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Par la proposition 1.3 :

2,2 ' .
| (x“+y T, 0 aijlwlo i_CI[ThaijJI v i_DIQIV donc :

T, V=V

I -_ﬁ-'l VA

Yy
—2— (1,_a!,) xy D
2vYx h 1] X

T, V-V

2 2.,1/4 h
C |vxy (x“+y“) T_1/2 D, —F— Io

-

Reste & montrer que cette derniere gquantité est bornée indépendamment de h :

T, V=V
22,174 h
| Vxy (x“+y©) T_4y2 0 — |0 <
T, V=V T, V-V
2 2,14/4 h - X h
%y T_g 5 D, "4y PR A NN Tu1/2 7R
. L /N M ]
Majorons L :
ihg 2
2 2,-1/2 | i_,|
L = J xy(1+]€] ) 2 U o PV 6)? axay ae
rRn h X
++
<cC J xy(1+|£[2]1/2 IDx[x2+y2]1/4 VIZ dxdy dg
n
m++
5
= ¢ |/y D_(x%+yH) 14 Ty, donc :
X £ n
R
2 2.1/4

L < ClOT+y™) 00 1y vy,

gquantité bornée d'aprés la proposition 3.1.
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Pour M on a immédiatement :

M f_Cl(x2+y2)1/4 T v donc
172 4

M j_CIvlv par la propesition 1.3.

Les autres termes intervenant dans
h'1[ThA',/;y] (t v=v)

contiennent une dérivée nomale, ou une dérivée normale et une dérivés
tangentielle, et se majorent de fagon plus simple. Le lemme 3.5 apparait

donc comme une conséquence de la proposition 3.1. &z
Lemme 3.6.
lh-1ErhA'—A' /Qy]vlv, reste borné pour h # 0, |h| < h,-

Etudions un terme dans lequel interviennent deux dérivées normales, par

exsmple :

-1
( Ty Vxi =
h LDx{‘Th a5 aij) Xy Dx} , Yxylv
§ —C_’ o, T [ . '..
"h2157 %3 vy Yy hf157%
D — Xy —=V + =
X 2/x 2/x

Xy Dx v

Nous majorons sé;=rément les deux termes de droite :

T, a,.-a!
10y |p. A A W oY ] <
X h 2 v’ -
Thaé.-ai.
c sup’(————%———lyv,&;gxq>
n
YEDIR] )
lel, <1

|
2

< civl
L2
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< C sup |< y h ii N /;§ Dx AL 2‘
n L
PR, )
l¢] <1

< ctlxy o vl , < clv,
L

les autres termes se majorant de fagon analcgue.@Z7z

Tirons les conséquences des propositions 3.1 et 3.2 :

Proposition 3.3.

St f e.Lz[Q), la solution u du probléme (2.3) vérifie :

1°) {><2+y2]"/2 DZ ue LZURLJ ou D est une dérivée tengantielle

queleconque.

2°) xy iz ue L20R2+] avee |al= 2 et p* contient au plus une

dérivée nonnale.

Le 1° est conséquence de la proposition 3.1.

Pour le 2°, si D, et 02 sont deux dérivées tengentielles :

1

xy 0,0, L u = xy D, /xy D, Tu) & LZERS+]

Si D est une dérivée tangentielle :
= /vy /oo Y 2 N
Xy Dx D(T u) Xy Dx[ xy D tu) 5 Dcuel™R)
d'aprés les propositions 3.1 et 3.2.

O-
En corclusion, par ¢ u o 1 < V(RT+] et la proposition 3.3, on
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obtient :
j ] s i -1 . 2 n
b DY a!.(x,y,x') xy D’ Z ue® "e LR )
|i|=1 ij ++
31=1

od DY et Di désignent seulemsnt les dérivées normales. On est donc ramené
a8 une équation aux dérivées partielles d'ordre 2, en deux variables (x,y).

Nous étudions dans IV un probleme dégénéré dans Pf qul nous permettra

+

d'obtenir le régularité pour les veriables normales.
l!l ~‘ 4 - = .
Nous commengons par étudier un probleme &€lliptique dégénéré dans

1’puvert non bornélRf_+

mf+={[x.y)em2|x>o;y>o}.

On notera aussi :

B = {(e,0)e®R° | 0 < 0 i;-}
1 9 1)
D=1 % 1%y
19 _ 138
63"533"50‘139

Le schéma de 1'étude est le mEme qu‘au II ; an raménera le probléme dans

2

IR++ a8 un probléme dansﬁ% par un changement de variables du type :

-5 -5 .
X =8 €08 0; y=e¢ sin 9,
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Introduisons les espaces

Définition 4.1.

2 24,2 2,2
VIR, ) = {ue LTIR,) |/§§'Dx ue L°(R,) ;

— 2,2
Vxy Dy ue L7, )

W) = {v e L@ | /3in® coso s, Ve L@y

v6in® cosd GO v Lzﬁbl

et on a immédiatement :

les espaces V1 et W sont des espaces de Hilber: pour les normes

respectives :
luly, = dul?, 5 ayoal?, s o o2, , 212
1 L ﬁR++] L UR++] y L UR++)
|v|w = ([v]zz o * |Ve1in® cos0 8 v) 5 + |/sin® coso 8 v|22 y1/2
L“MR) L7 LE ey

Par une démonstration analogue & celle de la proposition 1.1, on obtient :

Proposition 4.1.

2
@(RH) est dense dane \/1.

3(55) est davse dans W.

Les espaces V, et W sont liés par :

1

Proposition 4.2.

ot -8 -9
oL on pose t {x =e €080 ; y=e sind

ulx,y) = e® v(s,0)

alors u est dans V1 81 et seulement si v est dans W.
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Ce résultat s'obtiient par des calculs élémentaires dort nous

donnons les grandes lignes. Des formulses :

X _ _ =5 9x s _,
55 - e cos © 55 = e sin ©
Y _ _ .78 i g dy _ .8

P e sin 8 35 e cos O
EE = - es cos 0 33 = - es sin ©
X Jy

o
Ei = - es sin © 39 = es ces ©

9% dy

on tire immédistement :

12)

IDxulz . |Dyu|2 S R SRV L F I

‘2 - 9‘25 lulz

~ 2
o, vI? + |8, v e o ul® « o ul? .

+ 2 9-35 Re(u Dx ucos © +u Dy u sin Q),

Remarquons que, si f ¢ L'UR3+] alors 8—25 felL'G et

j fix,y) dx dy = j 9-23 f(s8,9) ds do .,
2

R >

+4+
Cecl montre que :

—-

J u? dx dy = J |v|¢ ds do
2 ©
-+

donc u € L2(R3+J si ot seulement si ve Lzﬁg).

Nous avons ensuite :
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] (o ul?+ 0 ul?) ax dy
2 X y
R

++
. 2 2 2
= J sin © cos O (Jv]|” + |6 v+ |6 vl + 2 Re v §_v) ds do
S S s
Np)
< civlf
et

J;bsin € cos @(iésvlz + |5@V|2] dsd0 =
3

{
J sin © cos © Iulz dx dy + J xy(IDxul2 +|Dyul2]dx dy
2

2
R, R
N f 2Re e ° sin O sos O u [[D*u] cos O + (Dyu) sin 0) dx dy
2
ﬁ?++
< clul?

1 .

Introduisons maintenant le :

Probléme variationnel.

Pour uy et u, dans V1 on considére lz forme intégro-différentiel-

le :

dx dy +

= i J
a[u1,u2) = J , z aij(x,y)xy D Uy D u,

REEEIR

+ J 5 a, Y i dxdy
R

++

avec aij e LmGRE+)¢\1;mﬁRE+) , ce qui.assure la continuité de a sur V1 x V1.
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On suppose que a est V, -coercitive, c'est-a-dire :

1

o >0telque, YueV, onaitRe alu,u) > a[uls
1

et on désigne par A 1'opérateur différentiel associé & a :

A pJ a, (4L yxy ot 4 a I (4.1)

= z
1] =]3]=1 ]

Le lemme de Lax Milgramm fournit la :

Proposition 4.3.

Pour tout  dans Vi, 2l existe u wnique dans v, tel que :

alu,v) = (f,v]v,xv

pour tout v dans V- (4.2]
171

Nous nous intéressons & la régularité sur la solution u guand

¥ est dans LdﬁRf+]. On suppose gque :

’aD est une constante positive
i_ 2

© 2 L. ' 2. 2
a4 ¢ (R,,) vérifiec aij(x,y] = (0,0) pour x“+y~ > R

aij
En d'autres-termes, les coefficients de A sont "variables au voisinage

de (0,0)”. Nous transformons le probléme dans(Rf+ en un nouveau probléme
dans B, ce dernier sera voisin de celui étudié dans [Z]. L'intérét de la

transformation est de permettre 1'utilisation de transformations de Fou-

rier suivant la veriable tangentielle s.

Proposition 4.4.

La transformation utilisée d la proposition 4.2 transforme
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a[u,],uz) = (f,u,)
b(v1,v2) = (g,v.] vy =e Uy & W ;

g = e fe Lzﬁﬁl avee :

b(v1,v2] = J z b,.(s,0) sin® cesd st 2 Sj Vo ded®
211

- S 1
+ Lﬁ ao v1 v2 ds do.
Jo

En effet :

alu

- i J
1,uz) J z aij(x,y]xy D u, DY u, dx dy
R

2 Jil=lsf=1 g

+ J , ag U, dx dy

Iil<1 ij 1 2

= g% b, . {s.0) sin 0 cos © st v Gj v, ds do
131<

et

hc’L’z]!_zwz ) =!2 £ 0, dx dy=f e~ f7V, ds do
++ iR :b
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Précisons les propriétés de b :

Proprigtés 4.

1°) Pour cheque couple d'indices (i,j)} il existe une fonction

o 11
Bij[O) e C [Dfi] telle que :

o Il
byy = Byy e C (0,5 5 FIR)

2°) La forme b est W-coercitive.

1°) Puisque a ne contient que des termes d’ordre O ou des termes
d'ordre 2, bij[s.G) se présente comme une combinaison linéaire des

aij(s,@] &8 coefficients des polyndmes en sin O, cos O donc :

b,,.(s,0) — B, .(0) gquand s — t =~ puisque
1] 1]

_ 2,2 52
aij[x.y) = aij(o,o) pour x +y- > R”,

oo i
I1 est évident que £,, ¢ C (0;51 ;s reste & vérifier que

1]
b, -8 w2 SR )
ij ij G 12 ? 5 [

Pour s < - Log R, b,.(s,0) - 8,.(0) =0
- 1] 1]

Pour s tendant vers +%, pour tout couple m, n

g™ 8" (b,,(s,0) - B,,(0)) tend vers zéro.
3 ij ij

En effet pour n = 0

ssm[aij[e.5 cos O, e ° sin@) - aij[o.o)) se comporte
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comme (~Log r)m X r avec r tendant vers 0 st pour n = 1

L (a..(e-S cos G, e-s sin 6) - a,.(0,0) =
s 1] i3

m ~s . .
=es g (D a,, cos © + 0 a,, sin 0) tend vsrs zéro
x 1 y 1]
guand s tend vers +», Il Bn est de méme pour n > 1.

2°) A la proposition 4.2, on a montré que :
IVIW ..<_ f‘lulv .
‘ 1
Pour tout v dans W on a donc :

Re blv,v) = Re alu,u) 3aiu|\2/ 3% |v|5’l .
1

Pour le probléme danSSh nous avons alors :

Proposition 4.5.

Pour tout g dans W' il existe un élément wnique v dans W tel que :
blv,w) = (g,w]w,xw pour tout ge W' (4.3)
St de plus g est dans LZ[%) alors :
1 . 2
veH ) et sin 0 cos 0 v & H ()

Comme au III nous utilisons une régularisation elliptique. La démonstra-
tion, & guelques détails prés, est la méme que dans ﬁﬂ. Nous avons les

inclusions d'espaces :
1 2
HDISZ)] W) & L7 63)

avec densité



Soit ej une suite de nombres positifs de limite zéro, on pose :
b ({v,w) = blv,w) + ¢ _{v,w)
¥ I
J‘
alors bj[v,w] esi. sontinue sur Hg[5ﬂ x Hdﬁﬁ) et Hgﬂg) coercitive. Soit
ensuite gj une suite de fonctions de D ®) de limite g dans Lz@), alars

la solution v, du probléme variationnel

J

bj[v,w) = [gj,w) pour tout w dans Q@)

appartient a ) H @) A HI(B) et de plus :
k>0 0

/Eg |vjl1 et lvj]w gstent bornée quand j varie.

On sait aussi que la solution v du probléme (4.3) est limite
faible dans W d’une sous-suite extraite de Vj'

Donnons le schéma de la démonstrati.n de la régularité :

1°) Pour v(s,@) distribution dans®, tempérée en s, on note

v(£,9) la transformée de Fourier partielle en s, et on introduit 1'opéra-

teur Tr {r « R) par :

Ve
TVE.0) = (1+]g]D)7? vte.0)

o e .
Alors si b(s,90) est une fonction C R x [D,aj) telle qu'il existe

g(e) € Cw[Dt%] qui assure :

s — b(s,0) - B(O) est une fonction de J(R)
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on a @

1'application v — [b.T ;y gst continuc do :

1/

2

L (0.% s H°®R)) dans tho,g— ; w8172

R)) (voir {7])

Ces remargques conduisent au premier résultat :

T1/2 v & W

1/2

puis, comme W C>L2[D;% s H- GRS]] (voir [2] et le rappel donné au I)

s, ve L2®)
2°) on démontre que : Ysin 0 cos 0 65 v € W qui fournit

sin © cos © éi Ve LZKGQ
. 2
sin @ toe 0 8. 86 ve L ®)
0 s

3°) En reportant ces résultats dans l'équation B v = g (B opéra-
teur associé a b) et en tenant compte de v € W on cbtient
8,(sin © cos © 6, v) € L2 @)
L'application du théoreme de Hardy donne alors :
. 2 ,
8y velL €3) puis

sin ® cos © 6; v & LZ[QJ.

L'expression sin © cos © restant bornée sur 1'cuvert {nen borné) 5% on

obtient bien en définitive :

v e H'®) et sin 0 cos O v e H ). ==
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. . . 2
Tirons les conséquences de ce résultat pour le probléme dans R, :

Propocsition 4.5!

e o 22 , .
Si e L70R ), la solution u &V, du probléme (4.2) vérific :

/Zry? 0% e LR35 Jof = 1 (1)

2
xy D% e L“[Rf+) : o] = 2 (ii)

En effet, pour (i) nous avons :

]

J (x2+y2) ([Dxul2 + |D u[23 dx dy
IRZ d

++

[ (s v]? +[5u1%es do < cfvl?,
R ‘ H 63%)

Pour (ii), pour |al= 2, on a :

Du=( g aB 6Bv]e35 avec aB fonctions ¢’ bornées dans B,

qui donne :
f x2y% 0% % dx dy =
mz

++

f sin® © cos® 0 |5 ag 5BV!2 dsd® < Clsin © cos @ v|22 v
5P [8l<z He (@)

Pour conclure cette étude, introduisons :

Définition 4.2.

2 2.2 /2 2 a 2.2
SIR,,) = {u e LGR] )[/x“+y" D"u e L W) s fa| =1 -

Xy 0% e LZGRE+) s la] =2
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S est un espace de Hilbert pour la norme :

ol = t}ul? + I |V/x +y:2 0% ul

s LR Jale

a 42 1/2
z |xy Dul 5 o)

|a|=2 L&)

+ 4

2

2,.2 +
L (R++)
et nous avons @

THEOREME 2.
L opérateur A défini par (4.1) est un isomorphisme topologique

2.2
de S sur L 0R++).

Vérifions que A est linéaire continu de S dans LZGR3+]. En

effet, pour u dans S, on a :

| Aul < a_|u] + z 103 a., xy ot ul
LR~ % LR |i]=] )= 4 L2@R%)

++ ++ ++

Considérons un terme de la somme ci-dessus, par exemple,

|D Xy Dxul 5 5 :_|(Dx a,.) xy Dxul 5 o *

a
x ij ij
L GR++) L"(R, ]

2
+ Iai Xy Dx u|

7 x12we ) 1 L26R2,)

Puisque Dx aij = 0 pour x2+y2 3jR2 on a :

IDX a,. xy Dx ul

15 S_C]uls .

LZWRz

++

)
La proposition 4.5’ montre gue A est surject# et le théoréme est alors une

conséguence du théoréme de Banach.
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Application & la régularité pour les variables nomales,

Au III, nous ovons vu gue, dans la carte locale (0,9) on a :

Tue 01 ¢ VRY)

r oJ al, (x,y,x") xy 0tz u o o < LZ(SRn ]
lil=1 1 **
131=1

ou DJ et D' désignent les dérivées normales.

De plus 1'hypothése (2.4) entraine que :

36>0tel qua, ¥V (x,y,x') € O'(7(RT+. YEe ¢
(4.4}

00y, el g3 > sle)?

Re a’
i

z
lif=]3]=1
Lemme 4.1,
Il existe un “prolongement”™ des aij leT+ tel que 1’hypothése

(4.4) soit corservée.

Soient O; et Oé deux ouverts deleet Pn—Z respectivement, tels

que

? ’ 1
01 x 02 cC 0

et supposons gue :

supp C U o @—1 c:Da x Dé .

ey

On chsoisit d'abord deux fonctions ¢ 1 et ¥, dans C ﬂRf+3 teliles que :

1

0< Q4 <10 <Y, <1 Pq ¥ W1 = 1 ; supp 9q€ 01 3

- -1
sSupp ¢ u o 9 1 c (supp *1} X Dé 5wy T 1 sur supp L u o © .
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2 . .
surfR__ x 0, par :

Nous définissons alors a; 2

J

]

" 1 = b ? ] L] ]
aij(x,y,x ) Q1[x,y1 aij(x,y,x ]+ W1(x,y] aij(D,U,x )
On choisit ensuite deux fonctions 42 et ?2 dans ¢wﬁRn—2] telles que :

04,2130 ¥, <14, +¥,=1; supp §,< 0,

-1 ~1
SUpp L U o &  C Oa x (supp'yz] 5&?221 sur supp L u o 0 .

On pose alors :

T
' ¥ = ¥ n 1 v ”

aij(x,y,x ) QZ[x J a”lx,y,x") + WZ[x )] a"(x,y,0).

On vérifie immédiatement que, pour tout (x,y,x') e(RT+ et £< Ez
. 2
Re z (x,y,x') £° & 3_|€|
|il=13]=1

Tirons les conséguences de ce lemme ; on pose :

~ i i
a;,(u,v] = z aij[x,y,x'i xy D7u D'v dx dy +
2 il=l3]=1

+ a J u v dx dy avec a_ > 0
°J 5 o

R

++
alors a', est continue sur V GRZ ) x v 8R2 ] et le lemme 4.1 montre que
x*! 17 ++ 17 ++ - ¢ q
q;, est V1—coercitive. La continuité et 1z ceercivité sont d’ailleurs uni-~
n-2

formes en x'e¢ R .

Nous terminons maintenant la démonstration e la régularité par :
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Propositicn 4.8.

St f e LZ[Q], la solution u du probléme (2.3} vérifie :

2. 2,142 N

1°) (x"+y™) Dz ue L25R2+J avee D dérivée normale.

2°) xy 0t ue L26R2+J avee |a] = 2 et D% formée de deux dérivées

normales.

Désignons par A;, 1'opérateur :

J

| L j /}/ ’ i
A', = A’ [x,y,D) = z D° a!,(x,y,x"'} D"+ a I
X X I 1 ]

lil=131=1

Par le théoréme 2, A;, est un isomorphisme de S sur L26R3+], donc, il

existe une constante C(x') telle gue, pour toutuy dans S :

lulo < CIx") IA;, ul

S LZURZ

++

)

Montrons que lgs constantes C{x') sont baornées guand x'ea(Rn-z.

n-2
o

uesS, xé e R na

R T U T P

|Al, ul
xé L o L

}
K

et, puisque les ceefficients a}, sont de classe C1 on a :

i3

I(A)’(é - A)’(,]ul'z < e(lx'—xél] 1u|S

avec e(lx'—xé.l) tend vers zérc avec lx~xé|.

On a alors

|ul

< Cix}) {e[|x‘—x5]] |ulS + le,ul

S L2

Pour



et en choisissant lx'-xol suffisamment petit pour gque

s(]x'-xél].i-m—~l——— on obtient :
2 c[xé]

lulo < 2 ¢ (x) |A_,ul .
5 © X LZ(\RiJ

En tenant compte du fait que 5;3 est constant en dehors d'un compact,

il vient :
il existe une constante C > 0 telle que, pour tout u dans S :

luls < ClA?, u
S X LZKRE+)

Four la srlution du probleme (2.3) nous avons : pour presque tout x'e’.TRn-2 :

' -1 2.2
AL (e ue @ el R],)

1

- 2
Zueo°o ev1m+g

ce qui montre donc gue :

e uo o 5 iCIA;(.[cuo@‘1J| -
SURHJ L &RH]
La proposition 4.6 s'obtient ensuite en élevent au carré et en intégrant

sur(Rn'Z.
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