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UN THEOREME DE TRACE (par Transformation de Fourier) 

par 

J.F. NOURRIGAT 

Soit X et Y deux espaces de Hilbert tels que X C Y, l'inclusion 

étant continue et X dense dans Y. 

•n se propose de démontrer que si l'on a ; 

'u eL 2( (R + ,X) 

K=o v ; 

^ m 
alors u a une trace dans [X,YJ^ 

2m 

Ce résultat est une généralisation des théorèmes de trace de [ij % 

il sert pour l'étude des traces de distributions de domaines d'opérateurs 

différentiels maximaux, dans le cas Hilbertien (cf. [ 2 } où sont donnés un 

exemple d'application et une méthode de démonstration apparemment plus 

compliquée, mais valable dans "un cadre non hilbertien"). 

On désigne par W( fR ) l'espace des distributions à valeurs dans Y 

telles que les relations (1) soient vérifiées, muni de la norme : 

ím"1 Ì 
N . - Il u| j + + i n f ^ E |f « + -

W(IR ) l/C/R.X) ím) m_' K=o * H KÍ(R . [x,Y] m Л 
u = I t L -1 m~K 

K=o [ m J 

On définit de même W(fR). 



- 2 -

P r o p o s i t i o n 1 

g) ( IR , X ) e s t d e n s e d a n s W. 

S o i t T une fo rme l i n é a i r e c o n t i n u e s u r W t e l l e que T ( u ) = 0 

pou r u£<ÏHfR + , X)o T p e u t s ' é c r i r e : 

T ( u ) = < f , u > 7 7 + < g , u t m ' > , a v e c 
L ( X ' ) x L (X) F ' x F 

m m 

m-1 
F = E H flR ,[X,Y] 

m u J m-k 
K=o \ 

v m 3 

F ; - f H k <*\ [ x . v ] m . h l 

k=o I 

v m J 

En p r e n a n t u on v o i t que : 

(-Dm

 g

( m ) • f = 0. 

Par conséquent : [ g t L^(Y') 

, g C K )e L 2 | t x , Y] m_ kj pour 1 l k < m-1 
^ m 

Cm) 2 r v , . 
g £ L ( X * ) * 

En p r e n a n t u d a n s , X ) on v o i t que l e s t r a c e s de g j u s q u ' à 

l ' o r d r e m-1 s o n t n u l l e s . I l e x i s t e donc une s u i t e ^ fcc£(]R*Y) t e l l e que 

\jp g d a n s L Z ( Y ' ) 
» n 

M ^ ) _ g t k ) dans L
2 p . Y ] ^ | 

IfCmD _^ g(m) d a n s ^fx 1) . 

D ' o ù f — * g dans F e t i p ( m ) — > ( - 1 ) m f dans L 2 ( X ' ) . 
1 n m f n 
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Pour tout u £W, on 3 

T(u) - lim < M ) m u > ( m \ u > ? * < f , u ( m 5 > 
n-** n L^(X')xL (X) n F' x F 

m m 

= • 

Théorème 1 , 

L'application u ] — • u(o), définie pour u IFFT,X), se prolonge 

par densité en une application linéaire continue de W(fR+) dans [XJY}^ 

2m 

Pour démontrer ce théorème, on a d'abord besoin du résultat : 

Lemme 1 . 

Il existe un opérateur linéaire continu P de W(R +) dans W(R) 

tel que Pu| = u. 

R 

Définissons Pu pour u €3)(ÎR+,X) par 

u(t) si t > 0 

Pu(t) » \ m ~ 1 

E X u(x,-a t) si t < 0 , 
. K K 

[ k=o 

où les sont des réels strictement positifs et les vérifient : 

m-1 
2 X. C-ot. } J » 1 pour 0 < j < m - 1 . 
, K K — — 
k=G 

L'opérateur P est linéaire continu de L2(f!R+,X) dans L2((R,X). 

On a : 

u (t) si t > 0 

(Pu) (t) - j - . , >m (m) r . . . , 

2 ^J" 0 1 J u I"0LUT) si t < 0. 

• k - 1 K K h 
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Notons G) l ' o p é r a t e u r de p r o l o n g e m e n t d é f i n i p a r 

G)v( t ) = < 

L e s c o n d i t i o n s s u r l e s e n t r a î n a n t que Q e s t c o n t i n u p o u r l e s 

On a d o n c , p o u r t o u t u £ d b ( Î R + , X ) 

l|Pu| w ( R ) < cte | u | w ( R . j . 

L ' o p é r a t e u r P se p r o l o n g e donc p a r d e n s i t é en un o p é r a t e u r 

l i n é a i r e c o n t i n u de W ( R + ) d a n s W ( R ) . 

D é m o n s t r a t i o n du t héo rème 1 . 

S i u e W ( R ) , i l e x i s t e d e s f o n c t i o n s f , £ L 2 f ÍR, [ X , Y ] . 1 , 0 < k < m-1 

t e l l e s que m 

f . m-1 ,k 
(m) _ d « 

u = Z — к f k e 

k=o d t K K 

L a norme de W e s t é q u i v a l e n t e à l a norme : 

R m-1 -\ 

Iu|| = lui 2 * i n f k E ||f kl| -

L ((R,X) (m) r d K , k = o K L f ( R , [ x , Y j .1 
u = ¿ T T f k I ——J 

dt [ v m ' j 

^ D ' a p r è s i l e x i s t e une somme m e s u r a b l e h i l b e r t i e n n e 

'K- ~ M , d y ( A ) , dvi(A) é t a n t une mesure de Radon s u r [x ,+°°], X > 0 , 
J A U O J O 

e t un i s o m o r p h i s m e T de Y s u r ^ q u i a p p l i q u e X s u r 3 ^ e t [ x ,Y ] su r^K? ® , où 
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On a ds p l u s : 

' f°° 2 U 

! | x | | x = ||Tx|| A = j À 2 ||v(X)||Kdu(X)
 2 

o 

M L ^ - llTxB _ = f A 2 ( 1 - 0 ) ||v(A)||2 dy(A) 2 
[ X . . Y ] Q l { ' "A 

O 

P o s o n s 

v ( Ç , A ) = T Û ( Ç ) 

k K 

Cû d é s i g n e l a t r a n s f o r m é e de F o u r i e r de u ) . 

On a : 

( 2 ) v ( £ , A ) = E ( i Ç ) m g J ^ A ) . 

k=o K 

L a norme de u d a n s W e s t é q u i v a l e n t e à 

- oo 00 * Î ' 00 oo 2K ' 1 

| | u | | = j dÇ j A 2 | | v ( Ç , A ) | | ^ d y ( À ) 2

 + i n f E d£ j " A m || g ̂  { Ç , A ) j j ^ . du (A ) 2 

w - O O \ J ^ 0
 1-00 X X 

O O 

l'inf p o r t a n t s u r t o u t e s l e s f o n c t i o n s g p o u r l a q u e l l e l a r e l a t i o n p r é c é -

d e n t e ( 2 ) e s t v é r i f i é e . 

P o s o n s f ( Ç , X ) = A 1 + i n f - V T — 
A , . . A k/m 
1 < _ k ^ m A 

On a pou r t o u t A , 
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1 1 
OC / 0 0 \— r oo \ <тт 

2 2 
|| V(Ç,À)||^ dç ! j - ^ " 2 J ^ С . Ы 2 l|vU.A)||^dÇ 

—oo ^ oo (C'A) ^ —oo -
1 

9
 1 Г 7 7 f ~~ ) 

< c t G À^ m J X¿ ||v(Ç,A)|^dÇ + J E À m 1!еки>А)|Ц dÇ . 
— —OO ^ —00 ^ ^ > _ 

Si u 6^(flR,X), en intégrant pour la mesure dyíA), on obtient 

pour tout t > 0, 

oo 2 ^ со oo 

j A m lluit.X)!^ oïiCA) 1 dÇ A 2 ||v(Ç,A)||2 dy(X) 

о о 
m-1 г 0 0 Г „ ~ 

k=o J { m k ^ 
-oo X 

0 

En passant à l'inf sur toutes les fonctions g pour lesquelles (2) 
K 

a lieu, on obtient : 

Il uCt:31| < cte |u| -

2m 

L'application u |—• u(t), t > 0, définie pour u se 

prolonge en une application linéaire continue de W dans [x.Y]^ 

2m 
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