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UN THEOREME DE TRACE (par Transformation de Fourier)
par

J.F. NOURRIGAT

Scit X et Y deux espaces de Hilbert tels gque X € Y, 1'inclusion
étant continue et X dense dans Y.

On se propose de démontrer que si l'on a :
u eLz[ R",X)

m~1
(1) u(m)e 5 LH-k {iR+,[X,Y]

k=0 m-K }

m
alors u 2 une trace dans [}(,Y]1 .
2m
Ce résultat est une généralisation des théorémes de trace de [1] 3
il sert pour 1'étude des traces de distributions de domaines d'opérateurs
différentiels maximaux, dans le cas Hilbertien (cf¥. [2] oll sont donnés un
exemple d'application et une méthode de démonstration apparemment plus

compliquée, mais valable dans “un cadre non hilbertien”].

On désigne par W(R") 1'espace des distributions & valeurs dans Y
telles que les relations (1) soient vérifiées, muni de la norme :
m=1

(! =l , o +Anf I R y
WIR') LR, )y tm " keo " H [IR ‘[X,Y]L“_I.'i}

k=0 m

On définit de méme W(R).



Proposition 1.

‘\ D i§+,X) gst dense dans W.

Soit T une forme linéaire continue sur W telle gue T(u) = O
pour u egb[ﬁaf.X], T peut s’écrire :

(m]

Tlul} = < f,u > 5 5 + < g, u > , avec
LT (X" IxL™ (X) Fm X Fm
m=14 -k R )
F = 1 H [iR,[x,Y_] )
m m=k
k=0 —
m
m=1 K + 3\
Fr o= () H [IR, [x'YJm—k
k=o T

En prenant u &QD[TR+,X) on voit que :

Par conségquent : g e L2(Y']

g(K)e LZ(D(.Y]

(m)
g

m—k

)pour1ik_<_m—1
m

€ LZ(X'J .
Pl
En prenant u dans §5UR ,X) on voit que les traces de g jusqu'a
1'ordre m~-1 sont nulles. Il existe donc une suite \f?n eéﬁﬂﬁtY] telle que
2
\]Dn —> g dans L™({Y"')

(k] (k) 2
"Fn —g dans L [[X’Y]m-k]

m
qrgm] —*g[m) dans LZ[X'J

D'od ‘fn —¥» g dans Fm et\f)rgm)-—)s(-‘l)m f dans Lz[X'].



Pour tout uéW, on =

T(u)

. m (m}
lim < (-1) ,u > + <\ L, >
oo ¥ L2 X IxL20x) F' x F

= 0
Théoreme 1.
-3
L'application u %—* ulo), définie pour u ¢ (R ,X), se prolonge

par densité en une application linéaire continue de W(R') dans [X,V]1 .
2m

Pour démontrer ce théoréme, on a d'abord bescin du résultat :

Lemme 1.

Il existe un opérateur linéaire continu P de WR") dans W(R)

tel que Pu| L = U
R

Définissons Pu pour u eDR X par

ult) si t >0

m-1

Eo Ak u[x,—akt) sit< 0,

Pul(t) =
K

ol les @ sont des réels strictement positifs et les Ai vérifient

I A ()9 =1 pour 0<3<m.

l.’opérateur P est linéaire continu de L%}R+,X) dans LZUR,X).

On a

u(m)[tl si t>0

{m) m=1 m o tm)
z AK[-OLKJ u {w t) si t < O.

k=1 k

(Pu) (t) =



Notons @ 1'opérateur de prolongement défini par

v(it) sit >0
Quit) = m-1 m

r x (-0, ) wvi=a, t) sit<O.

oq Kk K

Les conditions sur les AK entrainant que § est continu pour les

. . . , =K (ot 7 I N T ] .
topologies induites par H [W?,[X,ij_K] 2t H [ﬁ?. [X,ij_K] , quel gue soit

m m

k vérifiant 0 < k < m-1.

On a donc, pour tout u €$(m+,)<]

IPul (ry < cte llul

W(R) = W(R') -

L.’ opérateur P se prolonge donc par densité en un opérateur

linéairec continu de W(R+] dans W(R).

Démonstration du théoreme 1.

Si u e W(R), il existe des fonctions ?ke LZ{IR,[X,Y]m_K],Of_'kim*’n

telles que m
m--1 k
J™M e S
k=0 dt
La norme de W est équivalente a la norme
ol - Fol " 1o
ujl = jju + inf ) f i .
L2 (RX) (m)_ v d k=o L2 R, [X,Y]
u o= Z Tk fK m-k
dt m

2 D'apres [1], il existe une somme mesurable hilberticnne

Qi,= J QKA du{A), dpulr) étant une mesure de Radon sur [AO ,+m], Xo >0,

et un isomorphisme T de Y sur}{qui applique X sur}e et [:X,Y]O sur}t:l_e, ol



On a de plus :

w 1
2 _
I = Iy = | |2 vl won 2
H A A
o} © 1
; 2(1-0 2 2z
I Mo = |2 ol s
[x.¥], H : v\
o}

Posons

v(E,A) = Talg)

gk(E,A] = TFK(E]
(G désigne 1a transformée de Fouricr de u).

On a :

m-1 K-
(2) vIE,N) = ¢ (1e)N M g (g, 00,
K
k=0

La norme de u dans W est équivalente a

T 2 '12' w1 (7 2}% 2 %
hull = f dE f 2 vee, LS dutay|© ¢ inF Z J dE f A Mg e, I8 dutn)

3€X k=0 K v
= A —o A

1'inf portant sur toutes les fonctions g, pour laquelle la relation précé-

dente (2) est vérifiée.

. Bk
Posons F(£,A) = A + inf

1<Kk<m \k/m

On a pour tout A,



1 1
<] (2] \7 o0 ‘é‘
. d : 2 2
Ivee e ot < f — J G e, 02 |[vie, V)2 de
Lm ¥ Joew? ) K,
.1__._1 —rw o] _1 _'i
< cte 29" A2 Hv(i’ﬂuﬁj dg + { [ o A" "gk(E,A]",H:JdE
J A k=0 .

Si u €®(R,X), en intégrant pour la mesure du(A), on obtient

pour tout t > O,

00 2_1 o -4}
[ A ™ et )E duia) < J dE J A2 e, V2 du(a)
w M S X,

A A oo
0 0 o

m-1 *®

2k 2
+ 3 J dg [ A= g B G du(a)
k=0 o '\ m k }f‘)\

o)
En passant & 1'inf sur toutes les fonctions g, pour lesquellss (2)

a lieu, on obtient :

Jucea) < cte ful, .

x.v1,

2m
L’application u F— u(t), t > 0, définie pour u eSﬁ[ﬁ5+,x3, se

prolonge en une application linéaire continue de W dans [X,f]1

2m
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