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FORMULE DE REPRESENTATION DB'UN SEMI-GROUPE

Par J.L. DURRMEYER

Le théoréme de Hille-Yosida, comme on le sait, est une condition
nécessaire et suffisante pour qu'un opérateur A fermé, de domaine dense st
dont le résolvant existe pour la suite des nombres entiers, par exsmple,
soit le générateur infinitesimal d'un semi-groupe fortement continu.

Malheursusement, ce critere fait intervenir les puissances suc-
cessives des résolvants, ce gui parfois en limite son emploi. Il serait
donc intéressant d'obtenir un critére analogue s'exprimant uniquement en

fonction des résoivants, c'est ce probléme que nous allons tenter de

résoudre.



§ 1 -~ UNE FORMULE DE REPRESENTATION D'UN SEMI-GROUPE FORTEMENT CONTINU.

Proposition 1.1. Soit X un espace de Banach, t -+ h(t} une fonction a

valeur dans X et définie pour t>o. Supposons que cette fonction soit bornée

et fﬁrtement continue. Alors :
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uniformément en t sur tout compact de R .

Proposition 1.2. Soit X un sspacz de Banach, G(t) un semi-groupe fortement

continu défini sur X, gue l'on suppose borné. Désignons par A le générateur
infinitesimal du semi-groupe, alors pour tout xeX
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uniformément en t sur tout compact de R .

Remarque : Contrairement a la formule de "représentation exponentielle”
classique, cette relation ne fait pas intervenir les puissances successives

des résolvants du générateur infinitesimal A du semi-groupe G(t]).

Démonstration de la proposition 2.

Soit x quelcongque dans X et considérons 1'application h(t) : t — G{t)x,
Appliguons alars la proposition 1.1 que l'on admet pour 1’instant, il vient alors

n=K -(K+1Ju [1_e-u]n—K

n {oa]
G(t)x = lim } e Kt [1-e-t] (2)[n+1) [ G(u)x(zl e du

n=*° K=g Jo

fortement dans X et uniformément par rapport & t sur tout compact de é*.



Mais le résolvant [AI-A)-1 du générateur infinitesimal A est 1ié au semi-
groupe G(t) par la relation

(XI-A)-1X = Yb Gltlx e_xt dt , A>o

o
pour tout X €X.
D’autre part
n=K : .
o Kt[1-e t]n K _ z (n.K) (=13" K=J o t(n=3j)
jo 7

d'ol la proposition 2.

Démonstration de la propositicn 1.

Lemme 1.1, Soit t - X(t) une fonction définie sur [o0,1] & valeur dans un

espace de Banach,bornée sur 1'intervalle de définition et mesurable. Alors
en tout point t ot la fonction t + X(t] est continue, la relation suivante
est valable

n 1
X(t) = 1im J [Q)tK[‘I-t]n-K (n+1) J () X (u) e (1-1"Fgo
n>o K=o o]

fortement dans X.
De plus, si sur un intervalle I C:[b,1], la fonction t + X{t) est continue,
alors la convergence est uniforme par rapport & t sur I.
Pour la démonstration quelque peu technigque de ce lemme nous

renvoyons a [1].

La proposition 1.1 rdsulte alors du lemme 1.1. gue 1'on applique & la
fonction ® — h(-Log¥) , fonction qui
vérifie bien les hypothéses du lemme 1.1. Il suffit énsuite de poser

G- e-t pour obtenir la proposition 1.1,



Proposition 1.3. : La formule de représentation précédente peut encore

s'écrire
n n
Gle) = um ] et (e "N ) m - 5T
nso  K=g J=K J

fortement simplement dans X, et uniformément par rapport a8 t sur tout

compact de R+.

, ) _ _ K _ K=1
Démonstration. Posons Aun un+1 pn , A AfA }, alors
K ek n=K=-j -1 n=-K n., n=K -1
(e1) () ¢ ;) e 3 (n+1=3-A)7 = (=1) (n+1) (3 8" (ke 1=A)
Jj=o

D'autre part, d’aprés 1l'équation résolvante

1 1

atk=A)"1 = (k=AY T ti=a) Y = (k1A 1

T (k=77

et le résultat s’obtient par récurrence.



§ 2 - UNE CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE POUR QU'UN OPERATEUR FERME SOIT

LE GENERATEUR INFINITESIMAL D'UN SEMI-GROUPE FORTEMENT CONTINU.

Proposition 2.4. : Soit A un opérateur linéaire de X dans lui-m8me, X étant
un espace dewBanach. On supposs gue :?En opérateur fermé, dont le domaine
D(A) est dense dans X, de plus on suppose l'existence de résclvants de A
(k-l\l-1 pour tout k entier >o. Alors une condition nécessairs et suffisante

pour que A soit le générateur infinitesimal d'un semi-groupe G(t)} fortement

continu et borné par M est gue

n A =1
(2} sup | 1o(I-57) flam
o<K<n  j=K i
neN
Remargue.

1) Dans le cas des semi-groupes de contraction, on retrouve le critére
classiqgue

- 27 < 1

2) Le critére (2) peut encore s'écrire
n=K -
sup [(n+1) [ (") (-1)
o<K<n j=o J
neN

N taer-3-a) ") < m

Démonstration de la propcsition 2.1.

Condition nécessaire : 0Un a vu gue
n o0 e e
1= 207 = ) j creix e KIE (g7 Ky
j=K J 0
- co - - -
or eyt = [ IRt Ttk

lg
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d’ou

n -
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qzﬁ:n j=K ﬁ_o
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Condition suffisante : Supposons denc gue

n
sup | 1= <
o<k<n j=K
neN
m m
Posons G (t) = J (7)) et (1= 1™ 1 (1- 27 et sup |6 (6)]| < m
m & K . J+1 m L
K=0 j=K t>o0

alors Gm(tle QZ(X,XJ.

Lemme 2,1. : Pour tout xeX

t
G (t)x=G {tix = S -ii\G (t=u) G_(u)lx)du + Et (x)
m n o du ' n m m,en

ol pour tout x, #im ”e;,n{x]u =0
>0

uniformément en t sur tout compact de R.

Démonstration. On a

t
d N
S -EG[Gm(u) Gn(t-ulx)du = Gm(t] Gn[o)x - G (o] Gn(t)x.

Montrons que pour tout xe&X et uniformément en t sur tout compact de R

o, or

mlg@ “Gm(tJGn(o)x-Gm(o]Gn(t)x-Gm(t]x+ G (£)x]|| =

Gn(o] = (I--%)-1. Soit alors x € D(A)

(1= 257 ex = nen-m)™? -85 = ()™ Ax = - BT ax - 200
n N n n n



donc puisgue D(A) est dense dans X, pour tout xeX 1lim (I-'%]-1x = X,
n-»0
d’od le résultat puisque [[G_(t)x| < M [x].
Lemme 2.2. Si xe€D(A) alors
d _ L A =1 t
Py Gm[t)x = Gm—’l (t) (I m+1] Ax + N X
+
ol pour tout x<D(A) 1lim ﬂn;x" = o uniformément sur tout compact de R .
m—ree
Démonstration :
n n
d n, =Kt -t,n-K A -1
= (] (e "(1-e ) n o (I- ) x) =
dt Kep K =K J+1
n=1 n
} e (K+1Jt (1-e t]n (K+1) [—(K21)K+1 no(I- .f1]_1x +
K=o 3=K+1 J
n 47 n=1 e R _ n _
() n=K 1 (I~ <2 1x_l = 7 (It gty 0ty g AT
. j+1 L K . j+1
J=K K=o j=K

=

expression que nous allons comparer a
n

n=1 a_ _ !
B-[KJt [1"8 t)n 1=K (nK'l) i [I'

K=0 j=K

par différence, il vient

n=1 n

I e ™5™ ™ 1o g- AT [” e t-1] Ax
- Koo

K=o j=K
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<M Z e Kt {1-e t]n 1=K [nK1)
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n
puisque || T (I- 361) 1|Lj M par hypoth&se, soit encore aprés changement de

J=K
variable l'expression

n=1 e _ _
I & v-a" T (" R - 1], s e [ei]  ocect
K=o

puisque qﬁtﬁto, mais d'aprés 1'inégalité de 3chwarz
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en développant le carré, on obtient une somme de trois termes 8qs Sp1 Sy
dont le premisr s, est égal &
1 n=1 2 2
z SK [1_6]n-K-1 (nE1] n 4§ ,
K=0 (K+1)
Considérons alors la suite de fonctions fn(dl = G—lT)Z Ger[e,{] le polynBme
§
de Bernsteln d’ordre n-1 associé a3 n
f ,(8) est égal a
n=1 n=1 ,1 n=-1 2
-l - - - - - -
DR T 3 LA il N S S i SO TS L N Ll B L5
K k 1 K k+1
K=o * — K=o
n-=1 n=1

En reproduisant la démonstration du théoréme d’spproximation de Bernstein

Eﬂ » On démontre que

n=1
K n=K n=1:1 n=1.2
26(15] [K](-m]
K=o
converge uniformément sur [?,1] vers 17 , donc s1 converge vers 1,
§
On montre par le méme procédé gue s, converge vers 2, et enfin 53=1, d'od

le résultat,

Lemme 2.3, La suite [Gm(t)X]m est pour tout xe X une suite de Cauchy

eN

dans X, uniformément en t sur tout compact de R+.

Démonstration : Soit xeD(A2]

De ce qui précede résulte que

t J4
A =1
- F-Rr - T
Gm(t)x Gn[t)x IO G (u) Gn_1(t ul (I n+1) Ax du +
o B (tmuix (= ! gy v e
o me1 Y n uox m+1 x ad m.n %
et 1'on sait gue pour tout x £ X , 1im Heé nx” = o uniformément en t sur
'n ]
-0

tout compact de R+. n



On peut encore écrire l'expression précédente ainsi

t o A= A =1 A
G (t)x=G_(t)x = fo G, (WG, (t=u) [(I- =77) 7 = (I- =) )= (I —=) Ax du +

t .
jo (8, (W-B(W) & (t-u) (I- 2207 Ax du +

t
A =1 t
Jo Gm[t u) [Gn_1[uJ Gn(u] (1 n+1) Ax du + X"

‘Montrons que pour tout xe D{A)

A ]-1

t

lim f (G (ul-G_ (W) G_(t-u) (I- ‘ Ax du = o

s o m=1 m n m+1
uniformément en t sur tout compact de R*, et que de méme

t

lim ] (6 _, (w=6_(w)) & (t-u) (I- 37" Ax du = o

nHe 4g
uniformément en t sur tout compact de R+.
11 suffit alors de montrer gue pour tout x

lim ”(Gm_1[u)-Gm(uJ)xH = o presque partout en u,
meree
Or
m—1 m=1
- -Ku ,_ ~u,m=K=1 m=1 LA -1
G, _4(ulx = G_(u)x 1 e (1-e ) Cg ) T I- 537 %
= J=K
m m=1
-3 @ e ™™ -
K=o J=K
m m=1 .

m, _=Ku ~u,m=K A -1 T A -1

+ KZO [K] e (1=-e 7} (I-(1- —m] ] JZ (I- m] X]

et la troisiéme composante de la somme précédente converge vers zérc lorsque

m tend vers 1'infini puisque 1lim [I~-aé7)-1x = X
Mo

Pour les deux premiéres composantes, on cbtient aisément la

majoration (aprés changement de variable e Y=t}

m=1
m=1, K . _ ym=K |, _ (1-t)m
I gt t-t) |1 ——

K=o
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quantité gue l'on traite selon la méthode exposée précédemment (on introduit

ici la suite de fonction £ =

1], finalement
-t

t
- _ At o AT t
G, (t)1x-G_(t)x = fo G, (WG_(t-u) (1~ —) (1- =570 Ax v e

ou pour tout xe:D[AZJ » lim Hei nxﬂ = o uniformément en t sur tout compact
m ?

de R*. n+w

A =1 N R DU T 2
n+1) Ax (1 m+1] Ax (O(n] D[m]]A x puisque x=D(A7).

Enfin (I-
Donc puisque D[Az) est dense dans X (car D(A) 1l'est), la suite

[Gm[tJX]mf— est bien une suite de Cauchy dans X uniformément en t sur tout
<

N
compact de R' (sup ”Gm[t]H_: M),

t<o

Lemme 2.4. : La suite d’opérateur [Gm(t]]m converge dans <&(X,X) muni de

€N
convergence simple forte vers un opérateur G(tle L(x,x), la convergence

+
2tant uniforme par rapport @ t sur tout compact de R .

Démonstration : Il s’'agit d'une conséquence immédiate du lemme 2.3. et du

théoréme de Banach=Steinhauss.

entier
Lemme 2.5. : Pour tout xeX et pour tout ©>o0, 1l'opérateur G(t) vérifie la

relation

e p

- 4- -
{ sltix e O gy - der-ay k.
8]

Démonstration : On a pour tout xeX

lim er[t)x e‘““t.dt:j sltix e, o
mr>e 0 o}



- 11 -

or
00 n
[m 6 (61 L2 DL AR LI I G et )
o o} K=o
n 1 n o - n -
(- 557 at - f AR CED U U I S SRS
1=K o K=o " j=K

e désigne un entier positif guelcongue.

De plus la démonstration du lemme 1.2 (non exposée) permet d'affirmer que
n

TN - _ _
lim j R S CE P () 1 - 3é71 Ty at =
n>® 4o K=9 J=K
n 5N
un )= & 1 a- o
n> K=g j=K
n n=K
A i -
or T (I- 55 =t ) (7 =™ (nmger-ar
j:K J=0 )
donc
n n n n=K
D mr &% 1 a1 T B O e
K=o j=K K=o j=o
- n n=j _ o _
t-3+1-A) " 'x = LT &% M (") =" (e
- = n K J
j=o K=o
{cf proposition 1.3.].
Posons m=n-j, la sommation s'écrit alors
n - m - _ n _
Fome-a s Y & M =™ - T A" fo) (M (me1-a)
n K m
m=0 K=g m=0
ou x— flx) = xz
bF0) = #61) = £(0) , A"¢(0) = A08™" #(0))

et 11 est bien connu gue si fe:cp(-B,B) alors il existe

£ & (-,8) tel que 8¢(0) = £ (&) , ok
(K) n
et f désignant la dérivée d'ordre K de f.
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En conclusion 1l vient

- £ -
1im [w 6 (t)x e C Dt | in ¥ s () (ke1-m) 7 x
m¥ ‘g m>e K=o

gt un calcul sans difficulté montre que
£ 1 1

lim } ¢ (0) tE) (K#1=A) 'x = (R+1-A)" 'x
n* K=o

Lemme 2.6. : L'opérateur G(t) défini précédemment, au lemme 2.4, est le semi-

groupe fortement continu et borné admettant A comme générateur infinitesimal.

Démonstration : L'application t + G(t)lx est pour tout x de X fortement

continue puisque Gn(t]x converge uniformément par rapport a t, sur tout

compact de R+, vers G(tlx. D’autre part Glo)lx = x puisque 1lim Gn[o)x = X
>

Montrons alors gue pour presque tout t,t'>o et pour tout xeX
G(t+t')x = G(t) o G(t')x (cela suffit puisgue l'application t— G(tlx est

continue). Ceci résulte de ce que pour tout x'e X', dual de X, on a

® - - 1
jw f <x',6(t)Gle'Ix> e Kt e K'o dt de =
o‘o

® {m . R -Kt -K'o . .
] <x!',G(t+a’ x> e e dt do pour tout K, K' entier >o.
G ‘0

En effet, d'aprés 1’éguation résolvante

(KI-A) T = (K'T-A)"Tx = (K'=K) (KI-A)"" (k*T-A)"Tx
et ainsi
_,_"‘1 l_-1 0 - 0
<X’ ,= S kf;EK Al x, . <X'fE;:R (} Glulx e KUdu-} Glolx e do>
o 0



ce qui permet d’écrire :

OO0 Q0 - - ’ a0 - '
j f <x',G(t) G(t')lx> e Kt e K'o dt do = J e K'o <x',Glolx> do
o ‘o o

g _ ' &3
f om (KEeKIE) o f
0O o

- - L
fw e tht jw e KusK't <x',Glulx> du
[} t _

o
- ’ -l !
e Ktk tdt j e K'o <x',Glolx> do =
t

[« ]
- -k !
fm e Kt dt [ e K'o <x',G({t+ol)x> do
0 s}
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