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ETUDE DE LA REGULARITE DE CERTAINS PROBLEMES ELLIPTIQUES DEGENERES

DANS DES OUVERTS NON REGULIERS, PAR LA METHODE DE REFLEXION

par P. BOLLEY et J. CAMUS

INTRODUCTION.

L'objet essenticl de ce travail est 1'application de la méthode
de réflexion pour 1'étude d’un "probléme avec coin” du type suivant : pro-
bléme de Dirichlet associé & un opérateur clliptique dégénéré d'ordre 2.
Cette méthode permet aussi de retrouver les résultats de régularite
du probleme de Dirichlet associé & l'opérateur A dans un cube de Rn, pour n

appartenant & N, donnés dans [4].



1. Un opérateur de prolongement.

{(x,yleiRz, x <0, y>0}

Soient Ql =
Q. = {( 2
2' Xny)E’R:X>D:y>D}
R% = {[x,yJGIRz. y > 0}.

+

Pour une fonction u définie sur Ql’ on désigne par Pu la fonction

définie sur[Rf par :

ulx,y) six<0O

Pulx,y)

-u{~x,y) si x > 0.

i

Pulx,y)

L'opérateur P posséde les propriétés sulvantes :

(Proposition 1.1. Pour toute fonction u de Hltﬂll telle que u(0,.) =0

(dans Hl/2(0.+w)], alors Pu appartient a HIGREJ et

oPu _ 9du :
T {x,y) = i {x,y) si x <0
9Py au

3 x (x,vy) * 3% {~x,y) si x>0

U sy
—-—g (x,y) P gg (x,y)

Soit cp appartenant a eh(Rf).

C-a-—a—g‘—'l-’ (_?> = - <Pu‘ %ﬁ- >
X g RIXDERD * ' ®Ix DR

= - f u[x,y)%—gg (x,y) dx dy + [  ul-x,y) §:% (x,y) dx dy.
Q Q
2

x

9
Or u et 3% appartiennent a L2[-®.O 3 L2[0,+w]). on peut donc faire
une intégration par perties par rapport & x dans chaque intégrale et comme

u(0,.) est nul on en déduit gue :



9Pu du du
e, > = f — (x,y) @x,y) dx dy + f ~— [-x,y) plx,y) dx dy.
X RRDARY @, O a, °%

1 2

Enfin la dérivation en y est immédiate.

?roposition 1.2. Pour toutc fonction u de Hl(Qll telle que
1/

(1) u(0,.) =0  (dans HY?(0, +=))

- N m2y 2
(i1) Vepe DRI, Qui € HI@),

1
on a .
2 2
0 P; {x,y) =P _3__92_ {x,y)
9 X 9X
2 2
) 3
PY tsuy) = P 2Y (x,y).
2 2
3y 3y

La vérification sc fait comme précédemment.
2, Le probléme.
. 2
Soit w = {{x,y)eR", |x| < 1, |y| < 1}
Dn désigne par V 1l'espace :

{u e W), \/l—y2 D% u e L2[w], 0 < | < 1}

. 9 % st %2 5

o0 0" =D " D°=————— npour a = (a., a,) appartenant a8 N~ et

X oy o o 1 2

ax 1 3y 2

lal =0y + 0.

V est un espace de Hilbert pour la norme : 1

[ 2 o (12 2
u—> [ul], = C 2 [V1-y® 0% ol 7.
0<fal<1 L% (w)
Pour m appartenant & [N, on désigne par H™ (-1,1) 1'espace .:

1-y
{u e®(-1,1), Vi~y° DS uel?(-1,1), 0 <p <m} .



C'est un espace de Hilbert pour la norme :

o

u— []ul] T [ T |

H" (-1,1)  O<p<m L%(-1,1)
how =
1-y

On a le résultat suivant :

'Proposition 2.1. (i) (W) est dense dans V.

(ii) 1’application u —> (u(-1,.), u(l,.)) définie sur
D (w) se prolonge par continuité en unc application linéaire continue de V

1
dans Z x Z ot Z = [H (-1,1), H° (-1,1)], . Cette application est sur-
v’l-y2 v’l-y2 3

2

Pective et admet un relévement linéaire continu.

Pour la définition de Z on renvoie a Eﬂ.

La densité de D(w) dans V se démontre de la fagon suivante : avec
une partition de 1'unité convenable on isole chaque coin (e,e') avec
€ = ~1,1 et ¢' = -1,1, de 1l'ouvert w et ensuite & 1'aide d'un prolongement

de Babitch [6], on se raméne & 1'espace

‘zﬂR = {u egb'(aRE], /37 n® ueLzﬁRz), 0 < Ial < 1}

mﬂhﬂ‘d

muni de la norme

2
u— []ul] = = 1y 07 ul] )
1 2(rR2] 0<|al<1 LzﬂRfl

2

*26r%).

+

Dans [Z], on démontre gue ﬁ)ﬁﬁf] est dense dans W

[

N

Remargue 2.1. On peut montrer en résultat de densité plus précis que celui

gue 1l'on vient de voir : si 1'on désigne par D *(w) 1'espace des fonctions de

D (w) nulles dans un voisinage de vy = 1 et de y = -1, cet cspace est dense



dans V. Pour cela on utilise la technique prédédente et le fait que, d'apres

2 1,22
[3]. D (R]) est dense dens .wl R7J.

2
Proposition 2.2. V est inclus dans L2[w] avec injection continue.

Soit u dans V nulle au voisinage de y = ~1 (ce qu'on peut toujours
supposer en introduisant sur w une partition de 1’unité convenablel. Pour

presque tout x appartenant é_]-l,l['on a:
y du
ulx,y) = [7 52 Guy) dy.
-1
L'inégalité de Hardy Dﬂ montre que :
1

7 3u
|lu]] <t |-y Y < cllull,, -
L2(w) 3y Lz(w] v

[o]
On désigne par V 1'adhérence de £(w) dans V. On peut caractériser

o
V per :

< O

‘| Proposition 2.3. colncide avec 1'ensemble des éléments de V tels que

"

| ul-1,.) = u(l,.} = 0 (dans Z).

Toute fonction u de C vérifie u(-1,.) = u(l,.) = O.

Inversement soit una fonction u de V telle que u(-1,.) = uf(l,.) = O.
D'apreés la remarque 2.1, il existe une sulte de fonctions Wn de ¥ (w) qui

approchent u dans V. Soit la sultc de fonctions (Pn paires sur ]-1,1[:défi—

nies par :

L]

¢ (x) = 1pour 0 <x<1 --%

!

A
X
A
ot
i

|

-nx pour 1 - 2
pou o

0 pour 1 —~%_§ X <1.



On vérifie que la suite de fonctions ¢n définies par

-

¢n(x.y] = CPn[x) Wn[x,yl et qui sont continues et & support compact dans w,

convergent vers u dans V. Il suffit ensuite de régulariser ces fonctions.

] (o]
Le dual V' de V est un espace de distributions sur w et

: o 2 o]
Ve LWl < V',
les injections étant continues.

On considére la forme intégro-différentielle définile sur V par :

alu,v) = z f [1-y2] 0% u0* v dx dy.
o<laj<i w

Cette forme est V-coercive. Le lemme de Lax Milgram montre alors
(] -]
que : pour tout f dans V', il existe u unique dens V tel gue pour tout v

=]
dans V, on a alu,v) = <f,v>, o . L'interprétation de ce probléme condult
V?xy

au probléme aux limites suivant : pour tout f dans C’. il existe u unique
dans G tel que

Au = f dans C'

u(-1,.) = u(l,.} =0

ol A est 1'opérateur différenticl associé a a i.e.

a- 5 el g%,
0<|a]<1

3. Un thécreme de régularité,

Pour m appartenant & N, on désigne par o 2(w] 1'espace
2 a 2 1=y
{uedym), (1-y“) 0% vel’w), o < |a]l < ml.

C’est un espace de Hilbert pour la norme :

]

u— el =0 lavA et all?, 7.
HY otw)  0<la]<m L (w)
1-y



Pour m appartenant a8 N, on désigne par o 2(-1,11 1'espace
1-y
' 2, P 2
{fu e D' (-1,1), (1-y") by uet (-1,1), 0 < p <m}.

C'est un espace de Hilbert pour la norme

1
u— |l -z Jlavh P l?, o 07
H' L (-1,1) 0<p<m Y Lt-Lb
1-y

Pour m et k appartenant 2N, avec m < k, on désigne par Xm K

1'espace :
= Mk - ° -
X K = [Hl- ,(-1,1), " LLL L
Y Y 2K

Pour la définition de ces espaces on renvoie & Eﬂ.

On désigne enfin par B 1'opérateur différentiel défini sur ®'(-1,1)
par :

ge®'(-1,1) , Bg = - —— D ((1-y°) D_g) + g.
2 7y y

1-y

On a le théoréme de régularité suivant :

(Théoreme 3.1. Pour tout k appartenant a N, 1'opérateur A est un isomorphisme

k+2 ° . . . k+2 .
de H 2 {w) NV, muni de la norme induite par celle de H 2(w] sur 1l'espace
1-y ' 1~y
YK(W} défini par :
pour k = 0, YK[w] = Lz(w].
m-1 2m-2-2h
K _ k h,_ 1 J
pour k > L Y (w) = {feH (W)}, I B 5 Sm=oony (EYNEX, Lo 3
h=0 i-y ax

€ ==1,1 35 m=1,2...,p 51 k = 2p ou si k = 2p-1},

et muni de la norme canonique.

\



N 2
lére étape. On démontre que si u appartient a Hk+ 2(w]. alors Au appar-
1-y
tient & YK[wJ, pour k apparterant & M.

. 2
On montre d'abord que si u appartient & Hk+ 2(w], alors Au appar-

1-y
tient a HK[w]. Avec une partition de 1'unité convenable, on isole chaque coin

(e,e') avec € = =1,1 et €’ = =-1,1, de 1'ouvert w et & 1'aide d'un prolongement

~

de Babitch, on se raméne 3 1'espace :

W2 ARE) - u e R, y 0 uel’®%), 0 < Jof < ke2l.
: 5 k2,2 m?
Dans [2] on montre gue si u appartient a wl ’ ER+], alors ulresp. yu) appar-
X . k 1.2 k 2. .2 £ . .
tient & UR ) (resp. H UR }JJ. On en déduit facilement que si u appartient
. o k+2 . N
aH 2[wJ, alors Au appartient a H (w).
1-y
On examine ensuite les conditions aux limites pour k > 1. On appli-
, " )
que 1'operateur-—7; a la relation Au = f puis 1l'opération trace sur les
9x

berds x = 1 et x = -1 de w et comme on peut permuter cette opération trace

et la dérivation en y, on obtient que :

pour m = 0,1,..,k-1,
m+2 m
B
TSNS B L AR B (e,y).
2 2 m
3 x 1-y~ 9x ax"

Par récurrence, on établit que pour m = 1,2,..,p si k = 2p~1 ou

si k= 2pet pour € = -1,1.
~2m 2m=2 2m-4

97 u 1 9 f 1 9 f '
(3:1] [E:y] Y [E:y] + B[-—_—‘_———.— [ely]] + see *

ax2m l-yz szm 2 l-yz 8x2m 4

e 8" (- s £ ey
1-y
(avec la convention suivante : B° g = g et pour m = 1, la relation (3.1)
2

s'éerit -é—% (e,y) = - ~—l— fle,y)l.

X 1~ y



Or si u appartient a HK+22(W], alors (ll@ L2(-1,1 ; Hk*zz(-l,ll)
1-y - 1l-y

ak+2u >
SE—— Rl . o -
[ k+2€L (-1,1 ; H 2( 1,1))

Ix l=y
donc pour m = 0,1,...,ktl et € = -1,1 on a :
m
3 u
ﬁ (e,yle Xm’k+2 .
X

Ainsi les reletions (3.1) ou bien un sens et la fonction f (=Au)
vérifie les conditions aux limites de 1'espace Yk[w].
2eme étape. On démontre maintenant que pour tout f appartenant a Yk(w]
la solution u du probléme

o

uev
[Au = f dans w

appartient 3 Hk+2 (w).

L'idé;yde la démonstration est la suivante : en adaptant 1'opérateur
P introduit précédemment, on se raméne au probléme de M.M. BAOUENDI et
GOULAQUIC traité dens [I]. Utilisant les notations de [i], on montre grace
a [i], gue l'espace

ofea) = fwe ), @u e K a0
coincide avec 1'espace :

H'f_‘:z(m = {lue® (), ¢D

*uel?@), 0 < |a| < ke2}.

Il est bien évident que les seuls ennuis de régularité proviennent
des coins de w. On localisera par la suite au voisinage d'un coin, par exem-
ple C = (+1,-1), de telle facon que le support des nouvelles fonctions soit

contenu dans {[x,y)E:RZ. x > 0}. On introduit alors un ouvert Q borné de{RZ.
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dont le bord 99 est de classe Cw, et prolongeant l'ouvert w de la fagon

suivante :

v

(TITT
N

=1 c

Soit ¢ une fonction de classe Cm sur(R2 telle que

/

Q

{[x.yleiRz, @ix,y) > 0},

32 = {(x,yleR%, @lx,y) = O}.

de (x,y) #¥ 0 pour (x,yle 3% (o0 d est la différentielle de <)

@x,y) = l-y2 dans w.
\

Le cas ol k = 0 se traite & part, puisqu'il n'y a pas de conditions
aux limites dans Y°(w). Aprés localisation du probléme au voisinage de D, on
étudie la solution u du probléme :

[+
( uev

‘ Au = f dans w, fe L2 (w)

supp u € {(x,y)ew, 0 < x < 1},

~

On adapte 1'opérateur de prclongament introduit précédemment, au

cas présent, on pose :

Pulx,y) = ulx,y) si x < 1.

Pulx,y) -ul{2-x,y) si x > 1.
On définit par V(Q) 1'’espace :

tue D, % o* uel?, 0 < |of <1l
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La proposition 1.1 montre que Pu appartient & V(Q) et la proposition
1.2 montre que :
Alx,y;D) Pu = P(Au) et donc appartient a LZ(Q), ol

Alx,y;0) = I - lel e (p DM
Qﬁla[ﬁl

Or d'apres Eﬂ, cet opérateur est un isomorphisme de Dk[Q) sur
HK[Q] pour k dans N. Donc ici, Pu appartient a H?[Q) et par restriction a w,

u appartient & H2 2(w).

l-y
Pour k > 1, la démonstration se fait par récurrence, en distinguant

les cas ou k est pair et impair.

k =1.
Soit f appartenant a Hl[w] tel que -'—l—f fle,y) appartienne & X2 3
1-y ’
Seit W appartenant a H3 2(w) tel que
1-y
Wle,y) = O
2
é—% (e,y) = --——15 fle,y).
Ix 1~y

La fonction B = u - W vérifie :
[o]
BV
1
AB = f - AWelH (w)
AB (E:y) = 0,

On va montrer que B appartient a H3 2(w] et par différence, on en
1-y
déduira que u appartient a H3 2[w]. On utilise la méthode emplayée pour
1~y
k = 0. Aprés localisation au voisinage de C, on étudie la solution 8 du pro-

bleme :
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(Be v

AB € HE (w)

AB (1,y) =0

| supp pc{lx,ylew, x > 0},

A 1'aids de 1'opérateur de prolongement P, on se raméne au probleme

[P66V[Q)
LACx,y:D) P8 = P(AB) e H(R).

D'aprés [i], P8 appartient a H:,(Q) et par restriction & w, B appartient a

H3 2[w).
1~y
k= 2.
]
Soit f appartenant a H2(w) tel que --—~;§ fle,y) appartient & X2 4
1-y '
Soit W appartenant & H4 2(w] tel que :
1-y
Wle,y) = 0O
2
3\
2 teay) = - = fleuy).
L ox 1-y
La fonction B = u - W vérifie
(<]
Bev

AB = £ - AWeHZ W)
AB (e,y) = 0.

On termine comme précédemment.

k > 2.

Ecrivant k sous la forme 2h+1l ou 2h+2 suivant la parité de k, avec

h > 1, on fait la démonstration par récurrence sur h. On vient de vérifier la
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propriété pour h = 0. L'hypoth&se de récurrence est la suivante : pour tout

Y2£+1

£ appartenant a, 0 < £ < h-1, pour tout f appartenant & (w)

(resp. Y2£+2[w]]. la solution u du probléme

(-]

ueyv
{Au f dans w
appartient a H2£+3(w) {(resp. H22+4[w]).
2 2
‘ l-y l1-y

On fait la démonstration maintenant pour k = 2h+l. Soit.donc f ap~-

s y2h+l ' , .
partenant a Y {w). Puisque X2m,2h+3 est inclus dans XZm,2h+2' 1'hypothese
de récurrence appliquée avec £ = h-1 et avec 1'espace YZh(w]. montre que u

2
) 5
appartient a H2h+§(w)- I1 reste a vérifier que ——% appartient & H2h+;(w].
1-y Ix 1-y
Soit W appartenant a H2h+;(w] tel que
1-y
W[Q.y] =0
2m m~1 2m=-2~-2p
L)
2 Zx (e,y) = L BP(~ 12 T (e,y)}) pour m = 1,2,..,h+l
ax p=0 1=y~ 9ox P
e = ~-1,1
2 2
La fonction B8 = Au_2¥ vérifie
2 2
BX X
]
B €V
2 2
] -
g =2f o p EYenl,
2 2
X 3x
2%¢ 32, o
On examine le deuxiéme membre F = 5~ A( 2]. Soit m appartenant
X 9x

a{1,2,...,h} . On a :

a2m-2—2pF 1 82m—2pf a2m--2p-2 a2m--2pw

(e,y) - {e,y) + B (ngﬁ:Ea(e'y)]

1
2m=2p ax2m-2p-2

- [g’y) z -
l-y2 szm 2=2p 1-y2 Ix




m14u

d'ol
m=1 2m=~2-2p
O e e s S TR
p=0 1-y° 3x P
L'hypothése de récurrence appliquée avec £ = h-1 et avec l'espace
- . ,2h+
Y2h 1 montre alors que B appartiznt a H2h+é(w). Comme W appartient a8 H h g(w].
2 1-y 1-y
< nps P 37y , . ,2h+]
par différence on en déduit que —5 appartient a H 2[w]i
3 x l'rry
Pour montrer que u appartient a H2h+;[w], il suffit de vérifier que
. 1-y
2h+3
( 2, 9 u 2
(1-y7) ~S5he3 € L7 (w)
ay
2h+3
2. 39 u 2
(1-y7) Sty € L7 (w].
L 3y X
. . . 3 2, 3du . .
De 1'équation Au = f on déduit que-gy {(1-y7) 5;] appartient &
H2h+1(wl {car u appartient a H2h+§(w] gui est inclus dans H2h+1(w].] et donc
1~y
que
2h+2
3 2, du . 2
;—55?5 {(1~-y7) 3;] appartient a L™ (w).
y
Or :
2h+2 2h+3 2h+2 2h+1
3 2, %u, . 2.3 u _ 3 u 3 u
(3.2) TV ({1~-y7) By) = (i-y") ~Shea 2(2h+2)y 5re K Shel
ay y oy dy
S N NP Rt Sl TR N Sl TINRU b
2h+1 By y S 2h+2 Y I o2he3 Y 2heZ
(1-y) Y y y
a2h+1 2
Comme  ~——m—obt appartient &8 L (W) on en déduit que :
8.2h+l
y
Z2h+2  _2h+2
1 3 3 u 2
(3.3) 2 hel 3y ((1=-y7) 3y2h+2]€ L™ (w).

(i-y™)
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Par suite pour presque tout x appartenant & ]—1,1['on a:

4 Z2h+2 2h+2
1 2, 3 u 2
[& > ——-;—§F:T ((1-y73 ;_EF:EJ] ¢ L7(-1,1)
(1-y™) y
2h+2 ,2h+2
1 9 2 u 2
Ly “SR Ty ((1-y°) 8 S5l € LO-1,10,

L (1-y ) y

: _ 2h+2 a2h+2
La trace de (1-y~) NS (x,.) est donc nulle sur les bords
oy
y = 1lety=-1et on peut alors écrire pour presque tout x appartenant a
1-1,1[:
2h+2 2h+2 2h+2 2h+2
.2 3 u _ [y 3 _2 3 u
Q%) g boy) - " 55 =y 5 (oy)) dy
. dy - -] gy
2h+2 2h+2 .2h+2
) u - 1 y _9 _.2 u
;;75;;5 {x,y} = —53 f 5y ((1-y7) Y5 (x,yJ} ay.

y (1-y?) - o

On suppose que 1’on a localisé u au voisinage, par exemple, du bord

y = =1. L'inégalité de Hardy [5] permat d'éerire que :

2h+2 2h+2 ,2h+2

+1 |9 u 2 +1 1 3 2 u 12
(x,y)|" dv <K f ——ee | —— ((1=y") —_——(x,y I s
SR L =L Lz |y | 2y 2N +2

En intégrant ensuite par rapport & x, la relation (3.3) montre quc :

2h+2
9 u 2
~hrg €L W

dy
Par différence la relation (3.2) montre que :

2 a2h+3

(1-y7) 2

4]
R €L
3y

{w).
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=

I1 reste & vérifier qgue :

2h+3

.2 ] u 2
(1-y™) 7z €L (w).
y© o T
Du fait que 3% [l~y2) %50 appartient & H2h+1(w] on déduit que
z2h+1 2
) 2, 9°u \ ., 2
; TS ({(1-y™) axay) appartient & L™ (w).
y
Or
2h+1 2 2h+3 z2h+2 2h+1
3 2, 9y 2 3 u u ) u
e ((1-y“) =) = (1-y°) ———=—= - 2(2h+1) y + K ,
ay2h+1 Ixoy axay2h+2 ay?.h+1ax ay2hax
2h+1 .2h+2 2h+3 2h+2
1 3 2 ) u 2, 9 u d
(3.4) ——~ — ({1-y") —_—]) = (1Y) s =2(2h+1)y ———
, 2h 3y 2y 2" Loy ooy 21+ ay 2oy
(1-y7)
32h+1u 5
Comme 5 appartient a L"(w) on déduit gue
3y X
2h+]l ,2h+2
1 9 2 ) u . . L 2
____7;75;' 5y ((1-y7) A 2h+lax] appartient a L™ (w).
{1-y*) y
On termine comme précédemment : 1'inégalité e Hardy permet de
a2h+2 2
montrer gque NS appartient &8 L (w) et on en déduit d'aprés que (3.4)
3y Ix
2h+3
3
que [1—y2]-——§E:%—— appartient a Lz(w].
ay ax

On a donc la régularité pour k = 2h+l., Pour k = 2h+2, la démons=-

tration est du méme type.
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