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CERTAINS RESULTATS DE REGULARITE DES PROBLEMES ELLIPTIQUES

VARIATIONNELS DfORDRE 2m DANS DES OUVERTS DEIR2 A POINTS ANGULEUX

P. BOLLEY ot J. CAMUS. Faculté des Sciences de Rennes.

INTRODUCTION.

On considére la classe des opérateurs elliptiques variationnels
d’ordre 2m, me N , m>1, dans un ouvert de&R2 barné et dont la frontiére
présente un point anguleux. On obtient certains résultats de régularité en
adaptant la méthode classique des quotients différentisls [3] : on remplace
le groupe des translations par un groupe d'homothéties.

Quelques=uns de ces résultats sont donnés dans [2] , et sont

obtenus par une méthode différente.



4 = NOTATIONS.

Soit @ un ouvert borné derRz, dont la frontiére T est une courbe
s@mple de classe C* sauf en un point P, en lequel les demi tangentes font
un éngle e; 0<0 <27 , OFn. Dn‘suppose de plus que chacun des arcs aboutis-
sant au point P est de classe c” Jusqu’en ce point,

Le point générique de Q sera noté (x,yl.

Pour tout multientier a = (a ,a2] appartenant éYNZ, on note

1
o o a1+a
0*=p0'p%-2— ot |of = a-+a.
X Y o a, 1 72
ax ay

Pour la définition des espaces H® () pour s réel et des espaces
HE(Q] pour s réel positif, on renvoie a [3].
.Soit m appartenant aW , m>1.
On considére la forme intégro-difféfentielle a définie sur Hg(Q)
par : pour u et v appartenant & HS(Q] :
alu,v) = z j a B(x,y] Dau(x,y] st(x,y] dx dy
lal<m ‘o @
[Bf<m

On suppose que les coefficients aa appartiennent a D) et quz

8

1'on a la condition de coercivité :
J a>0, tel que Y u € Hm(QJ , Re alu,u) > a uuﬂz
0 - m
HOIQ]

Le lemme de Lax Milgram montre alors que :
pour tout f dans H™(Q), il existe u unique dans HE(Q] tel gue

vvedl@) , aluvi=<f, % _ o
H Q) x HO(Q)



2 = UN THEDREME DE REGULARITE.

Soit A 1'opérateur d . fférentiel associé a la forme a :

A = L -0l8l 08 a o
aB

laf.|8] =m

Pour k entier, k>=m, on définit les espaces suivants

, . .
x“™hgy = el , Pued™) , 320,1,2,. 0L mek)

muni de la norme :
K . 1/2

2
u— Jul SR RN Ea N B
NG 1) T = H™ ()

Yo = (fe H ), Hre H™ ), 350,71, 0o, Mk

muni de la norme
mr+k . 1/2

2
£ || £l = (] | L. )
Y1 30 W ()

ol r = rix,y) désigne la distance du point (x,y) au point anguleux P de la
frontiére.

On a le résultat de régularité suivant :

Théoréme 2.1. : Pour tout entier k , k>-m, A est un isomorphisme de X2m+k(ﬂl

sur Yk(Q).

En tout point de Q, distinct de P, on a la régularité classique
[3]. Pour étudier la régularité au voisinage de P, gréce aux hypoth&ses
faites sur la frontigre T en ce point, on se raméne au cas ol P est l'origine
0 des axes de cocordonnées et ol la frontiére, au voisinage de ce point,
coincide avec ces axes ; l'angle est alors ramené é-g ou %;. On suppose donc
maintenant que 1’ouvert @ vérifie les conditions précédentes.

Avant de démontrer ce thécréme de régularité donnons quelques

lemmes techniques utiles dans la suite.



3 - QUELQUES LEMMES.

On ddésigne per w 1'un juelcongue des deux ouverts

{tx,y) € R , x>0 , y>o}

R%-5

)

“q

©y

1!
On donne tout d’abord une variante du lemme 12.3 de Eﬂ i on

adapte ce lemme donné dans l'ouvertfRE = {(x,y) G‘Rz , y>o0}l, a l'ouvert w.

Lemme 3.1, :

m
L.'espaca K1‘m[m] = {ueLZEw] s g—;’ < Lz(w] ’ 3_;‘.‘(_:;4 m+1(wl}

coIncide avec 1'espace H1(w].

Siw = wys ON considére le prolongement P défini par :

pour une fonction u définie sur w Pu est la fonction définie surVRf de la

1!

fagon suivante :

Pulx,y) = ulx,y) si x>o
m+1

Pulx,y) = } A
j=1 3

ul=3ix,y) si x<o

ou les coefficients'k1,...,k sont déterminés par les conditions

m+1
m+1 k=1

) Ay (=3) =1 K =-1,0,1,000,m1
3=1

(ce systéme admet une solution unigue, le déterminant &tant un déterminant

de Vandermonde).

1,m

Soit uek (w1) alors Pue K1’m[(R3) ol

m
1,mp 2y _ 2, 2 du 2.2 9 u -m+1 2
K (TR+] = {uetL (IR+] , '&GL R,J —a;EE‘H [{R+]}
En effet : (i} Pue:LZ(Rzl

. . 3 2,2
{ii) x Puel [TR+]



Soit Y € &DﬂRf). on a

3 oY
< Pu, > = = <Py, =—>
’5" »
x D' R x DRY) DR x DR
400 +o0 m+1 A
- A L X
= - dx j ulx,y) —=(x,y) + Z = — (- =,y]))dy
JO 0 3x j=1 J aX J
or ue:L {c, +o; L (0,+2)]) et %% €3L {0, +oo; L (o,*+=)) donc ulo,y) & un sens et

on peut faire une intégration par parties dans l'expression précédente.

Posant
m+1
olx,y) = ¥x,y) = § A, %~ Z,y) , on obtient
j=1 3 3
400 +o
2 Pu, > , , J dy[j -2-:- (x,y)$(x,y)dx + ulo,y)elo,y))
QD’UR*) X éZMR+] o o

or ¢{o,y) = o donc

&= Pu P> , - [ 29 Guy) olxy) dx dy
' IR) x gDﬂR+J W,
et comme | ¢f , <c |49l , , » on déduit que :
L (w1] LTR,)
9
| <55 Pu, %> e H H el
i D' ®) x DR L% () L2 R%)
9
donc-3; Pu e L GR+).
" —m*1 2 2
(i1i) —Pue H " (R)). Soit YO, on a :
oy
m
9 m
P Pu,L?) = (=1) <Pu, >
Y 2
ay" D' x DR) " DR x DR)

r+co 4+ co m+1 A
= (=17 J dx f ulx,y) &—Jf(x,y) + 2 31 m@ (-'—.y]]dy.
0 o By J=1 y



m+1 A x
Posant ¢(x,y) = Plx,y) + Z —J-l (- -j.y]. on obtient
m 3=1 m
<-—§-;-n Pu, ¥ > 2 5 = -n" f ulx,y) —a—% (x,y) dx dy
oy )L 0R,) x é‘Z)UR+) w, oy
Or ¢ H::[m1) d’aprés les conditions
m+1 k=1
) A9 =1 pour k = 0,1,00e,m=1
J=1

Si v e QD[w1]. on a

m [ 3"y =
(=-1) Jw U(x.y] '—""m (X.y) dx dy - m _m+1 m=1

1 dy dy (w ) x H (w,)

1

Soit alors une suite ‘Vn de fonections de é?)[w,‘] qui converge vers ¢ dans

Hm(w1) 3 donc, quand n tend vers +,

m [ 9 ‘{’ ( 3m¢
(-1) J ulx,y) (x,y} dx dy tend vers (=1 j ulx,y) — (x,y) dx dy
w y w ay
1 1
2 u My
et <——,¥ > _ _ -tend vers <——,¢> =
aym MY m+1[w1] X HZ 1(w1) aym m+1 ] X Hm

donc, @ la limite :

m m
1" [ ulx,y] -é-r% (x,y) dx dy = <2 ;.¢>
W

1 Ay 3y H [w1] X H0 m1]
donec :
m m
9 Y
< Pu, ¥> = <—,¢> _
ay" DR x SR " H ") x )
or o] _ <c 4 _ , donc :
Hm w1] H URE)
| | < Il
L rues <oy _ @l
ay" DR x DR ay™ H ™ () H™ " er?)

m
Pu€H|m1m2L

+

ce qui prouve que
dy



Ainsi, si u ek’ (w )], Pue K1'mURE]. Le lemme 12.3 de [3] montre que

K1‘mUR§) = H1GR+]. Par restriction a wys ON déduit que u e~H1[w1].

Si w = w,, par restrictions, on se roméne & deux problémes connus.

Soient wé = {[x,y)'e(Rz, x<o, y>o} et w; = {(x,y) e!Rz, y<o}. Pour une

fonction u définie sur W,s ON désigne par u' la restriction de u a wé et

par u" la restriction de u a w?

5t L.’opération restrictidn étant continue, il

est clair gue si Lne:K1'm[wZJ, u’ €:K1’m(wé] et u” 1 m(w"] (avec des
notations évidentes).
L'étude du cas ol w = w,, Nous permet de dire gue u’ e:kﬂ(mé] et le lemme

12.3 de [3] nous permet de dire que u” €'H1(w§]. On veut en déduire que

uc H1(w2). Pour cela, il suffit de montrer que EE~G?L2(w2) et méme si u™ est

dy
la restriction de u & 1l'ouvert wg = {(x.y]E:FRz, x<o}, il suffit de montrer
L
que-%5 < Lz[wgl. Pour cela en considérant le prolongement P introduit

précédemment, on montre gque Pu"'e;K1'mﬂR2) qui s’identifie a H18R2) {voir

la démonstration du lemme 12.3 de [Q]] et donc u" e H1(wg].

1,m

On a donc démontré que K’ (w) est inclus dans H1(wJ, 1'inclusion

inverse est facile, D'ol le lemme 3.1.

Lemme 3.2. : Pour tout entier m, m>o, il existe une constante C telle que :

v ueHm[w] S voaem, lal<m on a :

[x2+y2]1/2

"

“ || < C }all L ol'r = rix,y)
[ ! 2 ©) m

H (w)

La démonstration de ce lemme est une-adaptation de celle du lemme 3.1 de Eﬂ.



Lemme 3.3. : Pour tout m et k entiers positifs, pour tout polyn8me P en x

et y homogeéne de degré k, il existe une constante C (=C(m,k,P])} telle que :

P
(i) VueH W , [|—<ul <C|ul
° r H W) H™ (w3

- P
(1) ¥ feH M), ||Ff) _ <c |l _
My T H " (w)

Avant de démontrer ce lemme, on donne un résultat utile pour la

suite : pour tout multientier B e}Nz, et pour tout entierm € Z, m¥o,
P
B est un polyndme homogéne de degré

:IgT , ou PS

-| 8]
IB[. La vérification de ce résultat se fait par récurrence sur |8|-

Dstrm) = M

(i) on fait la démonstration par récurrence sur k.
« k=1 , on considére le cas d'un mondme, par exsemple Plx,y) = x, le

cas général s’en déduit immédiatement.

si m=0, la majoration est facile car |x|<r
si m>1, soit Y edDlw), aesz, |Otl_<_m
on a @
eSO N M 9 R 0% B
o<B<a r
P
or 0Py - 7 & T o g
0<y<B oY
donc r|Bl Ds-él est borné sur w par une constante CS' en ef’et
P P
si |B=y| = o rl8l=1=Iv] _y oY x - X -—flr qui est borné
rlY ol
P P
ol IBl=1=1y| _y B~y _ _ _ X 8-y _
si |B~y| = 1 r ;Jfrr D7 ' x T si D B,
-0 81 DY - D,
P
si ’B“Y' > 1 rlB'—1-!Y| '—Izr DB_Y X = 0
T ]


http://xl.fr

donc :

e, < 1o,
L™(w)  a<B<a . T L (w)

iA

Cla) [l ol d'apreés le lemme 3.2
H' (w)

i A

ctm) fhell
HO

w)

. k>1, on fait l;hypothése de récurrence suivante i
pour tout entier h, o<h<k-1 et pour tout polyndme G homogéne de degré h, il
existe une constante C(h,m,Q) telle gue :

Ve D) L Ll < cthum@) (@]
r H (w) H (w)

Soit P un polyndme homogéne de degré k+1. Pour simplifier, nous le supposerons

de la forme xQ, ol Q@ est homogéne ds degré ke On a

P Q
— | < Ctm1) ||=—=||
O w) T T W)

< Cm,1) ctk=1,m,Q) |19l
H (w)

(ii) soit £ € H M(w) et soit ¥ € Dlw)

<_EE . 4> = <t 'ﬂk-q)> -m m
r D' (w) x Dlw) r H (w) x H (w)
d’aprés (i) on déduit :
e £, > SR BT (I
r D (W) x Dw) H (w) H (w)

denc i% fe Hnm[w), avec la majoration cherchée.
r

Lemme 3.4, : Pour tout m et k entiers positifs, o<k<m, il existe une cons-

tante C(=C(m,k]}) telle qgue :
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WV ueH W =l _ < C |l
° TR Gy T H™ (@)

(1 v f e H ™ W, | 2clfll e
r H (w)

H-m[ ®

w)

(1) la démonstration se fait par récurrence sur k

. k=1, soit W € D), o € fN2, qu_<_m-1. On a :

P )
oY o, B.1, a=B a, =1-|g] "B .o-B
D) = ) (QDBEID Y= ] (O D ()
r o<f<a B r o<f<a 8 rlBl
P
- -~ ~ 4 B P
ou PB est un polyndme homogéne de degre IBI. :TET est donc borné sur w

et d’'aprés le lemme (3.2) :

(w)

Da_B“?\ 7
Tl 2, < € 9 Jafer,, £ € L

donc || <clyl . .
T ) H ()

. 1<k<m, on fait l'hypothése de récurrence suivante : pour tout entier h,
o<h<k, il existe une constante C(h,m) telle que :

vee D) L &) < coum 4]
r H (w) H

(w)

donc pour Y € D(w) :

b
=0
rk Hm k

<ctk=1,m 1) . < ctket,m) com ||¢]
TH ey T H™ (w)

(w)
(11) soit f e H ™" ) et soit ¥ € Diw)

> AT S -k
r D' (w) x Dlw) o Hm {w) x Hg (w)

d'apres (i)
- H m+k Hm

i e
r Q' w) x Dlw) (w) (w)

done f/rk e HMWw) et on a la majoration cherchée.
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Lemme 3.5. : Pour tout m et k entiers positifs, pour tout réel positif R,
11 existe une constante C (=C(m,k,R)] telle que :
(i) Y u e;HZ(w], a4 support dans le disque de centre O et de rayon R,

k
Il <l

(W) ~ H™ (@)

(ii) v f e’H-m[w], a support dans le disgue de centre O et de rayon R,

K
(Raied <clf]l _
H ™M w) ~ H M (w)

(1) soit ¥ € Dlw), a e, la<m, on a :

oty e () -1l
0<B<a r

o~ f
1@ cJ}Q—TEfi .
qiqia r

Si W est & support dans le disque de centre O et de rayon R

donc

| A

K
[o® " 3]
L2 (w) L% ()

k
——]—[—ll < CR" |¢f ,
2 (w H (w)

w

d'aprés le lemme 3.2.

Kk
donc  [|o%(r" ¢ 2 < C |l m

L™ (w) H (w)

(ii) Soit f e H-m(w], 3 support dans le disgue de centre O et de rayon R
soit ¥ € D(w) et soit ¥ = D(w) & support contenu dans le disque de

centre 0 et de rayon 2R. et telle que ¥(x,y) = 1 pour rix,y} <R

<rkf,w >

P (b)) x DWw) D' (w) x Dlw)

1

<rKF.L?>

<, v - "
H{w) x HD(wJ
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d'aprés le lemme (3.5) (i)

|<rkf,<9> | < Clm.k,2R) |f| _

el
D' W) x Dlw) ) H™

{w w

<C Il iell
1 H ™ (w) H™ (W)

donc rkf e H™w) et on a la majoration cherchée.

Lemme 3.5, : Soient m et k deux entiers positifs. Pour toute distribution
T de £'(w) les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) £*1 e H M (w)

(ii) pour tout entier p, o<pc<k, xP yk-p T eH ™Muwl.

(1) = (ii)
Supposons donc que rkT e H Mw). Soit ¥ € D(w) et soit p un entier

tel que o<p<k, on a :

P k- k. xP y<P
Py P14 = <r T,-——-{——‘-b - m
D! (w) x Dlw) r H {w) x HO(w)
donc d’apreés le lemme (3.3) (i)
|<xP y*PT, 4> | <c || - el
D' w) x Dw) H o hw) H (w)

donc xP yk-pT e H Mw)
(ii) == (1)
. p  k=p -m
Supposons donc que pour tout entier p, o<p<k, x ¥y TeH ()

soit ¥ € Dlw), on a :

<rkT,‘f> = <r2KT. _Lfk_>
D' w) x Dlw) r ' (W) x Dw)
K
- 2 Ci <><2p y2[k-p)T‘_ﬂ%>
p=0 r 'w) x w)
K p . k-p
DRI i MR MR
p=0 r H " (w) x HO ()
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donc d’apreés le lemme 3.3. (i)
k

kT, ¢ > <@ T PP
w

ER LN
D' () x Dlw) p=0 H (w)

(w)
donc :

1 e HM(w).

4, UN AUTRE ENONCE DU THEDREME DE REGULARITE,

Pour k entier, k>-m, on définit les espaces suivants :

. . Q.
xi”*‘[n) = ueHi@ , P olue L, ogl = med s 30,1,20 000, mek)
muni de la norme :
2 mek i % 2 1/2
T e 10| T | [T] ) I I o,
X, (@) HY QY 3=1 laj|=m+j L7(Q)

Pour k entier, k>-m+1, on définit les espaces suivants :

. .,
ﬁm)={feHmm),rJDerHm”un. lag| = 3=1 5 351,200 0mek]

muni de la norme :
2 m+k . O, 1/2
Frfl e, -1 T e, o
Y, H Q) =1 Iaj‘=j-1 H (Q)

De plus, on définit Y;m(Q] comme étant 1'espace H Q).

On s8 propose maintenant de démontrer le théoreme suivant :

2m+k
X

Théoréme 4.1. : Pour tout entier k, k>-m, A est un isomorphisme de X ()

k
sur Y*(Q].

La démonstration se fait par récurrence sur k.

On rappelle que A est un isomorphisne de HZ[Q] (=XT[Q]] sur H "M(g) (=Y;m[QJ].
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1ere Etape : k==-m+1

On peut localiser le probleme en O
On se propose alors de démontrer que si u e~HE[w). a8 support conte-

nu dans @, si f é:Y;m+1[w) et vérifient Au = f dans w, alors ue XT+1(WJ

(les définitions des espaces sur w se déduisent immédiatement de celles
données sur Q). Pour cela, on adapte la méthode des quotients différentiels
[3] en remplagant le groupe des translations par un groupe d'homothéties
(Gt)t-ctR définies de la fagon suivante :

. pour une fonction u définie sur w, la foncticn Gtu est définie sur

®w par
- ~ t
utu(x.y) = yle x,y)

« pour une distribution T définie sur w, la distribution GtT est

définie sur w par :

G, T:9 r— et

. <T,G_ P> : Dlw) — €,

D' (w) x Dlw)

On vérifie que le générateur infinitésimal du groupe (Gt]t R est 1'opéra-

]
teur x-g; .

On forme donc pour t /R , t # o :

A Gtu-u ) th-f A Gtu-Gt Au
= +
t t t

Gtu-u"

On va montrer que ”A T

reste borné quand t tend vers zéro.
(w)

1 t

t

G, f-F
Il

Lemme 4.1. : Si fe Y™ () ,'l

reste borné quand t tend vers
(w)
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ie ¢ 1 existe une constante C, indépendante de t, telle que pour t suffisam=-

ment soisin de 0O, on a :

6, f-F
a t
=l ., =¢
H (
Soit Y e Dlw), on a :
G, f-F o 6 Y-y
. , L?) _ = ("F, > -
t W) x H (w) t H () x H] W)
- G, W-¢ -t
= ot e . +et1<fLP>
’ H " {w) x HD(w] W) x H (w)
Pour le premier terme, on écrit :
G, Y- e
=t =1 kA4
s (x,y] s f1 X = (xg,y) dg
donc :
- G_ ¥-¥
e t (‘F,——tT—-—> -m m <X'F T [ "537 (x€,ylde>
H W (w) x Ho[w) 1 B w) x Diw)
-t
e
-t 3 1 1
== L= (xf),+ [ = YixE,y)dE>
3x t 1 & {y[w]xébuﬂ

or d'aprés le lemme 3.6, puisque f € Y;m+q(m) ie : en particulier
rf € H-m+1(w}, alors xf e:H-m+1[w) et donc-%; {xf]) e‘H-m[m), de sorte qu'il

nous suffit de montrer que

}% f Kixg,y) -'WI reste borné quand t tend vers zéro.
H™ ()

-t -t

e e
o B 1 de, _ 1 a B a=~1
Dx Dy (- J $ixg,y) = £ 71 I1 [Dx Dy V) (xE,y) & dg

e
j 1 Dsﬂl J W[x&,y}ggllz dxdy < -
" x oyt g -

-t 8
< 11ze [| J |(D°‘ DBLF][xg. le 2la=1) dg| dx dy
w
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pour tout t voisin de zéro, e " est voisin de 1, donc O < 52(a-1]‘§ c,
donc : e_t

|o* of & Qixe,y) 2317 dx dy <
w x 'yt 1 2 N

-t
-t e
< cﬁ—‘?~—'- j} } | (o of L{’](xe;.y]lz dg| dx dy
t2 w 1 *

on fait le changement de variables X = xf , aprés avoir permuté les signes

d'intégration, ce qui donne finalement :

-t
e
a 8 dg .2
[ IDX Dy & J ?[xg,y]-z )| © dx dy <
w 1
1—e-t a B 2
<Cci— | (o, D, Wix,y))|" dx dy

W

Donc pour t suffisamment voisin de zéro, on a :

- G_ -
le7" <, s osclsl,
H (w) x Ho(w] H (w)
ol C est une constante indépendante de t.
-t
Pour le deuxiéme terme = -1 <f, K> s, pour t voisin de zéro,
-m m
H (w) x Ho(w]
on a:
-t-1
Bt <h s Colscldl,
H " (w) x Ho[w) H (w)

ot C est une constante indépendante de t.

Donc pour tout ¥ € Nw), on a :
G, f-F

|« —%

» P> m |_: c |4 m, .+ pour t voisin de zéro.
H M w) x HO(w) HY (w)

d’ol le lemme 4.1.
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Lemme 4.2, ¢ Si u e:HZ(w], alors

t- t

A G u-G, Au
—=—

reste borné quand t tend vers zéro.

H {w)

Pour montrer cela, on développe l'opérateur A, et on 1l’écrit sous la forme :
A= ) e %
a
o <2m

~

On est amené a montrer que pour |of<2m,
o .

aa 0 Gtu G
t

(83
+ aaD U

L_m reste borné quand t tend vers zéroc.
(w)

Posaent a = {a,,a,) 1l vient :
1772 o t

o o 1 (o3 o
8y D Gtu Gt(aaD u) _ e a, Gt[D u) (Gt aa](Gt[D u))
t t
8a1t a -G a
= a _t G, 0%
t t
Soit ¥ € Dlw), on a : ot
Qo a 1
) aaD [GtuJ Gt(aa D u) X -, e a, Gt a,
t . -m m t ’ t - m
H (m]xHD[m] H (m]xHo(w]
donc @ ot
a D*(5, u)-G,(a D%Ww) qe | a -G, a
|< a t - t o j)q}> . . l: "GtDau" i H g t GLFLm
H (m)xHO(w) H (w) {w)

Or on a le :

Lemme 4.3. : Soit a € C (&) telle gue :

YV a eTNZ s sup | Daa(x,yll <o
(x,ylew

Pour tout m et p, entiers positifs, il existe une constante C (=C(a,p.m))

telle que :
v ¥ eEDw) ,

a ept-G a

t
—

LI P

Tw) T H (W)
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Il suffit de majorer des termes de la forme

pt
ae - G,.a
| —— o

T i 2 avec |a|+|8] <m

L™ (w)
Posant o = (a,,a,) on a :
1’72
t o pt %t a
aep -G, a D7a e =g G, D'a
n® t . t
t t
a o o,t
I e Tl T ! -
t t t t
a,tT
pt_ 1
=2 1 D% + Je G, 0% = x eOt D Daa(eetx,y] avec 0<6<1
t t t X
de 1’hypotheésse faite sur les dérivées de a on déduit :
o aept-Gta l
sup D _—x (x,y] < c,
(x,yl€w |

ol C est une constante indépendante de t, pour t voisin de zéro.

Donc

8
<clo® v |
ILZ(w] L2 (W)

d'ol 1'on déduit le lemme 4.3. Remarquons que ce résultat est valable pour

des fonctions ¥ € H™(w),

On revient a la démonstration du lemme 4.2 : du lemme 4.3, on déduit :

aaDa(Gtu]-Gt[aaDau]
<~ » 8> <clv
t H ™) x H](w) H™ ()

(car ||G, DaU"H—m <t ”DGUIL-m , ol C est une constante indépendante

W (w

de t pour t voisin de 0).
Donc pour tout a, |af<2m

[+] t
t

reste borné quand t tend vers zéro

o a
"a D™ G,u Gt aa D UH
i H ™ (o)

d'ol 1l'on déduit le lemme 4.2.



Ainsi, les lemme (4.1) et (4,2) montrent que si u e H {w), & support compact

contenu dans 9, si f € Y;m+1[w) et vérifient Au = f dans w , alors
G,Y-u
A

. reste dans un borné de H-mfw], quand t tend vers zéro,

et donc
G, u=u

rs reste dans un borné dge H-m(Q], gquand t tend vers z€ro

A

A étant un isomorphisme de HS[Q) sur H-m(Q], il en résulte que :

G,u-u
tt reste dans un borné de Hm(Q] quand t tend vers zéro,
d'ol 1'on déduit que x-%g €:H (). De mdme, on montre que y —; €:H (Q)

De ce premier résultat, on va déduire que u erX* (QJ. Il nous reste pou:s

cela, a8 montrer que :

1l

r % e L%@) pour la| = m+1
ou ce qui aest équivalent que :
x 0% e L2(@) et y 0% e L2(Q) pour [a] = m+
De la relation x Dxu e:Hg(Q), on déduit que pour [B] = mon o :

B

x D Dxu € LZIQJ

Il suffit donc de montrer qus
x 0™ ue L@,
v
Pour cela, on montre que v = x Dyu e K (w) {= H {w) d*aprés 1le lemme 3.1) :
on a en effet :
.V e:Lz(w] (car u € HS(Q]]
2 m
. DveL (W (car x D u<eH (Q))
X X )

. D?v € H-m+1[m] : pour cela on revient a l'équation :

x ag (x y) D u(x,y] = xflx,y) + Z X aa(x,y) o° Dxu(x,y)
|o¢|_<_2m-1
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d’aprés ce qui précéde et d'aprés leslemmes 3.5 et 3.6, on déduit d'abord
que
2m -m+1

X aO‘Zm(x,y} Dy ulx,y)} & H (wle
Appliguant ensuite une réciproque de 1l'inégalité de Garding [@], on déduit
ensuite que

x 0°™ ue= 0" vy e H™ s,

y y

donc v €‘K1‘m[w] = H1(w] et, en particulier Dy vV = X D$+&€E LZ(Q].
De la méme fagon, on montrerait que y D*u e L%(Q) pour el = m+1.
Ainsi on a montré que si u € HZ[Q] et Au € Y;m+1(Q), alors u € XT+1(Q].

. m+1 ~m+1
Inversement, on se propose de montrer que si u e'X! (Q), alors Au < Y‘

Q)
et pour cela, 1l suffit évidemment de montrer que si u XT+1(Q], alors pour
tout o € W, |a| < 2m, D% e v," " (a).

Pour |a| < m#1, r p%u €;L2[Q] C‘H-m+1(Q), car u e‘X:+1(Q].

Supposons que pour j tel que 1<j<k < m, on a :

[+

r Dj u e::H-jM

(@) pour |a3| = m+j

Montrons la propriété pour k+*1 ig ¢

]

r 0% e;H—k(Q] pour |af m+k+1,
D’aprés l'hypothése de récurrence pour [B{ = m+Kk

ptr 0Pu) € H (), o0 D = DY avec [v] =1

ie : n(r) 0Py + r DP DU eH M (q).
Soit Y € OBV
<DBU, (e > . =<r DBU, ‘£>

D' @) x Qg) Tk ha) x H2-1(QJ
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d’'aprés le lemme 3.4 (i) on a :

|<0Pu, & > <cllr oful| _ It
D) x Do) H ) e (@)
B -k . ey B -k
donc 0"ucH () et d’aprés le lemme 3.3. (i1), Dfr) Du € H (Q).

B

Par différence, on déduit gue r D" Du GTH-K(Q] pour lB} = m+K,

On a donc montré que A est un isomorphisme algébrigue de XT+1(Q) sur

Y;m*1[Q), mais les calculs faits montrent que c'est un isomorphisme topo-
logiquse.
eme . .
2 etape : Soit k entier, k>=m+1. On se propose de montrer que A est un
2m+k+1 K+1 . .
isomorphisme de Xo () sur Y, (Q). On raisonne par récurrence en sup-
posant que pour tout entier h, -m<h<k, A est un isomorphisme de sz h[QJ
h
sur Y _(Q).

On aura besoin des lemmes suivants :
Lemme 4.4. : Si f € Y (Q], alors x Df, y Df, r Df € Y Ql.

On démontre cette propriété par récurrence sur k

. k==m, soit £ eY." () de feH @) et TF e H ™ (a),

d'apreés le lemme 3.6, xf et yf sont dans H_m+1[Q], donc O(rf},D(xf), D(yf)

sont dans H "(Q) = Y;m(Q).

Or D(rf) = r Df + D(r)}f et D(r)f € H—m(Q], d'aprés le lemme 3.3. donc par
-m

différence r Df € Y_ (), De mdme x Df et y DFf appartiennent & Y;m(Q).

x

. k>-m, on suppose que pour tout sntder h, -m<h<k-1 on a :

si £ e V" 1(@), alors x O, y Df, r Df Y1 (2.
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T

soit donc f e?Y:+1(Q), d’aprés 1'hypothese de récurrence r Df €'Y:-
de sorte qu'il reste a établir que rm+k 0%(r 0f) € H-m+1[93 pour

a] = mtk=1 {on étudierait de mBme x Df et y Df).

P
or: ™ * %) = T (%) —rg-r k=18l pesB gy
q:Q:a r
Comme e:v:”(m. i L P d'aprés le lemme 3.3
PB m+k+1~]8| _o=-B -m+1
5 r D Df € H .

r

Lemme 4.5. : Si ue€ X2 N(q), alors pour a € W, |a| < 2m, D%ue V&),

et pour o€ IV, la| < 2m=1, D% EY:H Q).

On démontre cette propriété par récurrence sur k.

. k==m*1, le résultat a 6té démontré dans la 1°'° étape (pour vérifier

que A (X7 < Y™ .

« k>=m+1, on suppose que pour tout entier h, -m+1 < h < k on a :

siu e‘Xim+h(Q), alors pour tout o €IN°, la| < 2m, D*u e'Y:(Q].
2m+k+1 , N ' 5 -
Soit donc u € X* {Q), d’aprés l'hypothése de récurrence, pour tout

-

a e:fNZ, |a] < 2m, p*u e YZ[Q). de sorte qu'il reste & établir que :

m+K+4

v a em’, la] <2m, r 0® (0% e ™ @) pour || = m+k.

o,
Or r"j DY (Dau] €H mM[Q] pour |ai|= J=1, J = 1,2,46e,m*Kk,

- puisque Q est borné, le lemme 3.5 (ii) montre que :

o
~m+1

eq %5t
r D J uet Q)

-~

pour o < |aj + a| < 3m*k-1, de sorte qu'il reste a établir que :

AR LY €'H-m+1[Q] pour |a| = 3m+k.
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Q) rm+K+1

Comme u e.xim*k+1

ofu ¢ L?(@) pour |8] = 2m+k+1, donc pour
a €ﬂ\12. la] = 3m+k
SR e, ) (a;BJ rm+k+1—ly| —;$T Y 4 e ™ (a).
o<y<a-=8 r
Quand |y| varie entre 1 et |a-g| , m+k+1-|y| varie entre k+2 et m+k,
. Si k*2 < m*k+1~|y| < o, comme %Y L e H—Zm‘k+|Y| Y
le lemme 3.4. (ii) montre que :

Lk 1= |y "y oY 1

Y

ue H™ o

r
. Si 1 < m*k+1-]|y| < m+k, comme d'aprés 1’hypothése de récurrence

Jad ~m#1
rr0YueH () pour j = 1,2,+..,m*k et Iaj[ = 2m+j=1

en particulier, et que |a~y| = 3mtk~|y| = 2Zm+(m+k+1=|y|)=1, on a :

prke =yl ey e o)

et le lemme 3.3. (ii) montre que :

P

e R R S ST
Y
Par différence, on en deduit que rm+K+1 0%u €-H-m+1[Q] pour |al= 3m+k.

On a donc démontré que si u e*Xim+K(Q), alors pour o €1N2, |aL§ 2m,
o*u € Yo (e).

On en déduit que si |a| < 2m1 , D%u e YR (@) & 11 suffit en effet de
vérifier que :

rm+K+‘I DY[Dau] eH-m+1(Q) pour ‘YI = k+m et |o¢| < 2m1.
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or ™ pfue W™ (@) pour |§] < 3mek-1, donc ™R DY i*we ™ @) pour

ly] = k#m et |y| < 2m=1.

lLe lemme 3.5 permet de conclure.

Ceci étant, on se propose maintenant de démontrer que si u e:Hg(Q), si

2m+k+1

Au (=) €:Y [Q], elors u e;X Q).

On peut localiser le probléeme en 0. En effet, pour toute fonction V¥, [A,ﬁ]
est un opératsur d’ordre 2m-1 et d'aprés 1l'hypothése de récurrence,
ueX 2m+K[Q], donc le lemme 4.5 montre que [A, ?] u E:Y Y.

On se propose donc de montrer que si u €‘H0(w) 3 support compact dans f,

2m+k+1 -m+4

si Au (=) e~Y [Q). alors u € X_ (@). En particulier, f € Y (w),
donc d’aprés la 1 re €tape x Dxu. y Dyu. sont dans HQ(Q].
On forme :

Alx Du) = x D Ff+ [A,xD] u
D’aprés le lemme 4.4., X Dxf e:Yi(Q].
L.'opérateur [A,x D ] est un opérateur différentiel & coefficients dans
c”(2) d'ordre 2m, donc 4’ aprés le lemme 4.5 et le fait que LI€IX2m k(Q], on

déduit que [A,x Dx] u EY*(Q)-

D'apres 1’hypothése de récurrence Xx Dxu € X2m+K(Q] et de m8me on montrerait

que vy Dyu ezxzm k[x.)n Pour montrer que u € sz ke 1[Q]. il ngus reste a
montrer que :
(4.1) ™R 0% e L% (0) pour [a] = 2m+k+1

ou ce qui est équivalent que :

(4.2) x.r K g% 6‘L () et y.r mek gty €:L2(Q] pour |a| = Zm+k+1,
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Or x Dxu e:XZM+k[Q], donc en particulier
R g% x Du) € L2(2) pour |a] = 2m*k
Comme u e:X2 (Q), on en déduit que :
m+k o

D” D u e L) pour Ja| = 2m+k

Pour avoir (4.2), il nous reste & montrer que

4.3) x £™ Di’“""” u eLl?(@)
ce qui équivaut a
4.4)  xo, " Di"‘*k w e L%
En effet :
X Dy[rm+k D§m+ku) = X rm+k D§m+k+1u + (m+K]-§¥ rmk-1 D§m+ku.
or ue ™", donc ™" 03"'”‘ u e L%(@), donc
yX rm+k-2 D§m+k ue LZ(Q).
On pose v = x rm+K D§m+K U, on va montrer que v €‘K1 m(Q] et donc d'apreés
le lemms 3.1, Dy v €:L2(9].
(i) ve L (@) car g est borné et i K Dim K eLz(Q)
(ii) va e:L (). En effet :
va = rm+K D§m+ku + (m+k) x2 rm+k-2 D§m+ku + X rm+k u e:thﬂl
(1ii) D:;ve H™1Q). En effet
o™ = x ™R ™R y (m]-EE (TR Ik By
y y 0<@<m g" 8B y
Pour 1<g<m, puisque u e:X2m k(Q). B D§W+K'Bu € H-m+?(ﬂ) d'aprés la
lamme 4.5. Uonc d’aprds les lemmes 3.3, 3.5 et 3.6, on déduit que :
y ) (rg) _P_g k=R D.’:lm'rk-ﬁu e H™ (o).

1<g<m r
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Il nous reste donc & montrer que :

x rm+k Dim+k 0 eH--m*»'I:m

Pour cela on forme :

m+K m+k m+k
A(D ) =D f + |A,D .
{ y u y [ y .]u

Comme f e:Y:+1[9], rm+k+1 D$+k f

MR R e o™ ()

€ H-m+1(Q) donc, d'apreés ls lemme 3.6,

L'opérateur [A,D:#kj est un opérateur différentiel d'ordre 3m+k-=1, & coef-

ficients dans C (@). Puisque u e;Xim+k(Q], le lemme 4.5 montre que
4.5)  VYaeN , |af < 3mk-1, " pfue v ™)
Le lemme (3.6) permet d'en déduire que :
(4.5) v aeﬂNZ ’ Ial-i 3m+k=1 , x rm+k 0% e H-m+1(Q]
Donc @
(4.6) x ok A[D;‘*"u) e H ™ ¢q).
Pour |a| = 2m+tk , x rm.'.k p® Dxu € L2(Q] donc

2 2
(4.7) VaeWN , ¥ BeWN , |8 = m1, |a|] = 2m+k

x ™k phra D u + ) &y pVix ™Ry pBreY o u e H ™ @)
0<y<B
2m+K

La démonstration du lemme (4.5) montre que, puisgue u € X 2,

mrk+1=]v|

(4.8) v BeN®, |8 = m1, o<y<g , T pBramY DxueH'"‘”(m.

De plus DY (x rm*k] gst de la forme :

P P
m+k=| v| y=1_ m+k=|y]|*1

ol e€=0 si Y,=0 et €=1 sinon (avec y=(Y1.Y2]].
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En utilisant les lemmes 3.3 et 3.6, et la relation (4.8), on déduit que :

u €H (Q)

veem’, |8l = m1 , ocy<g . DV(x ™ Fy pBroTY D, -+

et donc :

5By ovix £™Ky pBrenY Due H™ @)
0<y<8
et par différence, la relation (4.7) montre que :

(4.9) pour & € M° , la] < 3m*k=1  x PR g D u et ™ .

Des relations (4.5)', (4.8), (4.9) on déduit que :

m+k 3m+k -m+1
X r aO.Zm(x,y] Dy ueH Q)

D*aprés une réciproque de 1'inégalité de Garding [0], on déduit que :

Mk D3m+KU et ™ @)

c’est ce qui nous restait & montrer pour en déduire que v e:K1'm[QJ donc

on a
(4.4) x 0 (f™* o2™K 4y e L% ).
y y
En conclusion si u ¢ HE(Q] ., Au (=F) €:Y:+1(QJ alers u €.Xim+k+1[91.
Inversement si u €_x3m+k+1(9)’ le lemme (4.5) montre que Au e-Y§*1[Q].

Donc A est un isomorphisme algébrique et topologique d'aprés les calculs

faits de X3m+k(9] sur Yt(ﬂ] pour k entier >-m.
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2m

5 - Identité des espaces X-™ \(a) (resp Y<(2)) et X°™ (@) (resp Y(@)).

2m 2m

Lemme 5.1 : Les espaces X, +k(8'2) et X +K(Q). pour k>-m, sont identiques

algébriquement et topologiquement.

On fait la démonstration par récurrence sur k., Pour k==m, il n'y
a rien & démontrer, car par définition :

-m ~m m
X, @) = X e) = H(Q)

 K2-mrl,

On démontre d'abord 1l’inclusion Xm+1(Q] <:XI”1[Q).

Pour o eﬂNz, |a] = m+1 et pour u e.Xm+1(Q] on a
CRIE N O A XA Y e L% @)
0<B<a
P a=g

g 8 D u

u-= Te] * _T8[-1 e'Lz(Q) d'aprés le lemme 3.2,
r r

Pour o<B<a , DBr il

(car u e Hg’mn.

Donc r 0%u €L2(m pour tout a & I’N2 » o] = m*1.

On démontre maintenant 1'inclusion XT+1(Q) C:Xm+1(Q).

Soit u € XT+1[Q]. On veut montrer que ru e-H"”1(Q] ie : ru e H(Q) et
0%(ru) € L%(@), pour a e N , la| = m#1.

Or u e H:(Q), donc d’aprés le lemme 3.5 ru € HT Q).

lL.a relation (5.1) et les calculs précédents montrent que 0% (ru) €:L2(Q]

pour |a| = m*1.

Les inclusions algébriques que 1l’on vient de vérifier, sont aussi topologiques.
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« K> ~-m+1

Supposons que pour tout entier h, -m < h < Kk, Xim*h(Q] = x2m*h(Q].
On démontre d'abord 1'inclusion X2m+K+1(Q]<: Xfm#k+1(91.

Soit u e X*™ @), done u e XX™ @) = x*™ ). 11 suffit
pour montrer que u G.X§m+“+1[Q], de vérifier que

pour o é(NZ, la|= 2mrke1, rm+k+1 oy e LZ(Q).
Par hypothése

P |
Da[rm+k+1u) - r‘m+k+'] Dau . 2 (g]_l_g_r rm+k+1 |6| Da Su eLZ[m
o<B<a r

Comme u e.Xim+k(Q], rj o™y e_LZ(Q) pour Iajl =mtj, j = 0,1,...,m*k

donc pour les B tels gque :

P
8 gn+k+1 |8] o Bu € LZ(Q).

<0< |B] < mke1 ,

Pour les 8 tels que :

. mtk+1 < |B] < 2m+k+1, puisque u e.hZ(Q]. le lemme 3.2 permet

de dire que -;;%T rm+k*1_'5' Da_Bu e.LZ[Q).
Donc par différence rm+k+1 o*u é LZ(Q).
On démontre maintenant 1'ineclusion inverse Xim+k+1[Q] C_X2m+k+1[Q).
Soit u e.Xim+K+1(Q] C;Xim;k(ﬂl = X2m+k(Q). Il suffit, pour montrer que
u e.X2m+k+1[QJ, de vérifier que :
rm+k+1u < H?m+k+1(9)

ce qui équivaut 3 :
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g(i)#”k” u e B2™Keq)

m+ K+ 1

l(ii] o u) € LZ(Q), pour tout o 6!N2, la] = 2mek+1,

La condition (ii) se déduit des calculs faits précédemment, du fait que

m+k+1 _a

(Q) et du fait que r v e L2(9), pour |al= 2m+k+1.

2m+k
u éx*

Pour la condition (i), on forme pour a €iN2, |al§_2m+k :

a) meked-|8] Pe _a-g

= z () —T—T D u
0<B<a B r 8

Du(rm+K+1uJ

)
Or u e.x;m+k(ﬂ] donc pour m :_Ia-BI < 2mtk,

rla-sl m B 2.

a=8

P
=B, . r2m+k-—lal+1 B rla-BI—m 0*By et que

P
- rm+k+1-|e| B

Comme <—T§T D

r r

2m+k-|a|+1 > 0 et que @ est borné, on en déduit que :

P
Hn+k+1-|8' B

18T

o=8

D u e LZ(Q) pour m §_|a~8| < 2m+k

Pour O :_la-8| <m, comme U & HS[Q) le lemme 3.2, montre que

r|a-8|-m Da—Bu c«_LZ(Q)

et on termine comme précédemment.

m+k+1 2m+k

ORI IR ) pour |a| <2m+k i.e : T u eH Q).

Donc D (
Les inclusions algébriques que 1'on vient de vérifier, sont aussi topologiques

Lemme 5.2. : Pour tout entier k, k > -m, les espaces Y:[Q] et Yk[Q) sont

identiques algébriquement et topologiquement.
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On fait la démonstration par récurrence sur k. Pour k = =-m il

n'y a rien a démontrer car par définition :
Y,h(0) = Y)Y = HT(R)

« K= m+1

0'aprés la définition méme des espaces :
vy ™) - Y;'“”[m = (f eH™Q), rfe H™ Y@,
« K> -m#1
On suppose que pour tout entler h, -m < h < k, on ait :
Yy = v,

1
On démontre d'abord 1'inclusion Yk+ (Q) C.Y:+1(9].501t

¢ oY1 cvh = vR . 11 suffit done, pour montrer que £ Y ()

de vérifier que :

pour tout o < mz. lal= mek, rm+k+1Daf'c H-""1fﬂl
Or f e Ys 1(Q), donc rm+K+1 fe Hk*1'(Q]. danc
P
™R ey gt oy B ke 18] o8 ¢ ¢ 1™ (q

8” T8l

D<B§g r

lal-18]+1 jo-8,,

-m+1
Or f € Y:(Q), donc pour 0 < B < a,r e H (Q) (car

0 < |oa=B| < mk-1) et d’aprés le lemme (3.3}

P
rm+k+1— (8] D“'Bu c H-m+1 @.

TBT
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m+k+t _a —m+1(

Par différence, on déduit que r D°f eH ), pour tout o eJNz,

la] = mek.

On démontre maintemant 1'inclusion Y (Q] c:Y [Q).
Soit f & V (Q] C Y, (QJ = Y (9] I1 suffit donc, pour montrer que

£ Y1) de vérifier que ™ 5 e v ).

A étant un isomorphisme de sz*k 1(Q] sur Y [Q] il existe

Xim+k+1(QJ tel que Au = f. Pour simplifier on suppose A homogéne d'ordre
2m. On est donc ramené & montrer gue :

vaemn?, la| = 2m, PR gy e W ey

On examine les différents cas :

. k+1 < 0.

1
Comme u e.X2m+k+ ), rm+K+1 DBu e.LZ(QJ pour tBI = 2m+k+1,

Supposons que pour tout entier j, 0 < j < % ol & <-k+1, on ait montré
que :

MK Y0 @ HI (@) pour |v| = 2mek+1+3

et on le montre pour £+1,

Soit v tel que Iyl = 2m+k+1+2. D'aprés l’hypothése de récurrence :

p(r™ 1 o) e v )
P
i.e rm+k+1 o’ bu +.;1 rm+K 0'u e H 4 1(Q)a I1 suffit de montrer que
rm+K DYu e.H_2—1(Q] (le lemme 3.3 permettra de conclure).

Soit ge U0
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Mtk mek+1

\ _
DU €200 (0)xDiq)

<

Y [t
DTu, PP (0 1Pa)

or d'aprés 1’'hypothése de récurrence r~m+k+1 D'u e H‘“(m donc

: | k1Y 9
|<r™* 0u, ¢, ooyl < IET DYyl I
D' (2)1xDR) A

et d'aprés le lemme 3.4

Y mek+] Y
mtk D'u, > I <C ﬁr D u" ﬂ\f“
|<r D (1) T O R TR Y

ce quil prouve que :

™K 5y e v .

En particulier on en déduit que : rm+k+1 o*u erM[Q] pour |a|= 2m.
. k+1 > 0.
On doit montrer que pour o, B & I‘N2. la] = 2m, |8} < k+1

pf ™k %) e L2,

B, Py _meket=|y| _otBmy _ 2
i.e. Q) r D uel Q.

O<y<B Yoty

Or u e xi’“""”'[m donc ) Daju e thm pour Iajl =m+y, J = 1,2,.0.,MmKk+1,

Or ici, pour |a| =2m, |B] < k+1 et O <y <8

2m < |a+B-y| < 2mrk+1

donc ria*B—Yl-m DMB-YU E LZ(m
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De plus m+k+1=|y| = (|a+B-y|-m) + k+1-|8| et k+1-|8| > D donc comme 2 est

borné :

P
Y mked=y| ja+B-y

ey

uel?@ pour 0 < y < B et |B]< k+1.

On en déduit donc que R oy e H* o) pour |a| = 2m.

Les inclusions algébriques que l'on vient de démontrer, sont

aussi des inclusions topologiques.

Remarque :
La méthode des homothéties utilisée ici, permet d'obtenir cer-

tains résultats de régularité en dimension n, avec n > 2,
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