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QUELQUES RESULTATS SUR LES ESPACES DE SOBOLEV AVEC POIDS.

par MM. BOLLEY et CAMUS

Introduction.

On donne icl des résultats sur les espaces de Sobolev avec poids
(immersion, densité, compacité, espaces de tracesj et un exemple d'application
aux problémes aux limites elliptigques (d'autres applications seront étudiées
plus tard, en particulier pour les opérateurs elliptﬁques dégénérés).

I1 s'agit icl d'un exposé de synthése : la plupart des résultats
sont tirés de 1'article de G. GEYMONAT et P. GRISVARD [2], complétés par les
articles de KADLEC et KUFNER [5], P. GRISVARD [3], J.L. LIONS [6] et

J. NECAS [8].






NOTATIONS

Pour un ouvert Q de R, on désigne par (), DA, g, Y@,

&' (Q) les espaces introduits dans Bﬂ.

Pour B appartenant an", B = (Bl.....sn] on nots lBl = Bl+...+8n
8 SIBIU
st D" u=—p z pour tout élément u de &' (Q).
1 n
Ix ase OX
1 n

Pour £ appartenant & (N et p appartenant a ]1,+w[jon désigne par
Lp(QJ 1’espace des fonctions mesurables et de puissance p-iéme sommable pour
la mesurs de Lebesguc sur 2 et muni de {i norme

[{ull = ([ Juxd]|P axa?,
LPa) Q

st par wz’p(ﬂl 1'sspace de Sobolev constitué des fonctions ayant leurs déri-

vées jusqu'a l'ordre { dans LP(Q) et muni de {i norme

B8
Hull o0 = C ¢ |1o ullpp )P
WP ) |8 <L LP )
Le point générigue x de R", x = [xl....,xn), sera souvent noté
x = [x',x ) avec x' = (x;,..,x _,) appartenant a R""L, car comme on le verra,

la dernisdre composante joue un rdle privilégilé.

On désigne parfRT 1'ouvert de R" suivant : {xeR", X > 0}. En par-
ticulier Ri sera noté plus simplement R _.

Soit Ql un sous— ensamblec de £, la notation Ql @? £ signifie que

l'adhérence'ﬁl de §, est un compact contenu dans Q.

1
Pour une fonction u définie sur Q@ et pour up socus-~ensemble Ql de Q
la notation u Q désigne la restriction dec u a Ql'

1



Pour deux espaces topologigues A et B, la notation A<SB signifie
que A est inclus dans B algébriguement et topologiquement.
L'abréviation p.p. désigne ‘presque partout relativement & la mesure

de Lebesgue” (le contexte donnant 1l'espace sur lequel cette mesure opére).



I - DEFINITIONS.
Soit © un ouvert borné de R" (n > 2}, de frontiére T variété de di-

mension n-1, de classe CB,'ﬁ étant une variété a bord de classe C°° ds bord T.

=

Pour x appartenant & Q, on désigne par d(x,T') 1la distance de x & T.
Soit p une fonction de classe ¢ sur 2, non nulle sur 9 et telle

gu'il existe deux constantes Cl et C2 vérifiant :

p(x)
0<C <1< %

d(x,T) < ¢ (e nombre fixé, € > 0). Une telle fonction, gui est positive,

pour x appartenant af tel que

est appelée "fonction poids”.

Définition 1.1. Soient £€MN, a €R et peR tel que 1 < p < +», On désigne par

Wf'plﬂl 1’espace :
Wﬁ'p(ﬂ) = {u ey (), p° 0® u elPo), |8 <Ly,

muni de la norme :

||

1
( lie® o [P P,
Ig|<£ LPe)

U|| L
P
wa Q)

L £,
Remarque 1.1. On note que wo‘p(n)= WP ).

Remarque 1l.2. Il est clair, d'aprés la définition, que si o, et 0., sont deux

1 2

et ¢

"fonctions poids”, les espaces Wﬁ'p[ﬂl associés respectivement & pl 5

coincident.
Soit maintenant{RT = {x | xeR" , X > 0}.

Définition 1.2. Solent £L€N, a € Ret pe R tel que : 1 < p < +o, On définit

B

wﬁ’p(fRT) ={uu eﬂ)’ﬂRT_J. xg D~ ue Lp(tRTJ pour |8 < £}

etpwruewbpmn),

s 2 + l
¢ 0% P )P
lel<¢ " LPR")

WP R
o +



P . oz.p ozup n ’ -
[Définition 1.3. On note W '"(R) (resp. W '"(R,}) 1'adhérence de D (Q)

{resp. ﬁﬂRzll dans wg'p(Q] (resp. wf'p(RQ)).
On a slors les résultats élémentaires suivants :

|Proposition 1.1. Pour £eN, ae€R et 1 < p < +=, Nﬁ’ptﬂl muni de la norme :

u;—~——__,||u||w£'p[p] est un espace de Banach (de Hilbert dans le cas p = 2).
On a ?e méme résultat en remplagant @ par(RT.
La démonstration est analogue & celle des espaces de Sobolev ha-
bituels.

|Proposition 1.2. Si u€£W§'p(Q], alors : pour tout ouvert 91@§ Q ona:

ulQl € vf@'pml).
On a2 ls méme résultat en remplagant Q pariRT.
En effet, sur Ql' on peut trouver deux constantes Yl’ Y2 telles que :
0<v, =2 plx) < Y, pour x e §

1.
|Proposition 1.3. Siu e wﬁ'p(nl. alors : pour tout ouvert Ql € 2 ona:

UIQ = 1lim ¥ _ dans wf"p[Ql], ¥ e“b(-ﬁl].
1 N>+ n
On a le méme résultat en remplagant par!RT .

Soit d'abord Qi tel que Ql @ Qi € Q st cgeﬂ)(m telle que :

=1 sur Q, et SupplplC Q:.

1

Par suite, d'apres la proposition 1.2, @u = v satisfalt a :

1

1» done v e WPy,

Soit alors [jel€>D une famille régularisante, pcsons @

Vig, € Wz'p[Q'] et de plus : Supplv) C Q
lszl 1

Pour x € R, (J_ v)(x) = é 3 (x=y) viy) dy.

On en déduit (ecf : Eﬂ] que pour : g < d(K,3RQ) ol K = Supp(v]), (Je v]hzegiﬂl.
De plus, [J€ v]lQ tend vers v quand e tend vers 0, dans wﬁ’p(Q). I1 suffit

ensuite de poser : Wn = [J1 v)

n




Proposition 1.4. Si uEBW§'p[Q) et si ve D () alors on a :
D
(1) u v e W Pra)

(i1) on a la formule de Leibnitz :
pour 18] <4, pbuv) = 3 [g) 0f uobPB v sura
B<S n 8

ol 8 > § signifie : 8, £ 6, 1 =1,2,..,n et (g] = 1 [B
i=1

On a le m8me résultat en remplagant Q par(RT.

i
i

).

En effet, soit Ql € § quelconque. D'aprés la proposition 1.3

(ou 1.2) on a :

sur Ql’ DG(uv) = I (gl DB u DG-B vV pour |5|.§ L.

B<s

91 étant gquelconque, on & la formule de Leibnitz (ii). En multi-

pliant les deux membres dans cette formule par 0%, on obtient (1).



IT - QUELRUES -RESULTATS D'IMMERSION.

Théoréme 2.1. Pour £ €N, 1 < p < +», on a les inclusions algébriques et

topologiques suivantes :

(1) siaeRaveca+%iOou£<u+—é—, alors :

Pt
WPy s 3P
o a=j

°t WP s W PRY pour 3 = 0,1 £
N N >V L) pour j P P

{ii) si1 celR avec : O < o +'%_i £ alors :

WP s uwtIPia)
o a=]

8t Vr@:p n w@"j:D n 1 1
. R s o] T(R,) pour j§ = 0,1,00 [ +—p—]. (ou [a +E]

désigne le plus grand entier > O et <cx+-%].
(1i1) wﬁ:P(QJ [l wﬁigtg) pour o €R et B > O.

() W& 9te) <> wEP) pour a <0, a % >0t q>—E .

{v) wﬂ'ptﬂ) < wz’q[ﬂl pour a > 0, a MR letq<—>2 .
o - p l+ap

Pour (i} et (ii), on commence par ramener les cas wﬁ’p(Q] aux cas
Wg’pﬂRT) par cartes locales (en utilisant les propositions 1.3 et 1.4).

Pour établir (i)} et (ii) dans 1le cas(RQ, on a bescin du lemme sui-
vant : (cf. [4]).
Lemme 2.1. (Inégalité de Hardy). Scient 1 < p < +», B ¥ 1 et ¥ une fonction

mesurable positive sur (0,+»)} ; on pose :

[*7 fit) at sil>8
Fix) = { %
X fe) dt siBg > 1.

0



On a alors :

© - p co -
[ xPEGIP ax < o | AL Y T TR DL
— B—l
0 0
ler cas.
1 . P G [=1,P
o +<E_i 0 : on va montrer que : wa mR+] <> wi_l GR+] pour £ > 1.

7
Soit uew:’pm?':) 3 il.e. @ x: o ueLp({RT) pour |8 < £. On veut

montrer que :

CTlpY g e LDURTJ pour Y| < £-1. La -Fonction-;i &tant continua
n
a=1

&} Y
sur!R+. xn D u est mesurable. On a donc :

' n-1 o Y , p P
p.p. x'€R » D u[x.&JEL[R“R)—L r,)
9
ot o=—10' u (x'.x YetP®R ),
n 3xn n +

pour ‘Y‘ i_ﬂ-l. Par suite : X —> p’ u(x',xn] {pour presque tout x' appar=-

tenant éIRnnl) est continue sur BJ.*m[ car o + %-< 1. Par eilleurs, comme
1
p

d'ou :

@ + =<0, 11 en résulte gue la trace o' u {x',0) est nécessairement nulle,

, n-1 v ) - Xn 3 .Y ,
p .p- xX'elR 7, D u (x ,xn) é EVE D' u (x ,xn} dxn.

Par suite,

8 -~
lDY u(x',xnll_ﬁ éxn ]3;— s u(x'.xn]| dxn.

n
On appligue le lemme 2.1. avec B = -(a~1l)p, d'ob :
f+m Lo=1lp o" uix',x I|P dx <
0 n n n -

T__E__Tp *o P 1 8 oY s B
< T 15 ) é X laxn D' ulx ,xn)I dx -



Cette inégalité étant vraie pour presque tout x' appartenant a

Rn—l. cn aobtient :
P

(a-1)p Y P op _3_ AY P
%2 X 07 ul” dx i~(1323f%332ﬂ4 én X Ian D' ul” dx,

+

avec |y| < £-1. Ceci montre que 1'on a :
£,pn £=1,p 0
wOPRD s W PRD.

En itérant ce résultat, on obtient :

L,p.n -1,p.n .
Wa (’R+] C—Svlﬁ_j [{R+]J DOUI“ J = DJ 1)!--,4@ .

(remarquer que pour j = 0,1,...,£-1, on a : a =j + %-5_0).

2&me cas.
o +-§ > £. On peut toujours supposer £ > 1 car pour £ = 0, il n'y
s e . wﬂ,p n
a rien a démontrer. Socit ue o (R+] et v tel que : |yl j_ﬁ-l, cn a
) n-1 o Y . D
p.p. x'eR » x Dl u (x .xn]EL Rr,)
et
x> {L oY u (x',x )elPR,).
n 9x n +

n

Par suite : X > oM u(x',xn) (pour presque tout x' appartenant a
an—ll est continue sur ]D,+aﬂ car a + %-> l. Par ailleurs, comme o + %-3_0.

i1 en résulte que la trace D' uix',+») est nécessairement nulle, d'ot :

R VI S S E A
p.p. x'€ R ,» D u (x ,xn} f 5 D ulx ,xn] dxn
X n
n
donc :
Y fer o0 O AY o
|D ulx ,xnll_i f Iax D' ulx ,xn]] dxn.
X n

On applique alors le lemme 2.1 avec B = -(%~-1)p, on obtient :



P

e (0=1)p oY ey P 0 0P 3 oY ey P
é X I uix ,xnll dx_ <t T+ la-1p ) é X |axn D" ulx ,xn]| dx -

Cette inégalité étant vraie pour presque tout x' appartenant a

Rn-l, on déduit :

f [a‘l]p Y P . P +00 op 3 Y D
- x |D ul dx < (-l_lr[-t%'—ﬁ‘;ﬂ-) é f X l-a—;(-r:D ul dx,

. ar-l
avec |v| < £-1. Ceci montre que l'on a :

L,p 0 =l,ppn
wu UR+] C? b‘fﬁ_l UR+)-
En itérant ce résultat, puisque o -j +-% > 1 pour j = 0,1,...,4~1,
on obtient :
L,p,n =3P .
Wa UR+JC4$ \",S_j GR+J » DOUI" J = DJlJ:-u:‘R .
Démontrons malntenant (ii)
3éme cas.
0< a *'%.i L. si Eq + ﬁﬂ_ = 0, i1 n'y a rien & démontrer, on peut
donc supposer [& + %]_ > 0, ce qui implique : o +-% > 1, On raisonne alors
comme au 2eme cas, ce qul donne :
W PN C.>\.~J£—l’pﬁRn)
o + o~-1 +
et en itérant ce résultat, on obtient :

Lpony APy . 1
Wy TR S W TR, g 0,1,....[a+—p-];.

Démontrons maintenant (iii) ; il suffit de remarquer que ¢ est con-

tinue sur le compact €, donc bornée sur Q.

Démontrons {iv) : soient o, p, g tels que : 0 < o + %-:;% et
— . A an -
g> Trap (> 1). Soit € > O tel que : g > Trap=c avec 1 + ¢p ~ € > 0. On a

/el

alors, pour u e W 9() et |8] < £,

l/\
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1 1

p oK k I3
f p2P IDB ul dx < f papk dx]k [f IDB ul P dx)K .
Q Q Q

avec & — +-—% =1 etk S SN 1, donc k' = L .
Kk Kk l+ap=-¢ £~ap
Comme g > —E ot borné, 11 vient :
— l+ap=-¢ 1

f PP ul® a0 <cif 0 u]T e < v
Q f
ol C désigne une certaine constante. Il suffit maintenant de montrer que :

f papk'

dx < +o,
Q
Pour cela on raisonne par cartes locales. On est ramené & établir
- ’
que : f xOka dx, ees dx_ < +
n 1 n
T4
ob I, = {x | xer", |x| <1, x> 0}.
~8p
- opk’ - €=op .
Notons I fz+ x P00 dxy e dx jz+ x~°F dx. On a :
2B
fl x2P7® dx <+ @ car ~E- < 1, dloll 1 I < +m,
n n ap-€

D :

Par suite :

Jed
pa DB ue LP) pour IBI 52. i.e. uew:'p(m.

Démontrons {v) : soient o, p, g tels que : é-f_a +'% < 1et

l<gc«< i+5p . Comme précédemment, on introduit ¢ > 0O tel que :

q f-E:EE:E et 1 +ap +¢e <p. On aalors pour u € wﬁ'p(nl ot |8] <L :

f IDB u|q dx < f o Ipa D8 ulq dx

f Q
- 1
-— ' ’ .
< (f 0 ogk dx]K [f IpOL D8 ulqk dx]k .
: Q Q
avec-l— R 1. On conclut ensuite comme pour (iv).

k' K



...1 1-

Théoréme 2.2 Soient £ entier > 1, 1'< pi'< +. 0On f;a alors &

°p R T R o S PR R A R
(i) wﬁ'p(m = w;’p(m = {ulu e, 2elef n? uelPray, 18] < &}

pour o € R tel que : « ¢~%_§ 0 ou bien €< o +-% .

B I T S e SR I T L IR RS
(1) wﬁ’p(m = {u|ued, o° LBl 08 e o, |8 < £}
1 b ) 1 . p ;
pour o € R tel gue : 0i< o f-E A+ avegia +-5 7 1i25..0,870% ;
op 3 o1
(iii) Sur Wﬁ'p(ﬂl, la norme induite par wg'p(ﬂ] est équivalente 3 la
‘(!?' - _}_
norme : u $—————=> (= llba g ullp )P pour o € IR avec a + 1 7 1,2,..,0.
IB|—4, LP () P

T TN
[ A

_ Démonstration. Soient £ entier > 1, 1 < p < +o, deﬁ?, désigﬁons ﬁar

ﬂ DCQJ 1 dspace : o —_— B
ﬁ Py = {u‘{vu ; &'(Qi;lpa;£+lsl DB u eLE&QkfaiB[gi 2Y e
muni de la norme :
sl sz e, P,
X_"P19) |8]<L o L (m |

c'est aloFsyun gspabé de Banagh.:

D apréa le theoreme 2.1. (i) on.a : popr»g;f;%?f_a»ag”bien 2 <a +-é:

e-te~1811,p

2 p
(2) <> wl (- 18]) (@), (8] <L,

P o xﬂ,’p[m.
a O

Remarque 2.2. -Eni. définissant.de maniépe~anélogue?k£’pﬂR2}25il vient

pour *&"*-%_5 0 ou bien % a +-5, £ D(R ) < X£ DKR ).
crmmn T e R : ; R R S : AR

D'apres le théoréhe 2.1. [iii) (puisquelﬂ pst borné] on a aussi :

Py o WP
o a
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"
D'oll, pour o L 0 ou bien £ < o + 1, Xﬁ'p(ﬂl = WL'p(Q]-
p - p C a
Par ailleurs, @ étant borné, on a :
RV 1P | T L W T R Y [P
LP ) P

La lettre C désignant d’une maniére générale une constante. Or,

par itération, on a :

o 18 o8 ) wobeleled vy

(2.2.) <clle -
LP(a) Py
: -£
R I A U T
L™ (R)
avec v; = Bi pour 1 = 1,...,n-1 , et Y, = anl. .
D'ob ¢ pour |8] < £, |[o®E 18 o8 4| <cc x|l oY P P
LPq) lv| =2 LPea)
et finalement, on obtient :
2.3 |lul] <cllull
WP ) X*P(q)
o a
1
(2.4) Hull <cC = |0 ulP WP <]l , .
xﬁ'p(nl lv|=2 LP(9) W Pea)
Ftudions maintenant les cas : 0 < g +'%.§ £ avec a +-% 7 1,2,00,8,
On a déja, puisque Q est borné :
P e WP
a a

et (2.3) est toujours valable.

Soit alors u € D(Q), on se raméne pour cartes locales 2 RT et puils-
que (a=£+|8])p # 1 pour |8] = 0.1,...,(€-1), on déduit de 1'inégalité de
Hardy la relation (2.2) (avec |B|.§ £-1), d'ol : la relation (2.4) est encore

valable. Par suite, on obtient :
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o 44
wf’p(m <> xﬁ’p[m <> WP,
°L,p ) ) ; L,p
La norme || Ilwﬂ D sur wa () étant équivalente & celle de Xu () et
P ra) ,
a8 la norme : @ 1
upr———>0 I ||pa o' u||p L
ly|=£ e

Il nous reste & établir que D(N) est dense dans Xﬁ'ptﬂ). Pour cela
- b Lip
on vérifie d'abord gue si ¢ €N(Q) alors DOUFIJ€X&JD(Q] on a :(QLIGXG' ().

En effet, on a :

pProuw - € 0¥ B
v<B
d’od
-'E Y k.-/) - -
po‘ *IB’DB (¢pu) = T [5) [DYC—P plY| ](p‘t “‘*’lB' IYI DB Y u)
2 <8
i, @ Q@ uéixa’p(Q). On peut alors faire un raisonnement par cartes locales :

7

on est ramené & démontrer quc 1'on peut approcher dans X;'DGRT], un élément

L . s
ue:Xa'p[RTJ & support compact par des éléments de QDURTJ.
Nous allons en Ffait démontrer un résultat un peu plus fort :
n L,pmh
Lemme 2.2. 9BGR+) gst dense dans Xd' [R+], pour tout o € [R.
lére étape. Soit u € Xﬁ'p[RZ) et x ¥———> [(x) unc fonctibon appartenant

3 CwURT] telle que :

. 02 glx) <1, x€R] .

n

. £(x) = O pour |x| > 2.

. Clx) 1 pour le_: 1.

On pose alors pour X € P+;CX[X] = CE%) et U, = Ly us Démontrons

A

alors que : ||u, - ull tend vers O quand X tend vers +w,
A Xﬁ'pURn]

o +
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En effet, on a :
et el bl <
PR

-L+lgl~|u] B-u
. Hxl“'m 06 X 0" " ull .
0<u<g “ EYiis l n PR

x ful <
Or GX—) (D" ) Ex) est bornéc, donc :

|1 il le:'£+|81(1 -z,) o® ul|

D u, - ultl -
LP®w]) LPRD)

1

+C % { x(a'£+|8|'|“|]p 10874 |P axiP .

O<u<B  A<|x|<2x
xnzo
et quand X tend vers +», cette expression tend vers 0 d’aprés le théoréme
-(de Lebesgue) de la convergence dominée, pour |Bl = 0,000e,8 &
2éme €étape. Scit ue:X D(R ) telle que ul(x) = 0 pour |x| > N. Soit alors
X h———»rﬁxn) une fonction appartenant a C (E3,+¥]] telle que :
. 0< n[xn] <1, X > 0.
. n(an = 0 pour O < X, < 1.
. n(xn) = 1 pour X, 2 2.
On pose alors pour X € R, nA[xn] = n(kxn] et uy =M, U Démontrons

que Ilu - ull tend vers O quand ) tend vers #w.
Y REPRY
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En effet, on a :

HXOL—-@"'IBI DB[U "U)H < Hxa—/@+|gl (1-n. ) DB UH
n A p N, — n A b n
Bn n J J 3 a—£+[3|-j (8. =:Bn‘j]
+ Z ( ] b I‘x n (\ ] D s UI
3= LPIRT)
=L
< 1x *'Biu-nx) of ul|
PR
° 1
" 2 i=k 3 (B suasB ) 2
(Cr,—fﬁ B1- ) 1 _ '
+ C .? {x xn I l JJIp dxn f - |D n=j ulpdx }p
J'l "A‘ R

et guand X tend vers +», cette expression tend vers O d'aprés le théoréme

(de Lebesgue) de la convergence dominée, pour |8] < 4.

Z,
3éeme_étape. Soit ueX DURT] telle que @ Supplu) = K soit un compact

de RT.

Pour "£< d(K, Xo = 3), posons :
pour tout xeR", (J_ uwix) = f J (x=y) uly) dy
€ mE

ol [j€]€>0 est une famille régula;isante. On en déduit (cf. [1]) que :

£,
Je ul r}eéb[ﬁ?) et que d’autre part : JE u tend vers u dans W DGRT] quand €
R

+ £
tend vers 0 et donc aussi dans Xq’pﬂRTJ (car J. u est & support contenu dans
un compact fixe de!R:).
Par ailleurs sur 3>GR:) (d’aprés 1'inégalité de Hardy) on a :

pour u EC‘J}URHJ, HUH <c( I HPOLDY qu
' KPR T[]t PR

1
a +-5 £1,2,...,4 , or on a toujours :
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1
¢z |0 ufl? 1P < |l i 11 en résulte :
v|=L LPwR) T X“PRD)
o +
Lemme 2.3. Pour o € R avec o + X #1,2,.4.,2 , la norme || I, L. sur
. P Xa PR |
Xu'pﬁR:J est équivalente & la norme : u=—— ( L [Ipa o' u]lp 1

|v]=£ LPR)
Ce gui achéve la démonstration du théoréme 2.2.
Le théoreme 2.2. ne donne pas de caractérisation de 1'espace
&ﬁ’ptﬂl pour les valeurs singuliéres 1,2,...,¢ de o +~%, cecl & cause de
la restriction 8 # 1 dans 1'inégalité de Hardy. Nous commencerons donc par

donner une modification de 1'inégalité de Hardy.

Lemme 2.4. Soit f D (J0.1[). On a alors :

2 |y

(i) si B #-1, Ye R, R>¢g B+l on a :

p
[P leced]P +f Log” S at < tTé—f—lTJ [P lerealP 5P Log” Bat

(i1} si v # -1, R> 1, on a :

L 1P o7t LogY §at < e’ LHIe P TP Log"P Ry

Dém. : (i) B # -1. On a :

d B+1
dt (t

Logy-%] =t Logy-%. P(

od P(X) = (B+1) - v X.

Pour te][],]_[ ot Ri EZILYI/IG"']-IO“ a -i—_)_ 82'YI/IB+1|

1 g+1

d'od : 0 < Log- Ty

Re
t._.
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1> el - fvl Logt £ 5 1ol

1P 5

Log — t

on obtient donc :

B+l

1 B R 2 ¥ R
LJ If(t]lp t LogY E-dt j_TE:ET | f |w"[t]|D (t Log{-E) dt|

1 ] R, 1 2 1 -1 d{f 1 ¢y R
P B Y =)[2} + TE%TT |f0|F[t)|p ~7£€L B Log” T dt

T—__T {(|re)| "

0
y 2L L]

2 1 p-1 B(p-13/p P R df p Y/p R

i'TEI%T IS EIC ] L Log e e lgpl £ LegP Lt
it} 1

2 1 p ,B vy R P 1 df B+p Yy R p

= Teea] 3 #)[P £ Log” S dt) T[] Sl v Log! 1 dt)
d'ol 1'inégalité (i).
(i1) v # -1. On a : t- LogY R. - L d (Log v 1-—] et de la méme fagon
t v+l dt

que précédemment on obtient pour fe D(]0,1[) :

Y+l R

1 -1 R 1 1
[Hlee)]® ¢ Logy-g dt < T /3 {f(t]lp = (Log"™" ) dt]

p-1 Y
1 p-1 _-(p=1ll/p y{p=1)/p R . 4dfy. p ,_p*1 R
= IY+1| fD 'f(t]l t Log s I tlt Log T dt

p-1

ec——

at)P o fé I I P Lo VP R at) P,

i

< ¢ lf [Pt "1 Log"
|Y+1|

d'ol 1'inégalité (1i).

Ceci étant pour o +-% = k €{1,2,...,¢} on définit 1'espace:
-p -
Yﬁ’p(ﬂl = {u | u e SH'(Q), pa +|B| Log l-g DB u eLp[Q] pour |Bl=0...£-k
pa-2+|6| DB ue LP (o) pour |B]=f-k+1,...,£}
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muni de la norme :

£-K _P _
y IIUI| 2.0 =( Z tlpa +|8|Log l-g B ]IDD +
Y. r@) |8]=0 LY Q)
1
£ o -
A it I LA
|8]=R-k+1 P
avec R > Max (Max o(x), e ) Yf’pQ est alors un espace de Banach.
xe.Q
On vérifie facllement (comme pour 1l'espace X 4 Pran gue si c?eED(Q)
vl

alors : u € Yf'p(Q] implique ¢ u er’p(Q). (Remarguer que |o +1-3|

Log
est borné sur ﬁ‘pour Iyl > 0}.
Soit alors u e (Q), on va montrer que : pour o +-é = ke{1,2,..4}

on g o
(2.5) | ul] < ¢ |]ull
vf‘p(m £oP gy

ce gqul prouvera gue :

ﬁ'pfﬂlc:aib'(ﬂll.

o
wﬁ'thJ c;»vﬁ’ptﬂl (car wﬁ'p(n) ot Y
D’aprés de qui précéde, on se rameng, par cartes locales, & montrer

que pour ue@(mz) avec Supplu) < st o= {x | xeR" | x| <1 X > 0} on a:

'('.'.-k o -
(2.6 ( I lez_k+|8} Log 1 g DB Ul‘p n. *
8]0 LR
z —
T L
|g|=8-k+2 " LPR))
<c |lull
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ler cas. IBI_i £-k+1 : 11 résulte de 1’inégalité de Hardy (ce qui est

légitime puisque (a-£+|B{)p # 1) que 1'on a :

1
(2.7) llxz-£+lsl DB ul | n <Cct I ||x(r1] oY u||p )p_i
_ LP@RD) fy| =2 L"@®))
cellell go
o +
2eme cas. |B| = £-k, on doit majorer 1'intégrale
= -1 PR 8 P " -1 P R B P
I 'éz xn Log x |D ul dx é:+ xn Log x lD ul dx.
D'abrés le lemme 2;4 (ii), puisque R 3_92_1 1, i1 vient :
1 -1 “p R_ 4B P 1 -1l#p 3 B (P
“W‘fo*n Log .xnlD ﬂ d&jic IO X0 'a%ljgﬂ dm
et par suite :
=1l+p 3J B p
1<c [ «x l=— 0" ulP ax .
le: n an :
Po . 3 B _ Y . PR I = =
sons alors - ton 0" =D ; ona: I{I = IBI + 1 = f-k+1, par
n
ailleurs :
a~L+|y| = a-k+l = --% + 1 = %-(-1+p], on peut donc utiliser le ré-
sultat (2.7), ce qui donne :
‘ 2
(2.8) llxg-£+lsl L::)g--lz—DB ul| n = Cte ( I Hxa oY u |p n )P
n LP®D) ME A LP®D)
< Cte |]ul]
W PR
o} +
38éme cas. |B| = £-k-1, on doit majorer :

I-= f x—l-p Lt:'g.p -E— |DB ulp dx .

N
T+ n
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D'aprés le lemme 2.4. (i), puisque R > 92, il vient :

I<¢C fn x.-1 Log"p ;B IDY ulp dx

R n n
+
avec D' =-§%— DB ,» done |y| = |B| + 1 = £~k, on peut alors utiliser la
n
majoration (2.8), i.e. .
1
(2.9) lez-2+lsl Log“1 R p# ul | <ctr z lei of uHp n )P
*n LpﬂRQJ [y|=£ LpﬁR+)

<c |]ul]
- wg'pUR:) s

et il est facile de voir, par un raisonnement analogue, que (2.9) est en fait

valable pour |8] < L-k.

Be (2.7} . (2.9), on déduit [(2.6) avec 1l'information complémentaire

suivante :

(2.10) sur BN, la norme || H » est équivalente & la norme :
Yo P )
1 k

ur—> (I |lpa D’ ul [P 3P (puisque pour k = 1,2,...,£ on a

lv]|=2 LP(s)
1
toujours : ( bX 'lpa D' ullp ]p_j ||Ul‘ P ).
[v{=2 LP ) v P @)

2 °'€,D ‘e:p
En fait, on a mieux que le résultat : wa [Q)CLDYK (), on a

le résultat suivant :

Théoréme 2.3. Pour d'+-% = ke {1,2,..,4} on a:

4,
k

o °L,p
(ii) Sur wa (Q), les normes : U w—>

[+
(1) WP = vEP, + s
o {g

sont €guivalentes.
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Pour cela, on commence par remarquer, puilsque 9 est borné, que

l'on a :
(2.11) Yf‘ptnl o wﬁ’p(n).
En effet, pour : |B| < £k et ueYﬁ’p(Q] on a :
e 0P ull | < 10278181 Log7 Sofull
L™ (Q) L)

et pour |B| >£-k, on a aussi :

6% 0 ull <o (1o l8l oy
LP (9 LP )

[ull <c |ull
wﬁ’pta) - Yf'p(QJ

ce qui prouve (2.11). Finalement, tenant compte de (2.10) et (2.11) 11 nous

suffit de montrer que D () est dense dans Yﬂ‘p[Q]. Pour cela, on a besoin

k
de quelques lemmes techniques :

|Lemme 2.5. Soient R > 0, B et v € R. Posons : f(t) = tB LogY

f[k) (t) = 138-k LogY 1

|20

« Alors si

. Pk ¢

te]o,R[ . )

i

R
Log rs
ol PK(X] est un polyndme de degré < k et PI(X] =B -y X

On fait la démonstration par récurrence sur l'entier K.

. k =1, la vérification est immédiate (Po(X} = 1).

~

. Supposons la formule vraie & 1’ordre k, et montrons=-la & 1l'ordre k+l ;

on obtient :
B-k+1 YR
Log il Pk+1(

R

; - (a- - 2 5,
ol P, (X) = (B=K) P (X) = ¥ X P (X) + X* P!(X)

on a bien : degré P < k+l.

k+1
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Lemme 2.6. Si t € ]JO,R[, on a :

K
P SN S S

dtk Log‘§ tk Log

1 )
7R el TR >
t o8

ol PK_1(X] gst le polyndme intervenant dans le lemme 2.5.

En =2ffet, on a : !

d 1 .1 1
= (LO .B) "R £(t)
&% & %

et f(t) est une fonction du type indiquée dans le lemme 2.5.

[0 ] Lee]
lLemme 2.7, Soit ge C (JO.R[) et ¥ e C"([0,%[) avec g > G, on & alors :

3
n+ I B.(i-1) <.

On reisconne par récurrence sur l'entier j.

T - g d
c3=l: 5 (F o g)lt) = f [gt)] o 8(t).

(k > 1)

J . 3 i B,
e -z, # el T g !
dt? Py i=1 dt

(t ¢ Jo,rRD
pour j > 1, ot la somme I est & prendre parmi les indices n, Bi tels que :
J
1 ) B, <n , B, entier > O
- i- i -

i=1

t
. Supposons la formule vraie 3 l'ordre j et démontrons la pour j+l. On
obtient en dérivant les deux membres :
gd*t j (n+1) I 4t By
S Feglit)=2c o (f [eee] 1 =5 eten) * o+
dt "7 i=1 dt
(n) [ ] J di Bi di' 6i'--l di'+l
+ f z n (— —— !
g(t) ( 7 g(t)) B.,I i,) T8

it=1 ifi' dt 1ot dt
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On peut écrire :

3 i 8. 3 i Y
£ Lol Paed 1o eLeen e f ™Y el 1o e !
1=1 dt i=1 4dt

avec y; = Bi sii>1-¢et Yy = 61 + 1, Alnsi, on a :

J J
1< ¥ vy,=1Z B, + 1 <n + 1,
i=1 * i=1 1
De plus :
J J
(n+1) + I vy, (i-1) = (n+1) + T B,(i-1) + (B,+1)(1-1)
- i . i 1
i=1 i=2

J
(n+1) + I B (4-1) < + 1.

-

Il reste & vérifier gue les conditions du lemme sont satisfaites

pour des expressions de la forme :

i B i’ B.,-1 i'+1
c- 1 Leen?t s ral S aw.
i#i' dt dt dt
J+1 i Yy
ler cas. i' = j on peut alors écrire : C = B' I (= glt))
———— i i
i=1 dt
avec Yi = Bi pour 1 < j et Yj = Bj—l’ Yj+1 = 1.
On a alors : 1<% v, =L8B, <n
— i . 1~
i i
et @
j-1
n+ % vy,(i=1) =n+ L B (i-1) + (B,-1)(3-1) + j
1 1 i=] T J
J
=n+ I Bi(i-l] + 1
i=1

< j+1
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2éme cas. i' < j, on pose alors ii = 1i'+1 on a : ii_ﬁ j, et donc on peut
écrire : j i Y
c-pp 1 Leren?
i=1 dt
avec Yi = Bi pour i # 1 115 vy T Bi,—l et yii = Bii+1. On & donc :
1<Z vy, =L 8B,<n
g 1oyt
et
n + § Yi(i-ll =N+ Z' N 81[1-1) + (Bi.-llti'—l] + [Bi.+1J[ii-l)
i ifi’, i 1
1
=n+ X Bi(i-lJ =i+ 1+« ii -1
i
=n+ X Bi[i-lJ +1 <3+ 1. C.Q.F.D.
i

Ceci étant, soit n = n(xnle Cw([b,+w[] telle que :

. n(xn] =0 pour 0 % 27

1 pour < < x

Hlw

. n(xn] o

. 0< (x) <1, x > 0.

Soit A > 0 et R > 1, on pose alors

n(-*lL-—) pour x < R
Log-B— n
n
(2.12) n (x_ ) =
n
>
1 pour x_ > R.

N possiéde les propriétés suivantes :
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Lemme 2.8. n

Lemme 2.8. € Ct[0+=]) et verifie :
_ -4
(1) nA(xn] = 0 pour x_ < Re .
(i) nk[x ) =1 pour X > R 9-4A/3 .
n n —

(411) 0 < ny(x ) < 1.

-4\ -4A
(iv) Pour xne'IA = [R =) 4 , Re 4 /él on a : (pour A assez grand)

J .
|-2 n)‘(x)|<——-—-'l—- 3>
n' - j R -
dx x_ lLog —
n n X

C. étant une constante.

J
Les propriétés (i) (i1} (1ii) et n, € Cm([b,+m[) sont évidentes

4)\/3 < R)

{remarquer que R e
Démontrons (iv) : comme pour xne'IA. on a : X < R, on peut appli~

quer le lemme 2.7, ce qui donne :

3 \ N J i A B8
L o=ty e R s n 1
dx 71 Log — 1=1 dx_ Log —
n X n X
n n
avec : j 3
» {(n)
1< I B,<n,etn+ I B,(i-1) < j. Or les dérivées n de n sont
—_ i i -_
i=1 i=1
bornées et donc :
J B i
I—E’)-g— noGolcc nom At e Rnl%.
d S i dxn Log ;;
Mais d’'aprés 1le lemme 2.6 on a :
i
d 1 21 1 1
d 1 (Lo B—] ) xi Lo 2R Pi-l (Lo -S—) .
*n &% n 08 % &%
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1 1 3 1

Malis si xne‘ I)\, on a o f_——é—-i —43“, par sulte Pi_l ( -]
Log-;(— Log <
n n

sst borné, indépendamment de A > A, > 0, pour xne‘IX.

Par ailleurs, puilsque pour an:Il‘ on a : A_i-% Log %— , donc :

n
B i B B,
I 2 i l d ( 1 ll 1 C T Log i R 1 1
1 dxt Log B T 4 18, 281 g
xn & X b4 Log —
n n Xn
e iBi -z Bi
1 i R
2Cox Log x .

Mais : 1 <Z 8, <netpouri>1,ona: LO%'%‘.i 1.
i n

2 {8, = Z B, (i-1) + I B, < j-n+n = j et pour \ assez grand on a :
i i i i i i~

~4r/3
e

R < 1 donc xn_i 1. C.Q.F.D.

Cn peut alors démontrer que D(N) est dense dans Yﬁ‘ptﬂ).

l18re étape. Soit u eYﬁ’p(Q]. On se raméne, par cartes locales, & u telle que :
Supp(u) <I_ . Pour A > 0 on pose :

u =n U

A A

On a déja, en revenant & Q que uAE:Yﬁ
i
converge vers u dans Y:'D(Q] quand A tend vers +®. On se raméne & démontrer :

*P(Q), on va montrer que u,

”xg-blel Log-l R B

(2.13) — D [u-uxlll tend vers 0 quand X tend vers +«
X PN
n L GR+]
pour |8] < &-k.
~£
(2.14) lea +18] D8 u-u, ) || tend vers O quand A tend vers + ©
n MR
+

pour |B| > f-k+l.

Montrons (2.13), on a :
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-£+|B| -1 R B a_£+l6| -1 R .8
[ Log =~ — D" (u-u, )| < ||x (1-n,) Log = — D°ul|
n xn A LpURTJ n A xn LpﬁRT]
Bn Bn j (j] -1 R a_£+|BI_J (Blllnasn_j]
+ L () ||xn UN (xn) Log <~ *n D ull B
j=1 3 n LT R, 2

Or lxﬁ n;j) (xnll_g C pour xne'IA. la constante C pouvant &tre choisie indé-

pendante de A, d'ol :

£ -1 R -£ - .
leﬁ +|B| Log o DB[u-ullll . N < ||xz +|B| Log 1 %— (l—nl]DB u|| .
n L' (R, n L7 (R,)
B 1
n pa— - (B )-.,8 - ] -—
+C 3 {{ Ll [ ot "3y P ax3P
j=1 I " " RN

et quand A tend vers +», cette expression tend vers O d'aprés le théoreme de

la convergence dominée.

Montrons (2.14);0n a :

-L+|8| B a-£+|8| B
lea D" (u~u, ) || :.llx {1-n,) D" ul|
n A LR n A LP@R")
. |8]-L+k-1 B 'RTS a-lelp|-j (ByreeB_y)
g CP e n2lx ) x D ull
3=1 n LPR])
B
n B .
+ z ) ||xj nijl (x ) Log 5* .
j=lgl-kex 30T " n
) IV (B,,eaB__,)
. xg £+|B| J Log ! g— D 1 n=J ull b n
n L GR+)

On utilise alors la majoration (iv) du 1lemme 2.8, et on conclut

comme pour (2.13].
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2eme étape. On est ramené & etablir que 1'on peut approcher dans Yﬁ'p[Q)
tout élément u € Yf’ptﬂ] a support compact dans Q par des éléments de ™oy,
Il suffit alors de reprendre la démonstration du lemme 2.2 3éme &tape.

Ce qui acheve la démonstration du théoréme 2.3.

Remarque 2.3. Il résulte du théoréme 2.2 que :

[¢]
HR) = W 1'2(9] = {u | ued(RQ) tel que :

axi

(<}
Puisque wgtﬂ) = LE(Q) est un espace normal de distributions dens @

—‘;—eLZ(m, SY %@ 1=1,...,0k

(i.e. : un espace de distributions dans lequel 9D (Q) est dense), (LE(Q])'
ast un espace de distributions dans Q.
L}
Par ailleurs, 1'espace (LE(Q]J' est isomorphe & 1l'espace LEG(Q)

avec

0 fe

+'—J;-;- = 1. En effet, soit T€[L2(Q]]', alors pour ¢ €3XQ) on a :

<T; > = <T‘ > ,
¥ (P P QP'SB (Q) DY)
o o

-Q, o ]
AR Y
Mals : y ——> p“ u Lg Q) h—-é-Lp[Q] est une isométrle 1linéairse, on en dé-
- ?
dult que 1l’on peut identifier p ¢ 1 avec un élément geaLp (), et un seul.

L}
Donc pa g appartient a LEG(Q] et de plus on peut vérifier que :

[Tl = ell ., = 1]e% gll
(L ' LP

Pran LP @,
a -a
o ,p
Or, pour 2_3 1, Wﬁ (2) est aussi un espace normal de distributions
dans Q, on pose alors (en accord avec l'isomorphisme précédent) par définition
-‘e’p' - 2 aD ’
w_a Q) = (Wﬁ Q).

Cette définition donnés, on a :
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Corollaire 2.1.

(1) pour P entier, 1 < p < +», a, BER tels que : o +
B

. 8t

O b~

a -8B +-% ¥ 1,2,0..,4 1'application : u &~——> p~ u est un isomarphisme al-

' osp Nl
gébrique et topologique de wf' () sur a:B[Q]’ dont 1'isomorphisme inverse

est : v > p-'v.

(11) pour Rentier, 1 <p < +», a, B € R avec :

-q +~%7 s ~0 + fB o+ %ﬁ-# 1,2,00.,4 1'application : u > p8 u est un
isomorphisme algébrique et topologique de W Z'ptﬂl sur W z'p(n) ;3 c'est

1’isomorphisme transposé de 1’isomorphisme algébrique et topologique :

(] o ’
L — o o o Wf&EB(Q] sur Wf&p (Q), 1'isomorphisme inverse étant :
-8

v > 0 Ve
Démonstration de (i). Pour £ = 0, l'assertion est triviale.
Pour £ > 1, soit u € wZ *P(Q), on a alors :
pour |v| < &, o'ef w =z H ottt w
§<y
donc :
0B LYl gv By L g (N 0% Bypl8l-8 jolelvl-lsl gv=6
8<y
[6] -
Or 06[08] = I aj(x) pB y .
j=1
Donc : IpIé;I-B Da[pﬁll.j C. Par suite, pa 8 £+|Y| DY(p u) eLP(Q]
et de plus :

e e ovef wpl <l
L7 o) wf’ptm

[} - ]
De méme, nous montrerions que si vewfig alors : p Bvekfﬁ'p(m et
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-B
He™ vllo < ¢ llivlle
WP ) WPy,
a a~f
Démonstration de (i1) : on peut supposer £ > 1. On part de 1'isomorphisme :

B _ °L,p’ °l,p’
> 0B P (@) —— WP )

0 ¢+ X

> w-ﬁ'p(Q]. I1 nous reste a3
o o-B

on en déduit un isomorphisme t¢8 : wqe'p[Q]
interpréter t¢6 - Soient ue w;ﬂ.p[g) et € D (Q) alors :

t
e T uadg k>
o~

o] )D'
; tn).wfu+8(91

- [} [}
WPy Wb P @)
o -0

t N B
1-e- Sl U T U Py,
donc t¢w u = p8 u, ce qui achéve la démonstration.

|Corollaire 2.2. Pour £ entier, 1 < p < +=, a, B € R tels que :
B8

o
o +-% #1,2,...,£4 . L'application : ur——> p" u ast continue de wﬁ’p(nl

[+]
dans WoPra).
a~R

Il suffit, d’aprés le corollaire 2.1 de montrer la continuité dans

le cas ol o - 8 +-% €{1,2,...,£}. Posons a - B +-% = K.

D'aprés le théoréme 2.3, il faut montrer que :

pour |y| < £k , I|;>°°_‘H)'+[YI Log_I% 0'ee? W] <c llulle ,
LR wg’Pra)
Pour v tel que |y| > £-k+1,
-g=L+|v| v 8
Ho® ' D" wi| <c flulle
LP ) wf’ptnl.

Cette derniére inégalité a été prouvée dans le corocllaire 2.1 ;

pour 1'autre inégalité il suffit de remarquer que [Log-l -%l < C.
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ITII - UN THEOREME DE DENSITE.

Théordme 3.1. Soient £ €N, 0 €R, pe Rtelsque 1 <p < + gt 0<a + ﬁu

Alors N(Q) (resp. %bdﬁ?]] est dense dans wﬁ’p(Q) (resp. wﬁ'pﬂR:]).

Par cartes locales, on se ramene 3 établir le théoréme pour[RT.
le démonstration résulte de plusisurs lemmes.
lLernme 3.1. Soient £ € N, a €R, p €R tel que 1 < p < +», Alors

L,p,.n
W PRD).

Wﬁ'pﬂRzl N é"(RTJ est dense dans
Pour cela on utilise la méthode de tronquature employée dans la dé-
monstration du lemme 2.2., lére étape.

Lemme 3,2,

Soient £ € N, a€R, p ¢ R tels que 1 < p < += et a > 0. Alors

QDUR+) est dense dans wg’pﬂRT] ﬁ\g'ﬂRTJ pour la topologie de wﬁ’paRf).

Soit u appartenant a wf'pﬂRT]/\E'GRT). Pour h appartenant éIR+
on pose :
u (x',x ) = ulx',x +h) pour (x',x JeRr" .
h n n n +
Y 29 o
On vérifie que u, appartient & W, (R,) N8 (R,J. De plus u,, tend

vers u dans Wﬁ'pﬂRzl quand h t»nd vers zéro. En effet :

B a B a B a B
HxY o®u -~ x* 0° ul] < ||tx +m)* 0% u_ - x> D" ul]
n h n LpﬁRz) n h n LpﬂRTJ
B
f e = x M08 u || .
n n "LPRD

D'aprés la continuité de la translation dans Lp(RT). le premier terme

—

tend vers zéro. D'autre part u étant & support compact dansiRT. il existe

deux constantes positives k et k' telles que :
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X
B P k' n sa P B ’ p
[ Kix_+h)%=x 20" u_|] = { dx' [ (== (x_+h$P|oPu(x’,x_+h)|P dx
n n h LpURTJ X'Lik 0 xn+h n n n

j.{ dx* Ega[xn+h]ap|DBu[x’.xn+h]|p dx_ +
x'l:ﬁ

X L
+ sup (1-C Th)alp [ dx’ fk [xn+h]ap|DB u[x'.xn’h)lp dxn
8<x <k *n Ix"|<k &

ol 8 est un nombre de |0,k'] que 1’on choisira par la suite. Or,

dx’ 4? (xn+h]aplDB-u(x',xn+h]|p dxn = f 'dx' L?+6xnap|06u(x',xn)|p dxn.
Ix* | <k x| <k

et pour tout € > 0, il existe Yq > 0 tel que

y
{ dx' fol x %P |DB u(x',xnllp dxn <‘%

x'L:k n
¥
Si 1'on se restreint & h et & appartenant a ]D. -%ﬂ on a
f L?+6 x_°P IDB u(x]lp dx <-% .
Ix' | <k ;

On fixe maintenant 8 ainsi cholsi. Il existe y. > 0 tel que pour

2
0 <h <« 5.
(1-—2%4° & (12 %P « €
sup - = (1- <
q§xn§k' Xy *h 8+h 2||xna DB ullp n
LP®])

£

Ainsi uh tend vers u dans wa'pﬂRT]. quand h tend vers zéro.

I1 suffit maintenant d'approcher u, par des fonctions de QDGETJ dans

h

wf’pﬁR:]. Pour cela on utilise le procédé de régularisation. Auparavant on re-

marque que DB uhe Lp[\Rn":1 x ]" —rzl +°°[].

Soit [j€)€>0 ung famille régularisante surIRn. On pose pour X appar-

tenant a " :
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Js’uh(x] = fnh j€ {x~y) uh(y) dy

ol Qh = {x, xe!Rﬂ.-l X:] - —;—. +°°[}. Comme dans [1] on déduit que Je

converge vers u

\ A

dans WK'D[RZJ, et comme u, est & support compact dans

h "Rn h

RT st « > 0, on en déduit que J_ converge vers u,} _ dans Wﬁ'pﬂRTJ. I1

Uhlan
suffit enfin de remarquer que JE Uy ; appartient é@[lﬁ';'f
R

+

Lemme 3.3. Soit £EM, 1 < p < + » et a€R tels que -—pl— < a < 0. Alors Q’RT]

est dense dans wﬁ'pﬁRT]’\ g’ﬂRT) pour la topologie de Wﬁ’pﬂRT].

On va donner ici une méthode générale d'approximation (qui compléte
la méthode utilisée dans le lemme 3.2).

lére étaps. On régularise d'abord par rapport & la variable x'. Pour cela

soit une famille régularisante (g€)€>0 suran_l. On pose alors pour presque

tout xn appartenant éiR+ :

(§e u(x',xn] = f n-1 gE(t’] u (x'-t'.xn] dt’ = (ge -*' u [..xn)] {x")
R t
= f n-1 getx'-t'] u [t'.xn] dt’
R
et pour B € N, B = (B.,....8 .01, 8] <& on a:
1 n-1 -

B 4 y = ’ B [ iy | ’
D [g£ ul (x .xn) ﬂRn_l 8 (t') D" ulx'~t ,xn] dt'.

Pour les dérivées par rapport & X+ On vérifie que pour 0 < j < £,

pdur.ﬁresque tout X appartenant a R, on a :

ajgﬁ Y B‘ju
— (x',x_) = fn-l ge[t') - (x'-t'.xn] dt’.
o "R ox
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Regroupant ces deux résultats on obtient que pour gem", |8] < £ :

B ' = ’ B [y} [}
D %Eu(x /X ) ,é”‘l g, (£') 07 ulx'-t',x ) dt'.

, n
On vérifie en?in(mmzﬁe u converge vers u dans W§ pUR+J guand €

tend vers zéro. En effet, soit 8 € N, gl <2 :
1

ap 8 _ B P P
-[n‘gn X ID%EU B ul® dx)* =

+

1

g B u[x'.xn)]dt'lp dx)P

ap ' T -
[f n *n | %n-l gE(t 1D ulx'-t ,xn] D

R

+

1
' ap 8 gt -n? ' p P o
f n-1 gett ) fn X | D utx’-t ,xn) D~ ulx ,xn]| dx)" dt’'.
+

La translation étant continue dans LDURT].

{ f x>P | DB ulx'-t’,x_ ) - DB ulx',x )|p dx)l/p tend vers zéro quand lt'|
POl n n
tend* vers zéro. Comme le diameétre du support de B tend vers zéro guand €
tend vers zéro et que fn—l gE(t') dt' = 1, on en déduit que
R
1
{ In xgp | DB (5 e U~ DB ulp dx]p tend vers zéro quand € tend vers
IR

. +
Zero.

2eme étape. On doit approcher maintenant (%E U, qui est de classe c par rap-
port & x', par des fonctions de QbﬂRr:]. Pour simplifier 1'écriture C:SE u sera

remplacée par la notation u.

J
Pour 0 < j < £ et pour presque tout X appartenant a R_, 2—%-{.,xn]
- ax" .
appartient & DR" ) n

Pour 0 < j < £-1 et pour £’€N on vérifie que :
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J ' -
x® 2L elP (0,40 WOPR")
N

X

{ n

J+l ' -
x* S=HeP (0,40 ; WEPE" 1)
n Bxﬂ

Comme par hypothése 0 < @ +-% <1l ; on en déduit que pour

0 <Jj<4f1et pour £'el,

FUepe ([0,+=f W PR
axﬁ ,

J - ' ; -
Donc jL#-(.,O] appartient a C " 1] et méme a ib(ﬁn 1] pour

X
n

0 <J < £1.

Soit qg une fonction de PIR) telle que :

3

n

(0) =1
3 X

K
X
‘—_'-% (D] = D pOLII‘ k = 0‘13--,:]—1: j+1;|-p£—1-

\ 9 Xn
On pose : .
-1 od
Ulx) = E(x' x ) = ulx',x ) - £ —= (x',0) (x_)
" "n *n . J ’ qﬁ n*
j=0 23x
n
L-1 % —
Y . N n n
Comme I —3 {x',0) appartient a §B(R+). 11 suffit d'approcher u par des
j=0 X .
n

é€léments de ‘QIR?) dans wﬁ’p(mfl. De plus 4 posséde les propriétés suivantes :
e 5P n. ,__ﬁ
T PRI AR )
Y
39
"“"l‘-.l"[-;ol =D » j =D)l:t-;’e"ln
axﬂ
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Remargue 3.1. Pour -1 < a p, QBURZ)C:W§'DUR2].

3éme étape. On doit approcher maintenant E par des fonctions de Q)(RT) dans
wg’pURTJ. Pour h > 0, on pose :
N
' -
j ulx 2% h) pour h < x_
h(x) =
[ 0 pour 0 < X < h.

- £z v £os o n
Gréce aux propriétés de u, on vérifie que pour 8 € N, |6| j_ﬂ :

B

' -
D™ ulx’,x_-h) pour h < x_

p? Ehtxl-

0 pour 0 < X < h.

n
u, converge vers E dans wﬁ’pﬂRT) gquand h tend vers zéro. En effet soit

geN", || < £.

P | oP Y 0B Y|P ax =
n h

1]
—
2
]
=
T +
8

x P | DB E(x'.x -h) - DB a(x'.x le dx
n n n

&,

+

h ap B e P
,én-l X | 0¥ ulx ,anI dx

8

[, tx +n)%P | o Ulx',x ) - 0

?J'(x'.xn+h]|p dax
R

+
h op B, P
fn-l I3 x ' | 0% ulx ox 3T dx.
IR
D'aprés le théoréme dc la convergence dominée la deuxigéme intégrale

tend vers zéro, quand h tend vers zéro. Pour la premiére intégrale on utilise

1la majoration suivante :



1

B a[x'.xnllp dx]p_i

¢ [xn+h)°‘p | 0® Uix',x_+h) - D
py n

+

< I‘(xn+hla DS 3[x'.xn+h) - xz n® a[x',xn]|| a. ¥
LPR)

s e sm® = of

~ '
u(x .xnlllegRT] .

Le premier terme tend vers zéro guand h tend vers zé€ro d'aprés la
continuité de la translation dans LpURT), et le second terme tend vers zéro
quand h tend vers zéro d'apreés le théoréme de la convergence dominée.
4éms étape. On régularise maintenant Eh' Soit [j€]€>0 uns famille régulari-

n
sante sur R . On pose :

v V]
[Je uh][x) = é” jE(x-y] uh[y] dy.
+

~

En utilisant une démonstration analogue & celle employée dans le

lemme 2.2. 3&me &tape on montrs que Je Eh n’ qui appartient a QDHRT]. con-
5, dons VEP R ™ e
verge vers Uy dans o UR+J quand h tend vers zéro.

Corollaire 3.1. Soient £ entier > 1, 1 < p < += ; alors on a :

[=]
wﬁ'p[an) = We’p(iRn] pour o + 1o oud <a+ 1 .
a + n + p— p

Pour cela, on commence par appliquer le lemme 3.1 ; puis, on applique
la méthode de -émonstration utilisée dans le théoréme 2.2.

Corollairs 3.2. Soient { entier > ., . < p < +» ; alors on a :

Wﬁ'p(ﬂl = Wﬁ'ptﬂ) pour a 1. L.

hn

On a le méme résultat en remplagant Q par(RT .
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Comme ﬂ)[R:) est dense dans w&'pﬂRT] d'aprés le théoréme 3.1, il

suffit d'approcher tout €l1ément u appartenant & QﬂR?] par des éléments de
n »P 0
?b[lRJ dans \»fg R,).
On reprend la démonstration du lemme 2.2 2&me étape ; sait (avec

les notations de ce paragraphe) uy =0y U, Uy appartient a QBGRT).

On a:
lxp 0Pyl < e g 0P ] s
L (R+J L UR+J
B 2
n - . (B )--:B'j:]
A .
+C z {| f x P ) IP | n[j][kx ]|p dx f D . n- uip dx'}
_ 1 n n n n-1
=1 N R
Or :
[Bl,...,anj]
n-1 B u|p dx' < C, C étant une constante indépendante de X\t
R
puisque u appartient a ﬂ)ﬁRT].
Par ailleurs :
2 2
. . Y ]
AJP f xP |n§J] (Ax le dx_ < ¢ AP & P dx < €, C étant
1 n n n — 1 n n —
py L . X
indépendante de X, puisgue o + = = <%, '
P -
o 3 (3 (Bl,...,Bn A}
Par suite, X X7 n (Axn] D u reste dans un borné

de LpURT). on peut donc en extraire une sous~-suite faiblement convergents

vers Wj’ Wj appartenant a LDHRT]. Mais, il est facile de voir gque

. . (B )'OIDB -j]
x> ad n[J) (Axn] D 1 n

n
n u converge vers 0 dans 4 (R,), donc :

wj = 0 pour j = l,....Bn.



-39~

D'autre peart :
||xa (1-n,) D8 u!l tend vers O avec-l d'aprés le théoréme de la
n A P A ,
L [R+]
convergence dominée.

I1 existe donc une sous-suite (Am) telle que xz DB(UA - u) conver-
m .
m
ge faiblement dans LDURZ) vers 0 lorsque m tend vers + o , et ceci pour

l8] < &.

Finalement, il existe une sous~-suite, encore notée (Am] , telle
m
que u, converge faiblement dans wﬁ’pUR:) ; et d’aprés un théoréme classique
m
on peut approcher u fortement dans Wﬁ’pﬂRT] par des combinaisons convexes

de Uy lesquelles appartiennent a 3)GR2].
m
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IV - COMPACITE.
On a le théoréme suivant :

Théoréme 4.1. Soient p€R, @ €R, tels gque 1 < p < += , 0 < q +-%, o * %-§ N.

Soit A un ensemble de fonctions de LE(RT) ayant leur support contenu dans
un compact fixel(de %T. Pour gque A soit relativement compact dans LEURT].
il suffit que :

(1) si il existe jEMN tel que j < a < j+l —‘%, que A soit un ensemble

borné de LS_ GRZ] et en outre que ||<f (x+h) - <p(x) || 0 tende vers

J ®")
+

a=J
. . n . <
zéro quand h tend vers zéro dans R_, uniformeément pour <¢ dans A.

{11) si il existe jeN tel que J --% < a < j, gque A soit un ensemble

borné de Lg_jﬂRTJ et en outre que [ dx’ f+m x(a-J]p

p
-1 A lptx=h) = @(x}|" dx_
R n

tende vers zéro quand h tend vers zéro dans RT, uniformément pour ¢ dans A.

Démonstration.

(i) soit une fonction n appartenant a Ci[RT) telle que
ni{x} > 0
n{x) = 0 pour |x| > 1

f ni{x) dx = 1
R

o

+
et pour k = 1,2,...., On pose nk(x) = k" nikx).
Soit ¢ appartenant a A, on pose :

@ (x) = f n, (y) «@{x+y} dy, ce qui a bien un sens car :
K /" K
+

(R': + !R[: +C rR': . Par ailleurs Lgke LE(RZ]. En effet : soit ‘i’eLp (IRT] avec

U =

+-%7 =1, on a :
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i
B— B

+

[ Lo 00 ¥0odd

+*

o
X (I_én nk(y]ce(xw) dy) ¥(x) dx]|

+

+ 3

n (y) dy n{” xg WPlx+y) ¥(x) dx]

+
Fixons yelR':, d'aprés 1l'inégalité de Hilder, on a :

x(: @ (x+y) ¥{x) dx] < || @ (x+y)]] o n ¥l

p' (N
Lo @R P ®))

|
R,

]
donc, pour tout velP ((Rr:)

| [ x¥ @, (x) ¥(x) dx| < ||¥]] _, [ n ] txryd| |dy
R1nk B PRy ®/OK LPR™)
+ + + o+
d'ol : “cp ” < [ onw [ ep (x+y) ]| dy.
K Py — n k P D
PRD T R L2 0R])
Mals :
||<.?(x+y]||pp o fn x:p |<-F(x+y)|p dx
LT[R ] R
o 4+ +
; vt 0P p
- ré”'l dx f¥1 (= )7 T O dx
< fn-l dx’ f;m xap Icetx)|p dx (car a > 0)
R n
< [P el ax = [P :
- R LPwR)
Ainsi : @
f n[y)llqﬂ(x*-yjH dy_f_H ‘Pll :
R LPR") LPer")
+ a + a +
Par suite ¢, €L°®])) et de plus |[¢p |1 o < Il |
. L)) LR

avet K = 1,2,00e,Ns00s o
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Par ailleurs on a :

@00 = R0 = on ) (Plxry) - Qx) dy
R

+
donc, d'aprés de gui précede :

1
¢f P ke (x) -9t |P dx)P < [ 0 )| (xayd - PO ] dy
RN " K TR PR
+ + o+
< sup [lq(x+y] - @(x}]|
n LPr™)
yeR, o ¢t
1
vl =%
< C sup ‘IQ(x+y) - ﬁP(xlll n
n P R
yeR, a-j o+
1
M.ﬁ‘g
ol C = sup xJp » est une constante indépendante de @ et k.
€K
Par suite, d'aprés 1'hypothése (i)
(4.1) Ve >0, 3k telque: Vcpe Aonait : ||g kg-‘?ll b _n. < €/3.
¢} +

Soit alors A_ = {CPk | &b e Al A_ est borné dans C°(K€J ol K_
€

est le compact :

Kg = {x | xe!'r?: » dx,K) _<_-k~l—} . En effet, on a :
>

(Pk’(x) = fn UM (y} ¢ (x+y) dy
€ R+ €
donec : si d(x,K) >-%— » on a alors @{x+y) = 0 pour tout y tel que
€
1 . .
lyl :;E; » et par suite Cpke(x] = 0, ce qui prouve que : supp L?k€<:,K£'

Par ailleurs :



_43_

_ =-(a=3) (a-3)
¢ (x) = f y n, {y) vy plx+y) dy
K€ 'RT n ke n
| 1 1
(e=3) =(a=jlp’ ' 7
19 0l < €L v P ety [P aya® [y IR ) P aydP
n k
€ IR+ R €
1 +
avec — + — = 1.
i 1
(a-3) .
or (tén v, J D|Lg(x+y)lp dy]p £.||c€|| o . (car o > i),
+ a-j +
- - p n .
et par hypothese A est borné dans La_j(ﬁ+]. donc : Ilcplle n SC
ot C est indépendante de & dans A. e=J
De plus ,
R L L P I LI
n n K
R €

+
car : (a=jlp' < 1 pulsque oa-j <1 --%.

Finalement, i1 existe une constante M telle que :
ICPK (x)l_: M < 4=, pour xE.‘K€ et ¢ € A.

[ —
De plus A€ gst uniformément équicontinu. Soit en effet, erR:

™
hefR+, on a :

‘letx*rh] - Q@ (x) | | [ n () (@ Uxsy*h) - o (x+y)) dy

>
IR+ £

in

clpx+h) - cptx)lle 0

b

d'apreés les calculs précédents. Or par hypothése, le second membre tend vers
0 avec h uniformément en  dans A.

Par suite, 1l'ensemble AE contenu dans C°(K€] gst un ensemble rela-
tivement compact d'aprés le théoréme d'Ascoli. Or : C°(K€]<:o LEUPT) car

o + % > 0 [(cf. Remarque 3.1). On peut alors recouvrir A€ par un nombre fini
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de boules de rayon €/3 dans LSUR:). D'aprés la relation (4.1), on peut alors
recouvrir A par les boules de mémes centres et de rayon € dans LZGRZ] ; €>0
étant arbitraire, on en déduit gue A est précompact dans 1l'espace complet
Pcon P N
La[R+J donc A est relativement compact dans LaﬂR+].
Démontrons (ii) : soit jeNlN tel que : j --% < a < j. On pose alors,
pour <« € A :

X
, n
ka(x] = f dy &J nk(y] cp[x—y] dyn

mn-l

od ny est la fonction introduite précédemment. On peut encore écrire :

/

R
On a : supp <, <K = {x | x €RT ; d(x.K]_j-%}. Par ailleurs :

X
C?K[x] dy’ éln nK(x-y] @ (y) dyn .

n~1

Il 1P

J o
R

+

op p
DN x 0 1@ (x)]|F dx
aUR+ n L?k

- jp _la=3lp p
IKK xn xn |CPK(X]| dx .

Mais Ixﬁpl_i C sur Kk ot C est une constante que 1'on peut d'’ailleurs prendre

indépendante de k. Donc :

e 11P < ¢l lP
K'' PNy — k't p n
Lo R Lymy R

or

P (a-jlp . [n o P
IkPklle ﬂRn)'i IKK X '{Rn-l dy ﬁj n, (x yJC?(y]dynl dx

a=j '+

=< f (a=3)p | *n ~(a=3) _ {a-j) p
Kk X l lén-l fo Y nk(x v) Y <ply) dyI dx
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B
[ -‘) , X - - J ’ ’ "
SHellPy o T ™0 oy o e L | L L™
a=j +
P
P (U--j]p ' Xn p' E—'—
< |l P @ Cka X UfRn-l dy fo |nk(><"y)| dynl dx
o=3 +

- Ol '
car 0 <y < x etx[ 3lp

< Ccar : a=-j <0et x est borné sur K, .
n—"n n - - n K

Finalement, on obtient :

e [P < cllepl|P
K Py — D n
La((R+] La-j UR+]
(a=3)p . 1
car IK X dx < + ® puisque a - j > - = .
k " _p
{C(’(xJ si xerRT

0 si xean. X < 0

Posons alors {ﬁ(x] =

On a alors :

X
v
@ (x) = fn-l dy’ fbn n (¥) Rlx=y) dy_ = {Rn n (V) Glx-y) dy

R N
donc : N
[l ~<pl] [ n ) [leplx=y) = (x| dy
K Py — n k PN
L, R,) R, L R,)
n
< oswp [ Qixy) - @]
| 1 LPR™)
yli—k‘ o+
y,>0
Or :
Yy
n 8] ’ n _ap p
- - = d d
||tf[x y) ‘P(x)l!LpﬁRn) én-l X k] X lepex) | X *
s} +

400
' ﬂin-l dx’ fyn xzp|<_§>(x-y] - Q)P dx
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Examinons chague terme :

y
, [N 0P P
J’an_l dx" i7" x Pl 0| ax

| o (x) | Pdx

\Y . s
{ dx' fN P x(a Jlp
Rn-l o n n

ip p
v Al o
o= +

Comme < est dans un ensemble borné de Lg_j[RT] et que jp > 0, ce

terme tend vers 0, uniformément par rapport & 1 dans A quand y tend vers O,

yGR:.

D'autre part :

' o op - - P
jn-—l dx fy X |q>(>< y) - x)| dxn:
R n
jp ' +o [G’j]p - - p
2 osup x fn-l dx fy X leplx=y) = < (x)] dx_
xeKU(K=y) no
Or K U(K-y)} est borné dang : sup xﬂp‘i C ol C est une constante que 1'on
XEKU(K-y)

peut prendre indépendante de y. Tenant compte de !hypothese (ii), on en dé-
duit que cette expression tend vers 0 avee y, yeﬂR:.

Par suite :
(4.2) Ye > 0, ake tel que : VeA, on ait : ||‘~Pk - || o < e/3.

£ L"(R))
o +
= €
Posons A_ = { < K, | €Al
Ae est borné dans C°(K€). En effet :
X .
= ' n (a=3) ~(a-j) _
€ 0= [ v [0 v 9wy n, (x=y) dy_
€ R €
- (a=3) ~(a=j) _
[ a1 y Ply) v, n, (x-y) dy

R “xkA[0,x ] :

€



donc

1
-(a-j)p’ N
lpy Ol < il o o 0oy WP I end [P e
€ ((R)) €
a=j oo+
Or -(o=j)p' + 1 = -[a-j]‘ﬁi +1 >0 cer a-j < 0, donc :
1
(fK y;(a-j)p' |nk€[X‘y)|p' dy]p' < + o,
On utilise ensuite le fait que A est borné dans Lz_jURZI.

AE est uniformément équicontinu. Soient x et flEﬂ?T, on a ¢

lp (x+h) - C€h€[x]| UK [nhe(x’rh-y] - Ny (x-y)] ¢ (y) dy]

€ £
1
-(a-3]p’ —y)- - P gy P
<Mkl Uy, In_Geeh=y)ony G I[P dy P,
a=j  + €
. -{a=-j)p' . _ .
mais lyh |_§ C sur K. Or x décrit le compact K€ = KK » et y décrit K,
€

donc d’apres la continuité uniforme de n, on en déduit que :

K
IK lnk {x+h-y) - N (x-y]Tp' dy tend vers O quand h tend vers
€ €
o, heRT.
Or ¢p décrit un borné de Lz_jﬂR:), par suite :
I%k (x+h} = (PK lx]l tend vers O quand h tenq vers O.r1€R2.
‘uniformément en ieKe, et & ZA.

On conclut alors comme dans le (i}.

|Théoréme 4.2. Scient LeEN, peR, «€R tels que 1 < p < + » gt

a +_%;{ 1,2, 000,841,
: op op
Alors 1'injection de w;+1'p[Q] dans wﬁ'p(Q] est compacte.
o o]
lere étape. w£+1'p(93c;¢w£’p(nl, 1'injection étant compacte.

[}
On va montrer que la boule unité de w£+l‘p(ﬂl est relativement compacte dans
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o [}
Wz'p(Q]. donc a fortiori dans WE'D[Q) car il est clair que : w'e+1'p(ﬂ) est
.-
contenu Wﬁ' (Q) avec inje.tion continue.

. |
Par cartes locales, on se ramene a R+. I1 faut donc montrer gue si

op
A est un sous-ensemble borné d'éléments de W“+1’DURT] a supports contenus

—

dans K, ou K est un compact de RT. alors A est relativement compact dans
WP,
+
I1 suffit pour cela, d'établir que pour |B8| < £, {D%J,LIQA}, est

un sous~ensemble de LDURTJ relativement compact.

Or pour IBI :_E, on a : 3%~ DB LléLp(RZ] i=1,2,e..,0, on peut
i

donc écrire pour presque tout x dans R: et pour tout h dans RT.

B N I B B T
(4.3) D7 ulxy+h sxoeeeesx ) = D7 Ulxpsee,x ) L(l 5;; D" ulg seesx )dg,
DB (x,*h_ ,eeu,x +h ) = DB UlX,*h,,eeasx ) =
ULXy ™32 %0y 17'1°°""*"n
X +h
_ n n d 8
= Ln 5;; D" ulx *h seenuz ) dE .

Par suite pour presqus tout x dans!Rg et pour tout h dans RT on a :
1 1

108 utxerh) - 08 woa)| < 3 (uhi I N I LI P M 1Y
- , 0 Bxi ii i i
i=1
avec-% + %7 =1, d'ol : . .
105 utxsh) - 0% uGd| <C (1 | fhi 2 08 Wz e [Pz hP [n]P
- 4= 0 Ay St SRt R i
donec :
N
Ilp ulx+h) - D u(x)lle[m:] < C||u|!N£+l'p(RT] Ihi
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gt comme -u€ A,..on déduit alors du théoréme 4.1 (i) que A est relativement
compact dans wﬂ’p&RZ). C.Q.F.D.

Remarque 4.1. On vient de démontrer un résultat plus fort que celui cherché,

a savoir gue :
w£+l’p(ﬂ) est inclus dans wﬁ’p[Q] avec injection compacte.

Dans la démonstration précédente, le fait que 2 soit borné apparait
de maniere explicite.
2eme etape. Puisgue o +-§ est différent de 1,2,...,4+1 d’aprés 1le corollaire
2.1

;;f+l’p(91 gst isomorphe a &ﬁ+1'p(9) par la multiplication par pa'et

&z'p(ﬁl est isomorphe a &ﬁ'p(Q] par la multiplication par 0 7.
D'oli, d'aprés la lere étape, on déduit que &§+l’p(91 est inclus af’ptﬂ] avec
injection compacte.

Théoréme 4.3. Soient L€MN, peR et ¢€R tels que, 1 < p < +, et

0 < a +-%_j 2 avec o + = # 1,2,...,4 . Alors on a :
£~ [a%]_-p

w£+l’p[Q] C 5 W
o 1
u'[@*a]_

{Q), aveec injection compacte.

Remarquons que pour o = 0, ce résultat résulte de la remarque 4.1.
On commence par appliquer le théoréme 2.1 (ii) (aprés s'é@tre ramené

. N I
par cartes locales a!R+) qui conne :

1
L1~ [:OH-E:] P n

+

Werep
[0

(R7) <5 W R")

1
a-[ae=]
P £+1— [a%]_, 8] n

et nous sommes ramenés a démontrer qu'un sous-ensemble A de W .

- [aed].
borné dans cet espace, et dont les éléments sont & support dans un méme compact
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1
-n Z-Exﬁﬂ n
K de R, est relativement compact dans W 1 R,).
» a-[a+1]
p -

Pour cela, on reprend la démonstration du théoréme 4.2 lére étape.
en remarquant que les relations (4.2) sont encore valables (on remarquera que
DB u appartisnt a Lptnl) pour tout ouvert Ql) Qﬁéﬂ?c, d'aprés la proposition
1.2).

Remarque 4.2. On ne peut rien dire a priori sur 1'injection suivante :

+1,p ﬂ'j.p A 1 -
WS Q) < wa_j pour j 1.2,...@? -1.

Ceci provient du fait que 1'on se raméne, dans la démonstration
du théoreme 4.3, a appliguer le théoréme 4.1 (i} (ou (ii)) gqui implique né-

=

cessairement 3 prendre J = [§+%]:
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V - TRACES.

On a besoin, auparavant, d'introduire les espaces WS'D(P] avec s
réel positif.

Soit T le foncteur "Trace” (cf. Eﬂ] on pose alors les définitions

suivantes

1
Définition 5.1. Soient peRet a e R telsque 1 <p < +°, 8 = — + q,
P

-9 -
0 <6 <1, on définit 1'espace wl *PR" 1] par :

w8 PR - 1,0 5 WHPERY, WPPRYH)

muni de la norme :

1
Hull = Inf  {Max [( f I feed | [P) » o,
W PRl g whP R

f(0)=u
1
+0 Ot d‘F p P
37 1™ Sl nop )1

W PR

Définition 5.2. Soient seR et p € R tels que s >0, 1 <p < +», s non entier

et s = [é] +0, 0 61]0,1[ on définit 1'espace ws'ptﬂn-ll par :

k

ws,p[‘Rn—l) = {u l uc—:%’(an_ll. uéw[sj'p(an—l), D uewO.p“Rn-l] pour |h|=[s]}

muni de la norme : 1
Hull _ o= Ulalf? IR S R i L
WP RN wlslopgn=1, [k |=[s] WP R

On a alors les résultats suivants (cf. [7]).

Proposition 5.1. Soient s€lN, peR, ¢ € R tels que 1 < p <42, 0 <6 <1,
PR, PR

-% +a =6, l'espace Tlp,a : )} est isomorphe algébri-

_e' -
quement et topologiquement & 1'espace WS+1 PR" l).
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Proposition 5.2. Soient péR, ¢ € R tels que 1 <p < =, 8 =-% +a, 0<6 <1,

~

-8 - ‘
L*espace wl *PR" 1) est isomorphe algébriquement et topologiquement & 1l'es-~

-0
pace Wt *P(Rn=-1) défini par :

v1-6,p _n-1 P n-1 lu(x) - uty)|?
W R = {u| uelP®R"™) telleque : [ . f — dx dy<+=}
R lan 1 |x_y|n+(l-6-]p 1
muni de la norme :
P =
[ {1 LI A sy (LG RG0S Wl
'ﬁl e.p[Rn 1) LP R" 1] n-1 R/ 1 |x-y|n+(1 8)p-1

Ces résultats admis, on définit alors les espaces WP (r) pour s
réel positif (cf. Eﬂ].
On peut maintenant établir le théoréme de Traces suivants :

Théoréme 5.1, Pour £€N, peR, a €R tels que 2_>_ l, 1 < p < +9, 0 < +-% < 1,

- £
1’application : u > Yy u = {v, Useoes¥p_o ul de D) dans (D(T)) se pro-

longe par continuité en une application linéaire continue, encore notée,

2 L1 ey, 05
ur——> yu : wa'°(91—~—9 I W (I') de noyau wa’ (2) ; de plus
j=0

lcette application est surjective.

On se raméne par cartes locales & l'espace Wf’D[RZJ.

Cet espace est isomorphe & 1'espace
J p_
wlued®) , el @ W iwin .
ax

Utilisant le foncteur trace T [[i]], on en déduit que pour
0 < j < 4&-1, 1'application :

J - A= - -
T — 3y {x',0) : wg'pﬂRz]-———> T(p,a ; wz Jw" 1), w£ J 1URn l)

ij
n
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est linéaire, continue et surjective pour 0 < o +-% < 1,
Il suffit ensuite d’appliquer la proposition 5.1 gqui donne 1'iden-
. . £-j=a - 2
tité des espaces T(p,o ; W“Z JR" 1), wﬁ J lURn 1]) et W Prn-1),

Remarque 5.1. Pour des compléments concernant le théoréme 5.1 on renvoie a

[e].
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VI - UNE APPLICATION DE LA THEORIE DES ESPACES DE SOBOLEV AVEC POIDS.

On donne ici wne eppiication de la théorie des espaces de Sobolev
avec poids aux problémes elliptiques. Celle-ci est tirée de [E].

1. Une généralisation d= la mé&thode variationnelle.

Théoréme 6.1. Soient M, -t A, usux espaces de Hilbsert, B une forme bilinéaire

sur H1 x H2 telle qu'il existo trois constantes M, @, O positives telles que :
(1) YueH,, Vved,, la(v,unl_gmllvllHl ]IullHz

(ii) VueHZ ,  sun [Blv,ul| 2 9 ||UHH
veH1 2

[vl], <

HI—

(iii) Vv eH, ., sup 'B(v,u]]_z oy IIVIIH .

u€H 1

[l

u
Hj‘

Alors, étant donnée une forme linéaire continue sur Hl’ il existe un
€lément u de H2, et un seul tel gue :
VveHl, BElv,u) = L(v).

De plus, il existe une constante C positive telle que
[ully, < cllLf].
H2

Démonstration. Pour tout u appertenant a H,, il existe Z(u) unique, ap-

2

partenant a H. tel que

1
YveH., Blv,u) = (v,Z{u})), .
1 H
1
D'aprés la linéarité de B par rapport & u, l'application

Z:4 —>7(u) : H, —> H1 est linéaire. De plus d'aprés la condition (i),

il vient :
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[[zewd]l, < milull,
H = H,

donc Z est continue.
Par ailleurs, d'apres (ii) on a :

sup |Blv,u)]| = [|ztw || > a l|u||
V€H1 Hl 2 H2

Hvll, <1
Hi-

donc Z est injective et de plus Z(HZ) est fermé dans H.. Supposons gue Z[H2]

1

soit strictement contenu dans H., il existe alors v, appartenant a H

1 , non nul

1
et vérifiant :

YueH, , (vo, Z(u)), =0

Hl

c'est-a-dire

VLJGHZ , Blv,u) = 0, ce qui est contraire a la condition (iii).

Il est clair que 1la conclusion du théoréme 6.1 est encore vraie
si on remplace (iii) par :
(iv) Z[H2] est dense dans H,.

Le qui nous permet d'énoncer :

deux espaces de Hilbert, B une forme bilinéaire

Théoréme 6.2. Soient Hl et H2

sur H1 x H2, satisfaisant aux conditions (i), (ii), (iv). Alors étant donnée
une forme linésire continue { sur Hl‘ il existe un é€lément u de H2 et un seul
tel que :

VveHr Blv,u) = L{v).

De plus il existe une constante C positive, telle que :

Hull, < cllel] .
Hy =
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Remargue 6.1. Si Hl = H2 =\ et si B est une forme bilinéaire continue et
coercive sur V, les hypothéses du théoreme 5.1 sont évidemment satisfaites,
de sorte gue le théoreme 6.1, fournit une généralisation de la théorie varia-
tionnelle classigue.

2. Une application aux problémes aux limites elliptigues.

1°) Notations.

Soit 1'opérateur différentiel suivant :

B (a p® ul,

(6.1) Au = T -1 18l g
aB

{6.2) 1les fonctions 9up appartenant 3 L7(Q).

On désigne par a la forme bilinéairc associée & A, c'est-a-dire :

(6.3) alu,v) = I f 248 (x) 0¥ ulx) DB vix) dx .
|u[§m o “

|8]<m
On suppose enfin que la forme a est HE(Q)-coercive, c'est-a-dire il
existe une constante o, positive telle gue pour tout u appartenant a HT(Q]
[=]

(= W'2()) on ait

(6.4) latu,ud] > aolful|? :
Ho (R)

|Théoréme B.3. Sous les hypothéses suivantes :

(i) 1'’ensemble des nombres réels o inférieurs a %u pour lesquels 1l existe

une constante Cla) positive, telle que :
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Ve, IveDw), ||yl = 1 tel que

W2 ee)
laty, C?)I > Cla) |l&g|l est non vide et contient un voisinage de zéro,

(Q)
(ii) 1'ensemble des nombres réels o supérieurs a --%, pour lesguels il
existe une constante C’ (o) positive, telle que :
Ve D), IyeD(q), II‘PH = 1 tel que
(Q]
|a(ce,W)| z_C'(a)!|C?|| o est non vide et contient un voislnage de zéro.
-0

Soit < appartenant a ND(R) et soit ¥ = C?pza. on a:-

———t

B

al¥,®) = | f / %59 v D @ dx
Sl<m Q v
lBtyl
20 20
il [ o ° ¢ 02 0® (9oZ)ax+B
| 8] <m

od Ba est égal a :

§ 2a) _B 8 o R a
= [ a., D°0(p " D ¢ ) =D (pp) Do) dx.
a lél_<_m Q 8B (f (_? k{)
|8]<m
Ceci améne a considérer les termes de la forme :
f 3 P 07 Za] c? dx
avec lal > 1, [p| + lal = l8], |8l <m p<8, q=<6.

et les termes de la forme :
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[ agg D°cp D" 0% '™
2

avec |a| + [t] > 1, |p + |af = [8], |s| + |t] = |8]. p <6, g <8, s <8,

20-lal g o) < clal o*lal,

10904} < claf o
(on le vérifie par récurrence en utilisant le fait que p appartient a Cmtﬁ)).

L'inégalité de Cauchy Schwart appliquée aux relations précédentes
montre que :

P q 20, °F r 20-|q|
| [ agg D7 DY (0" D'¢p x| < clq é [Pl o7l o dx

Q
1 1

<cla] (f |oPy|? pZ[G-IQI] ax)? (' f fDBCf 12 0%% ax)? .
y) Y
Par ailleurs on a le résultat suivant :

Lemme B.1. Soient m €N, p€R, c €R tels que 1 <p < +2, 0 < a +-% <1

o o _
WP s W J'p[QJ avec j = 0,1,...,m.
o a=j
En effet, d’apres le théoréme 2.1, pour o +-% <1,

[}
WE’D(Q] = XE’D(Q) donc pour j = 0,1,...,m on a :
[+ : .
m=3:P oy - MJ.P
hu_j () X¢_j Q).

Remarque 2.2, L& démonstration précédente montre que le lemme 6.1 est vala-

ble sous la seule conditipon o +-% < 1 et méme sous la seule condition © +-§
différent de 1,2,...,Mm.
Ceci étant on a donc :

1
P |2 ,2llal) 42
( é [P |© o ) < ¢l IIW“'Z

a

Q)
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C étant une constante gque l'on peut prendre indépendante de «,

pour Ial <-%, d'apres 1'inégalité de Hardy.

Par suite :

| | ay, 0P¢ 096 pTep x| < cla| |[p|]?
o 5B ¢ - wz,Z(Q]

' f a‘SB DpC? Dq(pa) Dsg? Dt[pa]dxl < C|a|2f ‘qu) |p0¢"lQI Insqlpa-ltldx
2

1 1
< clal? ¢ |oPep)? p2[a—lql] a2 [ i lecelz p2(a-|t|) )2 .
Q Q

D’apres le lemme 6.1. :

—

| [ a5, D 096%) 0% b% (%) dx| < cla|? |l ]]? "
Q WS
et pour ]a| <-% , on a le majoration suivante :
| [ 2. P 0960%) 0% 0 (%) ax] < clal |kdl?
a 88 - .dz.Z(Q]
D'aprés 1'hypothése de coercivité (6.4.) on a :
J 8 o 12
| & [ a, ©0°we®) D" (™) dx| > & || cpo’ll
o o ¥ ¥ - W™ 2 )

|8]<m
|8|<m
D'aprés le corollaire 2.1, la multiplication par p-a est continue

Q [+
de MP'Z(Q) dans WE’Z(Q], donc :

< Cla) || “ ol
1 H"jg'ztm” ) lle i»f"ztm

Mais si 1'on suppose o borné, ce qui est le cas ici, la constante

Cla) peut &tre choisie indépendante de <. Donc :
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| | Iz [ 2 %o DPtepe®) dx| > (oo C) ||q>||2 :
8j<m Q@ (Q]
|8]<m

. o 2a . °m, 2
De méme 1la multiplication par ¢  est continue de wﬁ (2) dans

WT&2[9) 3 pour |a| < %u il existe donc une constante indépendante de a telle

que :

2a
X s C||¢?l| .
vfi‘;‘zm 29)

Regroupant les résultats précédents il existe trois constantes

IE

C, C', C" indépendantes de o telles que :

laty, )| , £-c'aq| <ol ]

[TeT] z e 2
($2)
W 2(9)
-
c-C’ |a|

Choisissant o assez petit, on obtient un coe fficient - 9 qui

est positif.
On en déduit donc (i).

Pour (ii) la démonstration est analogue en posant cette fois
_za
=C€p «

3°) QRuelques remarques concernant les espaces w;m’p[Q]. m entier > 1.

. . 220 e e s St 2 R N o e T et o S S Y P U A G R W A o o 0 o o A S S D T . O AT D B MR W S s B S o P G s e D o S
o ]

Rappelons que w;m‘p[Q] est, par définition, le duael de wT&p (Q)

avec £-+ 17 =1, 1 <p < 4,
P P

o ’
Théoréme 6.4. Toute forme linéaire L continue sur WT&D (Q) s'éerit, de ma-

niére non unique :

(¢} ’
YveWw™P (@) Llv) = .Z. f g. D, v dx avec g.eLp[m.
-Q | Q 1 1 1 o

ilzm
_l-- = l-
p'

'Ull—- _—

ie. 1 L= I (l)lllD g
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.S8iL= I (-1]Ill D, g., avec g.e:Lp(Q], alors 11 est clair que
) 1] <m i®i i~ "o
Lew P,
a
. Si Lé?w;n'p[Q), alors d'aprés le théoreme de Hahn-Banach, L se prolonge en
pl p0
une forme linéaire continue sur WT& (). Or, on peut identifier WE& (€) & un
’
sous-espace formé de (L?a(ﬂ])N, N étant un exposant convenable. Comme

’
[LEQIQ]J' est isomorphes a Lg(QJ, on en déduit le théoréme 6.4.

|Théoréme 6.5. Soit L = iT<m [-lllll D; gy avec g;€ L2+m_|il(91.

-(a +.%) #0,1,...,m-1, alors : LéZW:“’p(Q].
En effet, il suffit de remarquer gue : ~(a +-%] #0,1,000,m=1 im-

pligue que :
1

—a+p'

ccwed 1 a1

(] ] '
et donc dans ce cas : W T&p Q) = XT&D (82).
On applique ensuite le raisennement du théoréme 6.4. & l'espace

m,p'
X_o (e2).

1 1
Théoréme 6.8. Soit 1 < p < + ® gt p' tel que :-E +-ET =1,

(1) si o >0 ou bien si a < g, d,+-% >0
1 m
I L -0 <a
B n

o ’
alors si u est une mesure sur £, on a : vr—> Blv) : WT&p (Q) > € appar-

tient a w;""p(m ;

{1i1) si a >0 ou bien si a <0, o +-é >0
1 m .
. -2 =0 1 m
’ — - — =
p n D’ n a

alors pour qell,+=[, on a: L) e w;m'p(ﬂl.
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(iii) si a >0 et 1 =-l- + 0 ; alors Lq[g] C>w-m’p(9]
- g p n o
.1'._. -m. 0
p' N
. . 1 1 1 m q -m,p
{iv} si 0«<D,a+-—>09t—-<-—-+0t+—5alorsL[Q)C.>w ()
p q P n a
}'—.—D) o
p' n

° [ o '
Montrons (i) : les conditionsra > 0  impliqguent : WT&D (<> WP (9.

>1 m

—-—_ <[
p’ n
o} ’ e
Or, d'aprés le théoréme de Scholev : WP ) < > C°(R), d'ol le résultat cher-
ché.
. : 1 . . 1 m
Par ailleurs, les conditions { o > 0, o +-E > 0 impliguent — -a<-ﬁ
_l._ En_<a
p’ n
- ] ’ - v
et-l——lgr—g— <2, soit g > 1 tel que : ! 'a <X <, D'aprés le théoreme
P n P q n

6.3 et le théoréme de Sobolev, il vient :

[+] » =] —
A € B e ) P

d'ol le résultat.

o > 0 impliquent d'aprés le th&oneme

1

Montrons (ii) : les conditions
% m
'_—I’;=O

p
de Scbeolev :

o ] [ ] ]
Varell sl WP @ esW™P @ s L9,

d'ol ls résultat cherché.

Par ailleurs, les conditions o <0, a + é-> 0 impliquent, d'apres

1.
.4p'

o3
4]
Q

19 [i] : ) [} o i
WP @y esW™ T @)
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pour tout g’ tel que :~2 < éT <1, Et, d'aprés le théoréme de Sobolev, on a :
o] [ "
W™ @) o 9@ aweco < =Dl o,
q n g

Par suite on a :

© ’

W"_]'

’
(2) o L9 () pour-% <L . 1
\me D' qn 1 m
—a () < >L7 (Q) pour O <-a; <1 - =
Om pl *
I1 en résulte que : w_& () <5190, pour tout g appartenant a
]l.+m[; d'od le résultat.
Montrons (iii) : du théor2me de Sobolev et des conditions x >0
{;_ -Msq
n
on déduit que :

]

[) o ’ ’
WP ) s W™P () a9 (o)

-0
avec-lT =~l7 - D, d'od le résultat.
g p' N
Montrons (iv) : les conditions a <0, a +-é > 0 impliguent :
2o

L] [ =] - ]

WP ) s W9 @) pour T < L B < ET

~a P g

[»] ’ 1

or on a : W9 (@) 5L (@) avec-%; =~% --%. Ce qui acheve la démonstration.

Théoréme 65.7. 58i -(a +A%) #0,1,...,(m=1), alors on a :

LP @y emw P,
a+m o
Ce théordme est un cas particulier du théoreme 6.5.

Remarque 6.3. Pour o +-é < 0, on obtiendrait de maniére analogue des théorémes

d'immersion pour W;m’p(Q].
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Désignons par I le plus grand intervalle ouvert contenant 0 aobtenu

au théoréme 6.3 (i) et par I" celui obtenu au (ii).

On peut remarquer que si al¥,4p) = a(%,¥) pour tout < et Y appar-
tenant & P (), alors :

Sup I = = In¥ " et Inf I = - Sup iﬁ

Ceci étant on a :

Théoradme 6.8. Soit A 1'opZrateur défini par (6.1) avec las conditions (6.2)

et (6.4). Soit o tel que :

m=1 m-j—a—-l,Z

Soient [go.gl....,gm_l) e I W 2 (ry, fe w;m’Z(Q] ; alors :
J=0
le probléme :
uewl 2(@)
(1) Au = ¥ dans W-m’z[Q]
a 1
m—j-a- 5.2
Yj u = gy j =0,..,m1, dans W (rj

admet une solution et une seule qui dépend contindment des données f et
[go,..,gm_ll dans les espaces considérés.
Il s'agit iei d’un probleme de Dirichlst non homogéne qu'il nous
faut tout d'abord justifier.
Tout d'abord puisque : 0 < a +-% <1, d'aprés le théoréme 5.1, il
existe un relévement linéaire continu
m=1 m=j- % -a,2

R: I w r — WE'Z(Q).
j=0
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Posons done : u, = R[go,gl....,g ). Ainsi, le probléme (I) se ra-

m=1
méne au probléme de Dirichlet homogéne suivant :
ve\j:f;'z[m (v = u-u,)
(11)
Av = f-Au,  dans w;"”ztm
ce qui a un sens, car si u appertient a WZ’Z(Q], d'aprés 1'expression de Au
et la condition (6.2) d'une part, et d'autre part d'apr2s le théoréeme 6.4,

on déduit que Auérw;m'2

(23,
Il nous reste & mettre le probléme (II) scus forme variationnelle.
Soit donc <& appartenant 3@ SH(Q), le probléme (II) devient alors équivalent

au probléme suivant :

vew'“'ztm
o
(111}
aleg ,v) = <F-Auo, P> _ o . Y oe Dy
W m,Z(Q)’wm,Z[Q)
8 -0
[o]
Posons alors ¢ H_ = wm'z[ﬂl
2 o
[
Hy = W2 Q)
1 -0

En revenant aux théorémes’'6.1 et 6.2, les conditions (i) et (ii)
du théoréme 6.1 sont trivialement satisfaites d’'aprés le théoréme 6.3.
On va montrer que l'on a la condition (iv) du théoréme 6.2 ce qui
achévera la démonstration du théoréme 6.8.
I1 faut montrer gue Z[Hz) est dense dans Hl' Soit alors h apparte-
o

nant a Hl' D (R) tant dense dans wT&Z(Q), il existe une suite [hk]’ hk appar-

tenant & DH(R) telle que : hk tende vers h dans H1 quand k tend vers +=,
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[}

i o s ———— . '2 =
Soit L, ¢ > (pLh) W TR) = H——>
°m, 2 °m,2 . 11
Comme : WT& () € 47’7 (Q) © avec densité et comme h, appartient &

o
H(R), la forme Lk admet un prolongement linéaire continu & wm'z[Q). La forme

o]
alv,u) étant coercive sur Wm’z(ﬂ), il existe donc u, appartenant a

W2 12) s W2 ) tolie us
alep ,u s = (4 ,h) , Ve D,
H

, 1
Mais alors on & :

Z[uk) = h tend vers h, dans H1 guand k tend vers + @,

K

Théoréme 6.9. Soit A l'opérateur défini par (6.1) avec les conditions (6.2)

et (6.4). Soit o tel que :

a <0 a o+ % >0, o € In1I%,
m-1 m-j—a--l.Z -m.2
Soient (ge,g.5+00,8 ) € I g W (ry, few ’7(Q) ; alors :
1 m-1 . o
j=0
le probléme : LJ€W2’2[Q]
(1) Au = f dans w;m'z(ﬂ)
m—j-a-.z,Z
Yju = gj dans W (T) j=0,....m1

admet une solution et unz ceule qui dépend continlment des données f et
(go,...,gm_l) dans les espaces considérés.

Ce prchblénz a bien un sens pour les mémes raisons que dans le théo-
réme 6.8. On se raméne de la méme fagon & un probléme de Dirichlet homogéne
et on observe cette fois que 1'on peut appliquer directement le théoréme 6.1.

Remarque 6.4. La régularité du probléme de Dirichlet est donnée par :

~
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1 -~ Les théorémes d'immersion des espaces WZ‘D(Q],
2 - Les théorémes classiqucs de la régularité pour les opérateurs ellip-
tiques.

Remargue 6.5. En observant les théorémes 6.8 et 6.9 avec o > 0, on obtient

ainsi une classe de conditions aux limites plus larges que celle formée
des traces des fonctions de wm'z[Q).
Dc méme pour ¢ > 0, la classe des seconds membres f est plus large
gue celle obtenue pour le cas a = 0.
Remarque 6.6. Soit maintenant o <O avec ¢ €INI%*, Prenons f dans LZ(Q).
1 . -m, 2
Commea+-§>Det m>1, on a aussi fEW Q).

On obtient alors que la solution du probléeme classique :

o]
ue W™
o
satisfait en feit & : ue WTLZ(Q], ce qui est un résultat de régularité meilleur

{ Au ='F€L2[QJ

au voisinage de la frontiére.
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