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SUR L'APPROXIMATION DU PROBLEME DE DIRICHLET
POUR LES DOPERATEURS ELLIPTIQUES D'ORDRE 2

. par
G. LEBAUD et P.A. RAVIART

INTROBUCTION

On considére dans un ouvert Q borné de l'espace euclidien

R (n > 2) 1l'équation elliptique du 22me ordre

n n
3 ou Ju
% - ¥ °_ AN Z KA =
t) 151 8xi(ai a%; vdyul vty by ax, teu=T

ol les coefficients ai, bi, di gt ¢ verifient

avec r > n et ol le second membre T est "irrégulier”. Le but de cet er-
ticle est d'étudier 1'approximation du probléme de Dirichlet pour 1'é-
guation B%) & l'atde d'une classe de méthodes de différences finies clas~
siques.

La 1é&res partie fixe les notations et rappelle des résultats fins
de régularité donnés par Stampacchia [8] [b] lorsque T e W;1[Q] pour
p > 2. On construit dans la 2&me partie une classe de schémas aux différen-
ces finies & 2n+1 points en gardant une relative généralité dans le choix
de 1'approgimation de la condition & la frontiére. Signalons que le schéma
bien connu de Shortley et Weller rentre dans notre cadre. On démontre
1'analogue discret de 1'inégalité de Sobolev et on examine quelque peu le
probléme de la coercivité pour les schémas aux différences snvisagés.

La 3eéme partie est consacrée au cas o0 T e w;1(93. On démontre
un théoréme de convergence des solutions approchées dans ﬁ;[ﬂl {ou plus

]
exactement dans un espace "voisin” de W;(Q]] ; on généralise ainsi des
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résultats de Céa Li] obtenus d'ailleurs dans un cadre plus général.
On examine dans la 4éme partie le cas ol T e W;1[Q) avec p > 2.

On démontre des théorémes de majorations des solutions approchées dans

1 1 1
L Q)sip>netdans Ll (&), — =—=-—812¢< < n et on aobtient
w P P P p N P

les théoreémes de convergences correspondants. La méthode de démonstration

utilisée est directement adaptée de Stampacchia [E], [9].

Dans la 5eme partie, on transpose par dualité les résultats pré-
2n

cédents. On considére d'abord le cas o0 T ¢ Lq(Q), 129255 ot on
[+]
prouve des théorémes de majoration et de convergence dans N;gﬂl, %pﬁ~% —-%.

Ensuite, en supposant que lss coefficients as, bi, di’ C sont assez régu-
liers, on étudie le cas ol T est une mesure et on démontre un résultat
d' approximation danrs &;(Q) , 8 <-Eg7, gue 1l'onutilise pour approcher la
fonction de Green.

Signelons que les résultats des 4éme et S5éme parties précisent
et généralisent ceux obtenus par Bramble [1] par une autre méthode & propos

du probléeme de Dirichlet pour 1'équation

Le plan de 1'article est le suivant :

1. Le prohbiiéme exact.

1.1. Définitions et notations.

1.2. Théorémes d’existence et de régularité.
2. Le probleme approché.

2.1. Définitions et notations
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2.2. Résultats préliminaires.
2.3. Le probléme approché.

3. Un premier résultat de convergence.
3.1. Hypothéses et énoncé du théoréme de convergence.
3.2. Démonstration du théoréeme 3.1 : premiére partie.
3.3. Démonstration du théoréme 3.2 : 2éme partie.
3.4. Remargues.

4. Théorames de convergence dans Lp.
4.1. Majorations a priori.
4.2. Convergence dans Lp.

5. Utilisation de la transpasition.

5.1. Cas d'un second membre T Lq » 1<2gx<

5.2. Cas ol le second membre est une mesure.



1 -~ LY PROBLEME EXACT.

1.1. Définitions et notations.

~

On considérera des fonctions & valeurs complexes sauf & partir

~

du N° 4 ol on se limitera aux fonctions & valeurs réelles.
Soit @ un ouvert borné dc 1l'espace euclidien R" (n > 2} de point

<«
générique x = (x1,x ,...,xn] et soit I' sa frontiére. On désigne par CC(Q]

2
1'espace des fonctions indéfiniment différentiables a support compact dans
2, par c® @) 1’espace des fonctions continues sur € muni de la norme

= max |v(x)|

Xe.TZ

(1.1) vl
‘0[5

et par Dm'xﬁﬁ]. m entier > 0, 0 < A < 1, l'espace des fonctions m fois con-
- . - . - PR P iémGS P .
tindment différentiables sur @ dont toutss les dérivées m vérifient
une condition de HBlder d’exposant X,
On désigne par Lp(Q], 1< p <=, l'espace des (classes de) fonc-
tions v définies sur 2, mesurables pour la mesure de Lebesgue dx et telles

gue

(1.2) [fplv(x)lpdx)1/p <o

ML () =
p

avec la modification habituelle pour p = =,

w;[ﬂ] est 1l'espace des (classes de) fonctions v e Lp{Q] telles

gue toutes les dérivées premiéres (prises au sens des distributions sur Q)
%ﬁ ¢ L () avec la norme
X p
* 1
n -
v P P
(1.3) M, o GEIBE I oyt VI (o)
= L_(Q)
w1[91 i=1 axi Lp[Q] P



L'espaca w%&z) sara noté H1GBL

L s a .
On désigne par wpigx— ), 1 = 1,...,n, 1'espace des (classes

3 X

(1.4) IVIW [ “r‘”n_ Q) “"HL @)’
p 7;

de) fonctions v« L_(Q) telles que dv_ é Lp(QJ muni de la norme
H 'Y

On note HEJ}-%?. 1’aspace w Eji-:ﬂl.

On1d951gne par w @) (resp. u ( 52)) 1'adhérence dans w (2]
(resp. dans WDQ;;T;Q)] du sous-gspace CO(Q]? On pose WZ[Q] = HO(Q) et
QZGE%T;QJ = H Eggf;&). On rappelle gue si la frontigére [ est asssz régu-
lieére -par exemple une variété de classc C1 et ce dimension n-1, @ étant
situé localement d’un seul cdté de I'- on peut définir la trace

Y V=V ¢ L ') (1) d’une fonction v e w;(ﬂl. Dans ces conditions,

OD Ir
W;[ﬂ) est l'espace des fonctions v e ND(Q] telles que Y Vv = 0. On psut

denner une caractérisation analogue de wpg;;—;ﬂ) s cf [1Cﬂ.
[+
On rappelle également que les fonctions de w;(Q] vérifient 1'iné-

galité de Sabolev

n

| LBV 1121

(1.5) vl ;tmi c i=1la><1-”L ) » TIPS RTL T W
1 1 .
L'espace Wp () est le dual fort de W Qj, 5 -E, = 1 ; c'est

1’espace des distributions T sur @ de la forme

o,

oot foe L, @), i=0,1,...,n,
1 Bxi i R

-
]
-+
+

n t~3

(1.6)

la décomposition (1.6) n'étant évidemment pas unigue. Remarquons d'ailleurs

ieme

1) Lp(T] gst 1'espace des fonctions de p sommable pour la mesure su-

perficielle do sur T.



que, d'aprés 1'inégalité de Sobolev (1.5%), on peut prendre dars (1.8)

f e L ,@) avec 17 --1, + 1 si 1< p<netp'>1sip=n.Si
0 Pg Po P n - 0

- ° -
Te wp?ﬁl) gst de la forme (1.6) et si ve w;(ﬂ], la dualité entre wp?tn)

[+]
et w;[Q) s'exprime par

n

_ _ ¥ ov
(1.7} <T,v>= fg e Ve dx i=1IQ ) .-5;; . dx.
De plus
(1.8) |- R A min (S e P 1P

W ,@)  wveWl Q) Hv” nof, i=0"" i, (@)
p p 1 1 P
W Q) f +L = =T
p o 1=18xi

L'espace w;1(9) sera noté H_q(Q].

On introduit maintenant 1'’espace

i 30 x Loiee X W Qsi—
1 p xn

gue 1'cn munit de la norme suivante . Si ¥ = (vo,v1,....vn] e Xp&?), on

)

(1.9) X Q) =L Q) x W
P p p3

pose
R n
= (I p p 1/p
(1.10) Illy @y = G4l 3y « Iv I oy P
P paxy P
L*adhérence da (62{9]1n+1 dans XD(Q] n'est autre gque 1'espace
[+] [+] 3 (<] a
(1.11) X @) = L Q) x W —38) X .. X W (z—;8).
p ) p ax1 p 9X
n
) > 1
On définit ensuite 1’opérateur ™ e iﬁWp(QJ;Xp(Q)] (2 1< ps=,
par
-
(1.12) TV = (VaVsaesV) e (w;mn“” C X (@),

. [+] o [}
I1 est clair que la restriction de 7 2 W;(Q) appartient a3 iTw;[Q);Xp[Q]),

(2) £(X;Y) est 1l'espace des applications linéaires continues de X dans Y.



1.2. Thécrémes d'existence et de régularité.

Considérons maintenant 1'cpérateur différentiel du sscond ordre

§oo 3 . 3
= - — I Z O
(1.13) A=far mx Bamc T i B v e
i i i
ol les fonctions as» bi’ c at di vérifient
a; ¢ L@} ., 1=1,....n,
(1.14) b,, d, e L&), 1=1,...,n,
1 i’ i r
c Q
Ce Lr/2( ).
On suppcse que
(1.15) Ra ai(x] >0 >0, p.p. dans £ , i = 1,...,n.

On suppose également que r=nsin> 2etr> 2 sin=2. Alors, on pcut

associer & l'opérateur A la forme sesqguilinéaire a(u,v) continue sur

H;[QJ X H;[Q] définic par

(1.186) al 3-]{5[ o, g, (B 2u )V} d
. atu,vi = Q' 4=1 aiva-;q -iu .é—x—;?‘ i=1 iaxi-!-Cu»v Xe

On dira que la forme a{u,v) est H;(ﬂJ—elliptique s'il existe une constante

g > 0 tellc gue

(1.17) Re alv,v) > 8”v”21 , V& Hg(Q),

H:(Q)

Rappelons le résultat classique suivant

Théoréme 1.1

1

n
S0t T ¢ H (8) : T=+Ff_ + .E —  avec



F e L Q) stn>2,f L (Q), s>1, sin-=2,
0 2n (s} s

(1.18) n+2

[fi & LZ(Q) ,» 1=1,0.0,0.
51 la forme eesquilinéaire alu,v) est Hg(ﬂ)—elliptiqueg 1l existe we fonc-
tion U e H:(ﬂ) et we seule vérifiant pour tout v e H;(Q]
£ v

1=1 ‘Fl . -5—5(-1} dx.

(1.19) alu,v) = <T,w = [ {f .V -
2 0o
La solution u de (1.19) setisfait aux éqguations
(1.2u) Au =T au scens des distributions sur &,
(1.41) T s 0 si la frontiére T est assez réguliére,
Le probleme de Dirichlet homogeéns est ainsi résclu pour 1'cpérateur A.
Donnons maintenant guelques résultats de régularité pour toute

solution de (1.19) lorsque les fonctions considérées sont & valeurs réelles

et lorsque dens (1.14} on ar > n : cf. Dﬂ s Bﬂ.

Théoréme 1.2

Lorsque
[f e L (&)
(1.22) ° Po , p> 2, 1.1, Ju
1?. €L (9), i=1,...,n Po P T
1 P

Il existe deux constantes K et N telles que, pour toute solution U e H;[Q]
de (1.19), on ait

(1YsZ p>n

n
I .
(1.23) HUIILOLQ] < K(Nfo“l_p @) ¥ i1 ”‘°1“LD(QJ)+ Nj J”LZ(Q)’

0



(11) s2 2 < p <n
11

! ] - _1
(1.24) ”“‘Lﬂtm = '“”fo”Lp (@) * 151 “-Fi"Lp(Q]] ' N"“”Lz(m’ Pp
2

La constante N est nulle si la forme alu,v) est H;[Q)-elliptique.
Il résulte dss théorémes précédents que 1'opérateur de Green G
gui réscud le probléme de Dirichlet (1.198) vérific le

Théoreme 1.3

St la forme alu,vlest Hl[Q]“@ZZiptiqueg G est un opéra.eur li-
néatre continu de w;1(ﬂl dans H;[Q] NnL Q) el p>netde w;1(9) dans

1 ,
Ho(ngj Lp[ﬂ] 81 2 < p <n.



2 - LA PROBLEME APPROCHE.

2.1, Définitions et notaticns

On se proposc d’'approcher la sclution u du probléme de Dirichlet
a 1'aide de méthodes de différences finies. Pour cela, on introduit un
parametre h > 0 destiné & tendre vers O et on désigne pargﬂh 1'ensemble

des points M de la forme
(2.1) M = [m1h,..,..,mnh) s Mme Z, i =1,...,0,
par nh[x), X ean, le pavé
(2.2) 5 (x) = 0, [x, -=,x + D [
. %h i=1 %y T 77 L

Soit Qh une partie finic deé?h. Pour i = 1,...,n, on définit

une partition de @ composée des ensembles suivants :

h

(9 h ={neq | mshe el (3,

s Q;h={l"!e§2h| M-heje R , M+ he & 9},
79;,h={Mthl M-the 2 ,M+he e},
Lsz%’h =mea | m:he ¢ 0l

On pose ensuite pour i = 1,...,n
‘Ki,h={Ps R | P+geie§2h},

(2.4) K;,h ={pe R | P ~-gel ¢ Qh S P tze g Qh} ,
(XK_i,hz{Pé R" | P—-g-ei¢ 2. P+—2Qei69h} .

(3] ey est le i° " vecteur de la base canonique deiRn.



A chaque point P ¢ K; R (resp. K; L\)»,von associe un point N de la forme

RN

+ -~ + -~
N =P + ui[P)hei [respT‘N =P - ui(P]hei] avec ui(PJ_i 0 (resp. ui(P]_i 0J.

On considerz alors les onsembles

* U, * o
Pin = pext | (PrwglPine; ),
i,h
-2 U -y
(2.5) Jri,h poks P - uyPIne, ),
i,h
8 -
Th T i TinY Tynt
. + - _ ' i X
A chague point P ¢ Ki,hg% Ki,h\J Ki,h’ P = (p1h,.f.,pnh), on associe un

pavé “i h[P) de la maniére suivante

(P) = *wh(P) si P ¢ Ki,

% h’ _
n 1 +
g,h(P] = {x ¢ IR | [pi '§]h.i xi_i (pi+ ui[P)]h 3
1 . 1 . . +
(2.8) ; (pj sh < X < Py + ilh, j# il siP ¢ Ki’h,
n - o 1 )
05 P) = {x e R"| (p; =u (PN < x; < (py + 5)h 5
E T e g v o e
| | (pj"-ﬁ)h i_xj.i (pj+-§]h , 1 # 1Y sl Pe Ki,h'
On definit ~. - S « B
N . Lo
(2.7) SR = Y, [ij L o pP)]
e85,0Y ™,nY NLh
et 0 .
e
hY ' = U : U 3 3 ) C—Q h -
(2.8) 2 (h) = b [PéKi i @, (P)) < 2(h)

On désigne par V,_ 1l'espace des suites v _ = {vh(N) e C; Me Qh U Th

h h
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gui s'annulent sur Ph'
—
Pour chague h > 0, on définit un opérateur linéaire Py, de Vh

o
dans Xp[Q(h)), 1< p<=, de la fagon suivante. Pour M ¢ {

pe ON pose
(2.9) @:_h = fonction ceractéristique de B (M),
Pour Me Qi,h’ on prend
[ 1ix. - (m,~13h) xeco, M-2e,)
h™"d i ! i,h 2 i7"
(2.10) ol (x) = ¢ L=x, + (m +1)h) xco, (M+De)
* i,h h i i ’ i,h I
LD ailleurs.
SiMeq P=m+d KD et hoisit
iMe@, ,,onaPs= 5 e; & K; | et on choisi
(-1[x - (m,=1)h) X €0 M -h e,)
h 1 i g i,h 2 i’
M _ 1 _ A +,
{(2.11) @i,h[XJ = ST ( x+(mi ts ot ui‘PJJh] y X e Oi,h[P]’
(=+p, (P))h
271
L0 ailleurs.
Définitions analogues dans les autres cas M < Q; h et Me Qi h*

On vérifie immédiatement gue, pour tout M ¢ & et pour tout

h
. M ° 0 .
=10 67, € Wp&g;— 3 ©(h)) , 1 < p <>, et que les fonctions
’ i
M L . o 9
: Oi,h’ Me Qh’ sont linéairement indépendantes dans chague espace pr§§;’Q(h]]'

On pose donc si vhe. Vh

(2.12) PV T el VD) @T

i,n'h Me&h i=0,1,0ee,n

N7
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et

(2.13) v, =

Ph Vh (po,h v

h* Pi,h Vh 2oree Pooh VR

_— [}
L'opérateur P est linéaire et injectif de V_ dans Xp(ﬂ(hll, 1< psw=,

h
On definit ensuite un produit scalaire sur Vh’ noté ( , ]h’ par

n

(2.14) (up vy fﬂ(h) Poh Uy * Pop Vp + X =0T og (MY, (M),
Meﬂh
On considére des normes sur Vh notées ” ”h,o,p et ” |%,1,p
(2.15) ”Vh”h,o,p = ”po,h vhan[Q[h]] »Tip,
1/p

(I 9 p
(2.18) IVl 1, = 424 ”52; Pih Vh“Lp(Q[h)] + g, 1 h”L @)y’

1< ps =,

2.2. Résultats préliminaires.

Le but de ce paragraphe est de démontrer 1'analogue discret des
inégalités de Sobolev. Nous avons besoin pour cela de faire 1'hypothése

suivante

(2.17)

J 11 existe une constante w > O indépendante de h et de i telle que
[ (P) £usiPe K

et u;[P) <y siPeK,

+
1 ,h i,h’

Dans toute la suite, C désignera divwerses constantes indépendantes
~ du parametre h,

On désigne par Xi,h 3 Xy > 1 h(x ) la fonction caractéristique
de 1l'intervalle (-- +-g). Si % est le produit de convulution relatif &
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la variable X;s, ON pose pour v, ¢ Vh
1 i
vV, = v

(2.18) h®F Xih % Py h Vhe

9i,h
Lemme 2.1

Faisons 1'hypothése (2.17). 5T v, eV, les normes Hpi,h VhHL R
et “qi,h Vh"L RNy sont uniformément équivalentes en h pour 1< p < 5peZZes
sont égales 4 ”po,h vth”aRn) st p =,

Démonstration

On vérifie immédiatement gue les fonctions Pi h vh et a; 4 vh

coincident sur U {o, (M +-D el Vo, (M -h e.}). I1 suffit donc
MeS . i,h 2 i i,h 2 1

i, + - ) P
de comparer “pi,h Vhw h(P)] pour P € Ki,h U Ki,h' Le résultat résulte

L (o,
p 1,

alors de (2.17). La derniére assertion est triviale.
On en déduit le
Lemme 2.2

Soue 1l'hypothése (2.17), on a pour tout p tel que 1 < p < @

JV(:V

(2.19) ey 1 Vh”l_p(Q[h)) = E”"h“h,o,p h = "h

Démonstration

D'aprés le lemme 2.1, il suffit de vérifier que

i
P - a2 P P
[oplagnl7ex=f lgxg ne pg p vpl™ ex < ey vyl exs
iR IR iR
Or cette majoration résulte de 1'inégalité de Minkowski.

Corollaire

Sous l'hypothése (2.17), on a pour tout p tel que 1 < p < @



(2.20) < C v

I5y, h|& e € Mlkap o vhe Yy
Lemme 2.3 [cf.[i]).
S0it E un ensemble mesurable de R, n > 2, et soit E, la pro-

Jeetion de E sur 1'hyperplan x; = 0. Sotent Wysese,w N fonctions telles

que
w, ¢ L__,(E), i=1,...,n,
(2.21) oo
Wy est indépendante de X, .
Alors
n
1 n-1 1/n=1
(2.22) IE |w1,...,wn| dx < 121 (fEilwil dx1...dxi+1dxi+1...dxn] .

Théoréme 2.1. (Inégalite de Sobolev discréte)

Faisons 1'hypothése (2.17), Soit p tel que 1 < p < n ; on a pour

tout vy ¢ Vh'
n
3 1_1_1
z = 5 T
(2.23) vty o, X 2 ”5;; Pi,h Vh"Lp[Q(hJ] Pt
Démonstration

On suit la méthode donnée dans [5]. Soit vh & Vh 3 on peut écrire

(n-1)p (n-11p
n~p _ — . 2(n-p)
LIA = 05,0 VRt Pi,p Vi)
d'od
{n-1)p {n=1)p _ ’
) “Trp _ (n=1)p - 2(n-p) 9 v
3%, Ipi.h"hI =7 Pi,nVh Pi,nVn’ [pi,hvh'axipi,hvh ¥

~ 3
* Py hVh - Bx; Pi,pVh)e

Par intégration on obtient
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(n-1)p (n-1)p _ 4
, n-p (n=- 1)p n-p
(2.24) by v | < =B [T lp; pvil 5% WL
On pose alors
B 2
(2.25) w,(x) = sup |p, (x| P - sup v, (x))"7P
. i P 1P, nV, [P, nVn
X X
i i
On déduit de (2.24)
nip-1)
n- 1 (n- 1)p n-p b
|w (x}] < f Py hVH [axi i.h vyl @x4
gt par intégration
( n-1 -
f n_1l Wil dX1...d l 1dXi+1-..ani
nip-1)
{(n-1)p n-
(2.28) § < fnlpi,hVA |§%T pi,th dx <
IR i
_nhp  p
(n-1l)p n-p p .
<
L~ T p ({R Py, pvn | 79X ” i,h"ril Lp&R”J'
I1 vient en utilisant le lemme 2.3
ggp n n n-1
H ra
/ nlpo‘hvhl dx < [ 40y w Oddx o Jm(f ] |
IR R IR 1
vertx,_dx,aadx )"
i-177i+1 n
On a donc en tenant compte de (2.26) et du lemme 2.2
np_ n .np - nip-1)
n-p [n 1) n- 1 =D (n-11p 1
%R lpo h h| dx C ﬁ lpo hVh ' dx) ; 121'
1
TR 1-n
H==p. . v n
- exgmih h Lp (R)

d'ol en élevant les deux membres de 1'inégalité précédente a3 1la puissance
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L] I n(p-1)

n
(.27 _Ip, 4, v | " Peix) Po<c I
R © 1=

1"31 P vl

' L OR)

p

I1 suffit maintenant d'élever {2.27) a la puissance-% et d'utiliser 1'iné-
galité entre la moyenne géométrique et la moyenne arithmétique pour obte-

nir (2,23).

Remargue 2.1

Si mes(2(h)) reste borné indépendamment de h, on a pour n = 2
Q d
(2.28) Ml 0,q < € 451 Iaxi pi,hvh"LZ[Q[h])

pour tout g tel que 1 < g < =.

2.3. Le probléme approgché.

On définit maintenant une forme sesguilinéaire ah(uh,vh] sur

! X \/ ., Pour cela, on se donne des fonctions

h h
a, e L (2(R)) , 1 =1,...,n,
i,h ©
(2.28) bi,h’oi,h e Lr(Q(h]J s 1=1,...,n0,
e € FE(Q(h))
2

o r=npourn>2etolr>2pourn= 2.

On suppose que

(2.30) Re ay h[x) >a >0, p.p. dans 2(h) , 1 = 1,...,0.

’

Si uh,vh € Vh‘ on pose
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¢ n

a (u,v )=/ (L, a .= p T —E—-p Vv, o+
h "h’"h (k) i=1 7i,h 3Xi i,h "h 3Xi i,h h
) n n
(2.31) + L b ~3—p u.p_ V. * . d ap_ .u 9 P, V. *+
: p i=1 i,h'axi i,h h*To,h h i=1 "i,h""o,h h'gxi i,h™h

+ C vh}dx.

h " Pa,h “h"Po,h

L

On introduit enfin des fonctions

fo,h e L on (Q(h)) , n> 2 (resp. LS(Q(h]), s>1, sin= 2},

(2.32) n+2

Fi,h € LZIQ(h]] 1= 1,0.0.,0.

On peut maintenant formuler le probléme approché gue nous allons
désormais étudier.

Probleme de Dirichlet approché.

Trouver uh 3 Vh vérifiant pour tout v

he Vh

n
(2.33) a (U v, ) = IQ[h]{FO:h.pO‘hvh - i=1fi’h.§;;pi‘hvh}dx,
La forme sesquilinéaire ah(uh,vh] définit un opérateur

A €°fa(Vh;Vh) par

h
(2.34) (Ahuh,vh]h = ah[uh,vh) s MpeVp © Vh
tandis gue Fo,h’f1,h""’fn,h définissent un élément Th € Vh par
(2.35) (Th,vhJh = jQ[h]{fO,h'pO,th ~ 121 fi,h'ggz pilﬁvh}ux sV € V.

On a ainsi 3 résoudre 1'équation suivante équivalente 3 (2.33)

(2.36) Ah u, = Th'
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Introduisons de nouvelles notations. Si ¢ e L1[Q(h]], on pose

- 1
(2.37) M) o= — ¥ (x) dx , MeR

A" g ) k*

Si %o L1[Q[h)] , 1=1,...,n, on pose

(3 ) = & h W,  (x)d Q
LA™ =i mine, el e ty,ptX X L Me by,
h h i,h 2 i
- 2
(2.38) <%7 =2/ ¥, (x)dx , Me 9,
1.h W g Mmao, M- De.) BN h
h , 2
¢, P e —r ] Y. . (x)dx , Pe K K v K
R mes(c, (F1) o,  (P) "i,h » T e Ry RY MNh i,h°

En explicitant (2.34), on voit facilement que 1’opérateur Ah

ainsi défini s'obtient de la maniere suivante. En un point Me Qi R* ©on

remplace
] Ju 1 ~ h = 1 A h -
- 5;;(6i 5;;] par -;2 {ai'h[M+-§ei)[uh[M+hei) uh[M]J-ai,h(M -Eei]Luh[MJ—
-uh[M-heiﬂ},
du 1 L+ - = - -
bia—>§ par ¢ {bi,h(l"l][uhtmhei] uh(mj +bi‘h[M][uh[M] u, (M hei)]},
-2 (d.u)  par - o {37 (M+he du_(M+he,)-87  (Mlu_(M) +
ox; 1 2h Ti,h i’ h i’ "i,h h
a. . (Mu M-3 | (M-he, lu_(M~he )}
+ody M ()=dy | il=he; Ju, (M=he, 37,
cCu par ch(MJ uh(M].

En un point Me Q; hr ©on remplace
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h D-uh[M) h -
--ga—[ai T ) per - -_ial,h[M+§ei}T——:_—_F——_ -ai'h(M--§8i)[uhLMJ-uh[M-hei)J},
h =+, (M+ese, )
271 21
0-u, (M)
ou 1 + h -
bi -a—;(—' par -EF!-{ bi,h(M) T—'—:——F—— + bi,h(M][uh(M]-uh(N_hei)] }_,
i -—fu.[M+—e.]
2 21
0-d; 00y ), .~
- =—(d,u) par --55{ 7 +(m+59 ) + di‘h[M]uh[MJ-di’h(M-hei)uh[M-hei)},
rilar L]
cu par ch(M] uh(M).
Approximations analogues lorsque M e Q; h v QE h*

En explicitant (2.35), on vérifie également que

n
L

i=1

ol

s h A h
(2.39) T M) = 0 [f. Mrse,) - F, (M- -?_-eil], Meg

i,h 271 i,h

b of N

hl
Donnons maintenant quelques propriétés de la forme sesquilinéaire
ah(uh.vh).

Théoreme 2.2

On suppose que l'hypothése (2.17) est vérifide et que mes(Q(h))

reste borné indépendamment de h. 57 Hbl h”L (@th))’ Hdi,h”Lr(Q[h]J et

“ChHL (a(h)) Pewvent s¢ majorer par des nombres indépendants de h et assez
r
petitg, il ewiste wne constante B > 0 indépendamte de h telle que

2.40) Re 3y, [v WV ) > Bﬂv H

2 v, e Vh'
" Démonstration
Soit n > 2 et SDlt‘% --% -'%. D'aprés (2.30), on a en utilisant

1'inégalité de H&lder
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n .
) 3 2
: > oL || -
Re dh(Vh'\'h] = °‘1=1lBxipi,h"h”Lle[h)J

- ("b 3'ax Pi,h h“L (ch))”Po h h"L @Qh)) -

x

A

i, h L [Q(h)) ” i, h”Ln(Q[hJ]

2
- ”Ch”L (Q[h]]“po h h“LZ*[Q[h]]
n

2

.

On applique ensuite 1'inégalité de Sobolev discréte (2.23) avec p = 2 ; on

obtient
Re a_(v Vi ]
hVh?
n
¢ 2 flecZidy h“L @nyy*lld i,h“Ln(Q(h))]-C”ch”Ln(Q[h))}.“
2
. E’ﬁ_i?_ v, I?
1= 5 PLn'hll ety

Il suffit maintenant de remarguer gus

{mes[Q[h]}1/nﬂp h h"

3
5 _
Hpo h h”L ) = Ly(@(h)) =i “'&‘i ~31,h"h“L2[thJ

pour obtenir le résultaet.
Sin =2, on utilise 1'inégalité (2.28) & la place de (2.23]).

Remarque 2.2

Si e_est > 0, 1'hypothese |chH assez petit est évidem-

h L_(QCh))

(VD

ment superflue.
v
On notera v le prolongement par 0 d'une fonction v dans le

compléméntaire (dans IR") de son ensemble de définition.
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Théoréme 2.3

Faisons les hypothéses (2.17)

[ 1imb, . = b, dans L_GR") fort, 1 = 1,...,n,
o i,h i r
an " n .
(2.41) d limd, _=4d, dans L_OR) fort, i = 1,...,n,
i,h i r
hro
lim o, =0 dans L_(R") fort,
h r
. hro =

2
et supposone que mes (Q(h))soit borné indépendamment de h, Alors, pour

h assez petit, il existe deux constantes 8 > 0 et A ¢ R i{ndépendamment

de h telles que

2
(2.42) Re a [vy.v) + )‘“Vh“fl.o.Z?- B vilh, 1,2+ vhe Vi

Pour démontrer ce résultat, nous aurons besoin du
Lemme 2.4

Considérons une suite de foretions f_ e LpﬂRn], 1<ps<=, telles
que 1lim f_ = f dans LpﬂRn] fort, Alors, pour tout € > O donné, 1l existe

h
o
deux constantes h(e) , k (€} >0 telles que l'on puisse écrire pour

h < h(e)

(2.43) fh = Fa + f;

avec

(2.44) IIf';an(Rn] < kle) ”ﬂ';”Lp(R”] < €.
Démonstration

On définit k = k(e) par

p 1/p £
([{Xl |fix3]| > Kk} £ | P ax) <%
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Alors on pose

F{x) sl Ifh[x)| <k
f%(x] = , F; =f - F',
0 si lfh[xll > k
Définitions analogues pour f' et f". Puisque f;'——+ " dans LpGRn) fort,

on a pour h < hle)

| - _€_
It =l <3
p
d'ol le résultat.

Démonstration du théoréme 2.3

En vertu du lemme précédent et gréce a 1'hypothése (2.41), on

psut écrire pour h assez petit

ben = PP o PLal @y RE L Bl @y <
L W T L N CTOISIRALLCEI "d;,h”Lr(Q(h]J e
c, =c'y*rcl HCAHLw(Q(hJ) < kle) "cﬁ“cha(h)J <e,

2
ot € est chcisi suffisamment petit. Cn pose alors
n
1 5 ] 9 —
’ = — e B
aptupvd= fomG 42 oy ax; 1.0 Uht BxFi,h Ve

'g b? -—e—p U .p_  V_+
i=1 i,h.axi i,h"’h""o,h'h 1

+

N

3
L g 3
=1di,h'po,huh'8xipi,hvh

+

’ -
©Po.h Yh * Po,h vh} dx ,

a;(uh,vh) = ah(uh,vh] - aé[uh,vh).
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On vérifie facilement le théoreéme pour la forme aé(uh,vhl et on applique
le théoréme 2.2 pour la forme ag(uh,vh] avec un chaix convenable de e.
Ceci démontre donc le résultat.

Remarque 2.3

On a 1'inégalité (2.42) sous les seules hypothéses (2.17) et

(2.45) max ( max |b max fld. || , el ) < C.
r<ten X s, nl_taenny 1ol catny)

.l ,
Lt ety T
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3 - UN PREMIER RESULTAT DE CONVERGENCE.

3.1. Hypothéses et énoncé du thé.réme de convergence

Faisons 1'hypothécse d’éllipticité uniforme en h.

Hypothése H 1.

I1 existz une constante § > 0 inddpendante de h telles que

A I i2
pd 28 vl g o vy e

(3.1)
' Re ah{vh,v

On suit alors gqu'il existe une suite u, € Vh et une seule qui

vérifie 1l'équation (2.33) pour tout v_e V_ ou 1l'équation équivalente

h

(2.36). Nous nous proposons d'étudier la convergence dans un sens convena-

h

ble de U, vers la solution u du probléme de Dirichlet donnée par le théo-

réeme 1.1.

Nous aurons besoin de 1la

Définition 3.1

On dira que l'ouvert Q(h) approche l'ouvert @ quand h tend vers

0 st les conditions suivantes sont vérifides :

(1) quel que soit l'ouvert Q' tel que Q' ¢ Q, <1 existe un nombra
h(R') > 0 tel que Q' & Q(h) pour h < h(R') ;

(1) quel que soit L'ouvert O tel que R ¢ Q", il existe wn nombre
h(Q") > 0 tel que .{h) ¢ Q" pour h < h(Q") ;

e e L+ . - . .

(222) quel que soit ©. » i P e “i,h(‘QSp' P e Ki'h],tl existe um

nombre v > 0 indépendont de h,i et P tel que mb[P+vhei) ¢ R"-2 (resp.
N

mh[P vhei) c R'-Q),

Il est f.cile de vérifier que la point (iii) de la définition
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précédente entraine la propriété (2.17). De méme, si g(h) approche 9, le

nombre mes(Q (h)) reste borné indépendamment de h d'apres (ii).

Nous feisons alors les hypothéses sulvantes

Hypothése H 2.

(3.2) Q2 (h) approche

Hypotheses H 3,

1im
0
lim
J >0
1 1im
0

(3.3)

1lim
Qug®
Hypothéses H 4,

lim
(3.4) 0

lim
0

Théoréme 3.1

Sous les

(3.5) lim
0

(3.8) lim
>0

n
% ,h
ny
bih
n
9, h

N
Ch-'

-+2

o,h

-7

i,h

ol

-

dans

dans

dans

dans

dans

| dans

dans

2 lorsque h tend vers O.

L OR") fort , i=1,...,n,

L]
-—
-
-
-
.
-
3J
-

LrGRn] fort , i

0
—-—
-
-
-
-
3
-

LrﬂRn] fort , i

L _R") fort.
I
7

n
L2n R} fort pour n > 2

n+2 s

LoﬂRn] fort , s> 1, pourn = 2

LZGRnJ fort.

hypothéses H 1, H 2, H3 et H 4, on a

>
Ph Yh
po,h Llh

= ﬁ E dans xan”J fort,

n
u

dans

n 1 _1 1
Lz*iR ) fort , %= 5 = T, pour n > 2

Lq(Rn] fort , 1 < g<*® , pour n

ou u_e V, est la solution de (2.33) et ol U e H;[Q) est la solution de

h h
(1.19).

2
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3.2. Démonstration du théoréme 3.1 : 1ére partie.

Nous allons démontrer dans ce paragraphe les résultats de con-
vergence (3.5), (3.8) mais dans les topologies faibles correspondantes.
Auparavant, donnons deux lemmes simples.

Lemme 3.1

Faisons l'hypothése H 2. Alors, quel que soit le compact K ¢ Q,
il existe wn nombre h'(K) > O tel que K ¢ Q' (h) pour h < h'(K). (cf.(2.8)
pour la définition de &' (hJ)J].

Démonstration

Soit K « € un compact deIR" et soit d > O la distance de K & T.
En vertu de (2.17), la distance de £'(h) & la frontiére de Q(h) est < T u h
avec T > 0 convenable indépendant de h. Soit hO >0 tel que T U hO < d.

Le compact K, = {x ¢ R"|dist(x,K) < T u ho} est contenu dans ©. Il résulte
o

alors de H 2 que K. ¢ §G(h)} pour h < h

h 1°
o

h < h'(K) = min[ho,h1], on a Kec @'(h).

On en déduit que, pour

Lemme 3.2

~_ .’ @« 5 and - [ - 5 >
0lt | & CO[Q) et sott Py pe 1 0,1,...,n , L'opérateur de CO[Q)

h)
dans Vi, défint par

(3.8) oy, gl = -:F {Rnff.e?'h.dx L Men.
Sous L'hypothése H 2 , on a
N
(3.7) Lim py Py p ¢ = Y dans Lp(an] fort, 1 < p < =,
h>0
Démonstration

Soit K le support de 4; d’aprés le lemme 3.1, on a K¢ '(h)
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pour h < h'(K). Alors, pour h assez petit, on obtient

pi,h l.f[M] =

On vérifie ensuits alsément que
M
v.0
f'Rn\?- i,h. dx " N .
z 0, . —* Y dans LpﬂR ] fort, 1< p<=,

M i,h
Mes, j’IRn ei,h dx

Proposition 3.1

Sous les hypothéses H 1, H2, H3 et H 4, on a

-> > N n .
(3.8) lim p_u,_ =1 u dans X, 0R ') faible,
h "h 2
0
N (szUR”)fuine §i n> 2

(3.9) lim Po.p Yy = U dane n

o ]LqﬂR ) faible, 1< g<>, s n = 2,
Démonstration

On suit la méthode donnée dans [3].
. . > n v 1.0
1) Il est cleir gue (3.8) a un sens puisque Py Y € X2(R Jet ueH R,

En ramplagant v, par u et en utilisant les hypothéses H 1, H 2, 1'iné-

h
galité de HBlder et 1'inégalité de Sobelev (2,23) avec p = 2 pour n > 2

(resp. l'inégalité (2.28) pour n = 2), on obtient

n
z
ol @enn * = Pl @y pour n > 2

n+2

clllf
Hu, Il <
h'h,1,2 N

C{”fo.h”LStn(hJ) ey ”fi.hnlztgthJ)} pour n = 2
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et en vertu de 1'hypothése H 4 et du corollaire du lemme 2.2

(3.10) [ “h”xztgthJJ-i C.

Meis comme

”Eh uh”XZURn] - IEJh Uh"XZIQ(h]]'
on en déduit que Eh U reste dans un ensemble borné de XZGRn). On peut

+
donc extrairs de 1l’ensemble des Py, Uy, une sous suite, notée encore [;huh]

telle que
. -> ->* n .
(3.11) lim p,u_ = u® dans X_0R ') faible.
hh 2
>0
On pose
(3.12) o= (.08,
o n

D'autre part, d'aprés (3.8) et 1'inégalité de Sobolev {2.23) si n > 2 ou

1'inégalité (2.28) si n = 2, on a

J Ieg, uh”szRn)-i C sin>2

(3.13) |
[ Pon shlt gy <€ st -2

et on peut supposer gue
'LZQRH) faible si n > 2

dans .
2

. o
(3.14) lim Po,h Uy = ug

b0 \LqURn] faible si n

n

2) Montrons que u¥ = O dans R'-%. Puisque d’aprés (3.11)

(3.15)  lim p,

ih uh = u§ dans LZURH) faible , 1 = 0,1,...,0n,
A0 ?



il suffit de vérifier gue, pour tout compact K chn -Q, on a uf =0

dans K quel que soit i, Un tel compact K &tant denné, il existe un ouvert
Q" tel que & ¢ 2", Kc \R" - ©. Comme Q(h) approche £, on a S(h) ¢ 8" pour
h assez petit de sorte que pi,huh = 0 dans K pour h assez petit. On en dé-
duit que

¥ =0dans K, i=0,1,...,n.

3) Montrons ensuite que J: = u§ dans & pour i = 1,...,n. Soit ge CO(Q) 3

on a

(M)f 0

i,h dx = {

.?dx.

f Pi RUp-gedx = Meﬂh n Po,n%Po,t’i,n

On obtient en vertu du lemme 3.2 et de (3.15)
¥ -
fQ uy - ¢ dx = fgut.q dx.

On a ainsi vérifié que u; = u, p.p. dans €. Il en résulte que si la frontiére
' de R est de mesurz de Lebesgue nulle (seul cas qui nous intéresse !J,
on a

DePs danisn, 1=1,0ea,n

u

u’k

. U*
1 ]

e

On en déduit que uy e

€ H1ﬁRn] et que la restriction v de uz a @ est une

fonction de HO[Q],

4} Nous allons maintenant démontrer gue v = u solution du probléme

de Dirichlet (1.18). Soit y ¢ CZ(Q] de support K. On définit € V, par

h
(3.16) g (M) = @M, Me 9.

—
D’autre part, Ph Wh a son support contenu dans$§L, pour h assez petit. En
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effet, le support de Py qh est contenu dans
n 1
v i
171 (K + max [2+u,1) hei)

et, en désignant par d la distance de K & I', il suffit de choisir h tel qus

max&%+u,1] h.i-g, ce qul est loisible. Dans ces conditions, on a

>
q{ n
- r Y9 9 -
an (U 1) fsz{i=1 ai,h'axipi,huh'axipi,h ¢h ¥
n n
y v 9 - T Y p:) -
) * 21 Pan 5P, Y Pe,h ST is Y4, 0 Po, hYh TP h Yh Y
(3.17) i i
+ 8 .} dx =
®h*Po,h%h Po,h ¥h’' 9X T
n
"] — '\l 3
- -3
. IQ U, hPo,n¥h ~ 12qF 1,h" 3x; Py, YRS
Il suffit mailntenant de vérifier que lorsque h — O
a [uh qh] — alv,¢) ,
[ (¥ "-g'f“ 2 e tdx — [ _{f .y - 5y
2 Fo,n*Po,h ¢ 7 i=1 1,h"3x; P1,n ¢h olfo¥ =15y Txg

Ceci résulte des hypothéses H 3, H 4 , du résultat de convergence faible

{dans LZ*(Q] faible sin > 2,
.

lim p h h =
0, 0 . : =
(3.18) b0 dans Lq (2) faible si n 2
lim =~ u, =Y gans L_(Q) feible , i = 1 n
130 3x; Pih Uh T B 2 ;

précédsamment démontré et de

LR LI
(3.19) dans Lp(Q] fort , 1< p< =

3 aw
lim = - p ¥
o0 sx. i,h h xiJ
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qu'il est facile d’établir,

5) On a ainsi montré que (3.8) et (3.8) ont lieu pour la sous-suite
—
thth considérée. La proposition 3.1 est alors prouvée si on remargue gue

—_
la limite faible de la sous-suite [phuh) est indépendante de cette sous-suite.

3.3. Démonstration du théoréme 3.1 : 2éme partie.

Commengons par définir un opérateur r, linéaire de Lp[Q), 1< ps®

h
dans Vh par
1 n
(3,20) rhv(M) == f vixldx , Me Qh'
h w, (M)
h
Lemme 3.3

Sous L'hypothése H 2 , on a pour 1< p< ®

v .
(3.21) limp_ . r, v =vdams L R") fort sl ve L (2],
o,h "h p D
>0
o]
(3.22) Hm 2 r v =1 vdams X ®R") fort i v e W (@).
g N0 P P

Démonstration

On procéde comme dans [i] , Chapitre 0, théoréme 4.1.

1} On vérifie d'abord que

(3.23) “pi hrthL ®N) < C ||VHL )’ Ve Lp(m , 1=0,1,.0..,0,
’ p P . .
? d °1 .

(3.24) "5§T Py hrth < C u3¥_”L @ V€ wp(n) , i=1,...,n.
i = i™p

]

La majoration (3.23) est immédiate pour i = 0. Lorsque i = 1,...,n, on a

_ . p 1/¢
(3.25) ey nrvlll @y = ( D VI T ST ST B
p PeKi hu1<1 K p 1i,h

U
i,h i,h
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SiPe Ki R+ on peut écrire

e, r viIP =
i,h™h Lp( %,h[PJ] ci,h[P

< Zp-1{lrhv[P+geiH

h
]|rhv(P*§ei]e

pf lo ilp dx +
Oi,h[P] i h

h
-h, g0 274p
+ Irhv(P 2eill f (P]IO | .
Or
h p_ 1 p
| Ty (Peze ] P = U @ [P*EE ) voax|P < “"f m (P+7e )M
et
P+=e, n
i -27ip _h
Ici (P) Iel h " ax = p+1 *
On en déduit gue pour Pe Ki h
p“"l "
(3.26) b, .r v"p < 2 S ’vlp dx
i,hh 'L (o, [ (P)) — p+1 o.h . o_ h ‘
p i,h mh(r?ei]umh(P- 5‘31]
SiPe K;‘h, on a
h 7% p
s, h h"“L (o, (P)) 7 fci H(P) | rpvip- zegd 0y 57 P ax
d'ol
N
(3.27) "pi’hrthE NG < (—*u (P)] = f h [vIP dx.
p [P--Ee )|

On obtient une majoration analogue si P e K; he
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L'inégalite (3.23) résulte alors de (2.17), (3.25), (3.28) et

(3.27).

+ -
i,hY Ky pY Ky o0 f

désigne par Y ih la fonction caractéristique de 0 (P] I1 est clair

2) Démontrons les majorations (3.24). Si P e K

que
9 1 - N N =)
X, Psi,hThY 1 b kl h(fw [Pi’-e ] v dx jm - Do 3 vk,
2 h 21
o gy a
Rsi ———gf—~ [f v dx)YZ no PZK+ T——:l——(f : 'H-'v dx]YZ n
L,h 5t (P @ (Fze:) g €Lh S+ (P) T, (F-"Ze, ’
d’ ol
[ 3 1 v h A h P
= z - -
TxP1,nThY = T Upek, g [V("*Eeij vix ieiﬂdx”i,h *
h i,h mh[P)
(3.28) ¢ + ZK_ 7——1—-—[f 3(x+§ei]dx)Y§ ho
Pely, h . (P) @ (P) ’
i h
- I+ -———1———(f t(x—-ne )ﬁx]Y? } .
- Pekih 2eu”P) w (P) 271777 4,h
2 1 h
On en déduit que
" Fl h hV"H = [n+1]p-1{PEK lf [vtxh—e ) v(x-—e f]dxl
L ﬂR ) i,h (P] 2
(3.29)
N -
*'CPK | 3u+%%)WFéK |/ vu—g%qmﬂﬂ}
,h m (P) i,h m {P)

Puisque V e w;aR”), on a pour presqgue tocut X

h
s N
v, h v h _ (2 93V
v(x«iei] vix '§ei) = f_ h Xi(x+tei)dt
2

et en vertu de la partie (iii) de la définition 3.1
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h
—
Vodedy = [ 2, av (x+te,)dt , x e, (P) , P e K
* wadh O %1 *
2
1
(\ #s)h SRV L
v h 2 v . +
- (X~ = X
vix €4 I__E xi[x+tei)dt s X € mh[P) , P e Ki,h'
2 4

En reportant (3.29]) et en utilisant L’inégalité_dngﬁlder. on obtient
1'inégalité (3.24). o

3) Il“éu%¥§£ maintenant de‘déﬁbnfref 1éd1émﬁé‘hour vV e 62(9 ). Soi£
K le support de v ; on choisit h assez betit‘dé fégon que K < £'(h)

(cf. lemme 3.1). La vérification se fait alors sans difficulte.

Demonstration du.théoréme 3.4 - ¢ . . = S

On a
' n
— X '\.r
ah[Uh’u ) = f {f o,h"Po,hbh T 1=1Ti,ne a

p hU }dx- Z‘:‘,”"'.'E

En vertu des hypothéses H 4 et de la proposition 3.1, on:gbtiéﬁtﬂ;;_

ST Gt LT P D § RS TS SRR A
S Smon _ 3T
lim a (u,u. ) = [ {f .0 - I f.. < }dx,
Cta$tfé°dir§:1’: T A LA ITA R NI L Py o TSP, N T
(3.30) '~ - "1lim aH{uh,th ="'alu,u). | '

D'autre part, on a grace au lemme 3.3, aux hypothéses H 3 et & la proposi-

tion"s."iw

PRI NP B SR gt
RN T [g“i‘guahi{uh,rh UJ= a['U’LI'], SRS PR IR SR i ST
(3.31)
1im a_{(t_ u,u ) = aluy,ul.
1Mh#0‘ h "h h
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Enfin il est clair que

(3.32) lim a (r u,r, u) = alu,ul.
0 h "h h

On en déduit

lim a, {(u -r u,u -r, u) = 0
o0 h™"h "h h "h

et d'aprés 1'hypothése d'ellipticité et 1'inégalité de Sabolev

(3.33) 1im Ju_-r ul o,

- =
0 h "h™"h,1,2

1dm Hu -r uH ¥ =0 sin>2,
(3.34) >0 | h™h |F:°'2¥ |
lim {ju_-r u =0 ,1<g<w, sin=2,
0 h "h 'h,o,q
Le résultat s'obtient alors en utilisant le corollaire du lemme 2.2 et le

lemme 2.3.

3.4. Remargues

L'opérateur A défini en (1.13) ne comporte pas de dérivées mix-

axi ij

tels termes sans aucunz difficulté supplémentaire, si ce n'est d'écriture.

3
tes du type ——~(aij «a—]. On pourrait dans tout ce qui précede ajouter de

Mais les resultats gque nous obtiendrons dans toute la suite ne ssront
valables que dans le cas envisagé ici.

Nous n'étudierons pas de fagon précise sous gquelles cenditicns
1'hypothese d'ellipticité H 1 a lieu. Nous nous contentons icl du résul-
tat donné par le théoréme 2.2 et nous reviendrons sur cette question dans
un article futur.

Le choix d’un méme pas de discrétisation h dans toutes les direc-

tions n’apporte que des simplifications d'écriture.
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4 - THEOREME DE CONVERGENCE DANS Lp'

4.1. Majoraticns & priori,

Nous supposcrons désormais que toutes les fonctions utilisées
sont a valeurs réelles et que 1'indice de sommabilité r employé dans
(2.29) vérifie dans tous les cas r > n,

Rappelons le résultat suivant.

Lemme 4.1 (cf. [8]).
Soit ¢t — y(t)) une fometion définie pour t > k_ non négative

et non croissante vérifiant pour L > k > kg

(4.1) o2 < —— [q)]®,
(1-K)

a, B, C étant des constantes > 0. Alors,

(i) on a pour B >1

aB
_ o ] R=1 ‘E:T .
(4.2) gk +d) =0, d = ¢C &(koi] 2
(i) on a pour B < 1 et k_ >0
T
1-B (~1-B " - __a
(4.3) (2 <2 {c + [ZKO) q(kol % TR -

Théoréme 4.1

Nous fatsons les hypothéses H 2 et H 3, Alors, si h est asses

petit, toute solution u,_ ¢ Vi de (2.33) vérifie les majorations sutvantes :

h
(Z7) st p > n
n

5
o,h“Lp (Q(h))+i=1"fi,hHLp(Q(h)) ¥ N“uhuh.o.Z
C

(4.4) K{||¥

"Uh“h,ofi
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1 1 1
avee — = — + = ;
Pb P N

(i2) s2 2< p< n

Al
)
@.5) Juglly o, ¢ < K{Hfo,h“Lp [2(h1) +i=1”fi,h“Lp(Q[h)J} * Mgl o,
o
O e N P N R
c P n " p* p 1

Les constantes K et N sont indépendantes de h. La constante K est nulle
lorsque 1'hypothése H 1 a lieu.

Démonstration

On utilise 1la méthode donnée dans [il, [i . Afin de simplifier

un péu 1'exposé, nous ne ferons la démcdémoatioation que lcrsque n > 2
en laissant le soin au lecteur couragaux d'adapter la démonstration au
cas n = 2,

1) Nous allons d'abord prouver ls résultat lorsque ah(uh,vh] est

remplacé par
n
- I 2 3
By o ov) fﬂ(h]{i=1ai,h'8xipi.huh'8xipi,hvh *

(4.8)

n n

v, } dx

+ L b, ueep. U.p_ .V, +Ap . u.p
i=1 “4i,h 3xi i,h"h"Fo,h h o,h h""o,h h

’

ol A est une constante > O indépendante de h. En vertu du théoréme 2.3,
on peut toujours choisir A assez grand et h assez petit de fagon que

Z
(4.7) «ﬂ,h(vh,vh)_{ Y“Vh“h,’I,Z A

Yy étant une constante > 0 indépendante de h.

Alors, soit g, € Lp 0R™) et soient 8110018 € LpﬁRn] ol p 2 2,
o)
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1 1 1
— - b - 3
5 5 o I1 existe Eh c Vh unigue tel que pour tout vy, € Vh
. 3
(4.8) thgh'vh] - fﬂ(hJ{go'po,th *ie gi'5§; Py, nVp) O
Soit k un nombre réel > O ; on associe & Eh les suites nE, C: é V. définies
pour tout M e Qh par
0 si & (M) <k
(4.9) N =< h .
\ gh[M] -k si Eh(M]‘i k
K -0 si Eh(M].i ~k
(4.10) Ch M) = < .
. Eh[M] + ksl Eh(M].i -k
K k .
Notons que i > 0 et Qh.i 0. La-rslation

- k z 3
&, & ony ) Q(h]{go'po,h Y oie1 gi'ax Pih h} dx
peut s'écrire

n
(&, (n (a 9 Keb nky de+

3
Ti= 1IQ(hJ T i,h"h"P1,h"Po,hh 'Bxi(pi,hgh Pi n'h

k. K
(4.11) + A fQ[h]pD,h LN R po,hnh) dx

= [ {g .p_ .l : gy 0 a
“ Q(h) 0" o,h 'h i=1 ax. i,h T

} dx.

On utilise alcrs le résultet suivant que 1'on vérifiera ultérisurement

Lemme 4.2
Sous les hypothéees du théoréme 4.1, il existe h, >0 tel que,

pour tout h < h_, on ait p.p. dans Q(h)
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_9_. nk+b K_B_[
ai,h'axipi,h h ¥ Pi,hPo,h'h DXy Pi.h

(4.12) ¢« £ N2 0, 1= 1.0

h Pi,h

Les relations (4.11) et {4.12) entrainent donc

13

k k 4 y 2 R
(4.13) Qh(n ,nh)_i fQ[h]{go'po,hnh + ey gi'axipi,hnh} dx.

Afin d’'exploiter 1'inégalité (4.13), on introduit divers sous-ensembles de

2(h). On pose

(4.14) E (k) = {x e 2(h) | Pop Ep0¥) 2 KD,

n

, 3 K
(4.15) Ef (k) = E (k) U (Y, {x¢e ath) | o, Py

h "h # 0}).

On remargue que, pour £ > Kk, on a

Eh[2] c Eé(l] c Eé(k],

(4.18)
Eh(l) < Eh[k]
et
k o .

(4.17) Po.h nh(xl >4 = k>0 sixe Eh[Q].

Admettons prceisoirement le
Lemme 4.3

Il existe ure constante § > 0 indépendante de h telle que
(4.18) mes (E, (K)} > & mes(E/ (k)]

pour tout k > O.
En minorant le premier membre de 1'inégalité (4.13) gréce a
(4.7) et en majorant le second membre & 1l'aide des inégalités e HBlder

et de Sobolev, on trouve
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2n n+2 n
. 7 7
(4.19) Il 4,2 < C[[feh[k)lgoln+LdXJ " e ol el Tox
h

On minore le premier membre de (4,19) en utilisant 1'inégalité de Scbolev
discrete et on majore la second membre & l'aide de 1'inégalité de H31lder.

On obtient

k| 2¥ . 2/0%
JEIE (K]lpo B h dx) hl C{”go”Lp R
(w)}

(4.20) : 2 r-2/o
+ i=1Hgile“Rn]} (mes(E} (K))) .

oK >

On minore le premier membre de (4.20) en intégrant Ip h

sur Eh[R) , £ > k., On déduit alors de (4.16}, (4.17) et du lemme 4.3

J&
8
(4.21)  mes(E (L)) < T;—;;fg (llg ||L WU ”g IlL " )¢ (mes(E, (k1))
O

avec

3
(4.22) B =22 (1 -2,

2 P

La relation (4.21} permet d’'appliquer le lemme 4.1 & la fonction ¢ définie

par ¢(t) = mes[Eh[tJ]. Remarquons gque 8 =-§-§5§ si bien que B > 1

(resp. B < 1) équivaut 3 p > n (resp. p < nl.

(1) Si p > n, on obtient en appliguant (4.2) avec ko =0

3

(4.23) Py E,(x) < d = ctHgGHLp ") Ig M LD

0
En raisonnant d'une maniere analogue sur Ch’ on en déduit finalement

(4.24) g.00] < ctle ll s, Hg HL i’y

Pg

lpo.n &
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(i1) Si 2 < p< n, on applique 1'inégalité (4.3), ce qui donne pour

k >0
@]

vl 23
(4.25) mes (€, (1) < C{["gOH —_Eﬁestehckozl}z 'T:E_

(R™M iz 1”g "L ®rM
D

On choisit

Ko = “ghl%,o,z
d’' ol

mes[Eh(k 1) < 1,

o’ =
Mais d'aprés (4.7), on a
£
e, 0,2 < C (”go“Lp ﬂRn)+i:1"gi"Lp&Rn)]'
. . D =

On en déduit que
& e

2 2
n ' —_— = =
5 1-8 18
(4.26) mes (€, (£)) < C(HgO"L aRn]+i=1”gi“L R’ L .
Po P
En raisonnant de la méme fagon sur c;, on en déduit que
(4,27) mes({x ¢ Q[h]llpo,hih(x)_i 2} < C("gOHL ®"
Po
hl X
1 -8 1-8
“g “L ) .
On désigne par £Df1c Vh la solution de
(4.28) thfgo‘h,vh) - IQ[h] BoePo pVpedX s V€V,
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ct par Ei,h € Vh » 1= 1,e0.,n , la solution de
d
(4.29) - 8 Ey vy = Lo 1 5-x—ipi‘hvh.dx PV e V.

D'epres (4.27) et puisque ﬁ*'=-T§§ > on en conclut que 1l'application

o’ . e .
g, po,hgo,h est de type faible [po, }J uniformément en h et que les

applications gy Pg hgi h i=1,...,n, sont de type faible (p,ﬁk) uni-

formément en h. On sait d'autre part que g, —_

2n %
+2,2 ) et que g, —

po,hgo,h est de type fort

€ £ i=1,...,n, est de type fort (2,24

Po,h*1i,h’

uniformément en h. Il résulte alors du théoréme d'interpolation de Marcin-

n

kiswicz (cf. [1{]) que g, — P, hgi h est de type fort (qo.'*] et

gy~ P, hgi ke i=1,...,n, est de type fort (q,q¥ uniformément en h pour

2 < g < p. En faisant varier p et en remarguant qus

7
Eh T 120 S4,h’

on trouve gue

n
(4.30) o &l < ctile Il e Lole.d ).
c,hh Lﬁ*GRn] oL wM T T
D p

-he O

N . _
En prerant g_ = fo.h et g, = - i,p° 17 1,.¢.,0, ON @ Eh = up
et le théoréme est bien démontré lorsqu'on remplace ah[uh,vh) par Qh(uh,vhl.

2) Pour prouver le résultat dans le cas général, on écrit 1l'équation

(2.33) sous la forme

4 tug,vy) = fﬂ[h) L L N\

»

(4.31) N

3
_ 1
i=1(fi,h*di,h'po.h”h]'%xi Py, pVpidx.
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Si tO et t1 sont définis par

1 —-— o —
= - £

1
’ = i.e. t, = s
1 2 1 o

N
nlas
N
s PN
~

rt-l—s
!

O

on déduit de 1'hypotheése H 3 et des inégalités de HOlder et de Scbolev

”[A'Ch)po,huh”Lt @iy < Cludy 4 5

(4.32) )
lld

iC”U » i=1J"'ln

i,h"Po,n h”Lt (2(h)) huh,1.2

ﬁ
Si t1 > p, on appligue le résultat démontré =u point 1) et on obtient

(4.33) ””h“h,o g S ClF+ "uh"h,1,ZJ
od
£
(4.34) P = Ionlle ey * 521 Manll ey
Po P

et ol t2 est guelconque si t1 > n et ol t2 = t1 si Eﬁ < n. Dans le second
cas, on trouve

llta-c 3, i < ctF ol 4 53 s
(4.35) h ,h™h Lt1[Q[hJJ h'h,1,2

185, h-Po, hin !l L, 2 = COFtlplly, 4,20 » 4= 1oeeeun

2

On en déduit (4.33) avec t2 remplacé pear t3 = ﬁé si t2 < n ou t, quelcon-

3

que si tz‘i n , etc... Ainsi, par itérations, on obtient
lea-edog nunll  (ainyy < CFrlugly 4,20 -
(4.36) o hoh,
195, Po, h”L @ny < EFllull 4 20 s 1= 1,

d’ ol
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j lullh, o, ¢ < CFlluglly 4 ) 4 2<p<n,
C[Fh+Hu

(4.37)

p> n.

[l 0,0 NP I

Si 1'hypothése H 1 a lieu, on a

(4.38) lu F

hllh,1,2 2 € Fy

tandis gque, dans le cas contraire, il existe deux constantes A, 8 > O

indépendantes de h telles gue (cf, Théordme 2.3)

2 2
ah[vh’vh]+A"Vh”h,o,2-i 8 ”Vh"h,1,2 sV, eV

d’ ol

(4.33) ).

lnlly, 4,2 < CErlugly o,
On en déduit donc le théoreéme dans le cas général.

3} Pour achever la démonstration du théorséme, 11 faut vérifier les
lemmes 4.2 et 4.3,

Démonstration du lemme 4.2

+ -
(P}, Pe K u K u Ki,h’

On doit montrer que, dans chaque O, 1,h i,h

i,h

on a pour h j_ho

.40)  x& = ¢ d K

i,h ai,h'axipi,h h* 2

k., 9 K
P, - >
bi,h'po,hnh]'axi[pi,h h™Pi,AMh) 2 O

Soit P ¢ K UK, _ tel que & [P--De }J > k> 0. Pour que 5 (p, & -p nkl
i,h © M,h que SpthT PR — y Tx; Pi,hh PN h

soit # 0 dans o, | (P), il faut et il suffit que Eh(Pﬁgei] < ksiPe Ki he

i,h
SiPe K; e On a Eh(P+p;[PJhei] = 0 < k. dans ces conditions, on trouve

h
dans‘mh[P- Eei] n Ui,h[P]
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1 h } A 4
"'2'“‘ gh(P*—z-ei)](Eh[P 'éei) k)(ai,h(P] h bi,

(P~ g-ei]),P e K,
K h )

h

1

K(E
\(%*ru;(P))h

2 h

h
et dans %,h(P] - mh(P —éei)n Oi,h[P)

1 h _ho oy aa
-—iik Eh(P*—Z-eiJ)IEh(P 'iei) k)ai' (P , PeK,

K h h i,h
X, =
1.h 1 h A +
—————— k(& _(P- 5e,)-K) &, (P} , P eK, . .
P ' ,h
L :
i
Dans le cas envisagé, on aura donc XE h > 0 dans Oi h(P] si et seulement
si
5, (P -nbl (P-ey>0 , Pek
i,h ihe 2ot = 0 T ERy
~ 1+ A4 h +
- - e >
ai,h(P] (2+ui(P)]h bi;h[P zeil__ 0 ,Pe Ki,h'
Puisque
5 Dol <200 n b, ol < () T, |
i,h 271 n'o (P-=e.,)Jnc,  (P)i,h’ - 2 i,h"L_((h))’
h h 271 i,h r
a, (P)>a>a0,
i,h -
wIP) >,
i Z
on a XK > 0 dans © {P) pour
i,h — i,h
a -
(4.41) hihomi,l/r - } ren
2 maX[1’u+§)rza;:“bi,hllLr(Q(h]J

ce qui a un sens puisque Ibi h“L @(hy) < Cetaquer>n,
R

On fait un raisonnement analogue lorsque P e Ki U Ki avec

h

h A 1+ A+ h +
(P 581] k](allh(P] (§+ultp]]h bl,h[P —Z'QIJJ. PeKi,

h
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£, (PrDe.) < K.Cecl achéve la démonstration du lemme 4.2.

Démonstration du lemme 4.3.

Eh(kJ est une réunion de pavés wh[M), M décrivant un certain socus-
ensemble Q ﬁ de Qh. Si x e E%(k], il est clair que 1'un au moins des points
X, X :-%ei, i=1,...,n, (ou éventuellement un point de la forme x - u;(P]hei

ou x+u;(P)hei) appartient & Eh(k]. Posons

Y t=

h n h
o (M+§ei]] v (€g10. M- =e.)) , Mef_,

(4.42) Dh(M] = (, i,h 584 h

i=171,h

D'aprés ce qui précede, on a nécessairement

(4.43) E/ (k) € U AU
Meﬂh

Mais, d'aprés (2.17), on peut écrire
(4.44) mes (p (M) < C(2n+1 )mes(w'h(m).
On en déduit le lemme en sommant (4.44) pour M e Qﬁ.

Le théoréme 4.1 est ainsi compleétement prouvé.

4.2. Convergence dans Lp.
Le théoréme 4.1 va nous permettre d'améliorer le résultat de con-
vergence du N° 3 lorsque L Lp ), L Lp[Q], i=1,...,n, avec p 2 2

]

E%r =-%+%J. Faisons 1'hypothése suivante.
o

Hypothéses H 4 p.

"
lim f

Y n
fc dans L OR ') fort,

>~ 0,h0 p
(4.45) S °
= F} i=1,lllj s
>0 fi,h Fi dans LDGR } fort n
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Théoréme 4.2

Sous les hypothéses H 1, H 2, H 3 et H 4 p, on a outre (3.5)

() e p> n

i

(4.46) lim Po, hUh

8 dans gmﬂRn) Myeak star' et dans Lq(RnJ fort, 1 < gq< %
0

(i7) s 2< p < n

: N n .11
{4.47) lim Pg,nlh = Y dans LD*GR ) fort, =T p TR
0
Démonstration
3 Y
1) Considérons d'abord le cas ol p > n, Comme 1lim f, R fi dans

i
o
L2[Rn) fort en vertu de H 4 p, on peut appliquer le théoreme 3.1 et on

obtient
+ N
1lim E; u, = N u dans XzﬂRn) fort.
0

D'autre part, d'aprés H 4 p et le theoreme 4.1, reste dans un borné

po,huh
de Lw(Rn).Dn en déduit que

n
1im p0 pUn = U dans Lw&Rn) *weak-star”.
h>0 ?

n
Alors la convergzsnce forte de Pq huh vers u dans LqGRn), 1<g<e
résulte immédiatement de la convergsnce forte dans LZURn] pour 1 £ g <2
et de

{g-2)/2 ” /2
p_ . u -ulf
iR™) o,hh

el L. rR™
2

n
”pc,huh-U“ngRn) f-Hpo,h h

pour 2 ( q < .

2) Passons maintenant au cas ol 2 < p < n. On a comme précédemment
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lim p =T U dans X 6R") fort. Considérons alors des suites [w[v)) de
0 h Yh 2 i
fonctions de 62(9) ,» 1 =0,1,...,n, telles que

‘11m ¢ = §_ dans L @) fort,

o 0 ] pD
(4.48)

]lim V) - F dans L @) fort, 1= 1,....n.

i i p
\ Vo
) .
Soit u la eolution de
(v} - (v E v)
(4.48) alu™ ",v) = fn{qo AR AR Bx }ax , v e H ©@),
)
et soit u, € Vh la solutipn de
n
v) '\z[v) %(v) )
4 =
(4.50) ap lup”"uvy) fﬂ[h){ Po.hVh ~ i=1 Yy 1r—pl hvh}dx A
En vertu du théoréme 1. st de (4.45), on a
. v} _

(4.51) lim u = u dans L 4(2) fort.

V-0 P
On peut alors écrire

v v) W] W] +
ey, nup “”Lp,*m”) < oy, gy 71, oy y#leg, pun L &)
(\)) ~
O YR

LDQR )

c'est-a~dire en tenant compte de (4.5)

) LI, )
o 521 HpO hYh u”Lg@R ) i.K["fo h ¥ "L 0R Yi=1 Lh i L R" )
. "p hu(\)] ’\J(\)] Lp’an] R U(V]_U'HLFF('Q).
Mals, d'aprés la premiére partie de la démonstration on a
(4.53) 14mp, ¢ r[]\’] = 5% dane w087 fort.

Y]
La convergence forte de Pg, pYp Vers u dans Lp*ﬂRn] résulte donc de (4.45],

(4.48), (4.51), (4.52) et (4.53).
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5 - UTILISATION DE LA TRANSPOSITION.

5.1. Cas d'un second membre T e L (8), 1 < g< 2n_
g ==+ 2

Soit G* l'opérateur adjoint de G opérateur de Greern défini au N° 1.
Par trarsposition, on déduit du théoreme 1.3 appliqué a G* le résultat sui-
vant,

T héoreme 5.1

Si.la forme alu,v) est H;[Q)*ellipﬁiquej G est wn opérateur li-

. 2n o1 1 1 _1 i

néaire continu de Lq(Q) avee 1< q < = dans wq*iﬂ] (E*'— 3 =) et de
[+

L, Q) dans W Q) avee 1 < s < -1,

1 s n-1

Le théoréme'précédent résoud le probléme de Dirichlet pour 1'é6-

quation
{5.1) A us=sf
au sens suivant

(5.2)  fou.gax=f  f.6%d . yeC @),

~

Nous allons chercher & approcher la solution u de (5.2) donnée
par le théoréeme 5.1 & 1'aide de la méme méthode des uifférences finies.

Auparavant, nous allons caractériser la norme duale de ” “ 1< p<>,

h,1,p’

par rapport au produit scalaire ( , )h: Soit Th 3 Vh ;. 11 existe des fonc-

tions g, € L . (Q(h)) , i = 0,1,;.,,n,—1*1, = 1 telles que
i,h = 'p : P ;
A 1 7 h h
= I 5 )~% M- 0
{5.3) Th(M) go,h[M]+ﬁ i=1[gi,h(M+§oi] gi,h(” ?ei)] s, Me h?

la décomposition (5.3) n'étant évidemment pas unique. On considére alors

les normes suivantes sur Vh



. LT, v 3
(5.4) [Tl R vy | R
h h.1:D Vhevh vh h"[,p
v, #0
h
et
n p' 1/p' 11
(5.5) Tlle, 1,0 = lnf(iﬁo”gi,hle.tn(hJJ] $p T

ol la borne inférieure est prise sur les g; he Lb'(Q[h]]' i=0,1,se4,n,

gui vérifient (5.3). On démontre alors le

Lemme 5.1
L3 .
Les normes iThIh,1,p et ”Th"h,-1,p' sont égales pour 1 < p < =,

Démonstration

Puisque d'aprés (5.3)

n
- - I 2
T vl fQ[h]{go,h'po,hvh i=1 gi,h'axi Pi h

vh}dx » Ve Vh’

on a tout d'abord en vertu de 1'inégalité de Hdlder

3
(5'8) HTh”h,'],p .<_ IIThIIh,_1,p, .
D'autre part, on introduit un opérateur non linéaire Bh de Vh dans lui-
méme défini par

R —

P2
= g9 3
B (wv) = JohytiEa Iaxi Pih W+ 3

9
L Ph M xcPaLn Ve
(5.7)

p-2
* P, il " TePg, P, pVRE 9% VoW € Ve

Cet opérateur Bh est continu sur Vh et vérifie
- P
(5.8) (B, (v, ),y ), “Vh“h,1,p v, e Vs

{5.9) (Bh(wh)-Bh[vh],wh-vh)h >0, vh,wh e Vh'
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On déduit alors de [§| par exemple qu'il existe w_ ¢ V_ (unigue en vertu

h h

des résultats de [2]) tel gue

(5.10) ‘ Bh[wh] =

c’'est-a-dire

o2 1D (2 el [P,
T M = [w 0D P™ 5w, )+ 2 (|ax pl hwh(M*—e 3

(5.11) e

2 =P y[P2 2 e D

Fx;rish AT 9 - '“‘"p g ze )0 axipi,h‘”n“f' 53 )

;
pour tout M e & . On obtient donc en (5.11) une décomposition particulidre
de T, du type (5.3) avec

w FP2

T [Bg,n T ‘po ARl Po, Ry
(5.12) o L )
) l 5 lp_ VR .w : _.1 B
i,h X, Pi, A% §§;pi,h e b Tteeessne

D'aprés (5.5), il en résulte que

o . n

. . ¢ P 1/p"
(5.13) HT H oS th[h) = 1|3x pl h hl [po no | }de | H ”h 1,p°
Or, on a en vertu de (5.103" .

& vl 6w,
(5.14) HT H = sup >t hh, [ha, ﬂ -
LI VeV v h“h 1,07 Mlly 4,5 h.1.p°

On trouve ainsi gue
(5.15) lhﬁ‘ﬁ;1,p 3_UTh“h,_1,P,.

Le lemme se déduit alors-de-{5.86) et {5.15).
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Corollaire
On a pour tout v, & Vh
l(T SV, ) |
(5.16) ""h"h1 p = _sup = h’ hh ,1<p<ow
21, - []
TheVh h'h,-1,p
Th#D

On peut alors prouver le résultat suivant.

Théoréme 5.2

Soit f_ e Lq[Q[hJ] s 124g 5;1—2-”- . Alors, sous les hypothéses

h +2
H 1, H 2, H3 et pour h assez petit, la solution U, € Yy, de
(5.17) ah[uh,vh) = fﬂ[h) fh'po,hvh dx , v e Vg
vérifie les majorations
R . 2n
(1) 81 1< q<—5
1 1 1
gl 4, v < C”‘ch“l.qtsz(hn S
(5.18)
1 1 2
| — - = T,
| gy, o, g C”‘chhu_qm(hn ’ 3 T
(iZ) st q = 1
lanln,1,s < CM @emyy , 1 <s <,
1 - n-1
(5.19)
£ n
bl o, C”‘ch“L1m[h)) . i<
Démonstration
Soit Aﬁ'l’adjoint de 1'opérateur Ah ;3 on a
(5.20) (Rv ,u) = a (u,v) u v e V.
* h h’"h h™"h’'h ’ h’'h h
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Soit T_e V_ et soit v_ e V la_splutionlde e

h h h h
(5.21) R: v = Ty RINRIE
Dn.pe&t:albrs'appIidUervé‘VH le théoreme 4.1 éﬁ‘ténéng comﬁfé du lemme
5.1 ; on trouve R | |
(5.22) llv Hh o p HThHh‘_1 RN R
(5.23] “V ” < CHTh"h,"],p , D > N,

p 1a sclution de ¢5.17) et soit 1 <. g 5_224 ; on a en vertu

Soit u =5

du corollaire du 1emne 5.1°

DIA

bl 07 5% sl ,,1«1 ,;,k -2,
eV, Talh,-,p | n’
T, #0
Puisque Rﬁ est une bijection de Vh sur Vh et puisque 2 < p < n, on déduit
de (5.22) ,
“ l | '
lu. , , '[Ahvhf“h?hl PR f!ﬂ[h)fﬁ'po,hvh'dxl
ST TR T Vel o, 0%
VhE Vh h'h, o, v€Vp h'h,o,p
Vh"O vh#D

c'est-a-dire en utilisantil{ihégalité de P8lder

(5.24) [T d* < C”* |k (Qeh))°

En utilisant 1'inégelité de Sobolev discrete, on trouve

1 1

1
(5.25) llup i, 1, s Clkhlchgth)] TP W
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On démontrerait de la méme fagon les inégalités (5.19) en
appliguant la majoration (5.23).
On déduit du théoréme précédent le

Théoreme 5.3

Nous faisons les hypothéscs H 1, H 2, H 3 et

(5.26) lim ¥h =¥ dans L_RM) fort, 1< gc<
0 q

Alors, 7 a

. . 2n
(i) s 1< g=< ~>
N
lim?u =ﬁudans X*[Rn] fopt,.lae:l-_:l_,
g DN el g* g n
(5.27)
i Gy n 1_1_2
!i—tg Po,h Yh = U dmqu*-%(lR )} fort, G

lim p_ u,_ = T U dans x_R™) fort, 1< s < — ,
0 h ~h ] - n-1
(5.28)
v n ¥ n
i = t N —
‘.rljg Po,h Yp = U dannggR } fort, 1< g°< —=5

o, dans (5.27) et (5.28 , u_ est la solution de (5.17) et ou u est la

h
solution de (5.2).

Démonstration

v)

Considérons une suite (q[ } de fonctions de CZ(Q] telle gue

(5.29) 1im ¢ = £ dans L, (@) fort .

VY-

On désigne par U(V) < H;(Q) la solution de



(5.30)

et par %1

(5.31)

)
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v v
alu” ’,v) = fgxp.

e V_ la solution de

h

M)
a,lu, vpd = [

Le théoréme 5.1 nous permet d'affirmer que

(5.32)

s —
D'autre part, puisque ph u

[vi

lim u = y dans

Y=o

Wl
h et

).v dx Vv e H;(Q]
8 Po,h Vh 9%+ Vp € V.
Wik(2) fort si 1< q< 20
P : 9= ez
w1 (@) fort , 1< s < 21. sig=1.
vv)
u ont lsurs supports qui restent dans

un méme compact fixe dean, on déduit du théoréme 3.1 que

(5.33) 1un 7w = T U dans X ®™) fort , 1< p< 2,
h h p -5 -
0
(5.34) 1m p_ o) = ¥ dans L L R™) fort L1 < g 2%
O,h h p* - -—
b0
2n .
Si1<gcx Shape on peut écrire
>, ) V)] 2 ()
ey u, - Tl no < sy tu=u R TS Brhaad |
Xq_,(,[\R ) X 4(R™)

d'ol en tenant compte de (2.20) et (5.18)

(5.35)

n
JIE':“h } L‘”x SRM < clf¥, - V)“L w * IR -1

l

-

e Q=)

W gl
q*)

La convergence de ph u, vers H dans Xq*GR } est entrainée par (5.26),

(5.29),

(5.32],

h

(5.33) et (5.35).

De méme,
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(v] [v] %(v]
g, "'“Lq**m”) < cfff, ¥ L " * ey n I @gR ) +

(5.36)
* |l

B “”Lq*,,,ml

montre que Po. pY — U dans Lq*gJRn].

Le cas g = 1 se traite évidemment d'une manidre analogue.

5.2. Cas ol le second membre est une mesure.

On peut améliorer le théoréme 1.3 en faisant une hypothése de
régularité sur 1l'ouvert Q@ : @ est H;(ﬁ)-admissible (cf. [i]].

Théoreme 5.4

Si L ruvert Q est H1(Q)-adhissible et st la forme alu,v) est
H [Q]-cZthtzque, G est un opérateur linéaire continu de w T(@)dans ° Q)
st p > n.

Par transposition, on déduit du théoréme 5.4 appliqué 3 G*'le

Théoreme 5.5

St L'ouvert Q est H;[Ql-admissible et st la forme alu,v) est

H;[Q)—elliptique, G est un opérateur linéaire continu de L'espace des

o
N . s 4 N 5 1 n
mesures 4 vartation bornée et 4 support dans Q dans WS(QJ pour 1 < s < .

Si u est une telle mesura, le théoréme précédent résoud le pro-

bleme de Dirichlet pour 1l'équation
(5.37) Au=y
au sens suivant

(5.38) [ uagedx = [, 6%du . yeC.(@).
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~

Ld encore, nous allons chercher & approcher la solution u de
{5.38) donnée par le théoréme 5.5 & l'aide d'une méthode de différences
finies. Malheureusement, nous ne savons pas traiter le probléme dans toute
sa généralité ; nous nous restreindrons donc au cas ot les coefficients
de 1l'opérateur A et le frontiére I' sont assez réguliers. Plus précisément,

nous supposerons désormais gqu’il existe A e']0,1[ tel que

(5.39)

b.,c e O @),

12 =
{ai, die, c'm,
i

A
(5.40) {1a frontiére I' est une variété de classe Cz’ et de dimen-

lsion n-1, © étant localement d'un seul cSté de T.

Dans ces conditions, on sait (cf. [4] par exemple) que, si la fome alu,v)
) - A
est H;(ﬂ]-elliptique et si ye c® " (@), 11 existe une fonction ¥ e C2’ )

uniqus telle que

AY
(5.41)
¥

~

dans &,

]
-4

u
o

sur T,
Nous ellons supposer d'autre part que

(5.42) EH(M) c @, M aﬂh

et gue les hypothéses H 3 sont remplacées par les
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Hypothéses H'3

-

. v 4"} Y
lim ai h = ai
h~0 ’
lim B, =38
h>0 L.h - n
(5.43) | X dans L (R} fort.
3 . A n i
;&m Ch = C
h O
1im Ei b Ei
h-0 ?

- s

On démontre alors le
Lemme 5.2

Soit y e c®* ) et soit v, €V, la solution de
A4 =
(5.44) o Wpav) = fogep, vpedxs v e V.

Alors, sous les hypothéses (5.38), (5.40}, (5.42), H 1, H 2 et H'3, Po.h¥h
converge wniformément dans Q vers la solution ¥ de (5.41).

Démonstration

On désigne par o ¥ e Vh la suite définie par

(5.45) Ph ¥ = yM) , Me th

On va montrer que 1'on peut mettre ah(wh“phw,vh) sous la forme

n
- - 3 3 .
(5.48)  a (¥ -» ¥,v) fQ(h){go,h'po,hvh+i=1gi,h'axipi,hvh}dx’ Vi € Yy

~

ou

(5.47) limg. . =0 dans L (R") fort , i = 0,1,eee,n , 1< p < .
NG P -

D’aprés (5.44), on peut écrirs
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@ oo ¥y b -] a( ”m\n dx -
a ¥ ) =t 5 0 T8y % AR E

2 9
- Jam g EENEW Prirds n'po,nphw)‘§;;pi hvth§
(5.48) < B gy
ifQ[l 1 B4 3§§+C W]'po;hvh dx =

n
5
! 0 Y
-Jg =1P4 h T pi KR! P, h! )Py, hvhdxg

L

On pose d’abord

n

R4
1 1Bxi+GW] (1 1°1i,h° ax pi hph

(5.49) Y+c

p Y] dans Q.

7
¢ = b hpo,h h

go,h Y
Calculons ensuite B, p PaT exemple. Pour cela, on définit

, ng1 h
(5.50) x' = (xq,...,xn_1) , m‘[x) 1=1[ ;" 'E’xi*g]'

Alors

g

3 Yy 3 oY
- 2 (g — = - L A — =
/ (e3P, nVp 9 (f s, 5y )dxdv, (1)
n n n n

9 i
ek, h m'(o)[an's‘;"x ,q,hldx" ) v, (@, )-v, (0 Do 1)+

v, . hoy
nh m'[Q](an'EIEJ(X ,qnhldx ) vh(Q+§en)

[}
™
+
~

n,h 'm (Q

h
( n](x .q R)dx’ vh(Q -§enl.

~

On en déduit que

f B Y . I - ¥y (xr
(5.51) I an(an axnl.po’hvhdx = o o / (@) n §~>-<;J(>< ,q.h).

n,h n.hUKn.h 0n,h

9
“ ax p hvh.dx.
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De méme
- fggg—[an].pD pUpdx = Z . fo gy {4 ¥)x*,q hl.
n ’ DeK VK WK a Rt n
(5.52) n,h n, n,h
3
" Bx_ P,h Vhe 8X.

Q) , Qe K u K’ U K

0
n peut donc poser pour x € O nh Y n,h;u;,"»h

n,h

= oY - 3 - 3 ‘1
{5.53) gn,hIXI?fT(aanh+dhw)Fx‘"qhha*[an,* P, hoh‘i‘.dn h.po’hoh‘l’)(x).

Résultats analog@es pour gy s 1= haanmt
» )\"__""4"' SURRI
En utilisant la régularité de ¥ ¢ C°°" () et les hypotheses H 2
et H'3, on vérifiec aisément (5.47). ‘ o

I1 suffit maintenant d'appliquer le théoréme 4.1 a09c55i3lﬁﬁboﬂf

obtenir

(5.54) vim v - e ¥lh . w0
. . PO k 0

ce qu1, compte tenu de la convergence unlforme de p hp ¥ vers A@;fbntraine
le resultat cherﬁhé | A

)

On peut désormais prouver le .

Théoréme 5.8

On se donne fh e L, (2] vérifiant

”'F ”L (Q] c, o : !

(5.55) ; ‘
’ ‘ F dx converge va:guement “Ders’ la mesupé

N

Sous les hgpothéses'(s.agJ, (5.40), 5.421; H 1; H 2 ot W3, 14 sotution
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up, € Vh de

(5.58) ah[uh,vhl = Jq fh'po,hvh'dx s Ve Vh

eatisfait 4 la propriété sutvante

1im 5. u, = 1 U dansX_R") faible, s < —= ,
0 n h s n—1
(5.57)
L, . n
lim p u.= u dans L Q) faible, F e« I,
0 o,h "h ) n-2

s
ol U g wgtn) est la solution de (5.38).

Démonstration

On déduit du théoréme 5.2 et de (5.55) que

n
ol 1,0 <€+ =<2 -

-
Il en résulte que, de l'ensemble des E; . on peut extraire une sous-suite
notée encore [5; th, qui converge vers 0% dans XSGRn] faible. On vérifie
comme dans la démonstration de la propositiorn 3.1 qu'il existe une fonc-
ol 5 =

o >N
tion v e w;[ﬂ) unique telle gue = 11 v, Il reste & montrer gue v = U,

Soit alors ¢ « EZ(QJ 3 on désigne par Wh & Vh la solution de

(5.58) é;[vh,vh] = ah(vh,Wh] = fQ q.po’hvh.dx s V€ Vh'

~

Le lemme 5.2 appliqué a la forme Sﬁ(wh,vh) nous permet d'affirmer que
Poh ?h converge vers ¥ = Gaﬁf uniformément. D'autre part, (5.56) et
(5.58) entrainent

(5.59) a (u ¥ ) = [o Po,ptpr P =% = g FrePg,nY 9%
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On déduit de la convergence faible de pO ptp Vers v que

(5.80) limf p U .g.dx = [ v. v dx
o @ Dosh th o V¥

Enfin puisque
foh.polh ¥oedxo= [of, ¥adx ¢ afhe (Pg, ptp~¥)dx,

il résulte de (5.55) que

(5.61) lim [ f .p_ ¥ .dx = [ ¥.du,
g J@h o,hth Q

On @ ainsi montré que
(5.62) [ vemdx = [ Glg.du e C (Q)
. Q l‘%- Q l{- » \f o b "

On a donc v = u. Evidemment, c'est toute la famille (E;uh] qui converge
> N n
vers I u dans XSUR ] faible.
La convergence faible de Py p Yy Vers u dans Lgylﬂl résulte de
1'inégalité de Sobolev discrete.

Remarque 5.1

En utilisant un résultat de compacité analogue au théoréeme 5.1,

chapitre O de [i], on pourrait démontrer gue

= u dans L_(2) fort , s < L

(5.63) lim p_ —.

h+0

On va appliquer le théoreme précédent & la fonction de Green gl(x,y)

,h U

relative & l'opérateur A. Si y ¢ 2, la fonction g(.,y) est définie commes

étant la solution de

(5.64) Agl.,y) = Gy ,
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éy étant la masse de Dirac au point y,.

Sous 1'hypothese H 1, on peut définir 1'opérateur de Gresn dis-

cret Gh = (Gh(M’N]]M.Nth par
1
(5.65) Ah Gh(.,N) = ;ﬁ S(.,N} , Ne Qh

ol § (M,N) est le symbole de Kronecker. On pose ensuite

M

o,h(y] X,y € Q.

M
= ) 3
(5.66) gh(x,y) M,NGQh Gh(M,N) Oo,h(XJ 0

Théoreme 5.7

Sous les hypothéses {(5.39), (5.40), (5.42), H 1, H 2, H'3, on a

(5.67)  lim g (..y) = gl.,y) dans L (@) fadble , s'< -
n=a
h>0
Démonstration

Soit vy ¢ @ ; alors pour h assez petit, il existe un point N e Qh
unigue tel gue y e'mh(N]. Il est clair que

N 1 N
(5.68) ay (6, (.,NI0_ | ty), v,) = /q 5 O0.n * Po,n VieoX:

On voit immédiatement que

1 N ~
“"hﬁ eo.h” L, (@) =1
(5.69)
1 N

;ﬁ @O’h-——— 5y vaguement.

On peut donc appliguer le théoreme 5.6 ; on obtient

. N - .
(5.70) ;ig Po.h Gh(.,NJ Oo,h[y) = gl.,y) dans Ls*'(Q] faible,

ce qui n'est autre que (5.6%9)
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Remargue 5.2

On pourrait démontrer que

n

(5.71) lim gh(.,yl = gl.,y) dans LS(Q) fort , s < =5

0

Remargue 5.3

Signalons pour terminer une autre application du lemme 5.2, Si

f e Lp @), pO >-g, et si u est la solution de Au = ¥, on a le résultat
0
suivant qui améliore un peu le théoréme 4.2. Sous les conditions d'appli-

cation du lemme 5.2 et si lim f_ = f dans L (Q) fort, le sclution u, &« V
b0 h Po h h

de ah[uh.vh) = IQFh'po,h v, dx vérifie

u = u uniformément.

Lim - po Y

0

Pour le voir, il suffit de procéder comme dans la démonstration du théoreme

h

4.2, point 2 et d'utiliser le lemme 5.2.
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