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SUR LA RESOLUTION NUMERIQUE DE L'EQUATION 

par 

P.A. RAVIART 

On considère dans cet article l'équation d'évolution non linéaire : 

3t 3x 3x l 3 x ! 9 x 

On résoud numériquement par deux méthodes aux différences finies explicites 

le problème de Cauchy pour cette équation avec les conditions aux limites de 

Dirichlet. Cette étude permet d'élucider sur l'exemple simple de l'équation 

i H + u . o 

3t 3x 

le rôle que joue la méthode de pseudo-viscosité lors de la résolution 

numérique de certaines équations hyperboliques non linéaires. 
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1 - THEOREME D'EXISTENCE ET D'UNICITE. 

Dans toute la suite, les fonctions considérées seront à valeurs 

réelles. On désigne par SI l'intsrvalle ouvert] 0, l[ de (R de point générique 

x, par W^Cft) l'espace des (classes de) fonctions v e L^Cfi) telles que 

€. L-K2) et v(o) = v(l) = 0. On munit fil2(fi) de la norme 
dx 3 3 

t i .D iwt , - t / B r ^ i 3 * i 1 / 3 . 
vil ta) 

-1 °1 
L'espace w

3 / 2 ^ ^
 G s t l e d u a l f c r t d Q W ^ C Œ ] . 

Si X est un espace de Banach, L (0, T;X), 1 < p < °°, 0 < T < °°, dési-
p — " 

gne l'espace des (classes de) fonctions t — • v(t) qui sont Lp sur (Û,T) à 

valeurs dans X. On munit L (0, T*X) de la norme 
P 

L 1 - 2 ) M I L CO.T.XI • D T ) V P -
P 

r -i ° 1 du -1 

D'après [4J, si v £ Lg(0,TjW^(Q)) avec v' » ~ £ £ L 3 / 2 C 0 ' T ; W 3 / 2 ( Q ) ) s 

la fonction v est (p.p égale à) une fonction continue de [o,T] dans L ^ W ) 

et on a la formule de Green 

(1.3) 2 /* Cv'Ca),v(o» do = |v ( t ) |£ - M o ) | £ 

°1 -1 

où ( , ) désigne la dualité entre Wg(fi) et Wg^ 9(fl]. 

Théorème 1,1 

Soient e > 0 et U q «. i-2(fi). Il existe une fonction u et une seule 

vérifiant 
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C1.4) u t L 3C0,T,W^(a)) , u' * ™ € L 3 / 2 ( Û j T , W 3 / 2 ( a ) 3 ' 

(1.6) u£o3 - u « 

G 

L 5existence peut sa démontrer comme dans [s] tandis que 1*unicité 

peut être obtenue comme dans [3] * chapitre X, Uns autre démonstration 

de l'existence sera d'ailleurs donnée plus loin* 

On désignera par A l'opérateur non linéaire de L^CO,TjWgCft)3 dans 

3 v 

L ^ 2 t 0 , T i L 3 ^ 2 £ Q ) 3 défini par ACv3 ~ v — et par S l'opérateur non linéaire 

de L 3^Q>T;WgCQ}) dans 4/2

C0>T'^/2

(Q}5 d é f i n i P a r Btv) - - ^f^f^3' 
Notons que l'opérateur B est monotone, i*e. 

Ci.73 / fîiS(u3-B(v),u-v33dt > 0 , u,v c L^(0,T ; w](Q33, 

0 ̂  jj 
et continu des droites de L^tCTaW^tÛ) 3 dans ^ / p f O ^ T i W ^ ^ W ) ) faible. 

2 - LES SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES EXPLICITES, 

2.1* Notations 

Soit I un paramétra entier > 0 destiné à tendre vers * On pose 

h » - ~ r · 
1+1 

On désigne par l'espace des suites = {v^c *R j i * 0,1, *,I+1} telles 

que v « v T , - Q. On munit V. du produit scalaire C » ) u défini par H o 1+1 h h 

I 

(2.13 C u h # v h 3 - h j L J 1 , u h w h e V h , 
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et on note j j ̂  le norme correspondante. On considère deux autres normes 

sur désignée s v \ -Gp*c"*' - u a ; 1 r * i | ; *t îj | j K 

12.23 ; ' v h ' h ^ 

C2 . 3 ) V, ij. = '.". - " v ~ - " '· ' 

On introduit enfin la norme dua'ia || ijh de || | | h par rapport au produit sca­

laire { , 3 K , i.e. 

12,4} |y jl - sup - f c - T T r ~ 

h-j^h 
w. *u 
n 

I l est immédiat de vérif ier ï b le rame suivant, 

J l ûX'iS'i-A wut constante A i*:c£o--'r*c!nKZ2 de :?1 çiee 

(2*5) ¡ 7 , \ ^ A ;îv. Il , v, e v . 

ici ' . % un : c\r »:fiôier " r dort > p à tordre v^rs ·.*>. On pose 

On désigna par L fcttspr:,^ o:--'3 3 j j t c ^ ^ ^ - iv^ c ; n. » Û, 1 , « « . , N K 

n h 

la ^clu 4"r^ 'j da cr* IZrv 1 - 1, i * ; ' » f, :ï-r:-* ^ v 1 eopi ; x u ^ r o< ' 

^ ô 1« condition in i t ia is 
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(i) Schéma^I (décentré). 

Pour n=0,1,... , N-1, connaissant u ^ e X , on détermine u ^ + 1 de la 
h h h 

manière suivante. Si u^ est >_ 0, on calcule u ^ + ^ par 

( 1 f n+1 n, 1 n , n n , 
7 (u. - u.) + — u. (u. - u. „) -
k i i h i i i-1 

(2.6) 1 

e M n n . r n n^ . n n l r n n .. 
« ( u . . " u. (u. A - u.) - u. - u. . C u . - u. ,)) = 0. 

^ ^3 » i+1 i 1 i+1 i 1 i i-i» i i-1 

Si u? est < 0, on calcule u ? + ^ par 
i — i H 

/' 1 f n+1 n, 1 n r n 
- r ( u . - u j + r - u . (u. , - u. -

| k i i h i ì+l i 

(2.7) ) 

ô t u . J / t - U . (u. A - U . ) ~ U . - U . A tu. - U . . ) ) = 0. 

h 3
 1 i+1 i' i+1 i 1 i i-1 1 i i-1 

(ii) Schéma_II (centra). 

On pose pour í a et n s 0,1,..·,N-1 

( 1 r n+1 ru 1 r r n .2 . n .2, 
7-(u. - u.) + — C(u, ,) - (u. A) ) -j k i i 4h i+1 i-1 

(2.8) <; 
) £ f i n n i r n n. i n n i r n n . . 

^ • ^ ( | u i + i "
 U Ì | [ V I " ui J " | u i " V I | C U Ì " V i " " °-

Nous allons chercher sous quelles conditions on peut affirmer que 

u converge dans un sens convenable vers la solution u du problème exact, 
h, k 

3 - ETUDE DU SCHEMA I - MAJORATIONS A PRIORI. 

3 c1· Lemmes 

Dans la suite, les c^ désigneront diverses constantes indépendantes 
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des paramètres h et k. 

On définit deux opérateurs non linéaires A h et B h de "Vh dans V h par 

(3.1) (A.(v.)). = 
h h i 

f "Hvi t v i - V i ] ' v i - ° 

\ 

- v. (v. - v.) , v < 0 

^ h i i+1 i 1 

(3.2)((B hCv h)). - - V , vi +1 " V i ! ( V l " V ' K " V l | ( V i " V i 3 5 ' 

l i = 1,...,1. 

Donnons quelques propriétés de ces opérateurs. 

Lemme 3.1 

Pour tout v V , on a 

? 2 -
(3.3) / (A hCv h),v h) h > f ^ > Q v. ( V v i - I r

 " V i ( V i + r V i l }" 

2 .2 
I - 3 h 

(3.4) fA h(v h) ||* < C l(A) ||vh||^ , 

(3.5) ( | A h ( v h ) | h 1 

-1/2 i .1/2 h rnax I v. | 
1<i<I 1 

{ E

 n v.(v.-v. J 2 

v.>0 i i i-1 
1 

2 1 / 2 

- v.<o VvrV } 

1 
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Démonstration. 

1] Si v, t V, , on vérifie immédiatement que 
h n 

2 1 3 3 2 1 3 
(v,l (v.-v. .) = - ((v.) - (v. .) ) + v.(v.-v. J - - [v.-v. „) , 
i 1 1-1 3 i 1-1 i 1 1-1 3 î i-1 

(v.)2(v. -v.) =4 CCv. J 3 - (v.)3) - v.Cv .- v . ] 2 Cv. - v . ) 3 . 
i i+1 i 3 i+1 i i 1+1 i 3 1+1 i 

Il en résulte que 

CA.Cv.hvJ. = S _ (v.)2(v.-v. ,] + 1

 n (v.)2(v. ,-v.) = 
h h h h v.>0 i i i-1 v.<0 i i+1 i 

i i 

= 4 { 1 n CCv.] 3 - (v. J 3 ] + £ (Cv. J 3 - ( v J 3 ) } + 
3 v.<0 i i-1 v.<0 1+1 i 

i i 

+ { E „ v.(v.-v. J - E n v.Cv. .-vj } -
v.>0 i i i-1 v.<fl i i+1 i 
i i 

- '> E n (v.-v. , ) 3 + F _ (v. ,-vJ 3} . 
3 lv,>0 i i-1 v.<G i+1 i 

i i 

Il est alors facile de voir que 

S n ((v.) 3 - (v. J 3 ) + E

 < n (Cv, +J
3 - CvJ 3) >.0 

v.>0 i i-1 v.<0 i+1 i — 
i i 

et 

2 (v -v J 3 + 1

 n (v. - v . ) 3 < 2 1 ^n ( v-*-i" v^ 3 <

 2h2
 li vh II h" v.>0 i i-1 v.<0 i+1 i - v.^^-v^O i + 1 i - " h 'n 

1 1 1 + 1 1 
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On en déduit l'inégalité (3.3). 

2) Si v L , w L e V. , on peut écrire 
h n h 

( Y V ' V h = v.>0 Vi ( v i - V l ' Wi + v*<0 Vi
 ( vi + r V Wi 

1 i 

d'où en utilisant l'inégalité de Holder 

i ( V V - V h i i'j, >i! 3' 1 / 3 ' v j > 0 i W i ! 3 * vï<oivi^/' 1 / 3 t Ii"ii s , 1 / 3 

c'est à dire 

| f A h t v h J . w h ) h | i 2 1 / 3 [ v h ] h f l v j | h [ w h ] h . 

En utilisant le lemme (2.1), on trouve 

U A h ( v h ) , w h ) h | l 2
1 / 3 A 2 | v h \?

h | | w h H h . 

ce qui donne l'inégalité (3.4) d'après la définition (2.4) de la norme 

ii • ; . 

3) Démontrons enfin l'inégalité (3.5). On a 

( ! A h ( v l | h » h " 1 / 2 ( * ( v J 2 C v . - v . A2 * \ n (v.) 2(v. , - v . ) 2 ) 1 / 2 < 
I h h h v.>0 i i i-1 v.<0 i i+1 i — 
; 1 1 

\ 

v - h " 1 / 2 ™ T K | 1 / 2
 ^ > o K'<VVi> 2 * vr<o l«il'Vi-v 1'

2' V 2-
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Lemme 3.2. 

Pour tout v, <L V. , #n a 
h h 

( 3 - e ) t W - v h ) h - " ï h l h -

(3-7) HyvH'h i II "h II h · 

JL 
(3.8] | B h f v . } | . < | m a x ^ ± ^ î 2 || v K | . 

1 h h 1 h — h _ . _ h 11 h " h 
0 <i <I 

Démonstration. 

1) Si v,,w, €. V. , on vérifie que 
h h h 

1 1 

(B.(v,),w,) u = — £ |v. -v.i (v. - v . K w , , - w . ) . 
h h h h .2 i=0 1 i + 1 i l i + 1 1 i+1 i 

h 

L'égalité (3.6) s'obtient donc en choisissant w, = v, . 
h h 

2) En appliquant l'inégalité de Holder, on trouve que 

l ' W - V J i ̂ 2 'A ivi-ii3'2/3 (Jo ivr»ii3'1/3 

h 

cè'est à dire 

ce qui entraîne (3.7) 

3) Enfin, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient 
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f K W - V J ' à K . i - » i i * > 1 / 2 ' J o i - L i - i i 2 ) 1 / 2 1 

2 I I 1 / 2 . ï | . 3 . 1 / 2 , r | . 2 . 1 / 2 

h ^S-^r 

c'est à dire 

? v. -v. 1 /2 3 / 2 

fk i<I h 

qui n'est autre que ( 3 . 8 ) . 

Lemme 3 . 3 . 

Pour tout v, , €. V u . , on a 
h,k h,k 

r~ ^ - , n+1 n n. i n + 1 i 2 i n j 2 i n + 1 n i 2 n „ M . 

( 3 . 9 ) z ( v h - v h , v h ) h - | v h | h - | v h | h - | v h - v j h . n - Q , 1 . . . . N - 1 . 

3.2 - Théorèmes de majoration. 

Le schéma I peut désormais se mettre sous la forme plus simple 

d'un système d'équations vectorielles dans 

( 3 . 1 0 ) ~ ( u ^ + 1 - i £ ) + A.Cu") + e B. Cu") = 0 , n = 0 , 1 , . . . , N - 1 . 

K h h h h h h 

Nous allons maintenant chercher à majorer diverses normes de la 

solution u, . = { l £ $ n = 0 , 1 , . . . , N } indépendamment de h et K. 
h, K h 

Théorème 3 . 1 , 

Si h est assez petit 
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(3.11) h < h Q < ( | e ) 1 / 2 

et s'il existe une constante n > 0 arbitraire indépendante de h,k,n 

et une constante P, 0 < P < 1_, arbitrairement petite indépendante de 

h,k.n telles que 

(3.12) £ max | u] \ , n = 0,1 N , 
1<i<I 

n n _.2 
k U i + 1 " " u i 1 2 h n n 

(3.13) e ~ max i i j (1 - -^-) ~ - (1-P), n = 0,1 N, 
h 2 0<i<I h 2 3e 1 + n 

la solution u. , rfu schéma I vérifie les inégalités 

(3.14) max | u " | . < IuP|. , 
0^ ... h h h n 

N 

N-11 u n * 1 - u n ' * 3 / 2 

(3.17) S l u " * 1 - u " | 2 l c , ( h n , P , e ) | u ° | £ . 
n=0 h h h 4 u h h 

Démonstration. 

r i N+1 

On utilise la méthode donnée dans [7]. On définit u h a l'aide 

de l'équation (3.10) prise pour n = N. 

1) On multiplie scalairement (3.10) par 2k u^. On obtient en vertu de 
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(3.3), (3.6) et (3.9) 

( | un*11 2 . , n , 2 _ n,2 + 2 R E u

n ( u ^ - u ^ ) 2 -
(3.18) ' h 1 h ' h' h ' h h h u n > Q i i i • 

i 

J 

! - 2k J u

n

( u

n -,/ 1] 2 . 2 ( e - | h 2) k l l u j l l j ¿ 0 . n = 0,1 N. 

i U i < Q 

On évalue maintenant ! - . En utilisant à nouveau l'équation 

(3.103, on obtient 

et compte tenu des inégalités (3,5] et (3.83 

I ·*· * 
I 

y 
^ n n 1/2 

oc k U i + l " U i II n il 3/2 
+ 2£ - max y I^V 1 h _ 

Il en résulta ruj 

/. n-M n.2 , \? | n | f E u

n ( u

n - u

n ) 2 - E

 U

n ( u P , - u ? ) 2 l + 
(3.19) | u h - h l h ~ ^ ' T ' J T - ; ^ < T ' U i ' l u n > Q

U i ( U i U i " 1 ]

 u n < f ] i 1 + 1 i J 

J 
) n n 

? u, - u. „ o 
? k i + 1 i n o 

+ ^ rwx f p - ||u h || h 

\ h Oiill 
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où n est une constante > 0 arbitraire. En reportant la majoration ( 3 . 1 9 ) 

dans ( 3 . 1 8 ) , on trouve 

^\ n + l j 2 i n i 2 r o tA . k I ni ( y n , n n *2 r n, n n.2> 
u, L "* u. , + ( 2 - ( 1 + n h - max u, k L u. (u.-u. J - " u. (u. „-u. ) < 

f Q . h 'h h'h h ... ' i" i O,, i i i - 1 n _ î î + l i < 
13„2 0 J 1 < i< I ^ u. > 0 u . < 0 

1 1 

< 
n n 

o r . 2 o r , 1 , c 2 k U i + l " U i n nn3 ^ n + 2(e- -r h - 2 ( 1 + --}£. — max )K lu, , < 0 . 
v n 0£i£I h 

Sous les conditions (de stabilité) ( 3 . 1 1 ) , ( 3 . 1 2 ) et ( 3 . 1 3 ) , 

l'inégalité ( 3 . 2 0 ) entraîne pour n = 0 , 1,...,N 

t 3 . 2 i i KX-K^l ^-

En sommant par rapport à n, ( 3 . 2 1 ) donne 

(3.22) h h h b 

l M 

avec 

c 2 ( h Q , P , £ ) = [2o(e- I h * î ] ~ 1 . 

2) On cherche ensuite à estimer 

M A n+1 n * 3 / 2 
N - 1 u, - u, 

K n ^ 0 M ^ l l h • 
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L'équation (3.10) donne 

n + 1 n ^ 

l l ^ - 4 ^ l l h i i w r h . « i v « n

h m " h 

d'où en vertu de (3,4) et (3.7) 

n+1 n 

Ainsi 

N-1 u " + 1 - u " * 3 / 2 ... N-1 n 3 

( 3 . 2 3 ) k n ï Q 11 h

 K

 h II, l ( c , ] + e) 3 / 2K nlQ |!Uh||h-

Cette inégalité jointe à (3.22) prouve que 

3) Il reste à évaluer 

v I n+1 ni2 
^ n u. - u. L . 
n=u h h h 

D'après (3.19) et en tenant compte de la condition de stabilité (3.12), 

on obtient 

rr, r*»s/ l n+1 ni2 . o l r i n, n n .2 £ n r n n n 2 i 
(3.24)f u. - u j . < 2k I u.(u.-u. J - u.(u. . - u.) > + 

h h h ~ n s n î î i-1 n._ i i+1 î 
u.>0 u.<0 

1 1 
j 
\ n _ n 

r / 1 1, , r 2 k
 Un+1 U i , M n m 3 
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En appliquant l'inégalité de Holder, le lemme 2.1 et en sommant par 

rapport à n, on déduit de (3.24) 

c'est à dire 

r N-1 
( 3 25) Z l u n + 1 - u n | 2 < l d , Z b J | n=0 | U h h'h -

n n 

1 < 2 f t 2 2 / 3 A h) • 2 c 2 \ .ax -^^1] c ^ . P , e ) | u ° h l 
n h Oiiil 

En utilisant ( 3 . 1 1 ) et ( 3 . 1 3 ) , cette inégalité ( 3 . 2 5 ) entraîne 

N Ê 1 I n+1 n | 2 < „ f h n e 1 | ,0|2 
n=0 h h h 4 • h n 

où 

c 4 ( h 0 , P ) = 2 [ ( 2 2 / 3 A h Q) + ( £ - | h 2 ) ( 1 - P ) ] . 

Le théorème est ainsi complètement démontré. 

Corollaire. 

Sous les conditions (de stabilité) (3.11), (3.12), (3.13) et sous 

l9 hypothèse 

( 3 . 2 6 ) | u ° | < c 5 , 

la solution u, . du schéma I vérifie 
n, K 
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i\l q N-1 u r " + 1 - u" * 3 / 2 

C3.27) f m a x W | u[]\, , K ̂  || || 3 . k ̂  || - i L _ _ J ] 11h . 

J 0<_n<_Lv 

r i n+1 n.2) 
l n=0 lUh - V h ^ V 

Remarque 3,1. 

Si on remplace la condition de stabilité (3.13) par la condition 

un peu plus forte 

n n 

(3.13)' lim max | - i ^ -| = 0 
h,k+0 h 0<i<I h 

0<n<N 

et si l'hypothèse (3.26) est vérifiée, on a en vertu de (3,25) 

(3.17)' lim V | u " + 1 - u " | 2 = 0. 

h,k->0 n = 0 h h h 

On utilisera cette remarque dans la démonstration de la convergence. 

Bien entendu, il faut montrer que, pour L,n,P fixés (h vérifiant 

(3.11)), on peut trouver un entier N Q assez grand ou k^ = — assez 

petit de telle sorte que les conditions de stabilité (3.12) et (3.13) 

soient satisfaites pour k £ k^. 

Théorème 3.2. 

Si les hypothèses (3.11) et ( 3 . 2 5 ) sont vérifiéess il existe un 

nombre k (h,*),0) tel ques pour k £ j les conditions (3.12) et ( 3 . 1 3 ) 

soient satisfaites. 

La démonstration de ce résultat est analogue à celle du théorème 
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(2.2) de [8] . 

4, ETUDE DU SCHEMA I. CONVERGENCE 

4.1. Notations. 

On introduit des fonctions 0 ? " , y?" , i = 1,...,I définies sur (0,1) 
h A h 

et des fonctions ej\ v", n = 0,1,...,N définies sur (0,T) : 

K K 

fi (x - (i-1)h) , Ci-1) h < x < ih 

(4.1) elix) = J 1 [-x + (i+1)h) , ih < x < (i+1)h ; 

h h — — 

^ G ailleurs 

i 1 1 

(4.2) Xj_ = fonction caractéristique de J (i-—) h , ti+ -^)h[ ; 

f-J- (t - (n-1)k) , (n-1)k < t < nk 

! ~ ~ 

(4 . 3 ) 9"(t)H-J (-t + (n+1)k) , nk < t < (n+1)k 
0 ailleurs 

(4.4) = fonction caractéristique de [nk , (n+1)k[ . 
K 

Si v, c V , , on Dose 
h h 

I 
C4-51 V h = i=i v i · 9 h ' 

I 

(4.6) q h v h = ± ï 1 v. · xj. 
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q.1 
Il est clair que p h v h e [Œ) et que 

<4-71 "^'S1;., " " " ^ " V h i l L tfi) l [ " h l h ' 

3 3 

•n vérifie (cf. [2] ) que 

(4.8) » P h

 V h » „-1 ( n ) " °7 1 V h >*h-

3/2 

Si v, , £ ~V. , , on oose h,k h,k 

N 
( 4 ' 9 ) ph.k Vh,k = n=0 V h * 6 k ' 

M-1 
C 4 - 1 0 ) V k Vh,k - n=0 V h * V 

N-1 
C4'11) Wh.k = n=0 V h * V 

On considère enfin les fonctions t + h définies sur 

2 

Q T - n x |0,ï[ par 

( 4- 1 2 ) T± h % , k Vk [ x> t ] = qh,k vh,k [ x T I ' t ] -
2 

Notons un lemme de vérification immédiate 

Lemme 1.1. 

Pour tout v, , e V, . , on a h,k h,k 
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N 

(4-13' »p*.*Vki, . o . t . s ; » , , - ^ o K " 3 , ' 1 ' 3 -
3 3 

^ " I t ph.K v k » , ( 0 T W - , [ f l n

 l c ^ l ° 1 · 
L 3 / 2 [ 0 ' T i W 3 / 2 t a , ) 

3 T 

«•16> «Vh VkII, f n T ; i r , „ • <k„E.o l l W 3 . 
LglOjTjW [f i jJ 

Soit l'operateur de C^(ft) (espace des fonctions indéfiniment 

différentiables à support compact dans Q ) dans défini par 

(4.17) ( r u v ) . = v(ih) , G < i <I+1. 
n i — — 

00 
fin voit facilement que pour tout v ^ C^ifij, on a 

° 1 
(4.18) lim d. r, v = v dans W ffi) fort, 

, ' h h 3 
l»Q 

(4.19) lim a, r, v = v dans L.(fi) fort. 
h+Q h h 3 

4.2« Théorème · de convergence ,. 

Théorème 4.1. 

Faisons les hypothèses 

(3.12) max lu? |< - ~ , n = 0,1,...,N, 
h o<i<i ' 1 1 + T 1 



- 20 -

n n 

M „ j .. k Ui+1 ~ U i _ 
(3.13) lim — max = 0 

h,k*Q h 0<i<_I h 
0<n<N 

(4.20) lim q. = u n dans L_(fi) fort 
h+0 h h ° 2 

Alorss si u^ ̂  désigne la solution du schéma I et si u désigne la 

solution de (1.4), (1.5) et (1.6), on a 

°1 
(4.21) lim p. . u, = u dans L Q(0,T;W («)) faible et dans L_(0 ) fort., 

h,k+0 h ' K h ' K 3 3 * 3 r 

(4.22) lim ± p u - f d m a L 3 / 2 ( 0 , T ; W ^ 2 (fi)) faible. 
h, k~*u 

Démonstration. 

1) Choisissons h,k assez petits pour que les conditions (3.11), (3.12) 

et (3.13) soient remplies. Grâce à l'hypothèse (4.20), nous pouvons 

appliquer le corollaire du théorème 3.1. Le lemme 4.1 montre alors que, 

lorsque h et k tendent vers 0, on peut extraire de la suite (u, .) 
h, K 

une sous suite, notée encore (u. , ) , telle que 
h, k 

(4.23) p. . u, . »u. dans L o(0,T ; w ! l ( f i ) ) faible, 

n, k n, k * o à 

C 4- 2 4 ) -StPh.k V k — d B n s
 W ° - T j W ^ 2 ( f 2 ) ) f a i b l e -

(4.25) q R p h u h k 5 w dans L q(0,T 5Wg(fi)) faible, 
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(4.26) B ( q k p h u ^ ) — * g dans L

3 / 2

i 0 > T ^ ~ 3 ) 2

i Ç l ] ) f a i b l e ' 

(4.27) q, -> Ç dans LntQ) faible. 
n h 2 

Montrons que w = u . Pour cela, il suffit par exemple de vérifier 

que 

(4.28) / fu #(t) - w(t), H> (t)) dt = 0 

pour toute fonction v£ indéfiniment différentiable à support compact 

*~1 
sur ]OjT[ à valeurs dans W g ^ ^ î - ^ a i s P°ur K assez petit 

\ f T 

0 ( p h,k U h , k ( t ) ~ \ P h u h f k f t ) . ^ t t ) ) d t = 

= n=D Jnk C q k P h V k ( t ] ' R ) f t " P k ) d t 

d'où 

I^O C p h V k ( t ) " W h , k C t ) ' ^ ( t ) ) d t | ^ c k HWh.k11 , r ° 1 r o i 1 

ce qui entraîne (4.28) par passage à la limite lorsque h et k tendent 

vers 0. D'autre part, d'après [ l ] , 

{v | v e L QtO,T ,wl ( f in , -^rC L / 0 ( n , T ; W ~ t _ ( Q ) ) est fortement 
à 3 UL ô/Z o/Z 

relativement compact dans L^CO^) : on peut donc supposer que 



- 22 -

(4.29) P h j K u h < K — > dans L 3 ( 0 T ) fort. 

Montrons que cela entraîne 

( 4 - 3 0 ) q h , K u h , k ~ * u* d a R B
 L 3 ( V

 FORT> 

En effet, 

N I N - 1 I n i n 

*h,k Uh,k - q h . k U h , k = n=0 i-1 \ 6 h 9 k " n=0 i=1 U i X h X k = 

- V ï - x V + " n u? ej e" - V u n e* x

n

k 

" n=0 i-1 i h V * k n=0 i h k n=0 i h k 

D'une part 

N - 1 I N - 1 I · j o 

V „ ï 0 1=1 « " X - « X « 3 d X d t = K A /q 11=1 « X ~ W ' 

= K E Z i { .„ 2 ( x - i h ) 3 dx + r , 1 1 h x-(i+ D h r d x } 

K n=0 1=1 h ' J i h U + ^ J h 

.3 N-1 q 

d'où 

N-1 I 

( « . a u ^ i i n

£ . o i r . i " h ' " ; » L ( 0 , • °-

D'autre part 



- 23 -

. N-1 
k S il n+1 n h 3 

d'où en vertu de (4.7) 

, . N n i « N _ 1 « 4 ,o . N-1 r n+1 ni3 . 

N-1 
< K i n i E I n+1 ni2 < 1 · ^ max lu I lu. - u I 1 

1 <i<I 1 n 0 h h h 

0<nlN 

N-1 
< h r k | n k e I n+1 n|2 £ — ( -r max I u. I ) n I u, - u, I, . 

2 h A * < T i n=0 h h h 

OlnlN 

Ainsi d'après la condition (3·12) et le corollaire du théorème 3.1 

N . N-1 
(4.32) lim II * u W - ï u n9^|| = 0. 

1 h ^ Lg(Q TJ 

Il résulte de (4.31) et (4.32) que 

P h , k V k " q h , k U h , k ' ^ ° d a P S L 3 ( Q T } f ° r t -

L'assertion (4.30) est donc démontrée. 

2) Nous allons montrer que u vérifie 
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C4.33Î f + A( U j.) + e g = 0, 

^ u (0) = u n , u„(T) = Ç . 

Soit v € C^Cfl) et soit * € C°(0,T). L'équation (3.10) entraîne 

r N-1 + 1 ' N-1 
* ( u " + 1 - u" r,v) iK(n+1)k + k s

n (A, (u") ,r. v), * ( (n+1 )k) + 
n=u h h h h n=u h h h h 

(4.34) 

N-1 
+ ek E

n (B,(u!Y r u v ) u *((n+1)k) = 0. 
n=u h h h h 

En remarquant que 

N-1 n N-1 

r } n ( l£ - u,, r. v), *((n+1)kî = - E,(u|],r Kv) u(*((n+1)k^(nk)) + 
n=u h h h h n = 1 h h h 

jM Q 
+ (u, ,r, v), *(T) - (u, ,r, v), iKk) 

h h h h h h 

et en posant 

* k ( t ) = *((n+1)kî , nk < t £ (n + 1)k, n = 0,1,... ,N-1, 

l'équation (4.34) s'écrit 

- / (q. , u K . (tî , q k r w) -2 u — £ d t * 

s k h, k h, k M h h K 

+ £ k { ( T h %,k%,kK + ( Tji V k V k 3 - ^ Vh uh,K , qh rh v'*k d x d t + 

1 2 2 
C4.35) <J 

+ e Ç C B (Wh,k c t ) ) · Dhrhv) V t ] d t -

= cVh · V h v ) * m - (% uh ' qhrhv) *tk) 
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où (f) désigne la fonction x,t-> (f(x,t) si f(x,t) ±_ 0, 0 si f(x,t) £ 0 ) , 

définition analogue pour (f)_. On déduit de (4.30) 

( f TJ] Qh»k Uh,k3+ * f u * ] + dans LgCOj) fort, 

(4.36) ) 2 

( TJi
 qh,k Uh,K}- > ( u * 3 - d a n S L 3 C V f o r t -

2 

Soit * £ C n(]0,T[ ) i on obtient en passant à la limite grâce à 

(4,18), (4.19), (4.25), (4.26), (4.30) et (4.36) 

- / T (u^(t),v) * f(t) dt + J T (A(u^(t)),v)*(t)dt + e/ T(g(t),v)4>(t)dt = 0 
0 0 0 

°1 oo 
pour tout v e C~(^) donc pour tout v £ W (Œ) puisque C Q(Q) est dense 

°1 n r dans W q(fi). On a ainsi au sens des distributions sur J 0,T t à valeurs 

dans WgJ 2(fi) 

(4.37) + A(u*î + e g = 0. 

Prenons maintenant €. C (0,T). En passant à la limite dans (4.35) 

comme précédemment mais en utilisant de plus (4.27) et l'hypothèse (4.20), 

°1 
on obtient pour tout v € W (Jîî 

- f T (u (t),v)^ f(t) dt + J T (A(uJt)),v)^(t) dt + e J T (g(t),vWtîdt = 
0 * 0 * 0 

= (Ç,v)ij,(T) - (uQ,v)i|;(0). 
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En intégrant par parties et en tenant compte de (4.37), on trouve 

( u . ( T Î , v î * m - (u (0),v)iMO) = (Ç,v)<MT) - Cu n,v)^(0) 

°1 1 
pour tout v e WgCÎÎJ et tout * c C (0,T). On en déduit que 

u 4 ( T ) - € , uÂtO) - u 0 . 

3) Montrons maintenant que g = B ( u . ) . Pour cela, on utilise une 

technique de [s] convenablement adaptée. L'équation (3.10) donne 

N-1 N-1 
j Ni 2 y I n+1 n|2 0 , y r A r n. n. 

| u h ! h " nE=0 l u h " V h + 2 nE=0
 ( Ah (V ' U h ]h + 

N-1 
+ 2 e k S (B. (u"),u"î. = l u ^ l ^ . 

n=0 h h h h h h 
C'est à dire 

/ - n fNj ,,2 N t 1 i n + 1 n ,2 
' q. U, L n U u - U u u + 

Il
 Hh h i I, , . n=0 'h h 'h 

(4.38) y + 2 f T f {(t. q u .u. .) + ( T u a , . u. .) I—q.p,u u ..q. , u. . dxdt 
\ Q q l -h h ' K + _hh,k h,K -j 3X k K h h,k' Hh,k h,k 

2 2 

, + 2 e f ( B CVh u

h , k f t n - V h u h , k ( t ) ) d t
 = »Vh II2 f / 

0 L2(,Q) 

Nous prenons la limite inférieure de chacun des deux membres de 

l'équation (4.38). 

Grâce à l'hypothèse (3.13)' et la remarque 3.1, on obtient 
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(4.39) ( l!u (T) II2 + 2e lin inf fT (Bfq.p.u. .(t)),q.p.u. , (t)jdt < 
* L2(fi) h.k+O 0 k h h,k k h h,k 

puisque f T (A(u.(t)),u.(t)) dt = 0. D'autre part, (4.33) donne par 
0 * 

intégration par parties et application de la formule (1.3) 

(4.40) ||u ( T ) | | 2 + 2e J T (g(t),u (t)) dt « | | u n | |
2 

* L2($a o U L 2 ( f l î 

•n en déduit que 

(4.41) f T (g(t),u ft)) dt > lim inf f T(B(q. p.u. .(t)),q,p,u, ,(t))dt. 

o * ~ h,k-« o k h h , k K h h'k 

°1 
Mais, si if> £ L (0,TiW ( fi)î, on a 

f T ( B ( f ) , u J dt = lim f T(B(H I),q. P. u. .) dt, 
0 * h,k+0 0 k h h ' k 

f T(g,^) dt = lim / T ( B ( q . p h u . .),W dt . 
• h,k+0 0 K n n ' K 

°1 
Alors on trouve pour tout ^ e. !_ 3(0,T;W 3( fi) ) 

j T ( g - B ( ^ . u f c - <f) dt > lim. inf J T ( B ( q k P h u h j k ) . q K P h u h j k ) dt 
0 n, K ->u u 

c'est à dire à cause de la monotonie de l'opérateur B 

(4.12) J T (g - B t y h u ^ - f ) dt >_ 0. 
0 
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° 1 Prenons * u - ^ > 0, ^ 1 e L 3(0,T,Wg(fi» ; on tire de (4.12) 

J T (g - 3(u^ - A ^ ) , 4?^ dt > 0 

et en faisant tendre A vers 0 

J T( g - B(u^), <•?,,) dt 0 , V ^ Ê L 3(0,T;W^(fi)) 

d'où 

(4.13) g = B(u^) 

4) On a ainsi prouvé que u ^ est la solution u de (1.4), (1.5) et (1.6). 

L'unicité de la solution u entraîne immédiatement que c'est toute la 

suite (p , u, ,) qui converge vers u au sens indiqué, 
h* K n, K 

Remarque 4.1. 

On a besoin de la condition (3.13)' seulement au point 3) de la 

démonstration précédente, Les points 1) et 2) restent valables sous la 

condition (3.13). Le problème du passage à la limite en utilisant (3.13) 

au lieu de (3.13)' est ouvert. 

5. ETUDE DU SCHEMA II. 

On définit l'opérateur non linéaire q de V"^ dans Vj^ par 
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Lemme 5 . 1 . 

Pour tout v, e V. , on a h h 

h2
 3 

(5'3} « Ah,o lV( i c11 Ï A Îil VhHh ' 

Démonstration, 

1) Si v L e V.# on vérifie que 
h h 

ii v t C C v l + 1 )
2 - C v ^ î 2 ) = j 0 ( v l + 1 - v . ) 3 . 

Ainsi 

2) Si v, ,w, (L V, , on a 
h h n 

• l l J i t ( v i . i , 2 - t v i j Z ) w i * ji ( t»i' 2 ' '"i-i'2' 

En utilisant l'inégalité de Holder, on trouve 
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K.o'V'Vh 1 K- \ { ci=i K+1 
(3,1 /3, l | 13 ,1 /3 x 

+ V i | ] C i = 1 , V i + 1 " V i M + 

r E I 13.1/3 . Z 
i=1 i 1-1 1=1 

I 13,1/3 i , \ i 13,1/3 

Il en résulte que 

|(A. C v . L w J . I h. o h n h i klh ! l vJ h 
- h 'h h h 

On en déduit • 3,;-négalité C5.3) avec c ^ U l = / T . 

-1 /2 
/ r E r -.2. , 2 ,1 / 2 {(. .(v. +v.) (v. ,-v. ) + 1=1 1+1 i i+1 i (.Uv.tv, J 2(v.-v. J 2 ) 1 7 2 } 1=1 i i-1 i i-1 

, u-1/2 i .1/2 f y i | 3 , 1 / B . ï i i 3 . 1 / 3 
£ h max |v | C ̂  i v | ) [ \ \ v -v | ) 

1 < ^ < T « i i 

d'où 

,1/2 i 11 /2 il M 3/2 A max | v | || v | . 
1<i<I 1 h h 

Le schéma II s'écrit maintenant sous la forme vectorielle 

(5.5) - (u" + 1 - u") + A (u") + e B. Cu") = 0 , n = 0,1 ,N-1. 
K n h hjO n n h 

Théorème 5.1. 

Si h est assez petit 
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(5.6) h < h < ( 1 2 e ) 1 / 2 

~ o 

et s1 il existe une constante o , 0 < p < 1, arbitrairement petite 

indépendante de h,k,n telle que 

i A /o . u? - u? 1/2 2 
(5.7) f { (A — max | u. () + (4e max | ~ 1 ) } 

j e 1<_i<_I 1 h" 0<i<I 

1 2 
! h 

l 2 (1 - 77") (1 - o) , n = 0,1, 
« ¿ 8 

solution u, ¿ 7 ^ schéma II vérifie les inégalités 
ils K 

(5.8) max |u[M, < [ u ^ L , 
n M

 1 h 1 h — 1 h 1 h 
•<n<N 

N-1 u " + 1 - u" *3/2 
(5.10) k nEQ il n l!h i o 1 3 ( h 0 , o , e ) |u°|2, 

m >,„ ^ y i n+1 n«2 r , i | U|2 

ts.n) nE 0 | u h - u j h < c 1 4 ( h Q J p . e î | u h | h . 

Démonstration. 

Elle est analogue à celle du théorème 3.1. 

1) On multiplie scalairement (5.5) par 2 K u". On obtient d'après (3,6), 
h 

(3.9) et (5.2) 

(5.12, | i u r i h - "uh'h - i c - "his * - "«s »s 

i~ n = 0,1,..., N. 
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D'autre part 

1 h h ! h — 1 h,o h h 1 h h h 

ce qui entraîne en vertu des inégalités (3.8) et (5.4) 

n n J[ 

( 5 . 1 3 ) | u " + 1 - u nJ h < k { A 1 / 2 max | u ? | 1 / 2 . 2 I max 2 } | | u " || 3 / 2 

h h h ~ l<i<I 1 h Q<i<I h h h 

Les inégalités (5.12) et (5.13) donnent alors pour n = 0,1,..„,N 

!

i n + 1 i2 » n»2 

1% l h - K L + 

+ [ 2 ( 1 - - { [ A | m a x l ^ ) 1 ' 2

 + ( 4 . \ max Ùïf±
 ] " V ] ek | 3 , ± 0 

1<i<I h 0<i<I ! 

et en tenant compte des conditions (5.6) et (5*7) 

( = • 1 4 , K * 1 I Z - | u n

h ! 2 . 2 p ( . - K | u n

h | | * < o . 

On en déduit les inégalités (5.8) et (5.9). 

2) D'après (3.7), (5.3) et (5.5), on a 

j n+1 t n # 

„ i Ko << * E K « i ' « 1 1 « « „ » 2 , -

L'inégalité (5.10) résulte alors de (5.9) 

3) L'inégalité (5.13) donne 
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N-1 
ctz An^ i y j n+1 m 2 f 5 - 1 5 5 K * u, - u. . < 

n=0 1 h h 1 h — 

n n 1 /2 M 1 
{ (A £ max |u?| ) 1 / 2 • (% \ max ) }lk 'ï || u" || ' 

£ 1<i<I 1 h 2 OtUI h n = n ' h " h 

ce qui entraîne (5.11) en vertu de la condition de stabilité (5.7), 

Remarque 5,1. 

Sous la condition 

n n 

f , -m' N . RR* K » ni.1/2 r. k I U i + 1 Ui,.1/2. 
(5.7) lim {(A — max |u.|) + (4e — max | — ~ r 1) } - 0 

h,k+0 e 1<i<I 1 h 0<i<I 

on a d'après (5.15) 

r c ,,,, .. N-1 « n + 1 ni 2 
(5,11)' lim v u L - u j , = 0, 

h,k->0 n=0 

De la même façon qu'au N° 4, on peut démonteer le résultat suivant. 

Théorème 5,2. 

Faisons les hypothèses 

. u. -u. 1/2 
i-R - , 1 · T . R tK K i ni .1/2 r/, k i i+1 I ,a . 
(5.7) 1 lim { (A - max | u. | ) + (4e — max | r j } } = 0 

h,k->0 £ 1£i<_I 1 h 0<_i<I 

(4.20) lim q u = u n dans LAQ) fort. 
h-0 h h 0 2 

Si u. désigne la solution du schéma I I 3 en a 
h, K 

°1 
r lim p. , u. , = u dans L o(0,T;W o(Q) ) faible et dans L Q ( Q T ) fert, 
h,k*0 h ' K h > K 3 3 3 T 

(5.16) \ . . 
lim ~ 7 " p, , u, , = ~~ dans L Q / _ ( 0 , T ; W q / fQ)) faàbZe 

l L I ^ n dt 1 h,k h,k dt 3/2 3/2 
h, Iv • 
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Le théorème 5.2 est-il encore valable si on remplace la condition 

(5.7)' par la condition (5.7) ? 

6. REMARQUES SUR LA PSEUDO-VISCOSITE. 

On considère dans l'ouvert 0 = fix ]o,T[ l'équation hyperbolique 

non linéaire 

31 dx 

munie des conditions aux limites 

(6.2) u(0,t) = u(1,t) = 0, t e ] D , T [ 

et de la condition initiale 

(6.3) u(x,0) = u g f x 5 > X € ^« 

Le problème (6,1), (6.2), (6.3) est en général mal posé. Pour 

l'intégrer numériquement à l'aide d'une méthode eulérienne, on peut 

utiliser par exemple des schémas aux différences finies explicites des 

types I ou II, où e B^(u^) est un terme de pseudo-viscosité. En général, 

on choisit e dépendant de h (cf. [9] ) 

(6.4) e = y h 2 

où y est une constante convenable indépendante de h. On dit (abusivement) 

qu'un tel schéma est"stable î ? si 

(6.5) max \u?\^ < lu^lf". 
0<n<N h h ~ h h 
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A la lumière des résultats précédents, on peut analyser le rôle que 

joue le terme de pseudo-viscosité. Pour le schéma I, il "tue" l'action 

2 i 3 
perturbatrice du terme en - h !|v^||^ que l'on trouve dans la formule 

(3,3). D'après le théorème 3.1, le schéma I est "stable" si 

2 

( y > 3 ' 

(6.6) T* max u. <-~z— s 
h A . T

 1 i 1 — 1+n 

k i n ni 1 rA 2 . n 
t: max u. - u. < — (1 - — ) ~ — . 

l h 0<i<I 1 + 1 1 2 3 y 1 + n 

On trouve des conditions de stabilité du type hyperbolique classique. 

Pour le schéma II, le terme de pseudo-viscosité a un double rôle : 

2 3 

il "tue" l'action perturbatrice du terme en - h I^ll^ qu± existe dans 

la formule (5.2) et de plus il stabilise la mauvaise discrétisation du 

terme en u (cf. le cas linéaire). D'après le théorème 5.1, le schéma 

II est "stable" si 

, 1 
( ^ > Ï 2 ' 

(6.7) ) 
r A k i n i . 1 / 2 f„ k i n n i .1/2. n 9 A 1 . 
h max u. ) + ( 4 y ~ max u. - u. } < 2 M -7^7 ) 

l y h 2 1<i<I 1 h 1+1 1 - 12U 

On trouve une condition de stabilité de type parabolique. Pour le 

problème hyperbolique envisagé, ce schéma est donc à rejeter comme on 

pouvait s'y attendre à priori. 
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