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SUR LA RESOLUTION NUMERIQUE DE L'EQUATION

au . au

_ 9 3uyou, _
5t Yox € 5§[|3x13§] = 0.

par

P.A. RAVIART

On considére dans cet article l'équation d'évolution non linéaire :

u U ) 1ty Uy _
5t * Uk T °ax Uxlax) 7 O
On résoud numériguement par deux méthodes aux différences finies cxplicites

le probléme de Cauchy pour cette équation avec les conditions aux limites de

Dirichlet. Cette étude permet d'élucider sur 1l'exemple simple de 1'équation

au au _
3t 7Y "0

le rCle que joue la méthode de pseudo-viscosité lors de la résclution

numérique de certaines éguations hyperboliques non lingaires.



1 - THEOREME D'EXISTENCE ET D'UNICITE.
Dans toute la suite, les fonctions considérées seront & valeurs
réelles. On désigne par @ 1'intorvalle ouvert]0,1[ de R de point générigue

0
X, par w;[Q) l'gspace des (claesses de) fonctions ve L3(Q] telles que

dv
dx

-dvy 3 1/3
(1.1) HVHO,I = {IQIE¥‘ dx) .

S LB(QJ et v(o) = v(1} = 0. On munit &;(Q) de la norme

]
L’espace W, / (2) est le dual fert de w;[Q).
Si X est un espace de Banach, Lp(D,T;X], 1< p<®, 0<T<», dési-
gne 1l'’espace des (classes de) fonctions t —> v(t) qui sont Lp sur (0,7T) a

valeurs dans X. On munit Lp[D,T;X) de la norme

T 1/
(1.2) ML 0. 10 (gl at) P
P

y s : . 01 o, _dv
D’aprés [4], sive LB(D,T,WS(Q)] avec v’ == ¢ Ly, /

la fonction v est (p.p égale a) une fonction continue de [0,T] dans LZ{Q)

(0, T; W3 2[9)].

et on a la formule de Green

(1.3) 2 [F (v o) ,vte)) do - Hv(t]HL - Wl o,
2

ol ( , ) désigne la dualité entre W Z(QJ et W_,.(9).

3/2

Théoréme 1.1

Sotent € > O et uj € LZIQ). Il existe une fometion u et une seule

vérifiant
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, . 1. . du

‘\ . & L H;T}‘ & » ’ L4,

1.4} u 510 Naiu)} Ul =2 3/ {q, r;w (f i
3 3 duy

{(1.5] ut o+ %"3‘ - £ ﬁ[gg';li'g*g} = 0,

(1.8} ulod = u .,

L’existence peut se démontrer comme cans [5] tandis que 1'unicité
peut 8tre obisnue comme dans 3] , chapitre X. Uns autre démonstretion
de 1l'existence ssra d’sillisurs donnée plus loin.

On désignera par A l'cpérateur non ilnéaire de Lqiﬁ,f;wgiﬂ}} dans

.

3/2[D'T’~ {(2)) g8Fini par Av) = v %ﬁ et par § 1fopérateur nen linéairs

de LBiQ,T;waiQB) dans Li/Z‘D T; wq/j[QJB défini par 8y} = - -

Notons gue 1'operateur B est monctone, 1.¢.

id‘f\

y 0
(1.7 féiaiul~5£v},u~vlidt >0, wve LB[O.T:NQ(Q}),

04
. oo} g s ~ g .. PE i Wi "g” 3 € i .
et continu des droites do LS.D,T,NSLZ}} dans La/qth T; WS/Q(QJ) faible
Z = LES SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES EXPLICITES.
2.1. Notations

Scit T un paramdtrz entier > 0 dastiné & tendrs vers +» . On pose

On désigne par V., 1'espece des suites v = {uia. R s 1= 0,1, ....1+1} telles

h f
que v_ = Vv = 0. On munit V, du prodult sseslaire { , ) défind par
o] I+4 h h
1
Y 3 % Yoz R z # ' s N
{(z.1) (uh.vh, hidy UV s Usdy & kh,
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(i) Schéma I (décentré).

Pour n=0,1,...,N-1, connaissant uz ETV%, on détermine u;+1 de la

s s . . N n+1
maniere suivante. Si ui est > 0, on calcule ui par

Y -% [ur.'+1 - u?) + 1 u? " - G ) -
1 1 1 1

h i-1
{(2.8) i
| _ _E n _.n n _ Ny n_n n_n _
t- 3 Gugpq =g Tlug g =0 = Juy =g ey = uy 30 = 0.
Si ug est < 0O, on calcule u2+1 par
71, n+ n 1T n . n n
[ - = - -
X (ui ui) toug [ui+1 uil
(2.7) J
€,y N ny, n n n n n n _
\L h3(Iui+1 ui[(ui+1 u;) |ui Ui-1‘(Ui u;_433 = 0.
(i1) Schéma_II (centré).
On pose pour 1 = 1,...,7 et n =0,1,...,N=1
1, n+1 n 1 n 2 n 2
J -E[u Ui] * 7 ((u 1] (ui_1] ]
(2.8) <
€.9 N n n n n n n
k\ ;§[l“i+1 ui‘(u 1 u, ) lu i-1| ui ui_1)) = 0.

Nous allons chercher sous gquelles conditions on peut affirmer que

u, | converge dans un sens convenable vers la solution u du probléme exact.
»

3 - ETUDE NU SCHEMA T - MAJORATIONS A PRIDRI.

3.1. Lemmes

Dans la suite, les Cj désigneront diverses constantes indépendantes
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des paramgtres h et k.

On définit deux opérateurs non lingéaires A et Bh de'VE dans'V% nar

1
— — >
J 0 vi (vi Vi-'l] s Vi—- 0

(3.1) (Ah(vh]]i = \\ )
1
| T Vs [vl+1 vll IS 0
1 . - - - -
(3.2]$(Bh(vh)]i = --;5(]Vi+1 vil[\,i+1 v,) lvl v1_1!(vl Vl—ﬂl)’
L i=1,00e,1s

Donnons quelgues propriétés de ces opérateurs.
Lemme 3.1

Pour tout vh < ‘VH, on a

; ér - 2 _ - -
(3.3) S (Ah(vhJ,vh)h 3-£v{>0 vy (vi Vi-1] §i<0 v (Vi+1 v, ) }
2 .2 3
L‘gthMH’
A 2
(3.4) [A,v,) I < o Hvh ”h ,
(3.5) 5 A vl <
-1/2 1/2 ¢ _ 2 _ 3 32
L h max |vi| { v, >0 vy tvymvy ) v, <0 vy (v amyy) }

15;5;



Démonstration,

1) Si Vi, Q‘VH, on vérifie immédiatement que
1

2, _ 1 3 3 _ 2 1, 3
(vi] vy Vi-1) 3 [[viJ [Vi~1] ) o+ vi(vi Vi—1] 3 (vi Vieq) s
2 1 3 3 2 1 3
- = - - f - - —_— -
(vi) (vi+1 vi] 3 [(vi+1) Hvi] ) vi(vl+1 vi) 3 (vi+1 vi) .
1 en résulte que
2 2
=z - T - -
(Ah(vh),vh]h V1>D (vi) (v, v._1J + i<D [vi) (vi+1 vi]
1 3 3 3 3
== { % - z -
3 {v.<0 ([vi] (v 1] ) o+ V<0 ((V1+1] (vi] b+
i i
2 2
Z iy - - -
+ { g Vilvivily) L Vv (iqg7vydo
i i
Sy v 1P as 3
3 i6i>0 (v, Vi-1] + vi<0 (v oV )7}
Il est alors facile de voir que
3 3 5 - 3 _ 3
§i>0 ([viJ (vi_1] ] o+ v,<0 [L»i+1] [vi] ) >0
et
z - 3.1 v )3 £ 13 L o2 3
GooMiTVi) T G o WiV 270 sl 22N v I
i i i+t i
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On en déduit 1'inégalité (3.3).

2) Si VoW € Vh, on peut écrire

=
B Vp) Wy = 450

- T
vi (vgmvg_gd vyt v,<0

d'ol en gtilisant 1'inégalité de Hdlder

™ 4t

AL LA

3
| Aty dow ) | <(, il V0 l

lv,-v
1 1

1 i-1

c'est & dire

1/3

!(Ah(vh),wh]hl < 2 [Vh]h ”Vh'lh [Wh]h'

Fn utilisent le lemme {2.1), on trouve

1/3 ‘,\2 ”V 2

I

ce qui donne 1'inégalité (3.4) d'aprés la définition (2.4) de la norme

v, (v, ,=v,] w
1

i+t

)
' vi<D|Vi+1

i

vy

i

3]1/3

(z|

Wil 3)1/3

{ /2 2., 2 5 2 2.1/2
} }Ah(vhllh = h [VfD (v ) tvymvy )+ v, <0 (v )0, v )
-1/2 1/2 2 2.1/2
h max v, | TN IR ARV R S [V N SPRVID b HEaes
1<i<T i vi>ﬂ i i "i-1 vi<0 i i+1 i



Lemme 3.2.

Pour tout v_ ¢ V. , on a

h h
(3.6 (B (v ),v. ) =]v |2
h""h"’"h'h h'h '’
(3.7) e v 3| < flv |I?
h 'h h — hith ?
- L
2 141 112 3/2
(3.8) IB (v 3| < = max l v, | .
Rt =R T R | hih
Démonstration.
1) Si Vh’whe'\ﬁf on vérifie que
I
(B, (v, ),w ) =-= T v, =v.| (v, ,=v.)}(w, ,-w,)
ThTThT’ThTh h2 i=0 i+1 i i+1 4 i+ it
L'égalité (3.86) s'ohtient donc en choisissant WS Ve

2) En appliquant 1'inégalité de HBlder, on trouve que

1
— (.
h2 i

|v. -v ] (.

13,273 %
1411 1=0

H ™M

3.1/3
PR

I(Bh(vh),wh3h| < Iwi

8]

céd’est & dire

2
JERTRR"E NP T P

ce qui entraine (3.7)

3) Enfin, en utilisant 1'inégalité de Cauchv-Schwarz, on obtient
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, 9 f
S I[Bh(vh]’wh]hl-i';§ Gog viaqmvel 777 Glglws
{

\

N

c'est a dire

5 ViV 1/2 3/2
!(Bh[vh]’wh]hl < T may thllh |~h|h
' N<i<I h
qui n'est autre que (3.8).
Lemme 3.3.
: e
Pour tout Vh,k<:-\h,k’ on a
n+1 n n n+1,2 ny2 n+1 n 2
a 2 - = - = saiv Tt a

(3.9) 2(v =vpevpdy |vh !h |vh|h | o Vh’h , no= 0,1, 00 N1

3.2 - Thécrémes de majoration.

Le schéma I peut désormais se mettre sous la forme plus simple

d'un systéme d'équations vectorielles dans Vh

(3.10)  —+ ("

- n n I n = = T o
™ h uh) + Ah[uﬁ] + e B (u)}) 0, n 0,7,6 00 N=1,

! h™h
Nous allcns maintenant chercher & majorer diverses normes de la
solution wu, | = {u: s no=0,1,...,M }  indépendamment de h et k.

Théoreme 3.1.

57 h est assez petit
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3.1/2
(3.11) h2hg< (59

et 8’7l existe une constante n > 0 arbitraire indépendante de h,k,n
et une constante 0, 0 < p < 1, arbitrairement petite indépendante de

h,k,n  telles que

(3.12) L T 1,[2 s h = 0,1, e0N
HEETES S M
n n 2
U, .= U, Z2h
(3.13) e% max  |—=t < D o By L (4e0), m o= 0.1,..
2 pei<I h 2 3 1
la solution Uy du schéma I vérifie les itnégalités
(3.14) max ‘un| f_fuolh R
oeney NN h
N 3 012
n
(3.15) ke 2ol < e thgaened Tuls
N=11 lUn+1_un||¥3/2
|
{3.18) k nED l h e h;' h f_cs(hD,D,EJ lug,i s
N=-1
5 n+1 n|2 012
[3-17) n=O ‘ h Uh'h 04(h0.!0:€] l hlh L
Démonstration.

N+t o L, .
h a 1'aide

On utilise la méthode donnée dans [7]. On définit u
de 1'équation (3.10) prise pour n = N,

1} On multiplie scalairement (3.10) par 2k ug. On obtient en vertu de

N,



(3.3), (3.8) et (3.9)
(| n+1y2 |, 2 n+l Ny 2 T n, n 2
(3.18) | !Un Ih luply = lup gl = 2k o gy )
i u,>0
i 1
y
Y
o T P a2y kP <0,
v "en 2 1 3 h ' h
i u, <0
| i
. . . ) nie PR N
On évalue maintenant \uh - 'th . Fn utilisart a
[} H
(3.10), on obtient
1 n+14 n ! gl { n
— -1 < [l i i [
i ‘Uh bh‘h < '”L[uh ]'h + 'Bhiuh]‘h

et compte tenu des inZgzalités (3.5) et {3.8)

[ n+l_ N S -y | ny1/2
1Y, Uiln AT TR P " (uT-u
i i 1S 1 uli]>0 1
j i
y
\\
s | [l -u 1/2
+ 28 ? max ~3:J~—£— ”u;lla/z
) 0<i<T i h
T1 en résoulii ruo
o
n+t o N2 L N n n
(3.19) luh ~uf|, < (e e 1ax ‘.u.!f 2 u, (u,-u
n X i< T o
o i
/
~,
- n _.n
T . i T Y4
+ (1+-3; A€ —z  max F
ne 011 ‘

= D,1,-1n-,N-

nouveau 1'équation

_.n 21
<Du {u o ui] |
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ol n est une constante > O arbitraire. En reportant la majoration (3.14)

dans (3.18), on trouve

[ - h
| :+1 i - !u;li + (2—[1+n)§ max |u2|)k { % u?(ug-u2_1lé— ﬁ uf(u;+4~u?]%
(3.20) ' : N o9<i<a tu>o * u,<0 * ot
Un "Un
. . .
+ zte——g- he - 201+ %)Ef 1‘3 max At A 'Jk Huzﬂi <0
h* D<i<I "

Sous les conditions {de stabilité) (3.11), (3.12) et (3.13),

1’inégalitéd (3.20) entraine pour n = 0,1,...,N

2

0

(3.21) |u2+1{2 Nk

~ Z
- uh h + 2 0f(¢ 5 Ly

ponp3
) ki Hh < 0.

En sommant par rapport & n, (3.21) donne

{ lu:|i j”!ugli s N = 1,.00.,N
(3.22) }
| A 0,2
sk n=0 ”uh!!h < CZ(hD,D,S] 'Uh'h
avec
2 2.1~
o, (hy.0.e) = [20(e= 2 n011T.

2) 0On cherche ensuite 3 estimer

N-1 un+’l _ Un *3/2
K LoD
n=0 ' hg :
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L'égquation (3.10) donne

Un+1 _ und % )
h h n.j¥ nopt™
e . R | Y RS TIN

d'oll en vertu de (3.4) et (3.7]

P

Un+’l L
*
[ S P e
Ainsi
n+1 n  43/2

N-1 U -u ‘ N=1 n 3

N h h 342 z u .
(3.23) kI ll—— I e N

Cette inégalité jointe & (3.22]) prouve gue

Ne1 oMt oD 3/2

k I
n=0

a/2

0

u
h ) 0y2 .
” h i CS(hOJYJ:E]‘UhIh; C = (C1+E)

K 3

3} I1 reste a évaluar

N=-1
z

n+1 n!2
n=0

th - Uh

D'aprés (3.19) et en tenant compte de la condition de stabilité (3.12},

on obtient

(3.241( lun+1— unlz < 2k { L u?[u?—u? )2 - L u?[u? - u?)z} +
h h'h ng i1 i+ N¢ i 7i+ i
uj D u, <0
// -
A S-S
1 2k n+1 i np3
14 — AN LA
k‘ + [(1+ n) 4 € h2 max ‘ . k‘luhl’h .
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En appliquant 1'inégalité de HSlder, le lemme 2.1 et en sommant par

rapport & n, on déduit de (3.24)

-1 T -u" N=1
L |un+1 - unlz < 2|~(22/3 Ah) o+ (1+-1)2€2-5 max —iil——£| k : Hu”IP
n=0 h h'h— n h2 0<i<I h ] n=0 h'h
c'est a dire

N=1

5 n+1 _ n2
(3.25) + I lu uly <
AT
<2 [ v e Dy 22" K max | eyt e)lupl?.
) he  0<i<I -

En utilisant (3.11) et (3.13), cette inégalité (3.25) entralne

N—1 n+1 ni2
- < L€
n= D | u, uh!h te, [h J! ug ‘
ol
2/3 2,2 i
n} = A E- £} -03].
0y thyy?) = 2 [P h) + (e 5 h 1
Le théoreéme est ainsi compl2tement démontré.
Corcllaire.
Sous les sonditions (de stabilitd) (3.11), (3.12), (3.13) et sous
L'hypothése
0
(3.26) Iuhl :_c
la solution u du sehéma I vérifie

h, K
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U;+1 _ N w32

n Q N3 N=1 h
(3.27) (f'max {max | iuh!h , K n=D'iUhlIh sk I {|_~___?T__ g
O<n<iv

N—1
T ,Un+1 _ Un'21 P
. n=0 h h'hi — 7B

Remarque 3.1,

Si on remplace la condition de stabilité (3.13) par la condition
un peu plus forte
' . k
{3.13) lim —5  max ——] =0
h,k>1 h O<i<I h
Den N

et si 1'hypothése (3.2B8) est vérifiée, on a en vertu de (3.25)

' N n+1 n;2
(3.17) im P fu -l o= 0.
h, k=0 ) '

On utilisera cette rgmargque dans la démonstration de la convergence.

Bien entendu, il faut montrer que, pour “,n,e fixés (h vérifiant

(3.11)), on peut trouver un entier N, assez grand ou Kg = %r-aseez
' 8]

petit de telle sorte que les conditions de stabilité (3.12) et (3.13)

solent satisfaites pour k j_kn.

Théoréme 3.2.

ST les hypothéses (3.11) et (3.25) sont vérifides, Il existe un
nombre kﬂ[h,ﬂ,o) tel que, pour k < kg , les conditions (3.12) et (3.13)
sotent satisfaites.

La démonstration de ce résultat est analogue 3 celle du théoréme
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(2.2) de [8] .

4, ETUDE DU SCHEMA I. CONVERGENCE

4.1. Notations.

On introduit des foncticns 9;, Xi » 1 =1,...,1I définies sur (0,1)
et des fonctions @2, X:’ n=20,1...,N définies sur (0,T)
% (x = (i-13h) , (i-1) h < x < ih
(4.1) o,0x) = { T [=x + (i+1)h) , ih< x < (1+Dh ;

0 ailleurs

1 4ot bt .1 L]
(4.2) X; = fonction caractéristique de ](1--51 h, !1+~§)h[ ;
llk (t - (n-1)K) , (n=T)k < t < nk
!
1ot e (ne1K) L, nk <t < (ne1IK

(4.3) By (£):4
|

LO ailleurs

(4.4) = fonction caractéristique de [nk , (n+1]k[ .

{(4.5) DV, =

(4.8)
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I1 est clair gue phth. ﬁ; () et gue

(4.7) o v ] = v, 1., v |l < [vl..
hVh ﬁl(Q] hh "L ) h h

<

On vérifie (cf. [2] ) aue

¥
(4.8) o v, |l < e v I
h =1 ) 7 Wk R
3/2
Si Vh,k € Vh,k’ on pose
N
. = I ".oel,
(4.9) ook Vhok T o PrVh 0 %k
N-1 . i
= Z 3 hd
(4.10) I,k Vhok T on=0 TRVR T Xk
N-1 . .
- n,
(4.11) WP,k ~ n=0 Pr¥n T Xko

On considére enfin les fonctions Ti.ﬁ qh,k Vh,k définies sur
2
0 =2x {o.7| par
(4.12) T q v {x,t) = @ v {x : t)
t h h,k "h,Kk ’ h,k h,k 207"

N

Notons un lemme de vérification immédiate
Lemme 1.1.

Ebyr tout Vh,ke M%,k’ on a



(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4,18)

Soit Ty 1'operateur de ﬁ:[Q] (espace des fonctions indéfiniment

1Ph,k Vhok |

1

laepy, v,

N

at Ph.k Vh,k”

1
T,
LBID"'ws[Q)]

...19_

Y

0

-1

Z[O,T;W «))

3/2

N

b n
o < etk = ||v
Lq(D,T;Wlm)) 8 n=07°h

N-1 \%
L
< CQ(kn=D

3.1/3
13

-

Ll

n+1_vn 4372

h
k Ih

différentiables & support compact dans Q@ ) dans V_ défini par

(4.17)

[rhV]i =

v(i

h) »

N < i <T+1.

Nn voit facilement gue pour tout v e C:(Q], cn a

(4.18)

(4.13]

limp, r
o

lim qh T
hs0

4,2. Théoréeme: de

o1
dans wg(gl fort,

dans LB[Q] faort.

CONVErgence ..

Théoréme 4.1.

Faisons les hypuothéses

(3.12)

)

2/3

£
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Un - u n
(3.13)" 1im 55 max S S G
h,k*0 h O<i<T h
O<n<N
0
. = Q
(4.20) 1lim 9 Uh Un dans L2( } fort

0

Alors, si u désigne la solution du schéma I et st u désigne la

h, K
solution de (1.4), (1.5) et (1.8}, on a

(4.21) 1im

Q
- u dans L_(0,TsW () faible et dans L_(0.) fort,
h, k>0 3 3 3T

Ph,k Yn,k

d du -1 .
. s ———— T — s 13 Q A .
{4.22) i1:+0 7% Phuk Yhok T Gt dans LS/Z(D T w3/2 (R)) faible
Démonstration.

1) Choisissons h,k assez petits pour gue les conditions (3.11), (3.12)
et (3.13) soient remplies. Grace & 1l'hypothese (4.20), nous pouvons

appliquer le coreollaire du théoréme 3.1. Le lemme 4.1 montre alors que,
lorsque h et k tendent vers 0, on peut extraire de la suite [uh ]

s K

une sous suite, notée encore (u J, telle que

h,k
(4.23) u . dans L_(0,Ts9 (%)) faibl
"< Phok Yhok Tk 3tor ity e
d ., 8u, Rl TN
(4.24) 3t Ph.k UYn, k g dans LB/Z(O,T,MS/Z(Q]] faible,
(4.25) (0,T;0 (2 -
. 9% Ph Uh,K —-y W dans L3 O,T;HB( }] faible,
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-1

3/°(Q]) faible,

(4,28) B[qk Ph uh,KJ~—9 g dans L3 2[O,T;w

/

|
(4.27) ay, u; —_— & dans L7(Q] faible.

Montrons gue w = u, - Pour cela, il suffit par exemple de vérifier
que
T
(4.28) fo (u, (£) = wit), ¥ (&) dt = 0

pour toute fonction ¢ indéfiniment différentiable & support compact

sur ]D,T[ a valeurs dans w"1 (Q). Mais pour k assez petit

3/2
T
0 [ph,k Uh,k(t) - g Py uh,K[t).tf(t])dt =
N=1 fn+1Jk
- I ¥ (t+k) = 9(t) _
a=n Ink (qK Ph Uh,k[t] , r Y(t - nk) dt
d'od

T
g s () - apppu (80, 2 el <ok lagppo o
LB(O,T;NB(Q]]

ce qui entraine (4.28) par passage & la limite lorsgue h et k tendent

vers 0., D'autre part, d'aprés [1} s

s}
fv]|ve LBm,T,w;m)] , e

98] st f
e 3/ (233 est fortement

-1
ol
(0 Ts4y

relativement compact dars L3(0T] : on peut donc supposer que
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(4.29} m_aux dans LS[QT) fort.

Pr,k “h,k

Montrons que cela entraine

{4.30) 9k Yn,k uy dans LB(QT] fort.
En effet,
g % n i n N=1 % i n
- - -y )
Pr, k% k T 9n, Kk T ns0 121 91 Oh Tk Tnzo 191 M1 e Mk

Nt 1 _i,.m(3 N1 I onai 1,12
e - = Z e - > =
IQT'n=D RN Gl xhlxkl dx dt = k L [q !i=1 uy (87 xhll dx
Ng1 T ’U;+1 - u; ls J[i+%]h 3 I[l+1]h
- ol i 3 |-
K R - { ih (x=1h}"~ dx (1+ 1h | x=(i+1)h} dx}
3 N-1
_h £ o.ny3
37k nep Hup 11
d’ol
N-1 I n i i n
(4.31)  1lim !ln ULIRNTAN CRE IR Y XK!I = 0.
h, k>0 L, (0]

D'autre part
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(t=nk)

N=-1 N N+t I(n-*‘l]k
nk K

f l Q ngign _ % 4o i nIS dx dt = |' "3
0.'n=0 “1'h k ~ n=0 " X PRl Py
L, (2]

N=1
5
=0

3
L (QJ

n+1
o, o™t - p,

i
EN P

n

d’oft en vertu de (4.7)

N=1 N

h ’ dx dt = i

n n
n=0 Y1 Kk

DU

fl ™2

fo ls

<D
=
[as)
* 3

T |, -
n=0 uh

| A
INT

n
max  Jul |
18421
0<n<N

5 l n+1 Un|2

< -
- n=0 '“h hih *

N

(-E max lugll
154
<

iy

J
LA

Ainsi d’aprés la condition (3.12) et le carollaire du théoréme 3.1

N=1

N .
(4.32)  1n T oufele? - = Wl

= OI

I1 résulte de (4.31) et (4.32) qguse

Ph.k Yh,k = 9h,k Up, k> 0 dans LBIQT] fort.

{ 'assertion (4.30) est donc démontrée.

2) Neus allons montrer que U, vérifie
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d
(4.33) S T FAlu,) veg =D,
u, (0) = Ug u, (T = &.

Spit v e 52&2] et soit ¥ € CD[D,T). L'équation (3.10) entraine

¢ N=1 N~
P n+t _ n 5 n
s (uh Uh’rhV)HP((n+1]k + Kk n=) (Ah(uh],rhv]h Y {(n+1)k)+
(4.34) :
N;'] n
{ 4 =
+ ek e (Bh[th, rhv]h b {(n+1)K) a.
En remarguant gue
N£1 4 n NE‘I n
- Y = - d
n=0 [uh Uy rhV]h b ({n+1)K) n=1[uh,rhv)h(¢[[n+1]K-¢[nk]] +
s, BT - e v Bk
h"“h "h h""h "h

et en posant
wk[t) =P ((n+1)k) , nk <t < (n+1dk, n = 0,1,...,N1,

1'éguation (4.34) s'éerit

¥ t) - wk(t—K)

k , dt «
Kk

T
- fk [qh,k Uh,k(t) ;g V)

(

+

T d
{ — . .
b 1o T T S R il UL N T

2 2

+

efT (Blapu, (8] 4 por v) ¥, (1) dt =
D »

a N - 0 '
= [qhuh . thhv) ¥ (T) [qh up thhV] ¥ (k)
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od (f), désigne la fonction x,t-» (f(x,t) si flx,t) > 0, 0 si flx,t) < 0J,

définition analogue pour (f)_. On déduit de (4.30)

T -
S b %,k Yn, K > Wy dans L,(8,) fort,
(4.36)

“~

Tty 9k uh,k] — (u)_dans L, (Q.) fort.

2

Soit ¥ € CD[]D,T[] 3 on obtient en passant & la limite gréce a

(4.18), (4.19), (4.25), (4.28), (4.30) et (4.38)

- Tt e, v dt ST At (), v v gt + ef Tigle),vavtddt -
0 0 0

0
pour tout v e CB(Q] donc pour tout v e w;[Q] puisque CE(Q] est dense

0 -
dans w;[ﬂ). On a ainsi au sens des distributions sur JD,T[ a valeurs

-1

ws/z[Q)

dans

du
dt

(4.37) + Alu*) + €g = 0.

Prenons maintenant ¢ < C1(O,TJ. En passant & la limite dans (4.35)
comme précédemment mais en utilisant de plus (4.27) et 1'hypothése (4.20),

o)
on obtient pour tout v e wé[n)

- 17 tu, (0), vy’ (1) ot + JT At (1) vape) dt + e [T (glelvInte)dt
0 0 a

= (g,vIp(T] - (uo.vlw(D].

8]
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En intégrant par parties et en tenant compte de (4.37), on trouve
(u%(T),vlth] - (uK(U),V)waJ = (Ev)(T) - [uD.vlw(UJ

0
pour tout v € wg(Q] et tout ¥ ¢ Cq[D.T). On en déduit que

"
s

u*(T) = & ’ u*(D)

3) Montrons maintenant qus g B(u*l. Pour cela, on utilise une

technique de [B] convenablement adaptée. L'équation (3.10] donne

N=-1

n+1 n'2 + 2 Kk nED (Ah(u:],ug)h +

- u

N—
N2 g
’uh|h n=0 ’Uh h'h

1 n n | Ulz
€ z ' =
+ 2€ K 0 (B'(U'),Ulll Ull, h*

C'est a dire

N-1

e lq UN 2 - X

O 9y hllL () "
2

+

!Un+1 - un I2
h hih
!
| T
i . 3
O g é 9, kY, k7 *‘ﬁhqh,k”h,k)—}Siqkph“h,k-qh,k“h,k dxdt
5 2

+ 2 ¢ fT (Blaq,p, u ()]

2
l
- 0

0
(£)) dt = fag.u | .
L,(q)

» WP Yhk

Nous prencons la limite inférisure de chacun des deux membres de

1'équation (4.38).

Gréce & 1'hypothése (3.13)' et la remargue 3.1, on obtient
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n.u (t)),q, p.u (tidt <
LZW) h, ko0 s k“"h h,k k"hh,k

L u

Jug IE ¢ oy

(4.39]’jﬂuk(T)llz + 2¢ liminf [T (B(q

puisque fT [A(u*[t)],ux(t]) dt = 0. D'autre part, (4.33) donne par
3 .

intégration par perties et application de la formule (1.3)

(4.40) lu (1) ][? v 2e [ gt (0)) dt = u ]l
ES *
(o 0 L2

On en déduit que

T
(4.41) [ (g(t),u, (£)) dt > lim inf | (B(qkph hok(B)sappu, | (£))dt,

0 h, k-0 0

o
Mais, si (& La(D,T;w;(Q)]. on a

i T[B(?J,uﬁ) dt = lim | T(B(%),qkphuh Jodt,
0 h,ks0 0 ’

T
(g,4) dt = 1lim (Blq,p 1,9 dt .
{3 h, ksl ﬂj KPhh, &

0
Alors on trouve pour tout ¢ e L3(D,T;w;[ﬂl]

[ Ttg - BOO,u, - ) dt > Lim inf [ |(Bla,p,u

0 T h,ks0 O

U, k3 IKPRY, ) 9t

c'est A dire & cause de la monotonie de 1l'opérateur B

(4.12) f-r(g - Bly),u, =) dt> 0,
0



- ’25_

o
- - { 1 Q . i
Prenons £ = u =2, , A >0, ¥, e L {0, T,W ()] 5 on tire de (4.12)

IT (g - Blu, - AY1),‘91) dt > 0
0

gt en faisant tendre XA vers O

T A 04
v - . Jh (R
't ¢ Blugd, 9, dt>0 , ¥ ¢ e L0,T; ()

o 1

d'ol
{(4.13) g = B(u*]

4) On a ainsi prouvé que u, est la sclution u de (1.4), {1.5) et (1.6).
L'unicité de la solution u entraine immédiatement gue c'est toute la

suite (ph k Yn K] qui converge vers u au sens indiqué.
2 2

Remarque 4.1.

On a besoin de la condition (3.13)' seulement au point 3) de la
démonstration précédente. Les points 1) et 2) restent valables sous la
condition (3.13). Le probl2me du passage & la limite en utilisant (3.13)

au lieu de (3.13)’ est ouvert.

5. ETUDE DU SCHEMA II.

On définit 1'opérateur non linéaire A o de‘V% dans‘V% par

h,

-
4h

2 2 .
(Cvy, )7 = v, 7 1= 1,1

(5.1) (A (v, = . o

n,
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Lemme 5.1,

Pour tout vy, € V%, on a

h™ 3
(5.2) (A, v dovy)y 2 -Tillvhllh ,
T 2
(5.3) IIAh,D[vh]||h_i 011[A)l|vhH ho
172 1/2 3/2
(5.4) lAh,O[Vh]‘h <A max |vi| !tvhH "
1<i<I
Démonstration.
1) Si Ve, e'V%, on vérifie que
I T
L 2. 2y .11
so1 V4 (v +1] (v _1) ) 3 120 [vl+1
Ainsi
1 I 2 2
= — L - = -
[Ah,o[vh)’vh]h 7 401 Vi[(vi+1) (vi_1] )
2
h 3
S
2) 81 v ,w € Mh, on a
T
1 E 2 _ 2w, =
(Ah,o(Vh]’Wh]h =3 i=1{(V1+1) (v1_1] Jw
1 I
1l ex 2 _ 2 T 2 _
=z LE v 07 - )Ty vy 2y Llv )" =

Fn utilisant 1'inégalité de HOlder, on trouve

v. 15wt
i-1 i



lta

I1 en résulte gue

< | Az LY 2 ’ ‘
|(Ah D[vh],wh)h‘ "[Vhlh th" h [Wh}h hl ”‘LIl% ““h{l

2

.
%

On en déduit .i’:négalité (5.3) avec 011(A] = A

hx

-1/2 T I
h °~ 7 2 _ 2.1/2 5 2 _ 2
IAh,D[VhJIh-i 7 {[i=1(vi+1+vi] (V5 g v 37 T (g lvgrv, 07 0v=v, )
~1/2 172 % 3.1/6, 1 3.1/3
<h " max [v.l [.§1]v.} ) (.§ﬂ 'v.+1-v.l )
1iif_:r 1 1= 1 1= 1 1
d'ol
A, vl < max MREE [vh]“2 v Il < A2 ax |vi|1/2 Iy 1 3/2-
’ 1<i<I 1<4i<T
Le schéma II s'écrit maintenant sous la forme vectorielle
(5.5) W™ oM en W serwM =0, n=o0,1 N-1
) K h h ‘h,o h h h ’ R *

Théoréme 5.1,

Si h est assez petit

)

1/2}
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(5.8) h<ho< (127

et s'il existe une constante o , D < p < 1, arbitrairement petite

indépendante de h.k,n telle que

n n
- ) U, 1/2 2
(5.7) ( [ L max ]u?|]1/4 v (de 25 max ]—1+1h =y <
] € qcicT h™ N<i<I -
) == S
| h?
{ - B - =T !
. o201 128][1 @, no=0100.,0,
la solution Up du schéma 11 vérifie les inégalités
n 0
(5.8) max  Ju . o< Ju .,
LI
(5.9) k g Hun||3 <c,,lh ,0,¢e) |u0|2
: - n=0 h*''h 12707 h'h’
N-1 u?}” - ) x3/2 -
L | -
(5.10) k2 { T ]Ih < c13(h0, ,€) luh!h’
N; n+1 n|2 O|2
(5.11) noo |uh - uly §_014(h0,o,€) |uh o
Démonstration.

Elle est analogue 3 celle du théoréme 3.71.

1) On multiplie scalairement {5.5) par 2 k u;. On obtient d'apres (3.E),

(3.9) et (5.2)

-~

112 2 1 |2 . my
‘u:+ ‘h - !UR}h - lu;+ - ”;!h v 2fe = g5) K Huh ”h =0

7
(5.12) {
]
L no=0,1,000,N,
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D’'autre part

n+1 n
u - u

h W <k

n n
h,o[Uh]'h + ek|Bh(uh)|h

ce qui entraine en vertu des inégalités (3.8) et (5.4)

n n 1
U, ,~U,5

{5.13) ’u;+1 - u:!h_i K {A1/2 max ]u?|1/2 + 2 % max —jfiL-Qi 2H|u2||2{2
1<i<T o<i<z’ '

Les inégalités (5.12) et (5.13) donnent alors pour n = 0,1,...,N

'un+1l2_ IUn!2+
h 'h h'h
n n
2 u, ,=u,y1/2 2,
+ [2(1--%5—] - {(A‘t max Iur.j|11/2 + [455—-max '—E:%r—i ) } Jek”u:”a <0
- € € q<icr 7t h® 0<i<I

et en tenant compte des conditions (5.6) et (5.7)
h2

,
(5,123 1u"*?

2 0 np;p3
hoh T ]U;!h + 2 ple - 75—) k "Uh!lh < 0.

On en déduit les inégalités (5.8) et (5.9).

2) D'aprés (3.73), (5.3) et (5.5}, on a

‘Un+1_ Un K A
tHh h * 2
I {h i-lAh,o (u:]||h + s|!Bh[u;]Hh < (c11 +£) HUE ”h'

L'inégalité (5.10) résulte alors de (5.9)

3) L'inégalité (5.13) donre
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,\\/-1

515 ! n+t _ np2
(5.15) “hzg iU T Uplp s
n n
, u_,amuy o 1/2 50 N-1
O U PR o R e S PR I A T
1<i<I h® n<i<T e

ce qui entraine (5.11) en vertu de la condition de stabilité (5.7).

Remargque 5.1.

Sous la condition

n n
u, =4,
(5.7)" lim {0 £ max !u:l]1/2 ¢ (4 &5 max L—£:%-£I]1/2} =0
h, k>0 € o<i<r h® O<i<I

on a d'apreés (5.15)

N-1 ' n+1 _ Uni2 =0
h .

(5.11) lim Uy h

h,k>0 n=0
De 1la méme facon qu’au N° 4, on peut démonteer le résultat suivant.

Théoréme 5.2.

Faisons les hypothéses

u, ,~u, 1/2
(5.7)' lim {[A-g max !u?!)1/2 + (48-55 max | 1+; = [V 1 =0
h, k>0 1<i<T he O<i<T
(4.20) lim g, u° = u_ dans L_(Q) fort.
h ~h 0 2
h>0
57 u désigne la solution du schéma 1I, on a

0
s — N 1 a -
lim Phow Ynx = U dans LS[D,T,WB(Q]) faible et dans L3[QT] fort,
(5.18)

1

d - du done /

e = e .\_..
at Phk Yhk T Ot Lg,p(0:TsM,

7(Q]] faible



-’34 -

Le théordme 5.2 est-il encore valable si on remplace la condition

(5.7)' par la condition (5.7} ?

8. REMARQUES SUR LA PSEUDO-VISCOSTTE.

On considére dans 1'ouvert 0_ = 0x JG,T[ 1'équation hyperboligue

T
non linéaire
Ju U _
(6.1) “5‘% + U 5‘)‘(‘ = 0
munie des conditions aux limites
(6.2) u(o,t) = ut1,t) =0, te]o,T]

et de la condition initiale
(6.3) ulx,d) = uo(x), X€ Q.

Le probléme (8.1), (6.2}, (B6.3) est en général mal posé. Pour
1'intégrer numériquement & 1l'aide d’une méthode eulérisnne, on peut
utiliser par exemple des schémas aux différences finiss explicites des
types I ou IT, ol ¢ Bh(u;] est un terme de pseudo-viscosité. En général,
on choisit e dépendant de h (cf. [9] )

(6.4) € = u h2

ol u est une constante convenable indépendante de h. On dit (abusivement)
gu'un tel schZma est”stable” si

ﬂiz
h'h

o)
&
°

(6.5) max  |u h

< vl
O<n<N
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A la lumiére des résultats précédents, on peut analyser le r3le dque
Jjoue le terme de pseudo-viscosité. Pour le schéma I, il "tue” 1l'action

-~

perturbatrice du terme en - hd,ivhl]g gue 1'on trouve dans la formule

(3.3). D'apreés le théoreme 3.1, le schéma I est "stable” si

> 2
H 3 ’
5
(6.6) -% max [ugl __;+ ;
1<i<T "
% max 1U2+1 - ugl < %—(1 - %— ) 12 .
0<i<T W

On trouve des conditions de stabilité du type hyperbolique classigue.
Pour le schéma II, 1le terme de pseudo-viscosité a un double rdle :

il "tue” 1'action perturbatrice du terme en - h2 "thi qui existe dans

la formule (5.2) et de plus il stabilise la mauvaise discrétisation du

terme en u<35 {cf. 1e cas lingaire). D'aprés le théoreme 5.1, le schéma

IT est "stable” si

!)1/2 + [4u-E max |u

n Y 1/2<
h i -

1
541 ulgl 2{ =~ )

12u

On trouve une condition de stahilité de type parabolique. Pour le
probléme hyperboligue envisagé, ce schéma est donc & rejeter comme on

pouvait s'y attendre & priori.
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