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QUELBQUES THECREMES GENERAUX DE STATISTIQUE MATHEMATIQUE

par

J.R. BARRA

Il s'egit moins dc préscntcor dos résultats trés criginaux, qu'un
formalisme dc base pour le statistiguc mathématique : ce formalisme cst tout
simplement celui du Calcul des Probabilités élémentaircs modernc, mais il
suffit & placer, nous scmble-t-il , les résultats essentiels dans leur cadre

mathématigue naturcl.

it

1. - seit®P = (p

g © Zyune famillc de lois di probabilité sur 1'espace mesu-

rable (Q,@) ; on appclle structure statistique le triplet (Q,QfP). Cotte

notion joue 1lc role de 1l'espace probabilisé on C.des P. ct du le préciser
éclaircit bien des démonstraticns de statistique.
Deux notions sont importantcs :

a) celle bien classique do tribu exhaustive sur (Qec,9)

@c@, VYAeGa ,3P [F\/%] irdépcendant de PG
B) czlle, moins clairement mise en évidence de tribu librc  sur (2,6,

€ca (0,65) est un cspace do probabilité !il
{ce qui signific, si B cst induit por une statistique T, que la lci de

probabilité de T cst indépendante de P dans gb].



Ces deux notions sont complementaires, non seulement au point de
vue de la théorie de l'information, mais aussi de 1'indépendance _stgchastigue.

Spit 9 une tribu exhaustive sur (2,&,P)

a) si (2,M, 9) est guasi-complete, D est indépendante de toute

tribu libre sur (Q,&,%), quel que soit Pe 9,

b) siV P, P'ed ,jaes:, tel que
P(B) =1, P'(B) = O

alors toute tribu indépendante de ) guel que soit Pe P

est libre sur (2,@,%)

La partie a) découle d'ureext. du th de Lehmann-Scheffé et Linnik (
(cf. Le cours de Statistigue analytigque chez G.V.) en a donné de jolis exem-

ples d'applications ; la démonstration de bl se trouve également dans ce livre.

Remarquons que cette notion de liberté, et celle de liberté en
moyenne : “T statistique, vectorielle, sommable, est libre en moyenne
sur (R, @, ®) si E(T) est constante sur ", contiennent les notions de

similar tests, tests invariants selon Linnik, distribution par methods,...

De méme, la notion si importante, de liberté par rapport & un
paramétre fantome u , si 6 = (X,u), signifie que pour tout A fixé, on a

liberté en moyenne relativement a u.

3 - Considérons une structure paramétrée par un paramétre 0 € (2,%;) telle

que : P9 soit une probabilité de trensition sur @x T .



Soit ¢ une statistique réelle
2.c,P) L (R,®)
Beaucoup de problémes de test ou d’estimation consistent a
étudier 1'applicetion 8 :
¢ —> E(d) = kael
Considérons cette application B comme une application de-
1 £ et L%
On sait qu'a toute mesure bornée m sur (3,6) correspond une

L oK cos
mesure bornée Bm sur (Q,@) définie par :

m -
Y Aeclr Bm (A) = L Pe(A] dm

-
-

et telle alors que J B¢ (R) dm = [ b dB;
g ‘Q

D'ol 1'applicetion duale
(20 iz, ©) B> Min,6)

Si la structure est dominde per Px, le schéma se simplifie en

(3) L @,0,p L & (5,€)

4) L (Q,&,P*) «
1 =

Désignons par T le sous-ensemble de Lm(Q,Cl,Px]

A2, 4

l2¢=1ll,, < 1
et par T' le sous-ensemble de éﬁn (Q,x)

0 <9 <1



L'image par 8 de T' (ou de T dans le cas dominé) est un sous-

-

ensemble convexe R de ng[E,TZ) gue nous dirons associé & la structure

Q,e, )

Or, on sait (Banach-Alaoglu) que si Lw(Q,CL,Px] est muni de la
topologie o{Lm,L1}, T est compact ; d'autre part si &;[5,333 gst muni de
la topologie o{ééw ,dmb} il est facile de constater que B ((3) est une

application continue, d’ob finalement :

"Le domaine associé & une structure dominée est convexe et compact”.

Plusisurs théoremes généraux de théorie de tests s'appuyent sur
ce résultat et nous en citons quelques uns

4 - Soit (2,&, {PG,IE,‘z)}) une structure dominée guels gque soient

E,CE 0e E-E ,0<a<, il existe un test U.M.P. de E_ contre ©

1

de niveau a”.

Ce théoréme est donné avec une condition inutile (@& base dé-
nombrable) dans Lehman, mais la démonstration est l1a méme :

Le sous-snsemble de T défini par

€3]

B¢(O) <a ¥ 0e

est fermé dans T, donc compect et la fonction de ¢,8

©

6 [61], continue,

atteint son maximum.

Conjecture, "Si la structure n'est pas dominée, I une loi P' (combinaison

convexe des P@] telle qu’'il n'existe pas de test U.M.P. de E contre P’.



T

Cqe

5 - On'peut‘défﬁ1US'sitUér“lesﬂtésts optimaux: sur_R.: :-

"Un point 8, de R appartient & 1'intérieur de.R 81-guel que seisht

56;;5%;partig§fgisjdintesﬂdéﬁg}”ﬁnﬁ'ESt pas<admisaiblg gqgrxtgstergﬁdﬂf

~ [T

contre E_ ", -
R

On sait que ¢ admissible comme testﬁdewizquntpé*i- signifie maximal

1

pour le préordre N Sishior ' “ f}t'qnob
B, ,(0) iB¢(®] SRS
o' > 9 == J ¢ SV ;
' @) > B (B) 0e E
LTI R
que 1'on distinguera de la notion de guasi-admissibilité souvent confondue.
Eovhnoccsny 000 el e me L ek (e Dl e C Dol Ea T e
Démonstration. '

Si R est un voisinage de B, pour 0{&2” ’ 521} ., 3 g >0

¢

et I,...,1. & JU{E,€) telles gue R contienne

1°° N

Ij[f-8¢] di,

<e¥i=1...N

disjointes la fonction

{11

Quels que soient Eo et

B¢ +e/K O €etE
f=qB,-e/K 08 K=sup "Hi"~

l6¢ sinon.

est donc dans R et le test ¢’ gqui 1’admet comme fonction puissance 8,, = f

¢l

est strictement meilleur que ¢ comme test de Eo contre 51.



6 - Les points frontiéres de R sont donc particuliérement intéressants et
on peut généraliser comme suit un résultat donné par Lehman et qui est une

sorte de réciprogque du lemme de Neyman et Pearson

"Si la structure est dominéz par P, l'intérisur R° de R étant non vide,

alors si B¢ est point frontiére de R, 3 me;uWL[E,ﬁg) telle gue si

* _d
prlw) = =5 (f5 Py dm)

on ait P- presque partaout

pilw) >0 == ¢ =1

px[w)<o m(b__.on-

Démonstration : R est ici fermé, donc B, appartient a8 R , mais non & R

¢

gui est convexe, donc 3 (Hahn-Banach) une f-linéaire continue.
Donc me MAE, €) telle que

IE 8¢ dmfi IE dem Y le test ?
soit encore fQ Y d8; :_IQ @ dB; "

ou enfin [ (4=¢)p dp > o -
[SERT RN DTSSR & SRR < B PN« N
BD'autre part si p = .
P * *
on a également fﬂ(¢w-¢3p dp > o "

donc ¢ = ¢* P-presques partout,



7 = L'application du théoréme de KREIN-MILLMAN permet souvent de trouver des

tests déterministes optimaux, comme points extrémaux d'un sous-gnsemble

convexe de R. Soit donc @ 1le sous-ensemble de R, correspondant aux tests
déterministes, c’est-a-dire aux fonctions
Po(A) ¥ Ae (.

"Tout point extrémal de R appartient aQ ".

En effet si ¢* est un point extrémal, non déterministe

JAe, e >0, ped tels que

%
E<¢ < 1=¢ sur A

pl(A) > 0o

*
les deux tests ¢ + EXA et ¢x - € fournissent alors la contradiction.

Xp

(Lyapounov]) "Si E est fini, les lois p¢ gtant non atomiques, alors R =D,

Démonstration : Soit ¢ un test donné, et soit V, le sous-ensemble de T formé

¢

des tests équivalents & ¢
v:fodpg=[wvap, Vo
V¢ est fermé dans T donc compact pour  ofL_, L1}. non vide et donc
a des points extrémaux, mentrons gue ceux-ci correspondent & des tests
déterministes.

* ol el P » ]
Soit ¢ un élément extrémal, non déterministe 3 Ae (1, € > 0, e

€ < ¢*_<1-e weA

tels que
PO(A] > 0

Comme P@ est non-atomique, 3 A1,...,A sous-ensembles disjcints de A

N+1

tels que P@(AJJ >0



N
alors le systéme d’éguation j§1 PeiAijj =0 ¥ ©=1,,.,Nadmet au moins

~

une solution, & laquelle on peut imposer
[x.] < e 3 = 1aeaN

X x z

. X, ¢ = < X,
RN XAj ’ SN XAj
sont distincts de ¢m (dans Lm) et on a la contradiction cherchée.

Alors les deux tests ¢x + appartiennent a V

cb’

Romanosky et Sudakoff cnt méme démontré, de fagon analogue, le raffinement

suivant de ce théoréme :

"Quel que soit le test ¢ sur la structurelTRZ,BZ,[P1,....PN)‘dominée par la

mesure de lLebesgue , 13 Ae.82 tel gue

E(¢|x) x p-partout

P.(A]x)
i

E(]y) y p-partout

u

Pi[AIy]

X,y désignant les coordonnées deiRz.

8 - En conclusion, nous considérons, comme question ol le formalisme est

g¢galement facile & préciser, le probleéme de l’estimation ensembliste

(Confidence Régions)
Seoit la structurs statistique :
Q = = = =
(Q,&*,P) , P {PW GE-Chﬂx 5, ﬁﬁ1x¥%H

0, est le param@tre a estimer, ©_ le paramétre fantdme.

1 2

Définition (I) (correspondant aux Confidence Régions. p. ex. CRAMER)

Une estimation ensembliste de @1 est une application

E:Q — B

1
telle que V 61 la partie de & E; définie par
1
9, € Elw) appartienne 3 O,

1



Définition Il Légeérement plus forte

Une ecstimation ensembliste est un ensemble E de & x €
Le seuil d’une estimation ensembliste est défini par

. x - — :
1nF(P@(Ee1] lo = (0,,0,) € &)
£ 3

1

{11

1’'estimation ensembliste est libre si P@[E )] est constant sur

On constate facllement le rapport avec la théorie des tests, mais c'’est le
cas d'une estimation libre, qui est leg plus intéressant, et me semble contenir
la notion de probabilité Fiduciaire (Fisher) en effet :

"8i £ est une estimation ensembliste (II) libre de seuil o , V¥V la loi de

probabilité Q sur (5,%), si 7 est la loi de probabilité sur (Q x E) qui est

alors induite par la probabilité de transition Pe on a

m(E) = o ".

D'ol le "renversement” des assertions de la probabilité fiduciaire.



