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TRANSFORMEES DE FOURIER DES MESURES CYLINDRIQUES 

par 

Michel METIVIER 

Cet exposé est consacré à une présentation d'un chapitre du cours de 

3e cycle de L. Schwartz 1964-1965 : Mesures de Radon sur des espaces 

topologiques arbitraires. 

1. Définition de la transformée de Fourier, 

E est un espace vectoriel localement convexe réel, E9 son dual. Si 

y est une mesure de Radon sur E, bornée, on peut définir la transformée de 

Fourier y de y comme étant l'application de E' dans C suivante : 

C 1 . 1 I PU) = / e " 2 ï ï i < x ' Ç >

 U f d x ) . 

Remarquons que si nous désignons par ŷ . la mesure image de y par 

Ç la transofrmée de Fourier de y^ est (T̂ tt) définie par 

(1.2) u çCt) = / e"
2* 1^'** p(dx). 

D'où la relation 

(1.3) y(tÇ) = y (tj. 

Nous voyons également que si nous désignons par y r la distribu-

tion conjointe des deux variables aléatoires Ç et n éléments de E', pour 

tout couple (u,v) de scalaires réels on a : 

A r i f -2ïïi<x,uÇ+vr,> r . 
yjÇ n) = J e yldxJ soit s 
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(1.4) V f r ,(u,v) = y*uÇ+vn>. 

Inversement, supposons que nous considérions une application li­

néaire de E* dans un espace de variables aléatoires : Ç — > L(£) (situation 

qui est équivalente à se donner une mesure cylindrique sur E pour la duali­

té (E,E')). Désignons par y la loi de probabilité de LtO* et par yr la 

loi de probabilité de (L(Ç),L(n)î. On a : 

y^lt) = E(e ) = E(e ) = y ^ M ) . 

Cette éqalité prouve que la famille e s t entièrement déterminée 

par la seule application y de E' dans C définie par : 

(1.5) y U ) ='y ç(1). 

Définition 1, 

Si L est une fonctionnelle aléatoire linéaire sur E 1, ou si y est 

la mesure cylindrique sur E associée, on appelle transformée de Fourier de 

L (ou de y) la fonction complexe y sur E' définie par (1.5). 

Il résulte de (1.1) et (1.3) ci-dessus que 

Proposition 1. 

Si la mesure cylindrique y est prolongeable en une mesure de 

Radon notée également \x3 \x(V définie par (1.5) est la transformée de 

Fourier de y. 

Nous voyons également immédiatement que la formule (1.4) est vala­

ble pour la transformée de Fourier y d'une mesure cylindrique y, car : 
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y f r ^ (u, v) = E(e ) = 

-2iïïL(uÇ + vn ). ... 
ECe ) = y r (1) 

Remarque. Notons que y^(R) ne dépendant pas de Ç, en raison des relations 

de compatibilité, et désignons par ||y|| cette quantité. On a y CD) = ||y|| 

2. Transformée de Fourier et propriétés de concentration. 

L'objet de ce paragraphe est de démontrer le théorème suivant : 

Théorème 1. 

Soit © un ensemble filtrant à droite pour C de parties convexes 

équilibrées et bornées* stable par homothétie^ les propriétés suivantes sont 

équivalentes pour une mesure cylindrique y sur E 

A - y est stalairement t> -concentré. * 

B - y est continue à l'origine sur E'^ 

C - y est uniformément continue sur E^, 

Démonstration. 

L'implication A B est prouvée par le lemme 1 ci-dessous. 

L'implication D = ^ A est prouvée par le lemme 2 ci-dessous. 

L'implication C — > D est triviale. 

L'implication B ^=4 C résulte immédiatement du lemme 4. 

Nous prouvons donc successivement ces différents lemmes. 

* y est dite scalairement ^-concentré si V la forme linéaire Ç sur E, et 
V e > 0, il existe A «c G tel que, si £(A) désigne l'image de A par Ç , 

yç(K \ Ç(A» _< e. 
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Lemme 1 « 

Si y est ecalairement concentrée à 6 près sur et si N désigne 

la jaune de A°' s on a : 

(2.1) jpCO) - y ( Ç ) | < 2y(0) TTN(Ç) + 26 

Démonstration. 

L'hypothèse exprime que y^ est concentrée à 6 près sur 

Ç(A) c [-N(ÇÎ,N(Ç].]. Corme y(£) = y ç(1) = JR Q~
2UU y ( d u ) . On a s 

|'y(0) - y(Ç}| < / R |1 - e~
2 i 7 U J|y ç(du) 

^/[|u |^ j (u] | 2 Ï Ï U | ^ ( D U ) + ' [ | U J > N U ) ] h - e " 1 l i r u l l w ç t d u ) 

j< ||y|| 2ÏÏN(Ç) + 26 

Conséquence du lemme 1. 

On a immédiatement : si y est scalairement concentrés à 6 près sur 

A , U « . A° |y(0) - yU) | < 2(y(0)TT + 1)6. 

D'où l'implication A B du théorème 1. 

Lemme 2. 

Soit v wrc<2 mesure positive bornée sur R ë£ iy(t>) sa transformée de 

2 1 1 
Fourier. Si | yfoj - v(t) | _< 6 pawr towt t s [- — , + ~ ] , alors v est con-

2 ** L L 

centrée à (1 + —)6 près sur I- , + -r[° 

Démonstration, 

L - Ï Ï U 2 L 2 / 6 2 , , -ïït 26 2/L 2 . « . , -
Comme - r c admet e comme transformée de Fourier, 

ò 

la formule suivante : / {\ dv = / h(u) *(u) du valable pour toute fonction 

continue intégrable sur R donne : 
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I G v(dtî = - - r J_ e ^¥(u) du. 

2 2 2 
Comme H O ) - fR v(dt) et 1 - £ / R G " ' " L / & D U O N A : 

(2.2) / D (1 - e-^
7'62^2) - -t f e - ™

2 L 2 / < 5 2

 ( n n ) . ¥ ( u ) j d u 

Minorons le 1er membre : 

2 2 2 

(2.3) (1 - e _ 1 T) v([jt| £^j) < / | | t | > L / 6 j 11 " s* ï ï t 6 / L 5 v(dt) 

(2.2) et [2.3 3 entraînent alors : 

2 2 2 
(1 - e _ 1 T) v([|t| >^}<^ /[|u|<.VLj

 e ~ ™ L ^ m 0 ) " f ( u n d U + 

L t e - ^ L
2 u 2 / 6 2 | ¥ ( 0 ) _ ¥ ( u ) | d u 

+ J '[|u|>1/L] 

Soit 

(1 - g " * ) v([|t| > < 6 e " ^ 2 . / r | 9 | i 1 / 6 j ^ ds 

< 5 . 2 2s 6 e _ i r s 2 ds = 6(1 . -2- e" 1"* 2) 

< 6(1 + -) 

Lemme 3. 

Soit y une mesure cylindrique sur E et A c A eonitexe équilibré. 

Si |y(OÎ-]j(Ç)| _< 6 2 pour tout ç e A°., alors y est saalairement concentrée à 

2 1 
(1 + —)6 pi^S SUr -g: . A . 

Démonstration. 

En vertu de l'identité 

on a : 

|y ç(OÎ " TJçCu) | < 6 2 si uÇc A ° , 
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Or si N désigne la jauge de A° uÇ «r A° 4 = ^ |u| _< "ĵ -ry- D'après le lemme 2, 

est donc concentré à (— + 1)6 près sur 1- , L̂Lilf. 

Par définition, puisque A est dense dans A°, pour tout Ç s 

N(£) = sup |<x,Ç>|, d'où : ~-4̂ ~ = sup |< x,Ç>| . Comme Ç(A3 est en outre 
XeA X^A/6 

un intervalle symétrique puisque A est équilibre on a : 

« 1 . A , 

2 1 
y r est donc concentré à (1 + — /6 près sur ÇC-TT . A), 
e, TT o 

Lemme 4. 

La transformée de Fourier d'une mesure cylindrique y sur E vérifie 

Vinégalité : 

V Ç 1 , Ç 2 * E' : 

|y(^) - u U 2 î |
2 < 2 ytO) (y(0) - 5*o y C ^ - Ç 2J) 

Démonstration. 

Supposons que h soit la transformée de Fourier d'une mesure v sur 

R n . 

|hCu] - h(v)| 2 = |J ( e i u X - G 1 V x ) v(dx)| 2 

= |/ e i u x (1 - o U v ~ u ) X ) v(dx)| 2 

en utilisant l'inégalité de Schwarz I 

^ e x iux.2 f . . f - x A i(v-u)x.2 
< J |e I v(dx) . Jj |1 - e | v(dx) 

^ftQ) . / (2 - 2?.G D

i C v " u ) x ) v(dx) 

_< 2f(0) . t{H0) ~ 2 3LQ 'f(v-u)). 

/\ 

Posons maintenant pour t = Ct^,t^) h(t) = y(t^ + t^ Ç^K On a 
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h(t) = y f .(t ,t ). D'où en posant u = (1,0) , v = (0,1) 

h(u) - h(v) = u(Çj - y U 9 ) = 2y f r r 1 ( 0 ) (y (•) -5te £ f r fu,v)) 

et comme 

on a la formule voulue. 

3. Propriétés de concentration et continuité des fonctionnelles linéaires 

aléatoireso 

Théorème 2, 

Pour une fonctionnelle linéaire aléatoire L sur E' les propriétés 

suivantes As Bs C et D sont équivalentes. Si 6 désigne un ensemble filtrant 

à droite pour C de parties convexes équilibrées et bornées3 stable par ho-

mothêtie ; 

A - L est continue en probabilité sur E\ 
'S 

B - L est continue en loi sur E'— 

C - La fonction caractéristiaue do L est continue sur E!~ 

D - La mesure cylindrique y associée à L est scalairement £>-concentrée. 

Démonstration. 

1°) A B. 

A implique B trivialement. Réciproquement, en vertu de la linéa*-

rité de L, L est continue en probabilité sur E'^ si et seulement si elle 

est continue en probabilité à l'origino, c'est-à-dire, si pour toute suite 

(Ç ) tendant vers 0 dans E L , L(Ç ) CORI verge vers 0 en probabilité • Or la 
n n to ' 
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convergence en loi vers 0 d'une suite (X ) de variables aléatoires nulles 

implique la convergence en probabilité vers zéro (Considérer une fonction 

continue positive V sur R nulle en 0 et égale à 1 à l'extérieur de (~e,+e) 

on a y[|X | 2. ell I *fCX 3 dy = / [>(X î dy - , quantité qui tend vers 

zéro lorsque n —>«> par hypothèse}. 

2°) B <è=^ C résulte immédiatement du théorème de continuité de 

Paul Levy pour les mesures bornées sur R, la condition (t) = y(£ t) —^>0 

j_ ^ - • n o . - en loi „ _ 
pour tout t étant équivalente a y > 0. 

n n 

3°) C <=$> D est exprimé par le théorème 1.' 

4« Théorème de Bochner dans les espaces vectoriels. 

Lemme 5. 

Toute fonction de type positif ¥ sur E9 dont la restriction à tout 

sous-espace de dimension finie de E" est continue est la transformée de 

Fourier d9une mesure cylindrique unique sur E * 

Démonstration, 

La restriction de V à tout sous-espace de dimension finie F' est 

par hypothèse la transformée de Fourier d'une mesure y t sur E/F
9 O

0 Soit 

G' 3 F' et y p ) la mesure sur E / G ' ° admettant pour transformée de Fourier la 

restriction y f de f à G', Comme = ¥ p, 0 i, i désignant l'injection ca­

nonique de F' dans G ' dont la transposée est précisément la projection cano­

nique de lE/G'° sur E/F'O, iip est l'image de y f par la projection canoni­

que. Le système (yp f) de mesures sur les E/F'° est donc un système projectif, 
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évidemment déterminé de façon unique par 

D'où le lemme0 

Théorème 3. 

Si <5 est un ensemble de parties convexes équilibrées de E,( com­

pactes pour une topologie T sur E compatible avec la dualité (E3E*)A et si 

E9 est nucléaires toute fonction de type positif continue sur E' est la 

transformée de Fourier d'une mesure de Radon sur E^ 0 

Démonstration. 

D'après le lemme 5; si ¥ est une fonction de type positif conti­

nue sur elle est la transformée de Fourier d'une mesure cylindrique sur 

E, et cette mesure est scalairement -concentrée. D'après le théorème de 

Minlos (cf elle est v5 -concentrée (*)• C'est donc une mesure de Radon 

pour toute topologie T sur E telle que les éléments de <c7 soient compacts 

pour T a 
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(*) i.e. pour tout e > 0 il existe A e CT telle que yCE \' A) _< e* 


