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TRANSFORMEES DE FOURIER DES MESURES CYLINDRIQUES
par

Michel METIVIER

~

Cet exposé est consacré a une présentation d'un chapitre du cours de
3e cycle de L. Schwartz 1964-1965 : Mesures de Radon sur des espacss

topologiques arbitraires.

1. Définition de la transformée de Fourier.

E est un espace vectoriel localement convexe réel, E' son dual. Si
u est une mesure de Radon sur E, bornée, on peut définir la transformée de
Fourier {i de ¥ comme étant 1'application de E' dans € suivante :

-27i< >
o X, &

(1.1) iy = f ufdx).

Remarquons que si nous désignons par u, la mesure image de u par
q g £ g

£ la transofrmée de Fourier de u, est {i,(t) définie par

g

f e-2ni<x,t>

3

(1.2) u.(t) = uldx).

2

D'ol la relation
(1.3) tE) = ﬁgtt).

Nous voyons également que si nous désignons par ug n la distribu-

tion conjointe des deux variables aléatoires £ et n €léments de E', pour

tout couple (u,v) de scalaires réels on a :

f e-2ni<x,u£+vn>

u(E,nJ[U’V] = pldx] soit :


http://C1.1I

[z

(1.4) (u,v) = ﬁsu£+vn>.

A
Y(g,m)
Inversement, supposons que nous considérions une application 1i-
néaire de E' dans un espace de variables aléatoires : £ -— L{£) (situation

qui est équivalente & se donner une mesure cylindrique sur E pour la duali-

té (E,E')). Désignons par u, la loi de probabilité de L(E}, et par u la

€ &n
loi de probabilité de (L{£),L{nl)). On a :
Pas -7 i - i
(b)) = (e PAMLIER)y o mRARtLIR)y L p oy,
€ t€
Cette éqgalité prouve gue la famille ) est entiérement déterminée

E'Eel’

par la seule application I de E' dans I définie par :

(1.5) neg) =g (1),

Définition 1.

Si L est une fonctionnelle aléatoire linéaire sur E', ou si u est
la mesure cylindrique sur E associée, on appelle transformée de Fourier de
L (ou de ) la fonction complexe W sur E' définie par (1.5).

I1 résulte de (1.1) et (1.3} ci-dessus que

Proposition 1.

57 la mesure cylindrique u cst prolongeable en une mesure de
Radom notée également u, 1(&) définic par (1.5) est la transformée de
Fourter de u.

Nous voyons également immédiatement que la formule (1.4) est vala-

ble pour la transformée de Fourler u d’une mesure cylindrique 0, car :



" _ =2in{(uL(E)+vi(n), _
U(E‘n](u.vl = Ee ) =

la)

= (1)

=2inL{u&+wvn)
e
u€+vn

E(

Remarque. Notons que u,.(R) ne dépendant pas de &, en raiscn des relations

g
de compatibilité, et désignons par "uH cette guantité. On a (D) = "u”

2. Transformée de Fourier et propriétés de concentration.

L'objet de ce paragraphe est dc démontrer le théoréme suivant :

Théoreme 1.
Soit © wn ensemble filtrant & droite pour C de partics convexes
équilibrées et bornées, stable var homothétie, les propriétés suivantes sont

équivalentes pour une mesure cylindrique u sur E

A - u est stalairement G —concentré, *
B - i est continue & 1'origine sur E'g

~ . » .
C - u est untformément continue sur ;%

Démonstration.

L'implication A === B est prouvée par le lemme 1 ci-dessous.

L’implication B == A est prouvéc par le lemme 2 ci-dessous.
Liimplication C == B est triviale.

L'implication B - C résulte immédiatement du lemme 4.

!1
Ny

Nous prouvons donc successivement ces différents lemmes.

* | est dite scalairement & -concentré si V la forme lindaire £ sur £, et
V e >0, i1 existe A « & tel que, si £(A) désigne 1'image de A par &,

ugtR N E(A)) < e



Lemme 1.

57 u est scalairement concentrded § prés sur A, et st N désigne

la jaune de A®, on a :
(2.1) 1) - Deed! < 2{i(0) wN(E) + 26
Démonstration.

L'hypotheése exprime que u, est concentrée & § pres sur

£
£(A) < [-N(£),N(E)]. Comme D(E) = 35(1) = Jq g "2Amu uldu). On a :
" N -21
[t - uE] < fo |1-¢ 1“u|ug(du]

} _“-1inu
< Jull 2mite) + 28

Conségquence du lermme 1.

On a immédiatement : si u est scalairement concentréea § prds sur
A, £ 68 . A° = |0(0) - D(E)| < 2(u(D}m + 1)6.

D'ol 1'implication A = B du théoréme 1.

Lemme 2.
Soit v wne mesurc positive bornée sur R et ¥(t) sa transformée de

Fourier. S |¥(0) - v(t)] < 5% pour tout t = [--% , * %J,alors v est con-

centrée & (1 + —12;)6 »r€s sur ]—% , .‘5—[
Démonstration.
L -nu’L?/6® —nt2s% /L2

Commo-g o admet e comme transfermée de Fourier,

la formule suivante : f A dv = f h(u) ¥(u) du valable pour toute fonction

continue intégrable sur R donne :



2.2, 2 22,2
fp G TEET/L v(dt) L IR MU L /8 _v(u) du.

AY b *-6—

22,2
! - :
Comme ¥(0) = [, v(dt) et 1='§IRGTTUL/5 duon a

22,2 o 2.2,.2
(2.2) [ -0y S L TS o) - v
Minorons le ler membre :
2.2, 2
- Lo -mtT87/L
(2.3) (1 -e ") vi]]t] i‘SﬂithliL/(sj (1 -e ) vidt)

(2.2) et (2.3} entrainent alors :

2,2,.2
I L L -y L"/8 _
(1 g ) \)(“t' i-gn i-g '[HUIf_ﬂ/LJ e (v(0) ¥(u)) du +
22,2
LLg e ™YY vy - v du
§ /[ul>1/L]
Soit
G- sy wfe > S < s e L g 201"
e ) v A _>_'g = e + Hsli,]/d] e ds
2 2
<8+2 ] 25 5e ™ ds=ol1+2e )
= S L
<801+ 2)
— i
Lemme 3.

Soit w wne mesurc cylindrigue sur E et A < E, A convexe équilibré.
S¢ |fo-ited| < 6% pour tout £ ¢ A°, alors y est scalairement concentrée &

2 1
(1 + ;]5 plés SMI"E A,

Démonstration.

Fn vertu de 1'identité
U(u.g) = 2, ()

on a :

2

|ﬁ€(o) - ﬁgiull < 6% si We A



Or si N désizne la jauge de A° ug « A° = |u| < N( NI D’apres le lemme 2,
L s (2 s .7 NCE) N(E)
e est donc concentré a L; + 1)8 prids sur ]- 5 ,-—g——L.
Par définition, puisque A est densc dans A°, pour tout & :
_ V. N(E) _
N(E) = , d'oll 1 === = sup l< x,&>| . Comme E£(A) est en outre
xe A xzA/§

un intervalle symétrigue puisqgue A est éguilibré on a :

NLE) NEE)[
§ 7 4 ’

5[-% LA =]
ug est donc concentré & (1 +'%/6 prés sur EL% . A).
Lemme 4.
La transforméec de Fourier d'une mesure cylindrique u sur E vérifie
l'inégalité :

vg,]:gZEE

P,

lite,) - 16317 < 2 5o theo) - Re {itg,- £,))

1

Démonstration.

Supposons gue h soit la transformée de Fourier d'une mesure v sur

IR ") vidxy |2

|/ Slux (1 - gl lv-u) X

Ihtw) - h(v)]?

R
en utilisant 1’inégalité de Schwarz :
< fvleluxlz vidx) . /|1 - el(v—U]x|2 v(dXx)
i(v-ulx

<90 . [(2-2Fcc¢ ) vidx)

< 2%¥(0) . (F(0) - 222 9(v-u)).

. - =/‘ f
~Posons maintenant pour t = [t1,t2] h(t) u[t1 &1 + t2 Ezlu On a



h(t [t1,t2). D'ol en posant u = (1,0) , v = (0,1)

Y= e,y

hiu) = hlv) = GCE.) = plg) = 20 (0) i () -Re § u,v))
1 2 (€,) (£,.8,) [£1y£2§
et comme
u (0 = fo Il = ull = v
(£ E,) €06,

on a la formule voulue.

3. Propriétés de concentration et continuité des fonctionnelles linéaires

oléatoires.

Théoreme 2.

Pour une fonctionnclle linéatre aléatoire L sur E' lecs propriétés
sutvantas A, B, C et D sont équivalentes. ST © désigne un ensemble filtrant
d droite pour C de parties conmvexes équilibrées et bornées, stable par ho-
mothétie :

A - L est continue en probabillité sur Eﬁ;
B - L cot continue en loil sur El.
C = La fonction caractéristique dc L est continue sur El

N

D - La mesure cylindrique n associdéc & L cst scalaivement & —coneentrée.

Démonstration.

1°) A <= B.
A implique B trivialement. Réciproguement, en vertu de la linée=-
rité de L, L est continue en probabilité sur EES si ot sculement si elle

est continue en probabilité & 1l'crigine, c’est-a-dire, si pour toute suite

(En) tendant vers 0 dans Eé: s L[En) comverge vers 0 en probabilité. Or la



convergence en loi vers O d'une suite (XnJ de variables aléatoires nulles
implique 1a convergence en probabilité vers zéro (Considérer une fonction
continue positive v sur R nulle en 0 st égale & 1 & 1l'extérieur de (-¢,+c)
on a u[|Xn|_3 el< [ %(Xn) du = [ [W[Xn] dy = 0)], guantité qui tend vers

b}

zéro lorsgque n -—s« par hvpothéseij.

2°) B &= C résulte immédiatement du thioréme de continuité de

Paul Levy pour les mesures bornées sur R, la condition ﬁg (t) = ﬁ(int)-—>0
n " Mow
en loi

—> 0,
En n—®

pour tout t étant éguivalente & q
3°} C <> D est exprimé par le théoreme 1.

4. Théoréme de Bochner dans les espaces vectoriels.

Lemme 5.
Toute fonetion de type positif Y sur F' dont la restriction a tout
sous-espace de dimension finie de E' est continue est la transformée de

Fourier d'unc mesurc culindrique wnique sur E.

Démonstration.

La restriction de Y a tout sous-espace de dimension finie F’ est

par hypothése la transformée de Fouricr d’une mesure Mg, sur E/F'°, Soit

G'> F’ et Mo la mesure sur E/G’'° admettant pour transformée de Fourier la

restriction Moo de ¥ & G'. Comme wF“ =¥, o i, 1 désignant 1l'injection ca-

nonigue de F' dans G' dont la transposée cst précisément la projection cano-

nique de £/G'° sur E/F'O0, Mg est l'image de uw_., par la projection canoni-

Gl

que. Le systéme (uF,] de mesures sur les E/F’°® est donc un systéme projectif,



évidemment déterminé de facon unique par VY.

Dol le lemme.

ThZoréme 3.

51 3 est un ensemble de parties convexes équilibrées de E, com-
pactes pour une topologie T sur E compatible avee la dualité (E,E’), et si
E', est nucléaire; toutc fonction de type positif continue sur E' est la

W

transformic de Fourier d'une mesurc de Radon sur Ere

Démonstration.

D'aprés le lemme 5; si ¥ est une fonction de type positif conti-
nue sur £’ elle est la transformée de Fourier d’'une mesure cylindrique sur
E, et cette mesure est scalairement & -concentrée. DB'aprés le théoréme de

Minles (cf |1]) elle est 5 -concentrée (*¥). C'est donc une mesurc de Radon

pour toute topologie T sur E telle guc les éléments de & soient compacts

pour T.
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(%) i.e. pour tout e > 0 il existe A ¢ & telle que u(E N\ A) < €.



