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I& PARTIE

A) DEFINITIONS et NOTATIONS.

Le terme "unité élémentaire" est utilisé pour désigner un individu de
la populafion sur laquelle on désire faire des mesures et pour laquelle des
analyses doivent €tre faites 4 partir des résultats de 1l'enquéte. Lors ™
calcul des totaux et des puurcentages, 1l'unité sur laquelle le total ou le
pourcentage porte, est 1'unité €lémentaire. Quand des répartitions de fré=-
quence sont faitcs, c'est 1'unité €lémentaire qui est placée dans des inter-
valles, suivant la valeur d'une de ses caractéristiques : c'est 1'unité élé-
mentaire pour laquelle des mesures telles que la médiaune, sont calculées.
Ainsi, si le but de 1l'enquéte est d'estimer le revenu total ou moyen., ou le
revenu pour des personnes individuelles, alors la personne est 1'unité &1é-
mentaire. Si on estime le revenu total d'une famille, le revenu médian d'une
famille, ou la distribution des revenus familiaux, la famille est 1'unité
é€lémentaire.

Ainsi, 1'unité €lémentaire dépend de 1'analyse & faire et est détermi=-
née par les buts de l'enquéte et non par le structure de l'échantillon.

Dans quelques cas, le but de 1'enquéte n'entraine pas la spéficication
d'une unité €lémentaire, comme lorsque seuls des totaux font 1'objet de me-
sures. Il est possible que plus d'une unité élémentaire fasse 1l'objet d'une
enquéte lorsque, par exemple, on d€sire mesurer a 1l'aide d'une enquite seule-
ment les caractéristiques des familles, ct les caractéristiques de 1'individu.

L'échantillonage en grappes, entraine, & 1l'aide de certaines considéra-
tions, une division de la population d'unités €lémenteires en groupes ou
"grappes” qui serent d'unités primaires d'échantillonage. Dans quelques cas,
un échantillon de telles unités primaires est choisi, et tous les membres de
la population associés aux unités choisies sont inclus dans 1l'é&chantillon :

c'est un échantillonaye 3 degré unique. Dans d'autres cas, les unités



primeires sélectionnées sont divisées en unités secondaires, et il y a alors
un ou plusieurs degrés de 1'échantillonage. Les unités initiales définies et
sélectionnées seront appelées "first stage units" ou "primary sampling

" Y"en abrégé "psu'").

units

Par #=chantillonage simple & 1 degré, nous entendrons qu'il y a seulement
un degré d'échantillonage (i.e. il n'y a pas de sous échantillionage) et qu'un
échantillonege simple au hasard est utilisé pour selectionner les unités.
Par échantillonage simple & deux degrés nous sésignerons une structure dans
laquelle :

2) Un échantillonage & 2 degrés est utilisé.

b) Les psu sont choisies par un é€chantillonage simple au hasard.

c) Les unités du second degré sont choisises & l'intériecur de chaque

18u 4 1'aide d'un &chantillonage simple au haseard.

d) Les fractions sondées sont constantes & 1'intérieur de chaque psu.

Dens cet exposé, nous étudierons 1'échantillonage simple & 1 ou 2 degrés.

M est le nombre total de psu suivant lesquelles la population a été
divisée. Ainsi, si 1'enquéte porte sur la mesure des caractéristiques des
habitations d'une cité, ncus pouvons faire correspondre un quartier & chaque
habitstion, et utiliser le quartier comme psu. ! est le noambre de tels quar-
tiers dens la cité,

m est le nombre de psu incluses dans 1l'échantillon.

N. est le nombre d'unités de liste incluses dans iéme psu.

L'unité de liste est 1'unité ssélectionnée au dernier degré d'échantile
lonage : elles est appelée unité de liste car nous aurons souvent & dresser
une liste de ces wnités a4 1'intérieur de la psu et nous choisirons alors un
échantillonaﬂe a 2 degrés, 1'unité de liste peut &tre appelée 1'unité d'échan-
tillonage. Par exemplc, dans un échantillon d'habitations, de gens, ou de
familles, 1l est souvent pratique de prendre la maison particuliére comme
unité de liste pour de petites habitations contenent une ou quelques femilles
par habitation, et de prendre 1l'appartement comme unité de liste 4 1'intérieur

de grans irmeubles. On deit distinguer unité de liste et unité €lémentaire.



Dens certains cas, unités de liste et unitiés élémentaires sont identiques,
mais elles peuvent &tre différentes.
M
= %} Ni est le nombre d'unités de liste dans la populetion.

Fa=d est le nombre moyen d'unités de listes par psu dens la population.

=
]

M
n, est le nombre d'unités de liste extraites de la iéme psu.
n= ;gi n. est le nombre total d'unités de listce dans 1'échantillon.
= ﬁ- e¢st le nombre moyen d'unités de liste de 1l'échantillon par psu

sélectionnée.

£, =—§11- est la fraction sondée au ler degré.

Dans cet exposé, nous supposerons les fracticns sondées constentes & 1l'inté-
rieur de chaque psu c'est & dire :
n
f =

5 ﬁi est consteante (fraction sondée au 2° degré).
i

f = fl f‘2 =—Il;} est la frection scndée totale,

Xij se rapporte & le jdme unité de liste de la iéme psu.

Par exemple, si 1'unité de liste est la maison particuliére, et qu'on veuille
étudier le loyer des habitants, et s'il y a deux habitants dans la ij€me uni-
té de liste, Xij est la somme des loyers des deux habitants. 81 1'un des deux
est le propriétaire, Xij est le loyer du locataire. De facon analogue, si la
caractéristique & mesurer est le nombre de lccataires, la valeur O sera affec-
tée au propriétaire, et la valeur 1 au locataire j; s'il y a 2 locataires

X%j
tion supposons que le but soit de mesurer seulement les caractéristiques des

=2 ; s'1l y a 2 coproprié*taires, Xij = 0. Pour étendre cette illustra-

habitations occupées par des familles ayant un certain revenu, soit par cxem-
ple des familles ayant un revenu supérieur & 5000 dollars, et la caractéris-

tique d mesurer étant le nombre de proprietaires. Dans ce cas, on affectera



la valeur 1 & la famille ayant un revenu supérieur & 5000 dollars et qui soit
propriétaire, et O aux autres. Alors Xij est la somme de ces valeurs pour

toutes les habitations se trouvant dans 1'unité de liste.
s

X. = §l X.. est le total pour la i& pSU.
1 J=1 1]

Par exemple, si le quartier est le psu, X, désignera le nombre totel de piéces
dans 1'ensemble des hebitations du i€ quartier, ou le nombre de maisons par-
ticulidres dans le i€ quartier.

X= i=1 Xi est la valecur total sur toutes les psu de la population.

Aussi, la suppression d'un indice désigne la sommetion sur cet indice.
L] P h5

X= I‘}% est la valeur moyenne par psSu.

Cette valeur moyenne par psu est rarement le but d'une enquéte. Elle apparai-

tra néanmoins dans certaines formules de la variance de 1l'échantillon.

X = %q(' = %;.—. est la valeur moyenne par unité de liste.

Ainsi, T pourrait &tre le nombre moyen de locataires par unité de liste, ou
le loyer moyen par unité de liste, ou le nombre de personnes par unités de
liste (maisons).
De fagon enslogue :
X . . I
= == est la valeur moyenne par unité de liste pour la i€ psu.

i N,
i

il

R

EY(- « S1 Y est le nombre d'unités €lémentaires de la populetion, alors R

est une valeur moyenne par unité €lémentaire.

Les buts de 1'enquéte consistent souvent & estimer la valeur R pour dif-
férentes caractéristiques.

Notons bien que R = % #% car W représente par exemple le nombre d'are
partements contenant au plus 2 familles et Y représente le nombre de b&timents,

maisons et H.L.M.

xij est la valeur pour la jé unité de liste dans 1l'échantillon, extraite de
la i€ psu de 1'échantillon.



M=

X = X est le total pour toutes les unités de liste de 1'échantillonm.

1=1

Le barre et la double barre ont la méme signification pour les moyennes

d'échantillon gue pour les moyennes de population.

. . = X =2 Xi
Ainsy x == X, =-—
n i n.
1 .
x' et xi sont des estimés non biaises de X e Xy deduits de 1'échantillon.

_ X

m

i

r =-$-= —;; est un cstimé de R.

Le terme "derniére grappe" ("ultimate duster") est utilis@ pour désigner
1l'ensemble des unités incluses dans 1l'échantillon & partir d'une psu. La some
me totale d'une caractéristique pour la ié grappe est X, le teille de le i€
derniére greppe est n;, et la taille moyennc des m derniéres grappes de
1'échantillon est n = n/m. Cette définition de "derniére grappe" est valasble

pour un nombre quelconque de degrés d'échantillonnage.

Remarque : Chaque fois qu'une lettre capitale (X ou Y) sert d'indi-
ce 4 une varisnce ou & une coveriance, ceci signifie-que le symbole auquel
il est adjoint, portc sur une caractéristique de la population qui ne dépend
pas de la taille de 1l'échantillon, comme par exemple, la covariance d'une
population.
Les petites lettres scront utilisées comme indices pour indiquer les

variances ou covariances des estimés.

Ainsi :
1 N‘
s° =i 0 P (X.. - %.)°
2X ~ W i=1 W-I i i

est la variance de la population constituée d'unités du 2éme degré dans une

psu, et
2 1% 0y 2
xX == % - (x.. = X.)
2X n 1 n, =1 3 1] 1
. -~ 2
g . aQ
est un estimé de Soye

On doit les distinguer de :



2 . " .
<rx = variance de la moyenne de 1l'échantillon x
2 . ' . -
G’i = variance de l'estimé& de X
2 . A -
T, = verience de 1'estime de X, X7
2 2 2 . e 2
8¢, 82, 85, sont des estimés de v, vg, .
b'd X X x* x' x

B) Méthode d'Echantillonage en Crappes Illustrée & 1'Adde d'un

Echantillonage Aréolaire.

L'eéchantillonage en grappes fournit souvent un moyen pratique et peu
cout3ux pour fixer, avant méme 1'enquéte, la probabijlité d4'inclure chaguc
membre de la population dans 1'¢chantillon. Ainsi, il rend souvent possible
1l'usage d'un plan d'échantillonage rentable dans des situations ol 1'é&chan-
tillonage au hasard d'éléments de la population pourrait €tre trés colteux.
Par exemple, il ne serait pas possible, dans de nombreux cas, de tirer un
échantillon au hasard de personnes de la population des Ftats=Unis, ou d'une
grand population pour laguelle aucune liste compléte et & jour, ne soit vale-
ble.Cependant, des listes complétes de grappes (une liste de comtés eu de
petites z8nes des Etats-Unis) sont souvent valables et peuvent 8tre préparées
sans grand effort, et d'une telle liste, des grappes peuvent €tre rapidement
échantillonees avec des probsbilites connues. De plus, 1l'usege des grappes
peut avoir une grande répercussion sur d'autres colits.

Comme illustrastion de 1'Zchantillonage en grappes, Supposons Qque nous
nous intéressions & certaines caractéristiques des habitations d'une ville.
Par exemple, nous souhaitons connaltre le nombre total d'habitations, la pro-
portion vacante, les propcr-tions d'autres caractéristiques, et méme les loyers
totaux de types variés d'unités.

Un échantillon des logements d'unc cité peut €tre obtenu en dressant
une liste de tels logements et en faisant soit un échantillon au hasard &
partir de cette liste, soit un &chantillon stratifié. De telles méthodes peu~

vent fournir un &chantillon efficace du seul point de vue de la taille de



le tallle de 1'échantillon. Pcur des buts pratiques, d'autres plans d'échan-
tillonage peuvent fournir la mime précisicn. Pourquoi alors considerer
d'eutres plans ? La reison est que le colit peut n'aveir aucun lien avee la
teille de 1'échantillon. Supposons gquiune liste de la cité ne soit pas vala~
ble. Alors pour sélectionner un échantillen su hasard, il faudrait aller
soi-méme faire le recensement de toutes les maisons, ce qui reviendrait &
30 000 éollars pour une ville de¢ 300 000 habitants. De plus, si on recueille
les informations sur une grande zdne, il peut 8tre ruineux d'interroger un
échantillon trds dispersé au cas ou 1'échantillon & €té tire d'une liste va-
lable. Le sondage aréclaire fournit souvent un moyen pratique d'identifier
la population & des groppes que 1'on considére comme unités d'échantillonage.

Dans 1'échantillonage aréolaire, toute la z0ne habitée, est diviste est
plus petites z8nes, et chaoque wnité ¢lémentaire (ici chaque hebitation) est
incluse dens une et seule zdne, par cxemple la petite zdne sur lequelle l'ho-
bitation est située.

On peut mentrer que si une liste de zlnes est valable et si un &chantil~
lonage simple est fait sur les zdnes, et si la population conprise dans ces
z0nes est complétement énumérée, alors le probebilite d'appartenir & 1l'échan-

tillon est la néme pour chaque &lément de la population.

Remarque : On peut nontrer que, dens un échantillon 4 deux degrés,
la probabilité pour qu'un individu apportienne 3 1'echantillon, est &gal &

1'inverse du produit des fractions d'¢chantillonage & chaque degré d'é€chantil-

lenage.
Soit @
i I
HhTE, - ®
1

2

avec w censtant quelque soit 1.
i

C) Estiné d'un Quotilent & Dénominateur Veriable.

L'usage d'estimés de quotients de varisbles aléatoires prend une plus

grande importance dans l'€chantillonage en greppes que deans 1'@chantillonege



simple au hasard, car, lors de l'échantillonage en grappes, on est rarement
intéressé par la valeur noyenne par psu. Ainsi, si on tire un &chantillon de
quartiers pour estimer les caractéristiques des megasins, on aura rarement
intérét & étudier les chiffre d'affaire par quartier, meis les chiffre 4'af-
faires moyen par magasin présenterz plus d'intérét. Ou, dens une population,

le nombre moyen de travailleurs ou de chimeurs par quartier présentera moins
d'intérét que le pourcentage de la populsticn eyant une caractéristique donnée.
Dens les échantillonages ¢n grappes, les estimés de telles noyennes ou pour-
centages sont des quotients de variables alé€astcoires. La précision de tels quo=
tients doit &tre &valuée 4 partir de la formule de la variance du quotient

de 2 variables aléatoires.

D) Quelques Procédés Simples de Sélection d'Echantillons en Grappes,

ol 1'on désire ne prendre que 1% des maisons.

1° mithode : On fait une partition de le ville en quartiers.

démarche 1 : numércter les quartiers
démarche 2 :
a) échantillonage simple au hasard des quartiers cii 1'on ne prend que
1% des quartiers.
b) ou échantillcnage symétrique.
démarche 3 : Collecter l'inforuation désirée a partir des habita-
tions se trouvant dans les quartiers s&lectionnés

(ici on 2 un &chantillonage & degrd unique).

2° methode : Echantillonage de z8nes avec sous ¢chantillonage de plus
petites zlnes.
On veut 1% des hebitations.

On prendra 1/25 des quartiers, et dans chaque quetier 1/4 des maisons.

démarche 1 : numeroter les quartiers
démarche 2 : faire comme dans la méthode 1 nals en ne tirant que
1/25 des quartiers

démerche 3 : diviser les quartiers de 1'échantillon en L z@nes.



demarche 4 : tirer & 1'-ide d'un échantillonage simple ou hasard
1 z0ne dans chague quertier et prendre toutes les

nnisons se trouvant dans les zOnes.
Ce proctdé est plus coliteux que la lére méthode & cause des déplacenents.
3° méthode

demarche 1 : nunméroter les quartiers
démarche 2 : &chantillonage simple au hasard (prendre 1/25 des
quarticrs).

demarche 3 : lister toutes les unités en considérant

| o

unit¢ si moins de 4 appartements

7

2 unités de 4 a4 8 appartenents

unités de 8 & 12 appartements etc...
démarche 4 : les mmércter
démarche 5 : & 1l'intérieur de chaque quartier prendre 1 unité dc
liste sur b 4 1%aide :
- so0oit d'un échantillon simple au hasard

- soit d'un échantillon symétrique.

Définition de la "Structure Optinum" :
c'est la structure qui fournit 1l’exactitude requise & moinsdres frais, ou la
structure qui fournit le meilleure précision avec les fonds et ressources

dont on dispose.,



II¢ PARTIE

Pour un ¢chantillconege simple 4 1 cu 2 degrés, un estine, besté sur
1l'échantillon, du total pour une cazractlristique quelcongue, comme, Par exell=
ple, le valeur totale d'habitaticns dans une zdne, la producticn totale d'une
forme, ou le nombre total de personnes ayant une certaine carsctéristique,

est donnt par :

ou x est la valeur totale d'une caractéristique pour les unités de liste in-
cluses dans 1l'échantillon, et f est la fraction globele échentillonée.,
L'estimé donné plus haut est un estimé@ sans biais ; et cet estimé, cbtenu en
nultiplient le total de 1'échantillon par 1l'inverse de la fraction sondeée,
est appelé : "estimé simple non biaisé'.

L'esting de la valeur noyenne par unité élémenteire d'une caractéristi-
que courie, par exemple, la valeur moyennc du loyer par hobitaetion dens une
zdne, ou le pourcentage de propriétaires est donné par le quotient :

x _ x'
et B — 2
TTY T (2)

oi x et x' sont respectivement, le total de 1'échantillon, et son estim& pour
la population quant & le caractéristique observeée, et ou y et y' sont respec-
tivement le nombre d'unités &lémentaires dans 1l'échantilleon, et l'estimé du
nombre totsl d'unités €lémentaires dans le population (i.ec. ! =-% y)e
L'équation (2) est aussi utilisee pour cbtenir un estiné du quotient de
la valeur royenne d'une certaine caractéristique par celle d'une autre carace
teristique tel que le rapport loyer sur le revenu.
Les Zquations (1) ¢t (2) sont volables si orn utilise un échantillonege
d 1 ou 2 degrés. L'estiné (2) cst un quotient de deux variables aliéatoires,
et 11 est donc sujet a4 un biais qui devient insignifiant dés que le nombre de
psu augnentec, et qui pourra donc &tre nigligé pour des &échantillcns relatie-

venent grandse.
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Remarques et Notations.

2

<! désigners la variesnce de l'cstimé de X done

-
2 2 - ~2
T = Elx' =~ E(x")]° = Ex' = ¥]
et représente donc le moyennc du cerrl de l'erreur sbsclucz. Clest pourguoi
cn ertachers une certaine importance su calcul de la variance de l'estiné.

Vi, dcsignera la veriance relative de x' qui est por definition :
()
(T.L
]
, X
T -
E(x")]

8i, corme il zrrive assez souvent lorsque la taille de 1l'echantillon est

gronde, x° est pratiquement sans biais, alors E(x') = X et
(o)

2 _B(x' - X)° _ F,x' -

x' 2 T U X

P48

X,2
v )
et Vi, représentera le noyenne du carrc de 1l'errcur relative. Aussi, <ttache-
. i . .
re~=t-on une grande importance a4 la vsleur de Vx' gul nous donnera une 1idée de

a précision. Lorsquc Vi, sern faible, x' sera donc un bon estiné.

Lorsqulon rencontrera Ni, pour savelr si Fi désigne le norbre
R -3 - - . X .
d'cléments de le i€ psu de 1l'cchantillon, ou ée lz i€ psu de la populeticn,
<~

i1 suffit de regnrder le signe d¢ samation & quil précéde.

Sion a : “— Ei cn est dans le ler cas

=1

‘|.:.1

e
e

8i on o ¥. on est dnns le 28 cas

171

[ )
i}

Lad
Meme remarque pour les n..

A) ESTLME d'un TOTAL

L'estiné x' = 1/f x est sans biais. En effet
vy & . s X
x' ='g sy xi xi Gtant 1'estimé du total de la i€ psu de 1'échantillon
) T n:
PO 1 L 1
Y 0 S S A
n 1=l n. J=1 "1J

e
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n
o
Done E x' == 2 T(x!)
m 1=1 1
. * -
Or B(x!) = E(E x!/v° =1
(x}) i l/ kl
ol E(xi/ﬁ“ Bk) = E} x! signifie 1l'espcrance conditicnnelle de x{ sachant
i
o ST L ; .
que 1la i€ psu de 1'&chantillon est la k* psu de la populaticne
1 <2 M o=
Exf =2 2% Ex!== E[E, x!
m 1= 1 onoa=l k 71
) .oonji .o N. s
_ M w[g i I — [E Zf x ']
== & T - ..l mZ= &~ E == |E . ..
mo 1=l ¥ n. =1 lJ} n 1=1 n. k a=1 1]
N ke
\T
N Ni n, K
A R A IR A
o i=1 T n. . i=1 “kj
1 ¥
n. n
Or : L - K
N, N
i k .
o} Ty . o i
Ex' =2 2§ | x;{.=-ri.Zl. X,
rn o1=1 J=1 J nix=ln 3=1 73
Ex'=MX=X

VARIAICE et VARTIANCE RELATIVL de 1'ESTIME

Nous «llcns nontrer que

o2 -
o D Ml 4 D Ve R
x i ™ il i)
) ‘>2 = - WZ
Voo X Fen X
x! Mom T A
avec ;‘L A
P A Y
[y (41 L%
2 1=1
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el . 2 . .
ou S est la variance et B, le variance relative entre les grapres et

®1x )
¥ 1 M.
! 82 = -J; 1 }:1: (\, - i )2
b 72X T N ARl N, - 1 =1 “13 i
ol
&)
w2 = _2X
x TR
o ol . 2 . .
ou SZX est la variance noyenne, et WX le variance relative nmoyenne entre

unités de liste & 1'intérieur des psu.
2 .
Pour celculer Trs oD procédera de la fagon suivante :

2 _ . .2 2 ‘

ou q‘i,/l est la variance conditionneclle de x' en tenent fixe "l’ensemble des
1 psu", et E(x'/1) 1'espérance conditionnelle de x' en tenant fixe "1'ensen-
ble des n psu", <7 E(x'/1) est la veriance de ces espérances conditicnnelles
sur "tous les enscmb-les possibles de n psu'.

La veriance de x' pour un enserble fixe d'unités primasires dans 1l'échan-
tillon est la varisnce de (M/m x") oli x" est 1l'estimé du total pour 1'ensen-

. . . . n
ble fixe des m psu (i.e. x" estimé 5= Xi).

i=1
Donc :
M M2 2
x' == x" = ¢ (x'/1) == T(x")
n
Or : N, 1.
x"=-—+x=—=n¥x
n. n.
i i
Donc : 2
2 2 N.
\ B' M et
cre(x'/l) =X f:re(x") =8 1 n2 G'Q(X)
2 2 2
n n” n§

Or les n psu peuvent &tre considérées came strates. Aussi pour trouver

2 . .
“(x), nous appliquerons le théoréme suivant

THEOREME : Supposons gu'on ait n strates, Ni ¢léments dans la i€

B o, .
strates, D = Py C¢léments en tout, et soiv :
1=1



nj
_ X: é& X,
T o=t =952 1
i-n n.
i 1
si =
Y mi Xi
X = 1=1 D
alors
m 1=F o (X. --X.\2
QQX) e X7 NZ 1T ij dr
g P 171 J=1 W.=1
Or ieci : ==
{n./N. 1.
— ﬁ% 3 nl/I ) 3 . D By
X = : 3
i=] n/D D n Kl
2 n.
- D 1.2 2
o (%) = —5'(ﬁ—) T ()
n i
2
2 2 I
2oy = 2o i L
u(X/l)»-gu(X) 2\Z)m
n LI Y
2
[o n
R
Ia) "\J 2
m n? n” Li D
i
et finalement
.2 m N, = n,
2/ 4 M s 23 1.2
T (x'/1) = RS Soix
n i
ol @ 7. = 2
i (X, - X))
82. - EL 1] L
21X a=1 J. - 1
i
et X.
z = i
i N.
i
Done 5 . . 0
- M s 2717 i 2
Eat{x/1) = =3 B 4 N ——5—~ Sy
m 1
. [+ Mmoo j
‘L7 n. XN 2iX
o i
=£2—n1—l- IIN?—Ni .ni Q2
2 Mi=1"1 n. N, “oil
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cor la variable alCatoire :

]\I s = 1.
2 71 1
Moo= s 2 5o
b ‘1 n. N. 21X
i%i

a M valeurs possibles, chacune avec la probebilité 1/M. Donc :

2 1 e Ny W -m; o
sl B = ._l PR i
Ea(x'/1) =5 &) & W, Spix
toujours avec : . o = |2

2 - s (Xij - %)

21X J= Ni o 1

~ . » - o
qui n'est rien d'sutre que la variance 4 1'intérieur de la i€ psu. Or, on

3 Q I - = tQ i
sait de plus que ni/Ji £, = C Vi,
Montrons que f, = n/N.
En effet Fof _
f —..!‘.-%:E-.@.:ﬂﬂ-_—.ll (l)
27 f ¥°'M nlN™ 3
1
Done, en pcsant : Y N. ?i M
2 =1 LI (x,.-%)% =3 Zow &2,
2 N 1=1 Ni - 1 =1 1] 1 M a=1"1 721X
e
On a2 done : . N. N, = n.
5 M M 1 13 1 S2
Ec(x'/1) == 2. 0. § 2iX
n i=l i
M = T o
=4 s o 5 <0y o
n i=i Nl n (1 ﬁ) P2ix

Or, d'aprés (1) M %-= N %-(évident)
1 = N-n 2
[+ ! = e e
E I (X /l) - N ﬁ i SQX
_ 2 |
2 2N =1 2
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Evaluons maintenant &2 BE(x'/1)

n . I
M = il 5= =
E(x'/1) = BE(= 2 x!/1) = 2 E(Z_ . 7./1
(x'/1) km 1=1 1/ ' 1. (1=l 1 1/ )
I o
M s iz, - e
== ;Ii : car 1l'ensemble des n psu est fix€ et
T ~  peuvent donc Stre considérdes corme
strates
N |
== = 3! , N .
n 1=l "1 les prines &€tant utilisCes pour indi-

2 oM >
a2 B(x'/1) = oo (X ?il x1) = Y

m 1=

quer que KJ“ et x! sont des v.a.
\ 2
Z )

1=1

X, - X
Mel

S al

Mm

d'aprés les résultats sur les échantillons sinples

32
<2 Elx'/1) = e -m — I .S
M m

Donc, finalement, comme

<2, = Ea?(x'/1) + <2 E(x' /1)
on a bien :
!
2001y = af M-msix_l_NE 'fuisgx |
Tx) =M Sy F mm
i
2 2
2, oy _ M-mM 51y §-@n° Sex
Vi(x') = ¥ 2 m | § _2m
oxe d Tox
ou : 2 2z
VQ(X,)=M—m___}S+N—ﬁ_}_(_
| M m N mn

avec
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o ¥o(X. - X)2
S = 2
1X ~ i=1 M~ 1
2
82 = S1x
X oz
N,
M N, i
2 _1 % i s (%.~X)
Sox "Hi=si W, =T j=1 0 1
2
5 Sax
wx P
X

La variance de x' est exprimée en fonction des contributions & la variance

de chaque degré d'échantillonage. Le premier terme représente la contribution
a la variance de x' due au ler degré, et est appelé la composante entre psu

de la variance . C'est la variance de x' bas€e sur un échantillon de m psu

sans sous échantillonage, et alors la variation & l'intérieur des psu n'inter-
vient pas dans cette expression. On peut le voir en faisant n = N dans qﬁ(x')
ce qui aurait lieu si les N, unités &lémentaires de la i€ psu selectionnée
étaient toutes incluses dans 1'échantillon.

Le second terme représente la contribution a la variance de x' due aux
unités du second degré et est appelé la composante intra psu de la variance,
C'est, exactement, & un facteur prés, la variance de x' pour un échantillon
stratifié & fraction sondée constante de n &léments, les psu servant de stra-
tes. La variation entre psu n'intervient pas dans cette expression. On peut
s'en apercevoir en faisant m = M dans<r2(x’), ce qul aurait lieu si un échan-

tillon &tait sélectionné & partir de toutes les psu.

B) ESTIME d'un QUOTIENT

Variance et Variance Relative de 1'Estimé

]
Soit r =-ET =X
Y Yy

~
On se contentera de calculer V;
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2 2

carv_ =V_ . E(r)2 = Vi .r2 si r est sans biais. On montre qu'une approxi-

mation satisfaisante de Vi est donnée par :

2 42 2 __
Vr = Vx, + Vy' -2V x'y
avec : 2 2
2 _Yx' 2 _Ty Tx'y®
V. = Vo= Vorgr =
X X2 Yy YE x'y Xy

D'aprés la partie A on connait Vi, et Viy. Reste & calculer Vx'y' ous(x'y")

qui représente la covariance de x*' et y'
g(x' y') = E(x' = X) (y' = Y)
En utilisant le théoréme :

T, = E S(ufd®) + o[E(u) o) E(v/b*) ]

ct en faisant une démonstration analogue & celle faite dans la partie A

pour le calcul deﬁ‘i,, on démontre que :

2
M2 Mew oo o BN

xy') T M 1XY  m i=l n, N 2iXy
ou M (X, - X)(Y. - )

S1xy © i: M~ 1
et N =

i _ (Xij - xl)\ylJ - Yi)

2iXYy ~ j=1 N. - 1

1

2
: . = " 141 ) + A
Si on fait X = ¥ dans g(x'y') on retrouve 7 (x'). Si n. /Yl = constante

e M-m 2N=-1
Tx'y) "N T Cixy Y TTm Soxy
ou SlXY et SQXY sont définls plus loin et
v o xy) _M-m Sixy N i -5 Soxy
'y' T T2 .2 T Thm 2? 84

Y

a/N



et

ou B

XY
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R W N I G v
x'y' T M m N mn
et Wy, sont définis plus loin .
NOTATIONS
: ZM (Xi—X)(Ii-Y)
ixy i= M=1
N.
S =-:L.M‘ N. S_. =~l_?_-M i .F—l(x.-}?.) (Y.. ~
2XY N i=1 "1 T2iXY N i1=1N. -1 j=1 1] 1 1]
5 M (X, - X)°
sS, = = —=
1X 1=1 M1
H.
M N.
= D
s? ——1-.i_: = 2:-1 (X.. = X.)°
2X N 1=1 N, - 1 j= 1] 1
2 2
2. x e Sx
— 'Y'—:
X .2 X X2
B_,, = EL_P Wen, = EE&Z
xy - XY~ %%
o 2 2 2 .
Sl S ¥ + R SlY ~ 2R Sixy
2 2 2 2
82 = SZX + R SEY - 2R SQXY
2 2 2
B = BX + BY -2 BXY
2 2 2
W = WX + WY -2 WXY

Compte tenu de ces notations, et comme il & &t€ vu plus haut :

2 2
2 oM-m Px FoaMx
x' "~ M n N mn
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2 2
‘J2 :pq_m.iy—.{.ﬁu_ﬁ
x' M n ¥ mn
B - - W
A M em XY N - XY
va'y' <M m tT2TH mn
Comme :
L)
Vz=v‘,+v2,-;_>vH
T b'd X'y
szgﬁum_}f*_ﬁmr—l—}'f_
r M n N ni

ol le premier terme est dd au ler degré d'échantillonage seulement, et le

28 terme est 4l au 28 degré d'échantillonage .



Bien que la décision d'échantilloner des unités de liste au hasard ne
soit pas un choix pratique danz les problémes courants, 1'échantillonage
simple au hasard fournit un moyen de sflectionner des choix raisonnables, et
de discuter des variances dues & ces différents choix . Pour cette raison il
sera souvent pratique d'exprimer la variance d'échantillons en grappes en
fonction de la variance des &chantillons au hasard affectés des coefficients

reflétant 1'effet des 1l'é€chantillonage en grappes sur la variance.

A) APPROXIMATION de la VARIANCE RELATIVE

IIT&é PARTIE

Nous avions vu dans la 2€me partie que :

Soit, si m est relativement faible devant M

Posons

et :

de (3) on tire :

. s . . . ) . 2
qui, a un coefficient prés, figure dans 1'cxpression de Vr que nous voulons

i N
établir . Ajoutons Eﬁi W aux deux membres de (4). En tenant compte de (2)

il vient

MemBS K & W
Vo = i + = =

m ¥ mh

rno

)

N - W

N mn

Vr = M

2 _M-1.2 ¥-1.2
M N

s - (1) B° - ¥2/N
(1) V°/

AL
M~1_.2 V2
M

.

R
2ﬂl<B

[l + S(ﬁ;l)] +

P . s
B s — 1+ (§-1)]

N -

(0)

(1)

(3)

(%)



- D0 .

- /‘\2
- ol A e
Pl e Fe1-tn+3]
N 3] -
n N /\2 q - 1 (\)
W s A
W= 2 (1~ 9) (5)

Subgtituons (4) et (5) dans (1)

2 Ml 2  Fehw

Vr R B+ ¥ mn

2. [1+5¢ 11)]+—--~“ni-vg(1u5)

r  mN - N

2 77 [ﬁ+ﬁii5~ﬁ5+ﬁ—ﬁ§uﬁ+h3]

Ve = o =

r  mn N

G

Vo= — 1+ $(7 - 1)] (6)
On montre que :

2_1—f :

Vo= = Ve [1+ 35 ~1)] (1)

est une meillcure approximation de 1'équation (O)

En effet

2
B m~ 1
eq(7) = eq(0) = 3~ == (8)
We® .2 W, 1-f B mil
eq(6) ~ eq(0) = = (B -'ﬁ—) -7 Y e (9)

et en valeur absolue, 1'exyression (9) est plus grande que 1'expression (8),

pourvu que m > 1 et (B2 - We/ﬁ) > 0, ce qui est communément le cas.

B) APPLICATION & 1'ETUDE d'une MOYENNE par UNITE de LISTE

On cherche & estimer la valeur moyenne par unité élémentaire c'est a

e. N. =X
i

dire X = X/N. Nous supposerons que les psu sont de taille &gale 1i.
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(si bien que chague psu contient N = N/M unités élémentaires).
Partant de 1'expression :
2 lef 42 -
Ve sV 1+ 3(m - 1)]
nous zllons établir que :

V% = %%i G [1+5( 1))

avec : . N.

C\
i

o'
=

N
=
il
]
Cae
(1]
[
[
Cs

Or ici :

avec : .
n 3
x = 2 = x.. _
1=1 j=1 "1j y=nn

Ni = N = N/M sigpifie qu'il v a le mfme nombre d'éléments dans chaque grappe

de la population. Donc comme n, = f2 Ni n, = constante :

[} - P = H.
1°) Y. =Y car Y. =N

[o] = - =
2°) De plus Yij 1ot 1. = Y./N. car Y. =N
i i i

i
2
@
+
i

1]
=

Or :

Nw-1l.2

A2 M1 u

2
- 2
i T + -

compte tenu des expressions de B2 et W2 données a ls fin de 1la 2éwme partie



M - - 174 , T 13
AD M1 2;1 (x1 X) g (3{1 Y) i (xl X)(Yl Y)
V=== 2 ti: 7 "2
(M=-1) X (M-1) Y M-1)XyY
- N. = 2 H, = 2
Ji-1r1 MW, Z;L(le x;) L1 Zl Y.)
B — T - = - T = =
T [ Ni=1 X 13 32 Ui l Nl -1 9 Y2
N
M X 73 Y.. -
1 - ( )N i)
Ni=l W, -1 j=1 b
Aprés simplifications, et compte tenu du fait que :
Y.=Y Y..=Y. H.=X
1j i i
212 . 5 \2
1 - 131 .. = X,
1 2___4 (“i X) L1 4 i (Xl Xl)
M =]l X2 N 1=1 j=1 §2
en divisant le ler terme par Ni au numérateur et au dénominateur
= =2 " £ 2
/\\,2 - _]; g (Xl - X) +-]—_ ‘I\% 1 (Xi' - Xi)
M 1=1 §2 H =1 3= §2
or :
= 2 =.2 ) -
(Xij - xi) = (xla - X) (X = X)°+ 2(X.. = X)(X - l)
% L2
2__ - 2 - 2 - 2 = - = 2 h=] - = - =
o Xy =% = 4 (X - X7 (X - X7 2R - X)X - N X)
w
=1 5= (XIJ - X)) = iy &= (XlJ - X)) + W, 2 (XX)T + 2 (X-x )(x, - X)
Y‘]'.
M M M
_ 2,2 > 22 w ST T T2
T i=1 j=1 (Xlg - X7 e i=1 (X Xi) - 2158 1-'1(X i)
N.
M 1 M
= > 3V _ % T _ T2
i=1l j=1 (Xij X) B 1=1 (X Kl)

En tenant compte du fait que dans 1'expression 92 on a N= + Ni et en rempla-

cant on obtient :

N‘ =-2
M i (X.. =X)
Ve = 0 AL o2
i=1 j=1 T2
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¢ _ (u-1)/m 8% - VP/m

(F-1) V2/u
comme on l1l'a vu plus haut
F e
M (X, =-X)
Yl g2 ge réauit a 2 & L
M M 1=1 (I’I—-l) f}%c
Donc : . > . _ o
M-1 .2 Z}:i‘ (Xi - X)_ . :f (Xi/Ni - x/mi)
M 1=1 M '5{'2 i=1 M(;\E/Ni)'?
2 N = == 2
w12 b o 5 (%; - %)
" ¥ =y X
55_ gl 2 u
a - ER Y - =
V2 = i=1l j=1 (X].J X) - M % Zl (Xi' X
! 5w X Noisl §=l 4 }P
A
v_oud o
EREEL S S
1y . _ -
Dlod : ) T2/ - 2 [P
(T-1) <2/0
2 2T
< Ty - a /N
(F-1)e /0
Récapitulons :
2 _1=-°f 2 =
H. =2
i (X..~=X)
Ve T i
1=1 J= =0
5 5 U X
. _<b -q /‘I
(F-1)s"/H
Moo
(... - 7‘;)2
2 _ 1= 1
f<y =




g
s Z (X, -%)°
< 2 - =] j=1 1] 2
W - N
vy X
2 (X - %)
2 1=l j3=1 1J
T = N

On démontre aisément quefr2 =<r§ +(y?
¥

a) Siq‘s = 0 i.e. si Xij = Xi/Hi, alors tous les éléments i 1'intérieur
d'une grappe sont semblables du point de vue de la caractéristique étudiée ;
par suite il n'y a pas de variation entre unités & 1l'intériecur des grappes,
i.e. i1l y a homogén&ité..

Dans ce cas <,—2=<r.§ et 3 =1

b) si<r§ =0i.e. s5iX= Xi/Ni alors les moyennes de toutes les grappes
sont identiques, a.lors‘:,--2 =<T§ i.e. Cf% est €levé, et il y a donc hétérogé-
néité a 1l'intérieur de chaque psu.

Dans ce cas & = ﬁ;%_i
On vient donc de voir que la corrélation interclasse § est voisine de 1 si la
contrihution<7§ entre grappe; est forte dans 1la yarianceir2 et que § sera fai-
ble voire méme négative si<rb est faible.

Ainsi, mesure le degré d'homogéndité ou d'hétérogénéité & 1'intérieur
des grappes. Quand les unités élémentaires & l'intérieur des grappes sont
relativement homogénes i.e. quand elles sont semblables du point de vue d'une
caractéristique, la corrélation interclasse entre unités pour cette caracté-
ristique sera élevé. Réciproquement, si les unités &lémentaires a4 1'intérieur
des grappes sont relativement hétérogénes, la corrélation interclasse sera
faible ou méme négative.

Or V% mesure en quelque sorte la précision de l'estimé X de X. Le nom-
bre total d'unités élémentaires dans 1l'échantillon est mn et lﬁ% V2 est 1a
variance de 1'estimé dans un échantillon au hasard de mi unités &lémentaires.
Cela entraine que 1 + $(n-1) représente dans V% le facteur par elquel la

variance relative d'un échantillon au hasard doit &tre multipliée pour obtenir
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la variance relafive due & 1'échantillonage en grappes (toujours pour des
grappes de méme taille). Donc si n = 1, i.e. on tire un élément dans chaque
grappe, 1 + ¥ (n~1) = 1 et la variance relative est la méme pour un échantillon
au hasard et pour un échantillon en grappes. De plus, si ¥ > 0, tout augmen=-
tation de T augmente la variance relative dans le cas de l'échantillonage en
grappes, d'ol diminution de précision. Donc, dans le cas de grappes homogénes,
i.e. S > 0, on aura plutdt intérét & utiliser un échantillon au hasard.
Inversement, dans le cas de grappes hétérogénes, i.e.’ < 0, on aura plutdt
intérét & utiliser 1l'échantillonage en grappes car V% diminuera, i.e. la pré-

cision sera accrue.

Remarque 1 : illustration

Supposons que 1l'on veuille évaluer le nombre moyen d'habitants par
appartement dans une ville. On divise la ville en quartiers qui seront les

grappes. Les appartements seront les unités de liste.

12 1k

13 15

H
)]

ler cas : Si 1'échantillon ne comporte que 4 grappes, et si on tire
les grappes 1, 2, 3, 4 : ce sont des quartiers centraux, ou sont situés les
bureaux, etc... ol le nombre d'habitants par appartement est faible. Ces grap-
pes sont homogénes, et pourtant on aure une sous estimation du nombre d'habi-

tants par appartement.

28me cas : On tire les grappes 12, 13, 1Lk, 15 : ce sont des quartiers
périphériques donc populeux. Ces grappes sont homogénes et pourtant on aura

une surestimation du nombre d‘'habitants par appartement.
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Remarque 2 :

On pourrait confondre grappes et strates. De falt, les grappes sont des
strztes particuliéres car on a dit qu'un individu appartient & une grappe et
une seule, et que chaque individu appartient 4 unc grappe. Aussi, on pourrait
s¢ demander si, lorsque § est grand i.e. les grappes scnt homogénes, i.e.
1'échantillon simple est meilleur que 1'é&chantillon en grappes, on ne pourrait
pas choisir un autre systéme de grappes telles que 5 soit faible et par suite
1'échantillon en grappes soit meilleur que 1'échentillon simple.

Mais en génfral, le choix des grappes est systématique et s'impose de
lui-méme (par exemple il correspond 4 des divisions gfographiques pour que le
colt de l'enquéte soit moindre) alors que la stratification est définie par
une relation d'équivalence qui fait que les éléments peuvent &trc dispersds.
Aussi, si on transformait les grappes en strates, ce qu'on gegnerait en pré-

cision en diminuant ainsi §, serait largement perdu du point de bue du coit.

C) GENERALISATION

Revenons au cas général ol :

vi = lm“nf 2 [1 + §(n- 1)]

que nous écrirons

Y
ve = (2= v?) Y.é- [1+5( - 1)]

r mn V
ol
2 _ 2 2
VEm VR VG e 2 Ty
avec : ar N€
2. S (Y Xy, . ¥
. L = (YlJ X)-Y, . Y)
¥ (N -1)XY
et o N 5
(X.. - X)°
V2 _oi=l j=1 "Tij '
X =2
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On cherche & estimer R = X/Y & 1'aiéde de r = x/y.
Vi est composé de trois facteurs :
1 --f V2
mf
lon simple, corme dans le cas B. Cependance, ici, il représente la variance

a) Le facteur est la variance relative due & un échantil-
relative d'un quotient de variables aléatoires, clors que plus haut, il re-
p résentait la variance relative d'une moyenne par unité de liste ol le déno~

minateur n'éteait pas une variable alfatoire.

b) Le second facteur QQ/V2 n'apparaissait pas dans le cas parti-
culier. Il est du au fait que maintenant le nombre d'unités de liste par psu
est variable. Dans lc cas particulier ou Hi = N, il est alops égal & 1. Habi-
tuellement %2 est supérieur & V2, bien que, si les totaux X, et Y., paur

-~

chaque grappe, tendent & &tre propertionnels aux Ni, alors la variation de
taille des psu, n'augment pas beaucoup?/'2 par rapport & V2. Aussi, 62 et V2
seront voisins dans ce nombreux cas. Mals si X. est proportionnel & Ny, et
qu'il n'en =st pas de méme pour Y., alors Ga/Vf‘peut gtre nettement supérieur
a1, et i1 peut donc y avoir un grand désavantage & utiliser de telles grappes
dans la sélection de l'é&chantillon, quelle que soit la taille moyenne des
"ultimate clusters’. C'est ce qui arrive en général lorsqu'on cherche un
estimé non biaisé d'un total.

Le troisidme facteur 1 + §(fi-1) est comparable au méme terme &tudié

o

plus haut. § mesure ici aussi 1'homogénéité des grappes. Comme dans le cas
précédent, si les grappcs sont homogdnes i.e. § © 1, comme A est supérieur &
i, Vi augmente, donc la précision diminue ; on & donc intérét & prendre un
échantillon simple au hasard,

Si les grappes sont hétérogénes, i.e. S faible voir méme négatif, Vi
sera faible, donc la précisicn accrue, et par suite on a intérét & prendre un

échantillon en grappes.



IVE PARTIE

A) Tonctions de colit simples.

Pour étudier le colit d'une enquéte entrainant 1l'usage de 1l'échan-
tillonage en grappes, il est nécessaire de déterniner les différentes phases

de 1'enquéte, et de déterminer approximativement

a) Les fraix généraux, i.e. ces frais indépendants de la manidre

dont la taille de 1'échontillon ou l'échantillon lul méme sont choisis.

b) Les frais qui dépendent d'abord du nombre d'unités primaires
incluses dans l'échantillon et ensuite de la variation de ces frais en fonc-

tion de la variation &u nombre de ces unités primaires.

c)Les frais qui dépendent d'abord du nombre d'unités de liste.
incluses dans 1'échantillon,.et ensuite de la variation de ces frais en fonc-

tion de la variation du nombre d'unités de liste dc 1'échantillon.

Supposons par exemple, g'un total de 5000 dollars soit & notre disposi-
tion pour une enquéte sur les loyers des habitations dans un comté, et que de
petites zdnes soient les unités primaires, avec les habitations comme unités

de liste, et que les frais c'él3vent dela fagon décrite ci-dessous

a) Frais totaux et frais fixes : le colit total C qui intervient
dans la fonction de colit dépend seulement des colits variables, d'ol sont
exclus les frais généraux constants quelle que soit l'enquéte. Les frais dus
au travall du centre administratif et technique, et les frais d'équipement
peuvent @tre 4 peu prds identiques méme lorsqu'il y a des variations dans la
taille de l'échantillon. Nous supposcrons que, dans le cas particuliér traité
les frais généraux invariants (fixes) sont estimés & 1500 dollars. Ceci réduit
les fonds disponibles pour les frais variables & 5000 =~ 1500 = 300 dollars
de telle sorte gque nous avons

C = 3500 dollars.



b) Frais variant proportionnellement au nombre des psu dans
1'échantillon.

Certains autres Trails peuvent varier directement en fonction du nombre
de psu incluses dans 1'@&chantillon. Ces dfpenses peuvent comprendre les frais
dus au choix, au repérage des psu, aux déplacements, 4 la préparation d'une
liste des habitations, ¢t au travail de sous échantillonage. Disons que le
colit de tellcs opérations est égal 3 Cl par psu incluse dans 1'échantillon, e
et que, en nous basant sur une enquéte préalable, nous pouvons estimer, dons

le cas particulier présente, C., 4 2 dollers. Ceci signifie que nous estimons

1
que les frais d'adjonction d'une psu 4 1'échantillon serait de 2 dollars,

sans compter les frais dus 3 l'interrogation et & la répertoration des données
pour les familles qui peuvent &tre incluses dans 1'échantillon issu de cette

psu.

¢) Frais variant proportionnellement au nombre d'unités de liste

de 1'&chantillon.

D'autres frais sont ceux qui peuvent dépendre directement du
nombre total d'unités de liste incluses dans 1'é&chantillon. Ici, on peut in-

clure les frais dus aux interviews et aux examens des résultats. C, repré-

2
sentera le colit de telles opérations par unité de liste, colit qui varie direc-
tement avec le nombre d’unités de liste incluses dans 1'échantillon.

lljous supposerons, pour notre cas particulier, qu'epr@s une enquéte préa-

lable, nous avons estimé C, d 1 dollar.

Fonction de coiit totale (cas simple) :
Si nous trouvons dans la situation simple ol tous les frais de 1'enguéte peu-
vent 8tre représentés 4 peu prés par les types de dépenses décrits plus haut,

alors C, le colit total attendu de 1l'cnguéte, sera donné par :

C = Cl m + C2 mn

nombre de psu sélcctionnées

&
=]
1]

n = nombre d'unités de liste.

8
-]
it

Dans notre exemple :



€C=3500 ¢C

L1}
n
«Q

il
‘._J

1 2

et la fonction de colit devient

/OO =2m +m @ (1)

B) Utilisation des fonctions de cofit pour la recherche des valeurs
optimum de m et n dans le cas d'une fonction de colit simple

Le probléme consiste a4 déterminer les valeurs de m et n qui fournissent
1'exactitude requise a moindres freis, ou celles qui fournissent la meilleure
précision avec les fonds et ressources dont on dispose. On cherchera donc a
minimiser la variance relative.

Une fois les unités primaires définies, nous sommes en mesure de déter-
miner approximativement la fraction optimum d'échantillonage du second degré,
f2, et le nombre optimum de psu & inclure dans 1'échantillon en vue de l'esti-
mation d'une certaine caractéristique.

Pour déterminer la valeur optimum de f,, nous déterminerons d'abord la
valeur optimum de 1, i.e. le nombre moyen d'unités &élémentaires par psu et

alors
optimum f =-QE§L—E
2 I
Considérons d nouveau le probléme de 1'estimation de la valeur moyenne
de 1l'estimation de la valeur moyenne des loyers. Nous pouvons déterminer &
1'~ide de 1'8guation (1) 3500 = 2m + mi = m(2+n) tous les couples (m,n) qui
entrainent un coput total donné, et tirer de ces couples celui qui fournira
la plus petite variance relative que nous prendrons &€gale a, en négligeant
(l-f) 3

2= s
c=— 1+3(n..1)]
A
Supposons §= 0,26 ¥ =1
elors:
p .1 5 -
Vr-—mﬁ[l+0325 (B - 1)]
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Le probléme consiste 4 minimiser Vi en tenant compte de la contrainte (1).

_ 3200
Or m = 5
2 _2+n1n - 7
- e o] .
v 35005 {; + 0,25 (n 1)J

D'ol le tableau :

m n Vi
1167 1 0,000857
875 2 0,00071k
100 3 0,00071k
583 b 0,000750
500 5 0,000800
350 8 0,000982
292 10 0,001113

On s'apercoit que opt n = 3 et opt m = T00. On prendra donc trois unités de

liste par psu.

Formule explicite optimum & pour une fonction de colit simple :

I1 s'agit de minimiser :

En tenant compte de la relation C = C, m+C, nn.

Considérons la forme Lagrangienne :

J— —
F = Vr + R(Cl m + C2 mi = C)

<)
o

- » -~ . —D
Alors, opt n et opt m sont donnés par les &quations ~$% =0 et Y5~ 0
2 2 2
3F _ B W W -\ _
SEE- 3ot 3ot NC, +C,mn) =0 (2)
jul nn m N
“F W2 '
‘ - - =
i 5+ AC,m=0 (3)
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Multiplions 1lféquation (2) per w

s
.

32 72 V2
b i -~
nE-EE+~m-—:‘-T_+.'\(Clm+CEmn) = 0
ultiplions 1'équation (3) par m :
2
- LJ-—--b- AC.,mn=0
rn 2
Soustrayons (3) de (2)
82 ¥
2C, m o= .
1 i il
2 2
1
W2
De 1'équetion (3) on tire Am”~ = — (5)
C.n
2
Comparons (4) et (5)
2 _ % e
n ===
€2 8% . vo/m
Finalement on obtient :
optﬁ“‘\/?—]; w2 =\/:C_‘}_l"5
V% 8% . wem Ca 8
et
_ C
Pt m =TI R




