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THEOREME MAXIMAL DE IONESCU - TULCEA 

par 

Monsieur GAPAILLARD 

1.°) Lemme 1. 

? , Soit (X,T,y) un espace mesuré 3 ^ A

N^ N E N
 iSU^^e d& parties de X 

n e N U(n,x) e T 

x e A U*(n,x) avec 
n ' 

1) W * ( U ( n . x î ) < 00 V n e N 
n 

2) inf yCU(n.x)) > 0 V n e N tel queh / 0 
x,-A n 

n 

3) p,q g N , p < q 

x ^ A p U(p,x) O U(q,y) = 0' 

y € A q n £ U*(p,xî 

Alors, il existe une suite (U(u(j),x(j))K ^j (le N , u : I — > N) dis­

jointe telle que 
4 ) A < * = M u A r / S - U*(u(j),x(j)) 

00 n £ N n j s* I 
Remarque. 

Si dans 3) on fait p = q = n, on obtient : 

x e A 
n U(n,x) r> U(n,x) « 0 

n u « 

impossible d'après 2). Donc : 



— 2 — 

x er A — x € U*(n,x) n 

Démonstration• 

a : le plus petit n c N tel que A^ ? .0 

CU : ensemble des suites (U(u(j),x(j))). 
J - 1 

avec : I s intervalle de N 

u : I — ± N application croissante vérifiant : 

•i) 0 e I , u(0) = a , x(0) * A u ( Q ) 

ii) j e N , j+1 e I 

= ^ X ( J + 1 ) ^ Au(j + 1) "oUj ^tutB).x(sJ) 

iii) j e N , j + 1 s I 

— » A - U . U*(u[s),x(s)) = 0 
n o^s^J 

V h , 0 je h < u(j+1) (si un tel h existe). 

%* 0 car (U(u(0),x(0))) e U si I = {0} , u(0) = a et x(Q) c A . 
a 

Soit CU(u(j),x(j])) m T s 26 . 

Alors : - x(j) e (définition des U(n,x) 

- les ensembles de cette suite sont disjoints. En effet : 

soient i,j <£ I , i < j donc p = u(i) _< u(j) = q. 

Alors : xCi) € A (1). 
P 

et x(j) e A - ) J . A U*(u(s),xts» ii) 
q 0_1SJ\3 ' 

x(j) e A q O Cu*(u(i),x(i)) (2) 

1), 2), (3) —* U(u(i).x(iî) O U(u(j),x(j)) = 0. 

Il reste à trouver dans % une suite vérifiant (4). 
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1ère partie. 

S'il existe dans % une suite infinie (U(u(j),x( j ) ) ) . cette 
j € N 

suite satisfait à (4). 

1) lim u(j ) = °°. 
jeN 

Autrement : 3 q a II tel que u(j) ̂  q , V j s N. 

Alors, par définition des U(n,x) : 

x(j) c A 0 A, 0 . V A , V j e N. 
o q 

D'autre part, d'après (1), 3 B c X tel que 

y*(B) < ~ et U(u(j),x(j)î c B 

(il suffit de prendre B = ^ U(n,x}}. 
q<njcq 
x c A 

Alors 

y(.U U(uCjî,x(j))î = . u(U(u(j),xtj)îî < y*(B) < -

D'où lim u(U(u(j),x(j))) = C 

mais u(j) est constant à partir d'un certain rang, soit u(j) = n B Alors la 

limite ci-dessus montre que 
inf y(U(n,x)) = 0 , contraire à (2). 
x*A 

n 
2) Soit alors h N » D'après (1), 3 j N tel que h < uCj + 1). 

Alors iii) A c ^ . U*(u(s),x(s)î C U, U*(u(s),x(sî) n ^ o<s<j siN 

et h arbitraire (4). 

2ème partie. 
1) S'il existe dans %une suite finie vérifiant (4), c'est terminée 
2) Dans le cas contraire, soit (U(u(j),x(j))]. T une suite finie de 

J € I 
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EilG ne vérifie pas (4) donc : A» - S''T U*[u(j J,x(j J J / 0, 

Soit p = sup I et I' = I L {p+1} 

Soit q le plus petit entier tel que A - .Vy

T U (u(j),x(j)J / 0 

Soit enfin u(p+1) = q par définition, 

Par définition de a et puisque A^ ¥ 0, on a q > a donc u(p+1) _> u(p) si p=0 

Si p > 0 : 

iii) =p f\ - l > U*(u(s),x(s)î = 0 V h , 0 < h < u(pî h oj< s_<p -1 — 
A u - [-4 U*(u(s),x(s]} = 0 V h , 0 < h < u(p) h o_<3£p — 

soit A. - . ( 4 U*(u(j),x(j)] = 0 V h , 0 < h < u(p) 
n j 1.1 

d'où q = u(p+1 ) 2. u^ 

Prenons alors arbitrairement x(p+1) € A - Kl U*(u(j),x(j)). LA 
q jcl 

suite (U(u(j ),x(jî))j appartient alors à Ï6. 

Ce qui précède donne donc un procédé pour obtenir par récurrence 

une suite (U(u(j),x(j))). € te qui, d'après la 1ère partie, vérifie (4). 
J 6 • M 

2°) Théorème maximal. 

On suppose en plus des hypothèses du lemme 1 que A^ e T , M n e N 

5] 3 C f R tel que y*(U*(n,xî) _< C y(U(n,x)) , V n e N , V x ê A R 

v est une mesure sur T telle que : 

6) v(U(n,x)) ̂  y(U(n,x)) V n 6 N , V x ^ A n 

Alors 

7) y (A )< C v ( . U

T U(u(j),x(j))î 
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Démonstration. 

c j U U*Cu(j),x(j)) 

— * y(Aj _< y*(y^. U+(u(j),x(j]}J 

< ^ y + (Jtu-jî,x(j)î) 

_< C ^ y(U(u(j),x(j))î 

< C . E

T v(U(utj),x(j))) 

= C v( .U U(u(j),x(j») 
J £1 

A ajouter à l'énoncé de la "variante" s 

On suppose qu'il existe un clan T q c T tel que : 

i') f A € T , D £ T A M B ? T 
J o o 

ii'î 1 y(A) = sup y(A 0 B) 
Bel 

o 
3°j Une variante du théorème maximal» 

(A ) «• suite de T. (et non de J ) 
n n (£ N o 

n c N Utn,x) c T 

x £ A LT(n,x) n 

On suppose 
I j V B c. T 

1) ' y*( U(n,x)) < - 0 

n V n e N 

2)' Les conditions 2), 3)3 S)3 6) sont satisfaites. 

Alors : 

y(A ) < C v(X) si si A = U a . 
oo ~ oo n 

Pour tout n ̂  N, soit A' c A avec A' e. T . On considère alors les U(n#x) 
n n n o 

et U*(n,xî correspondant aux x appartenant aux A^. 
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Les conditions d'application du théorème maximal précédent sont 

alors remplies pour la suite (A') r, d'où s K K n n H 

y( Si A" ) < C v(X) . 

Alors, d p après ii) 1 i 

y(A ) = y( ' l A ) = sup MiiJi A ) n B) 
oo ru-N n 0 l. neN n • -1 

o 
= sup y( w A O B)) < C vCX) 

N -P nJM n _ — 
o A' 

n 
T q d'après i]' 

4°) Conséquence du théorèpe maximal de Tulcea. 

(X,T,y) expace mesuré 

T q clan des A T tels que y (A) < 00 

£ : mesure sur T telle que 3(X] < 00 

Théorème„ 

(F ) ; suite croissante de sous-tribus de T n n e N 
1 

f n e L CX,T,y) : fonction F^mesurable telle que : 

6 CAD > fA f dy , V A e F — jA n n 

Alors : 

a y({x ; sup f (x) > a}) < g(X) , V a > 0. 

Démonstration a 

Posons i v = M/a) 8 

A f = {x ; f (x) > a} 
o o 

n > 1 : A' = {x i sup f.(x) < a , f (x) > a} 
0SJ<n-1 J ~ 



- 7 -

Alors il est clair que 

{x ; sup f (x) > a} = A* 
n ^ iNî 

Posons alors : 

A = A' si y(A') ï 0 n n n 

A = 0 si y(A1) = 0 n n 

Soit : U(n,x) = LT*(n,x) = A , V x e-A , V n c- N tel que A ^ 0 O 

n n ^ n 
Alors : 

% . A' e F c T ==v y*( O U(n,x)) = y*CA ) = y (A J = y(A') < <* = » 1 ) n n x£-A n n n n 

. v(U(n,x» = v(A ) = - 6(A ) > - L f dy = n a n — a J A n n 

= - f A, f dy > 1 a y(A') = y(A ) = y(U(n,x)) a ' A^ n — a n n 

5). 

^ . inf y(U(n,x)) = y(A ) > 0 2) 
* n n x e A n 

# . y(U*(n,x)) = y(U(n,x)î — 6 ) avec C = 1 

^ 0 p,q •;: N p f q 

x e A p 

V € A r f, lT(p,x) = A f\ f: A A ^ A p / q A û A = 0 q ° H q ^ p ' p q 7 K M p q 

——> U(p,x) rMJ(q,y) = 0 = > 3) 

(voir définition des A'). 
n 

Alors d'après le théorème maximal : 

y(A ] = y( U A ) = y( 4 . A') < v^x^ = ~ $M ° 00 ndM n n^N n — a 

D'où : a y({x ; sup f (x) > a}) _< B(X) Q.E.D. 
ncN n 

I ; 
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5°) Application à un lemme maximal de J 0 Neveu, 

Lemme maximal de J, Neveu. 

(fi,S*P) espace de probabilité {^} une suite de sous-algëbres de 

1 ) f * L 1 ] 
i — > J f dP > 0 

^ = O {E n f > 0 ! "f f n i 
.4 

2) f € L 1 , a > 0 ] 
* ! J ( |f | - a) dP _> 

fl. = V {JE n f | > a} j "f,a f,a n 1 1 J 

Démonstration du 2), 

On pose : 

A' = {x ; |(E ° f)(xî| > a} 
o 1 1 

A' = {x ; sup |(E 1 f)txï] < a , |(E n fHx) | > a} 1 ; A' = fi. n „ \ ' 1 — n=1 n f,a 1<i_<n-1 

Puis 

A = A' si P(A!) 7̂  0 00 

n n n d'où y(^-; A') = y( nV; A ) = M(fi ) 

^ n n ' 

y = P 

v défini par v(A) = -g J |f | dP 

n I 
x s A j " n ; 

v*l {-i Utn.xî) = p*CA ) = y(A ) = PCA ) < 00 1) xeA n n n n 

v(U(n,x» = vCA ) = - /. |f I dP 

a n a 

= - f. E n IfI dP > - f. |E n fI dP,~ (Cours J. Neveu p. 116) a ;A 1 1 a. — a JA ' 1 

n n n 
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car A <Œ n n 

> - a P (A ) = P(A ) = (A ) = y(U(n,x)) — > 5) a o. n n n n 

inf y(U(n,x)) = y(A ) = P(A ) > 0 :==-> 2) par choix des A . n n n x ra n 

6) trivialement vérifié avec C = 1. 

3) p,q N p _< q 

\x v£ A 
p 

y f A o r U*(p,x) = A n /? A = % p / q =~> A O. A = 0 

soit : U(p,x) C"; UCq,y) = 0. 

Conclusion, 

Le théorème maximal de Tulcea s'applique et : 
00 00 

y l ^ A î _< v( U U(n,x}) = v( U[ A ) 

d' où 

Ptfi. ) 4 J l f I d P = - In l f I d P 

f,a — a J 1 1 a 1 1 

'-̂  A t, a n=1 n 
co 

puisque Q n et A ne différent que par un ensemble P-nul. ^ f,a n=1 n K 

f,a f,a 
D'où 

/ ( |f | - a) dP _> G, 
f ,a 

Démonstration du 1), 

f = f + - f" f + = sup (f,0) 

f"" = sup (-f,0) 

kf
 f d P = / f l f

 f + d P ' / n f

 f " d P 
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On doit donc démontrer 

Jo f + d P ± /o f' d P 

o. f f 

A' = {x s (E 0 f)(x) > 0} 
o 

= {x i CE n~ 1 f](x] £ 0 . ( E n fHx) > 0} 

y : y(A) = J A f" dP 5 v : v(A) = J f + dP 

'A = A' si (A ) > 0 
R R n U(n,x) = U * (n.x) - A 

A = 0 si (A ] = 0 n 

, n n 

. \iH 4 U(n,x)) = y*(A ) = y(A ] < « — > 1) car f" e L 1 

n 
(Halmosc p. 102) 

a Q 
. f = f + - f" —* E n f = E n f + - E' n f" CNeveu Cours p D 115 b) ) 

P o S o 

D'où : x e A (si A ï 0) n n 
o a a 

(E n f)(x) > 0 —-*(E n f + Hx) (E n f~Hx) 
P o S o 

D'où 

v(U(n,x)î = v(A ) = L f + dP = J A E n f* dP > n J A JA n n n 

J A E n f" dP., = /. f" dP = y(A ) = y(U(n,x)) J A -a J A n n o n 

o inf y(U(n,x]) = y(A ) > D par choix des A 2) 
xeA 

n 
• 6) trivialement vérifié : C = 1 

• 3) vérifié comme précédemment car les A sont disjoints. 
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Conclusion, 

On peut encore appliquer le théorème maximal de Tulcea i 

y ( U A ) = y( U A') = < v( U U(n,xî) = v( U A ) = vtfij n n f — n f 

D'où : 

L f" dP < J n f + dP L (f+ - f") dP > 0 

soit : 

J f dP > 0 C.Q.F.D. 


