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THECREME MAXIMAL DE IONESCU - TULCEA

par

Monsieur GAFPPAILLARD

1°) Lemme 1.

7, Sott (X,T,u) un espace mesuré | (An o isutte de parties de X
n« N Uln,x) T
Ay
x e A  U*(n, x) avee
[ |
xe ' © o
1 u (x€A uln,x}J) < ¥neN
n
2) inf ulU(n,x)) > O Yn <N tel quel | # @
x A
n

3) ppgeN, p<gqg
X e Ap = U(p,x) ¢ Ulg,y) = @~

e Ay 0 [ U*p,x)

M

Alors, il existe une sutte (U(u[j),x[j]))j g e N, u:I— N} dis-

jointe telle que

= U o \\J i N
4) A n:fN n I Uru(il,x(3))
Remarque.

Si dans 3) on fait p = g = n, on obtient :

n == Uln,x) M U(n,x) =@

X € An s EU*{n.Xlg

impossible d'aprés 2). Donc :



Démonstration.

a : le plus petit n &« N tel que An #.0

Y : ensemble des suites [U(u[j),x(j]])j( I

avec : I : intervalle de N

fu: I — N application croissante vérifiant :

1) 0 eI, uld

o, x(0) < Au(O]

11) e N, j+1 = I
.

<
Vh, 0<h<u(j+) {si un tel
W# @ car (UL(D),x(0))) ¢ & si I = {0} , u(@)

j [ 7{)

Soit (U(u{j]‘X(J]]]j[;I .

Alors : - x(j) <« A ., (définition des

ulj)
- les ensembles de cette suite

soient 1i,j ¢ I , 1 < j donec p = u(i) < u(j) = q.

Alors : x(i) = Ap (1),

; - U * ,

et x(j) Aq 028%j-1 U™ uls),x(s)] 1i)
= x[j]e'Aq MO URu(i),x(1)) (2)

Ve

1), 2), (3) = U(u(i),x(1)) D uUluljl,x(§)) = @.

= x(J+1) « Au(j+1) - QEEEJ W (uls),x(s))
iii) J e N, j+1 e I
- A - ) Uttucs),x(s)) = 2
n  0<s<j

h existe).

=g et x(0)z A .
a

Uln,x)

sont disjoints. En effet :

Il reste & trouver dans %, une suite vérifiant (4).



1ére partie.

S'il existe dans 7% une suite infinie (U(u(j],x[j));je N’ cette

suite satisfait a (4).

1) lim u(j) = =,
jeN

Autrement : 3q ¢ §i tel que u(j) <g, V j = N,
Alors, par définition des U(n,x)

) e A, U L R i & N.
x(§) € A LA A VieN

D'autre part, d'aprés (1), 4 B £ X tel que
- o U . . -
wHB) < et Py Ulu(j),x(3)) B

- - .U
(i1 suffit de prendre B 0 Uln,xJ).

><£An
Alors

u(j§f V(LX) = 50w, x(1)) < wkE) <=

-
i

c

]

D'ol lim p(UCu{j),x(j)))
j—)oo
mais ulj) est constant & partir d'un certain rang, soit u(j) = n. Alors la

limite ci-dessus montre qgue

inf u(Uln,x)) = 0 , contraire a (2).
X A
n

2) Soit alors h « N. D'apr2s (1), 3 j - N tel gque h < ul(j+1).
A R * ST
Alors iii) == An ¢ 0<5<) U (uls),x(s)) < <IN U'luls),x(s]))

et h arbitraire == (4).

2eme partie.

1) S'il existe dans . une suite finie vérifiant (4), c'est terminéd.

2) Dans le cas contraire, soit [U[u[jl,x(j]]Jj ~ 1 une suite finie de



I
Soit p = sup T et I’ =1 L {p+1}

Eiie ne vérifie pas (4) donc : A, - }E) U tu(3),x(3)) # 1.

Seit g le plus petit entier tel gue Aq - ;E& U*ulj),x(3)) # @

Soit enfin ulp+1) = g par définition.

Par définition de a et puilsque Aq # B, on a g > o donc ulp+1) > ulpl) si p=0

Sip>0:
cas1 I ; -
iii) = Ag 0<5<p=1 U*tuls),x(s)) = @ Y h, 0<h<ulp)
Lo FS -
h ™ o<i<p U™(uls),x(s)) = @ ¥ h, 0<h<ulpl
soit A, - ;&i U*(uljl,x(3)) = @ Vh, 0<h<ulp)

d’oll g = ulp+1) > ulp)

Prenons alors arbitrairement x(p+1) e Aq - ;Zé U*(uljl),x(3)). LA

suite (U(u[j],x(j]])j appartient alors a 9¢.

=1’

Ce qui précéde donne donc un procédé pour obtenir par récurrence

une suite (U(u(j],x(j)])j efqe U qui, d'aprés la 1ére partie, vérifie (4).

2°) Théorame maximal.

On suppose en plus des hypothéses du lemme 1 que AL eT ., V¥VneN
5) 1C 2R tel que u (UMn,x)) < CulU(n,x)) , VneN, Vxe A,
v est une mesure sur T telle que :

8) vlUln,x)) > ulU(n,x)} ¥ n e N, VXxe A

Alors

7) wia )< € V(Y Ut X))



Démonstration.

A <;j§é U™u(3),x(3))

=]

= ulA) < u*t;;} UtCul3),x(33))

i A

j{I p*Ulu=31,x(313)

I A

C jEI ulUu(3d, x(331)

I A

C jEI vUCu(i), %3

C v[j&i Ululil.x(3idl)
A ajouter & 1'énoncé de la "variante” :
On suppose qu'il existe un clan TO < T tel que :
sy s < - o - z
i’} [A T, B ¢ TO == A (1 B TO

ii') 1 u(A) = sup w(A ¢ B)
Be‘T0

3°%; Une variante du théoréme maximal.

(A) sutte de 1. (et non de T_)
nneN 0
n < N Uln,x) « T
ANAN e D
X ¢ An| ‘U™ (n,x)
On suppose
] i v B & TO
130w = U, X)) <

X B VneN
2)' Les conditions 2), 3), 5), 6) sont satisfaites.
Alors :
: i = LJ
ulA ) < Cv(X) sz sl A AN An.
Pour tout n = N, soit Aé < An avec Aé EATO« On considére alors les U(n,x)

et U¥(n,x) correspondant aux x appartenant aux Aé.



Les conditions d'application du théoreéme maximal précédent sont

alors remplies pour la suite (Aé]n/;N d'ol

“‘ ! A’
Ml L AT ) < Couix).

Alors, d’aprés ii)’

il
'

- TR - {1 .
ulA ) = u(an An] ;gﬁ ”([neN An) v B)
o
= sup pl '~y A 0 B)) < C vlX)
BsTO nN "n

Al
n
(%,
[ > sy
TO d'aprés 1i)

4°) Conséquence du théorépe maximal de Tulcea.

{X,T,u) expace mesuré
T0 clan des A ¢ T tels que plA) < =

5 : mesure sur T telle que B(X) <

Théoreme .
[Fan eN ¢ suite crotssante de sous-tribus de T
e L1(X,T,u) 1 fonction Fn—mesurable telle que :
B(AY > [ f du ., VAcF
Alors :

a ul{x ; sup Fn(x] > al) < g(X} , VY a>0.
neM

Démonstration.

Posons : v = (1/a) 8
Aé = {x : fo(x) > a}

n>1: A= {x; sup f.(x) <a , f (x}>a}
0<j<n-1 n



Alors il est clair que

e = ) oa
{x ; sup fn[x) > a} aoh An
n e
Posons alors :

An = An ai u(An] # 0
An = { si u(An) =0

Soit : U(n,x) = U™(n,x) = A, » YXxeA . Vn=Ntel que A # 0.

Alors :

e L et TS ( . \‘ = a = = ' ==
ky . An z Fn CT = u*( -, Uln,x)) u (Anl u(AnJ u(An) < > 1)

X<An
ViU, X)) = V(A ) =4 B(A) > L[ du =
' ’ n a n"—a’A 'n
_1 _1_ ¢ = =
= 3 f’*é fodu > —aulA) = ulA) = ulUln,x)

s 5].

* . inf plUln,x)3 = u[AnJ > 0 = 2]
X e /‘\n

% . ulU™n,x)) = ullin,x)) == 6) avec C =1

¥ - P.q N P2
X A
€ 'p
cA U p,x) = A ([ A = A_FA — £q = A A =0
Y ¢ q L P C]‘Lp > Ry q > P q p“ q

{voir définition des A;].
Alors d'aprés le théoréme maximal :

ulA) = ul LAY = ul AT < v(X) =—;- B(X).

?
neN neN n

D'ol : a ul{x ; sup ¥_(x) > a}) < B(X) Q.E.D.
n —
n =N



5°) Applicaticn & un lemme maximal de J. Neveu.

Lemme maximal de J. Neveu.

{Q,%P) cspace de probabilité {Ga} une sutte de sous-algébres de

1) fe L i
£ D jQ f dP >0
=i . ; -
2, = " f>0! f
]
2 fell, asa | [ l
= N (|f] - a) drP > 0.
o, =U{lg" f]| >al . a
f,a n L

Démonstration du 2).

On pose :
AL = {x: | ° x| > a
A' = {x ; sup e )} <a, J[(E" AIx)] > a) = L. A’ =0
n . - n=1 n f,a
1<i<n-1
Puis
hn = A si P(AL) #0 1 N ,
| odtol wl o AN = ul iy ALY =l )
A =8 si P(A)=0| ’
n n !
u =P
v defini par v(A) =—;— 'fA1 | ] op
n o
| "we—>z Uln,x) = UT(n,x) = A =
| n
Xz A
n
& { J = * = [ = [A © ===y
u [xéAn Uln,xl} = u (An) u[mn] P[An) < 1)
VUG, X)) = v(A ) == [ |F] oP
n a A
o n
a .
O I It T S - IR (Cours J. Neveu p. 116)
a An G~ a An “n



car A <&
n n

>1aP (A =P(A) = (A = u(Uln,x)) ===> 5)
a (.IAn n n n

inf w(U(n,x)) = u(An] = P[An] > 0 =3 2) par choix des An.
XA
n

8) trivialement vérifié avec C = 1.

3} p,a e N p<aqg

b4
PxS

k_A
p

eA A [Up,xY =A N[ A —xp# g =A NA =0
‘y = g L p *q i > P q = D q

N

soit : U(p,x) ¢ Ulg.y) = @.
Conclusion.

Le théoréme maximal de Tulcea s’applique et :

) ,-, 0
uCizp AL < vl Un,x)) = vl 9 A )

d’ol
Pla, ) _ = | I£] op = | |£] aP
f,al —a oo a’Q,.
Lot A +Jd
n=1 "n
1 ) ) ",4,)‘ A i TR = -
puisque Qf.a et nq A Ne different que par un ensemble P-nul.
1
/ dP <= [ [f] dp
Qf,a @ Qf,a
D'ou

fq Ufl -ayer >0,
t,a

Démonstration du 13.

-+
n
-+
t
-+
-+
L]

sup (£,0)

-
i

sup (~f,0)



_10...

On doit donc démentrer

+ -
[ £ dP > [q # dP
7 f
{x ; (£~ f)(x} > O}
[ o

n-1 -n

fl(x) <0 , (E " f)(x) > 0}

Wi uA) = [ F AP s v v = [ F P

F\(; si [/\n] >0
Utn,x) = U™ (n,x) = A
7 si (f\n] = Q n

wp (U = % - ; N -1
- M (XGA Uln,x)) = u [An] U[AHJ < =3 1) car ¥ & L

{(Halmose p. 102)

B I Y o L A L (Neveu Cours p. 115 b))

s X e A (si A # 0)
n n

) Q < -
= (E" FIx) >0 =" fI0) > (E" £x)

DS,

v(Uln,x)) = v(A ) = [, £ dp = [4 Nt ap >

S
>
m
3
.-h
i
.
RS
1t
Se—
el
-
i
[m N
o
i

u[An] = ul{Uln,x))

o inf wlUln,x}) = u[An} > 0 par choix des A == 2)
XeA
n

1
-—

. 6) trivialement vérifié : C

3) vérifié comme précédemment car les An sont disjoints.



=,’|1.._

Conclusion.
On peut encore appliquer le théoréme maximal de Tulcea :

u({)ﬂn] = pul \J Aé] = u(Qfl < vl iiUn,x)) = vl L‘An]

fo Fap < #dP = [ ¢+ -F) P >0
2, o 2,

soit :

[, £dP >0 C.Q.F.D.
0 =

v(Qf)



