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LEMME ERGODIQUE 2E I. CUCULESCU, ET 'C. FODIAS

Czech, Math. S. 1966) par A. BRUNEL.

1. Définition.

1.4. D&finition de (Xe,w,le)

(X,B,u) X, = X, ied X, nX =8

u o-finie avec Xi ~ X

P def
AeR = ¥n AOX R

[+

uw(AJ n=ou(A 8 Xn].

1.2. L'opérateur S, associé & une suilte de contractions positives.

[Tnl suite de contractions positives sur L1(XJ.

S, ¢ L (X)) — L7(X,) définie par :

0

S, (F_ 17 ys e

= ‘;‘) LN B ] = ¥
lyo 81 1 wn Sn+1 k\/rw'l

W) o= (WO,W1....]

S, est une contraction positive de Lw(XmJ.

\%

1.3. ¥ : plus petite fonction S-surhamonique majorant
e, ¢ potentiel d’équilibre de A. (cf. Meyer Probabilités et potentiels].
Dans toute la suite on suppose T_> T d'od S > S_ ,. Nous dirons que
n— n+1 n— n+l

¥ est de type décroissant si ¥ 2 et On a alors S_ de type décroissant
et vvégalement de type décroissant.

Soit A de type décroissant , e, est donc de type Jécroissant

A



8, = [80,81,...].
Rappelons que ey~ S, €5 est nulle sur { A
donc ey = S, 8, " Lho,h1,°,.] h, est nulle sur P(E n A) et

compte tenu de ce que la suite A = (AO.A1

h, est nulle sur C[AOJ (dans X).

Sur A N A e =g, = =g = 1
n n+1 o] 1 n
Comme S1 01_1 82 92 > e
de h0 =8, - 81 e, (utiliser la définition de Sm]
h1 = 91 - 82 e2
on déduit
(h <h, < ... <h sur A NA
l o-— 1- — N n n+1
lhn+1 = o =0 sur An N\ An+1

2. Lemme ergodique (Brunel-Cuculescu).

2.1. Notations.

Soit famille {gn} C‘L1[X].

A = O

% {sup

qzk

i1 ™.

iok 81 203

Y X £ A posons ko(x) le plus petit entier n tel que g n[x] =

kp[x] le plus petit entier n > Kp (x)

&k (x)+1,n
p .

BY = {x |k < K (x) <n}
n,p - P -

»

Soit pour n,p fixe e le potentiel d’é€quilibre de [Bz p,B: D

n
z

> 0.

;---]

,=+.) est de type décroissant :

o gi[x).i o}



2.2. Lemme

Dans les conditions précédentes on a :

[leg e, + (gyTyg ) ey +euer (g -Tog e ] du>0

Démonstration.

Nous avons & prouver
f fgo[eo-81e1]+...+ gn_1(en_1-8nen) + gnen] du >0

Cr a

)
n,p

(B

.--a]

n

coordonnées du potentiel d'équilibre de B

D'aprés une remargue précédente tous les hi sont nuls sur C Bg . Or sur
ko Bk+1
n,p n,p
g fa - = . - .
ka e [go.eo S1e1l+..+gnen]du ka g+ [hO(go+..+gk][h1 hol(g1+..+gkl
n,p n,p n.p n.p
et [hk-hk-1] gk] du

la fonction & intégrer se rédult a goho toaet gkhk d’ot

comme h < h, <... < h_sur Bh N Bh+1.
o-— 1 -k n,p n,o
Nous avons seulement & montrer gue sur cet ensemble qui est {x : Kp(x] = k}
h
= 2z - i
les sommes gi~k r=i Bp sont > 0 pour 0 <1 <Kk,

Or sur {x : KO(x] = k} on voit par définition de KD(x] que g;, >0,
VYV i=20...h,

Sur {x : Kp+1[x] = k} si Kp(x] = s Kk est le plus entier > s

tel que 841, h > 0. D'ol toutes les sommes %5,k avec s+1 < 1 < k sont posi-
tives. Mais d’'apreés 1'hypothése de récurrence 21k (x)[x] > 0 pour tout
p

1 <K (x). D'oU V 1, g.

,k[X] > 0,



2.3. Corollaire du lemme ergodique.

St rat S T , et 81 e = [eo,e

n+15n 1

bre de (A, A,A,...)alors pour tout m :

i [goeo+ [gq-T1gD] CHE P (gm—ng

Démonstration.,

Désignons par e P 1e potentiel d’
dans le lemme précédent :

Pour tout m < n : (puisque gn-Tngn_ >

1
n,p _ N
f [qoeo touo (gm ngm_1) e
. k k ,
Pour m fixe n — « , B —> B_ en croissa
n,p p

y .~ _NO )
d'ol e ~ converge en croissant ver

1 K

de (B%,B,...B,...).
P’ p p

Soit

f [goeg Fowat [gm-ngn_1J eg]

.

Comme pour tout K, B; ~A, ocn a en passant &

Fo o -
f Lgoeo Yoot [gm ngn_1) cm]

D’ol le lemme.
2.4, Convergence.
Si 8isq T Tgn et Ti =T v i

1'inégalité précédente devient J ge, du > 0

»oee) eet le potentiel d'équili-

n°1) Gﬁ] dw 2 0

équilibre de [B; p] intervenant

2

0 positif par hypothése).

Pl gu > o

nt

s le potentiel d’équilibre eP

du > 0 Vm

=

nouveau a la limite :

du > 0,

soit f g WA du > 0.



3. Théoréme ergodique avec conditions mixtes.

. . . . . 1
Sotent Tn wne suitte déeroissante de contraction s de L (X].

£ w L] telles que T - f ., et g =W
n + n+ n

1 fn Z n+1
: n
g > o} B s a une limite finte.

telle que LI g, 2g

+

f +...+F n+1
0

Alors p.p. sur L'ensemble {nzo

Démonstration.

1 .
1°) Nous nous ramenons au cas g « L, en montrant que si le théo-

£

N o i1 1
réme est faux pour g e I, 1l s'est pour g« L .

Supposons donc que f et g existent, f e’L1 et g 7, tels que

f 4.0 .+f
B, 0 <u(B) <+0surBfg >0ct LD oubien n'a pas de limite ou
n n go+-na+gn
bien tend vers + «,
-(n+2)

i < - 1
Soit B < B u(B Bn] <2 u(B) et g, B_

1 .
i =\\ — s 1 S,
Si D N Bn u(b) > 5 ulB) et toutss les &0 sont intégrable
hO = ge'1D
= & -,
n+1 Tn+1 T v gn+1'1D
On a évidemment h > T h .
n+l — n+1 n

Nous montrons par récurrence que hn_: B Pour h0 ceci egat vral. Si hn_: g

ce qui implique (voir la def. de h_ ,)

on a Tn+ h <7 g <8 n+1

1 n— n+1 °n — ®n+1

h = g en dehors de D,

0+ sur D, et hn+ =T h <¢g

1 n+t n — “n+1

r

et sur

n+1
hn g D'ol sur D on a le méme comportement de

f o o+...+ F f o o+e..+ f

8] n n

0
g+ + et h + + h
8y Teeet By o e n



2°) Nous supposons g . L

g} z -
Sur A, Vk, ‘n>Kk =k Fi[x] c gi(x]_z 0.

Tn+1 (fn - cgn]_z fn

+1 By
on peut utiliser le corollaire du lemme (avec m = O)

f [FO - chJ e, dn >0

i B, 8, du = 0 = jA g, du = 0 = A négligeable.

3°) Soit
f +oaa+f

Vo= H = = g n
A = {X . E gn(XJ + © I"n g0+...+gn

pas de limitel}.

Si u(A')}>g,onpeut trouver A, ulA) >0, A A", 0 < a <b tels que

lim [rn]
<a<b <1lim (r ).
n n n
Sur A :
n
VoK sup L (f,(x) - bg.(x)) >0
i=k i i —
qzk
Ccrmma Tn+1 (fn - bgn) 2 Fi1 T B

On peut appliquer le corollaire du lemme ergodigue :
(1) b [ [goe*eeotle ~Tg e ] du < / [foegte e+ =T F _de ] du

< f foeo du



Sur A on a également :

#1373

V Kk {sup .

ik [agi[x) - fi(x)] > 0).
n>k

On applique le lemme avec hi = agi—Fi

(n,p)

- - (n,p) . (n,p)
[ [thy=T,h e, foet (=T R de Tau==-]h e du

1

Cette fois d’aprés les hypotheses hn+1 - Tn+1 hn >0 vV n,

D'ol en appliquant Beppo-Levi : n — @ pyis p — @

(n,p)

i [151 [hi-Tihi_1J ei] du > - f hy €5 du Vnetp

en appliquant Lebesgue :
- _ ] _ ‘
i [i=1 [hi Tshs ) ci] du > / hy €, d¥
: 5 _ .
(2) [In e, + 4E thy =T, h _de]du>o

Compte tenu de (1) (1'}, (2) et de la définition de h :

- , z -
(g;T;2;_4)ey)du < i [Foeo vk R TR Jei] du

' )
D-i b f (goeo *o4s 1 i ii-1

i=1

et comme b > a ceci impliqgue

x
[ g e+ L
o o is=

1 [gi - Ti gi_1]ei] du = 0
En particulier
[eg e du=0= [, g du=0

Donc A 0 [go > 0] est négligeable.

En recommengant avec le rapport :



4. Décomposition de Hopf associée.

4.1. Décomposition.

Soit p intégrable > 0 p.p.

o]

= Z =
C = {x ln=0 T Toaq ee T,p00) ©}
D = c”
Soit g > O fn = Tn Tn—1 . T1q
&y 7 Tn Tn-1 ' qu
D'aprés le théoreme ergodigue précédent :
n
I f
n;o n > limite presque partout
L
k=o °n

d'ot C = C aPs
o q PP

4,2, Propriétés de la décomposition de Hopf.

Propesition: 1.

. 1
Soit fe L+

® fO ou +* syr C
Eo T T170 =
n L<m sur D

8

]
1l ™

Démonstration. Soit p tel gque C

0

ToeneTplx) =+ =



On appligue le théoréme ergodique au rapport

n
r
k=1 Tk"'T1 p
n
z
k=1 TK T1 f
n n
i z ®© scessai 5 : )
510 < Ko TK...T1F < + « on a nécessairement également k=1 Tk"'T1p <
D’ol
b
< 00 =,
0 < Kon Tk...T1F(x) ‘ + ® == x e [
Si x < C on a donc nécessairement k§1 TeeoeT,flxp = Dou+ =et sixeD

Le méme théoréme ergodique prouve gue

33

T ...T1f[x] < 4 o,

k=1 'k

Proposition 2.

Soit la contraction T_ définie par T _f = lim N Tnf f e Lj
) n
Soit g e LT et supposons g = 0 sur [/ {x : nEo Tn...T1F[xJ = +o} -qlors

T g = 0 sur cet ensemble.

Démonstraticn.

P v - < 1
En décomposant g = g "2 on ramene au cas g < L,.
n
L

Posons fn = koo Tk Tk+1°'* V4

r = = Z = w‘
g = 8 A f, sur A [n=0 Tnun,T1F(x] +o| on a g 7 g

En vertu de 1’hypothése g = 0 sur £ A on a g,” g sur tout X

T.g = lim T, g

< Tn+1 gn.: Tn+1 Fn = Tn+1F + Tn+1 T1f taadt Tn+1 Tn...T1F

:_T1f + T T1f toaat Tn+1"'Tn T1F_§ f

2 rn+1

D'ol Tg = 1im T g < lim f < += par définition sur [ A.
n ~ n



_10_

Comme ag posséde la méme propriété gue g

T (ag) < + = pour tout a d'oll T _g = 0 sur £ A,
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