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PROCESSUS A LIAISONS COMPLETES ET PROCESSUS

MARKOVIENS ASSOCIES

. Systémes de liaisons complétes.

Définition 1., 1° Un systlime de liaisons compldtes (ou plus bridvement un

systéme de liaisons) %= {(2(_,,3'3.),(_2.'_,,-5),(pn)n€ Bf’T)} est défini par la donnée
de :

a - Deux espaces probabilisables : (X,7) appelé espace de phase, et
(g,g) appelé espace des états.

b - Une famille (pn) de probabilités de transition : (z,B) f\apn(z,B)
de (Z,3) dans (X,3).

¢ - Une application mesurable T de (Z xX,3 ®R) dans (X,®). La fonc-
tion T sera appelée fonction de liaison d'ordr . 1.

2° Le systéme est dit homogéne s'il existe p telle que

Yn:p=p.

Définition 2. (Translatés d'un systdme de liaisons compldtes).

On appelle i€ tranglatéd du gystéme & le systéme g

g, = UXR).(2,2),(p,, ) g1}

m mn'n e’

Un systéme homogéne coincide évidemment avec tous ses translatés.

Définition 3. (Fonctions de liaison d'ordre rultiple).

s
Soient (Xi’Bi)iEN

(n) q(n)

+ une suite d‘'espaces probabilisés isomorphes
n n
) 1'espace probabilisés (iI_Tl X., .® »%i).

~1? 1=}

~

i (X,R). Nous noterons (X



(k) d'ordre k associée au systéme ¥ est une appli=-

(k)

Lae fonction de liaison ¥

cation mesurable de (Z x X'~ ') dans Z définie par récurrence sur k de 1la

facon suivante :

)

(1.1) T(l)(z;xl) = (2%

(1.2) T(k)(z;xl,.,xk) = T(T(k_l)(z;xl...xk_l);xk)

Convention de notations.

(n) (n)

Nous noterons x toute suite finie (x °..xn) < X', avec la

1
convention suivante : lorsque dans une méme expression figurent les symbo--

(n) (n)

. ~” . u\
les x et x., 0 <1 est nécessairement la i®H€ composante de x 7°.

<n, X.
1 - 1
- . (k) (n) .. - . . .
De meme s1 k <n et x et x figurent dans une meme expression cecl 1n=-

(k

diquera expressément que x a pour covcdonnées les k premiéres coordon-

(n)

nées de x' . C'est ainsi que la formule (1.2) s'dcrit avec ces conventions :

T(k)(z,x(k)) =T (T(k"l)(zax(k"l)):xk)-

2, Processus associé 4 un systéme de liaisons.

Définition 1. (Processus associé).

Si (Q,?ﬁP,(Xn)ne_ ) est un processus stochastique défini sur

N*
1'espace probabilisé fondamental (Q.,X%P) ayant (X,B) pour espace de phase,
nous dirons que ce processus est associé au systéme de liaisons

€= {(X,),(2,3),{p,) T} et d'état imitisl z ei :

neli*?
(2.1) VB eR P[Xl e Bl = po(z,B)
(2.2) VBeRB , neti* P[xnez. |xl..xn_l] =

= (n=1),_. .
= pn_l(T (z,Xl..Xn_l),n) P.Des



Proposition 1. (Le systdme projectif associé 4 un systdme de liaisons).

1) 84 poun tout z « Z et Lout m « B nous définissons La probabi-

Lite Pr(nni sun (_)g(n),:%n)) au moyen ded intéghales iténdes :
(2.3)  wa® . zl),
(n) (n))

I’lZ

fp(zdx)fp ( )(Z;X );dXQ)I"'

m+l

° f pmnnl(T(n"’l)(z;x(n—l) ) ;dxn)lB(n)(x(n) )

Le systeme (z(n),i§n) (n)) est un systeme profectdis d'c&paceb pnobab&£44e4
dont La Limite projectice existe et est disignge par (X 25 )

m,z

2) (B ), ., @t une diffusion de {2,3) dans (x“ 2N

Ti,2 2 €
3) Pour qu’un processus (Q,J'P;P,(Xn)ns__w*) S04t ass0cit au Syste-

me de umom f;‘: {(E"?’)’(E"%)G(Pn)n T:' , QVec 2 POLUL W U’ W'tw 9 u

cll’?
faut et L2 suffit que Le syst@me projectif des probabilités confointes 4-
nies assocdde au processus et Le systeme projectif (_)g(n),ﬂz(n),P(()n;) as50CA%

a € coincident.

Démonstration. 1°) C'est une conséquence triviale du théordme de

Ionescu~Tulcea.,
2°) Puisque les (pn) sont des probabilités de transi-
tion, pour toute fonction f mesurable sur (X,R) et tout entier r, 1'appli~-

cation z' ~= | pr(z',dx)f(x) est mesurable sur (Z,z). En vertu de la mesu-

rabilité de T(k) 1'application : (z,x(k)) ~r | pm*k(Tk %X (k)) dxk+l)f(xk+l)

(k) (k))

. La formule (2.3) montre alors, en

(n)

raisonnant par récurrence sur k = l...n, gue pour tout B de la forme :

est mesurable sur (Z x X 3 ®73



(n)

. . (n)
- X X ' e XooeX - .
B =3B aen B 1 appllcatlon 2 7> P (Bl . B ) est 7-mesurable

1 d4
(n) _ B(n)

Le fait qu'elle soit mesurable pour tout B résulte alors immédia-
tement d'un principe classique de prolongement par mesurabilité
3°) Si le processus (QijﬂP,(Xn)n‘!N*) est associéc au
systéme de liaisons {T,(pn)n EN}’ avec z pour état initial, la condition
. (n*l)( .
(2.2) exprime que pn_l(T (23X,
la probebilité conditionnelle P[xn € B Xl“'xn-l] . On en @éduit immédia-

(n)

'°°Xn 1);B) est une version réguliére de

tement que la distribution conjointe P des variables al@atoires xl'°°xn

est donnée par la formule (2.3) avec m = O.

(n)

Réciproquement, supposons que P =P pour tout n. Alors :

0,2

(n)
roe 4+ (n—l) (n—-l) .
P[Xle Bysers,X €B 1 = wa p,(2,dx,) .fBz..}'Bn p,_1(T (z,x )sax )

p(n-1) _ p(me1) |

soit encore, en vertu de (2.3) et S 2
3

(n)
14 py . € ceo =
B, X...x B B P[Xl € BlaeeeX € Bn]

P(nnl)(dxlx..,.xdx ) Pn__l(T(n-l(Z;X(n_l));Bn)

fB XIOXB

1 o1 Dl

Cette égalité exprime précisément que :
_ (n~1) =1,
PIX_ e B | e.ox, 1 =p ;5 (T (z,X° )3B)  P-p.s.

D'ou (2.2). Comme (2.) résulte de (2.3) pour n = 1, la proposition est dé-

montrée,

Corollaire.
w= {(X,8),(Z,3),(p ) _ T} elant un systame de Riaisons, v z< 2

L existe un processus stochastique (2,%,P (X))
9

oz X, neN*) unique @ une Equi-

valence prds, assocde a % et d'état initial z.



Définition 5. (Systéme de liaisons €quivalents).

£ et €' sont dit équivalents si le processus stochastique canoni-

que associ® 3 ¥ et ¥ sont identiques.

Exelees.

Soit (pn)n4gm une famille de probabilités de transitions de (X,R)
dans (X,B). Soit T : (X,X) —= X définie par T(x,y) = y. Considérons le sys-
téme de liaisons €= {(K,ﬁé,(zaﬁg,(pn),T}. I1 est évident que,si l'on consi-
dére le processus de Markov canonique issu de z (Q,jEPz,(Xn)x €N) défini
par la famille (pn) de transitions (pn transition entre les instants n et
n+l), et issu de z, le processus associé 4 € n'est autre que

(Q,&EPZ,(Xn) ). 8i < est homogéne le processus est homogéne.

n e 0*

3. Processus des €tats d'un systéme de liaisons.

Théoréme 1.

Soit un systeme de Lialsons € = {(5,2),(24_,5),(1)11) T}. 1L exis-

nel?®

te (Q,5%), un processus de Markov (Q,ﬁ,(Pn’z),(Wn),(en),(zn)né“,z e2)a

nel\l*)’ a valeuns dans

(Xn),n e N*) s04it

valewrs dans (g,g), une ponction aléatoire (sz_,‘;‘/;,(xn)

(X,7), teks que pour tout z « Z Lo processus (Q,T,Po 2
b4

assocle a % d'état nitial z, Les deux procedsus X et Z, etant reliés
par :

_m(n), .
(3.1) 2y =T (Z’Xl°’°Xn) PO,z ~p.s.

~ * ~ .\‘k
Démonstration : Posons, pour simplifier 1l'écriture, Q = EF . 3F=.BN et

considérons pour tout m le processu: canonique associé &



N

< ¢ (ﬁ:jéﬁg,z,(ig),n e N*) d*état initial z. Posons :
(3.2) N=0x32 FF=§*85
(3.3) Vo= (5,2 <0z (o) = T (X0 @))
(cf. lLa convention de notations en 1.1)
(3.4) Vmel ze32 Pz = Sm,z ®c

(3.5) ¥YnelN,uw=(d,z) e et 6n désignant 1'opérateur de trans-
lation canonique sur 8
_ (n) ‘PJ ~ ~ ~ ~ -
On(w) = (Tl (z,Xl(m),,,.,Xn(w)),On(w)).

~ jovel ~ et N P
= "jP i ° 0 [ ]
(3.6) Xn(w,z) Xn(w) et ¥ tribu engendrée par Xl,...,Xn,Zl. Z,

3

Les relations (3.2) % (3.6) définissent le terme
(,%(P. ),(6).,(2.)n €l , z ¢ Z) ainsi que le processus
n,z n n =

(X )

22 (%) y)s vErifiant (3.1) en vertu de (3.3), (3.4) et (3.6).

(Q,Sﬁ‘,Po
Nous allons montrer maintenant que le premier de ces termes est un proces-
sus de Markov.

Montrons d'abord que pour tout n (Pn,z)z 7 ©st une diffusion de
(g,g) dans (Q,%). Pour tout F = F x T, avec F <5 et T e‘g on a d'aprés
(3.4) :
P, (F) = 1.(2) . Esn,z
D'ol la mesurabilité de 1l'application z ~= Pn,z(ﬁ x T') pour tout Fe®
et T ¢ z (d'aprés la proposition 1, 2°). Le principe de prolongement par
mesurabilité déjd utilisé prouve que z ~> Pn,z(F) est mesurable pour tout
F e 3~F @5.

Montrons maintenant que les On sont bien des opérateurs de trans-



lation de la fonction aldatoire (Q,j'r",(Zn)n ). On a pour tout w = (W,z) 3

e N
d'aprés (3.3) et (3.5) (avec w = (%G,3)

z (o)) = 1) (0™ (2% (),...X ()™ o & (@)

pln) (plm) e, % D) X @), K (@) E, (B)

= plmm) % X (@), K, () =2, (o).

Pour montrer maintenant que (2,75,(P_ ),(5F.),(0 ),(Z ),n e B,2¢ Z)
n,z n n n -

est un processus de Markov, nous prouvons que pour tout z € Z, n e et «

g-mesurable :

(307) E (u‘)o

0,2 |°/)"E Z(‘{oz)

+
n+l n,4, 1l

Pour tout A; e B et T ¢F [xle Al,..o,X eA | x Te ® F

calculons, en remarquant que Po _ est portde par @ x {2} ot utilisant (3.3):
s 4 .

< 7 .. dP _ =
f[xleAl,..,xneAn]xr ¥ o P Foe
_ i (n+l), w(n+l), .3
= EZ(T) I{XlEAl,ooX éAn] {)OT (Z,X ) dPO,Z
- . (n+l) (n+l (n+1)
= sz(F) '{Alx'°"“"\-,l § (z; %P (dxl,..dxn_'_l)
L
Comme en vertu de la définition du systéme projectif (P(()n;)ne N
(cf. en 2 ci=dessus), pour toute fonction ¢ sur K(n+l’ 33(n+1)-mesurable
on a :
(n+1)y (n+1) -
[ o(x ) P (axy,enax ) =

=1 Pg?;(dxlx'°xdxn) J pn(T(n)(ZQX(n)),dxn+1) @(x(n+15

On a donec :



f[fl eAlo.ine An} x T Vo Zh4 dBo,z =

EZ(F) jAlxvnxAn Pér:i (dxlx°'xdxn) Jf pn(T(n)(z;x(n));dxn+1)<{>oT(n+l)(z;x(n+l))

Si donc nous posons :

(n))

¥(z,x / pn(Tn(z,x(n);dxn+l) %o T(n+1)(z;x(n+l))

[ », (T“(z,x(‘n));dkzn+l) ¢ o THTMz5xM) X 41)

compte tenu de la relation suivante, conséquence immédiate de (2.3), (3.3)
et (3.4)
1
= \ m !
En,zv(Tozl) / pn(z ,dxl} ¢, Tz ,xl)
nous avons

(¥(2.))
n,T(n)(z;x 1

(n))

soit

02 4 P =

{ - - _
IR en o X calar T 0% o g

e(T) fAlX”xAn Pél:‘i (dx..dx ) E (fo 2;)

n,T(n)(z;x(n))

[P

ce qul compte tenu de (3.4) s'écrit :

f[ileAla-oiné An] fo Zoa dpo,z =

(o2

) P (dw)
n,Zth) 0,2

~ = E
f[xls Ay seeX €A T 1’ "o,

Cette égalité exprime précisément que

= 7
Eo,z($°zn+llj;n) En,Zn (fo 1)

soit la propriété de Markov.



Corollaire.
Lorsque Le systeme de Riaison € est homogéne, Le processus de
Markov (Q,:F,(Pn z),(G)n),(zn)) est homogene (L.e. ¢ P =P , ¥ netz).

> n,z 0,2

4. Un probléme ergodique pour les systémes homogénes.

Un probléme limite naturel pour un processus stochastique est de
savoir si les distributions de dimension finie des variables (xn,...xn+m)
L ] . . . o s P
convergent vers une distribution limite lorsque n tends vers 1l'infini.

(*) . & 3
Posons pour tout B € j=1 P ¢

_(n) (2)y _ (2)
pzn (z,8'"7) = Po;z[(x'n+l"‘xn+e,) e B']

Le probléme précédent se formule : la limite lim p(n)(z,B(l)) existe-t-elle
n-e

pour tout £ et tout B(R) €g%(2).

Si nous considérons uniquement le cas d'une chaine homogéne et si

nous désignons par 1t la fonction de transition du processus de Markov asso-

cié, t(z,r) = Po,z

2, <1l = Pglg [2(z,%) e T]  cotz
(4.1) t(z,T) = [ 1, (2(z:x)) plz,ax)

~

1 ‘opérateur associé & cette fonction de transition, opérant sur les fonc-

tions mesurables bornés sur (2,3) i 4 ~» 1¢ est défini par :
(k.2) ¥z) = [ 1(z,d4z") ¢(z")

On voit facilement que si F e.?; (tribu engendrée par Zl...Zn) et si on po-

se ‘FF(Z) = PO’Z(F)

(4.3) Py o (1] = ° fyl2)



« 10 =

%)

et dans le cas particulier ol F = [(X X )]e B( goit

l,nt

VF(z) = p£°)(z,B(£)) et donc pgé)(z,B(z)) = ?F(z);

i= probléme limite que nous avons posé plus haut apparait donc & certains
égards comme un cas particulier du probléme suivant : dans quelles condi-

tions la limite 1im T° 9(z) existe-t-elle ?
n »©

I1 s'agit d'un probléme ergodique fort typique. I1 y a des résul=-

tats généraux allant dans ce sens (voir par exemple : J. Neveu [B],Aceblia

] ee [2]).
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