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POMCTIOWNELLES ALEATOTIRES ET PROCESSUS GENMERALISES.

Par Michel METIVIER

Dans la suite AL(Q.F) désignera l'esnace des fonctior§ réclles

<1

/<mesurables finies définies sur 0, et 1i(2,%,P) 1'espace nquotient de A
9 L Rl -

par le sous espace des fonctions P=-nézlizeables.

. v s . . s

In outre 3 désignera toujours le dual algébrique de l'espace

vectoriel S.

1. - Fonctionnelles aleatoires et processus generalises,

L1 - Fonctionnelle. linfaire aléatoire, definie sur (Q,%,P) i valeurs

dans S'.

Définition 1.
Soit S* ¢ S* , on aprellera Fonct. Lin. Aléa. définie sur
L]
(2,94P) 4 valeurs dans S' toute application v ~—> ¥ (u)e 3' de Q
L I

aafis S' telle que V x e 8, 1l'application w —~> <x,%w)> notée

< x, %{.)> soit un élément de M. T,

Définition 2.

On dira que la fonctionnelle é!l est une modification de & ,

. O
sivxes <x,Z(w>= <x, 4 (w)>  P.o.

1.2 - Processus généralisé.

Définition 3.

On appellera processus généralisé sur 3, base sur (Q,%,P)

toute application linéaire L de 5 dans M(9,%,P)



I1 convient de noter que , si ?l""\?n € 3, quel que soit le

représentant X, ... X choisi dans chaaque classe Lﬁfl)... L(kgn), la

1

distribution conjointe des variables aleatoires Xl ves Xn est la méme.
Cette distribution conjointe sera désormais appelée distribution conjointe

de L(‘f’l) L(:—'n).

Définition )4 .

Deux processus L et L' basés sur (0, F,P) et (Q',%',P') res.-
pectivement sont dits équivalents si : V %i... Y, € S les systénes

(L(fl) vee L(fn)) et (L'(%i) cee L'(ih)) ont méne distribution conjointe.

Proposition 1.

F2s

A Zoute foncilonnelle Lniirne 4 cornehpons de facon unlaue

un processus 5Entralisc dur S par : %)

V¢ e 38 L(¥) = <, £ (.)>

/

1.3 = Fonctionnelle linéaire aléatoire canonique.

Soit sur 5' la tribu %' cngendrte par les cylindres :

{f': <f, f'" > e B} oulR est un Borelien de R et Y 3.
On peut evidemment narler dec la mesure P' image de P par x.
Considérons la fonctionnelle linéaire aleatoire li: définie
sur (S',%',P') par :

(1.3.1) ,f'ic(fv) = 1,
Definition 5.

La fonctionnelle aléatoire ;ﬂc definie sur (3°,%',P') par

(x) = Aisinne fa classe d'dauivalence dans M(Q,< ,P) Ae

e el o, F).
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(1.3.1), 4 valeurs dans 5', est appelce fonctionnelle lineaire aléatoire

canonique associée d &5 .

Proposition 2.

Teux 4onetionnelles aléaioires L. el £, , o valews dan
o+ ['es
S'  ont wmidre fonctlonnelle allatodre conondove asscelin, &4 et asuleont

AL Los processus Endalisis L, et L, sonZ Squlvilenis,
[

Denmonstration :

Evidente en vertu de :

™

p [(Li(‘f‘l) vees (7)) € By x wue x B | =

1l nt
= P L(<‘l'i, cj;;-(o) >, '.‘<&§)n’ J‘Ji(.) >)GDIX...xBn
= Pi { f' . (<k\~{l,f‘> 3 000K \{-‘n’fv >)€ BlenoEn}
Pi désignant la mesure image de P par .ig sur (3", 4').
L . . . 3 L
1.4 - Les mesures , et le systime projectif (3, .,P,) de
(\Plotc‘f’n) /\’TO vV

probabilitas.

-

Dans la suite on nolera u?

w 0 ) la renartition conjointe
t o
n

loc

si1 L est clair et
U(\{il,.tkpn) '

14

de (L(Yi)... L(bh)), (ou plus bridvenent

aucune ambiguité possible).
. * - .
Soit § le dual algebrique de S.

Pour tout systéme fini a = (%i...?n) extrait de S, on notera



& fn le sous espace de 5 engendré par {Y. ... ¥}, par
(‘;:l'o.‘fn) l n

* . .
(¢ v )O son wolaire dans 3, et par VY 1'application
(\.Plooo Lﬁ)n) (K?l-‘. \i)n)
de S dans B® définie par
\y (Lfl'--h’) )(f) - (< \-Pi’ f >)i=:lcocn
L'inage de 5t par V¥ (0 w ) sera notee S
vll'-e *n 2 .(‘Pl..; \.Pn).

Hous avons la décomposition algebrique canonique

il I .
o 3 ("k/. l";)lo L) / n N ﬁ*‘
pe) ——-——v————-——————> [} > O(

4

la projection canonique Hx ne dépendant que du sous espace V de 8
(.

N

\{)lo- [ li’l’\)

1

?(~gl. . q)n))o

engendré par les R EEEERI 4 la difference de l'isomorphisme canonique

T .
Lll.'. k.fn
Nous allons montrer successivement que 1, | est
(\i' ece W )
1 in
P & ot PR .«
portée par 3 dans T et que si l'on consicdeére alors la mesure
- ("{)l-.o \'g"r‘)
¥ o L ) ' .
swr o/‘ﬁ o} transportee de Uy nar l'isomorphisre
QE ) ) (\[‘ e o e \_f )
N \a?l'l. hfn- L_-L n

canonique I , cettc mesurc ne dépend que du sous espace V engendré

\Floo- '\fn

par {Wl...\fn} dans S.

Hous utiliserons d4'ahord lo :



Lerme 1.

; /

Pown fout sous esricn O L sden Aie Vore © AL eat

nosslble de cloisiiun aerlsons s o - o dns elivie elasse dMequluas
Larce L(Y) , MeV de telle sonds jue Voo ¢ o Dlaadleziion L{«wﬁvk{(w)

Aot Linlalre.,

Deronstration

Soit (¥ Lfr) une base de V, Choisissons de fagon arbi-

l'..

traire ofVLf dans chaque classe LY pour tous les YW «uil sont corbinaie

sons lindéaires & coefficlents rationnels de ‘fl... Yr. Comme l'enserble

Dde ces ‘{ est un enserble dénombrable, 7 1'exception d'un ensemble de

robabilité nulle o, & @, pour tout g e Ai‘:Pi ¢ D on a, en

vertu de la linfarite de L :
r

%V Pw) = D S 4

i=1 "1 Py

l“odifions OCV Y sur :‘.o en posant par exermle J;V,‘f(w) = 0
Vw e QO. Hous voyons alors que :

Vwe o e fV Y (w) est linesire sur D, et continu

N
m**

pour la topologie induite sur D par T, Ille se prolonge donc de facgon

unique en une forne lincaire (necessairement continue) sur V, que nous

mtons J('-,/V%” (w), 81 (\fn) est une suite extraite de D telle que Y = 11}1“1 “En

3
"

linn 4 ‘_{’n(w). Dol la mesurabilite de

on a pour tout w JC\, f(w) v
n

ogv“f pour tout 1 < 8.

it

Par ailleurs si ¥ A. 4. les )‘i eétant quelconques,

e



pour tout représentant LY de LY on a, en vertu de la linearité de L :

Cecl prouve que [fV ! est un élerient de la classe LY . D'oli le

lerme 1. Dans ce qui sult nous appellerons J')V un relévement de L associé
ay sous_espace V.
Lerme 2.
Pour tout s:simae find  ( Gye .“i’n) et de § (Bibne ou non),
. L . L . (-.* . 1
£ resure CyeAt poritie nan S cans R,
(U" R ) ! i oooq)
1 n 1 n
Démonstration

Soit en effet 4, un reléverent de L associ€ au sous espace
v
V engendré par ¥.... ¥ ! dans 5. Lo nesure u ‘ est la mesure
(('flo'- Wn)

maze de P par l'application w ~-= f\.l_(w), f:v(w) étant la forme lineaire

1 1 18 B 16 /‘l~ ""‘.’ . ..A-L . - 'p\n
sur V identifiée 21'élément (< e V(w) >)1=l.°.n de R, Or toute

forme linéaire sur V se prolongeant cn une forme linéaire f sur 3, et

S, . ttant l'enserble des éléments de la forme (<Y., f 5).
Llooo‘j’p 1 1=lee ol
. . - &
ou f est une forme linéaire sur S, on a a.,v(co) & S, ., bour tout. w.
lo.. ),n

D'oli le lerme 2.

Théordne 1.

T a3 002 1200 B &

S " ., L

ledt Vo Le sous esrace de S oensend/iB i {‘fl.. 0 Solt By
& .

Lavesure s S F° transnontee le u%_

v L' LS omnnrhisie
., ee L? ) !
1 n



. 3 I“‘Ylo,_":f‘g % L P '
canonique O 7° S M < S (v ¢ ) L. ~eswne P, et LnlErendanite
Y lo .o ln
du sostice de afndrctenws (Y l...&”n) de Voeonsdldliinl, Eaooutie

'S L '

A \ i} e e

(3 770 B ys Dy ) st un sustiie riojecil], Awlext o IMensesile
ALt L dodte pour € des Aows esraces de dlboension jdnke - Vo, de
vesunes de Coned alsulicies,

Demonstration :

%
s
,//I \
L NI kF"._\\ "
Ve 2 8% o L8y 2
2 2y —> WGt e jE
AP \ R T

.
I . i
by v I
12 ,
\.- k? tso\P
P 1
L/ 1. , W
L A Y Y !
% N Llco-in 3 x n
Vooy 3 e T Sy ., € R
A
l V..?
Supposons Vp engendré par ?{;.o.‘{QE (non nécessairement
libre) etVl engendré par §Ql...(£n2 (non nécessairement libre émalement),
awe V, €. V,o On a le diagramme cencnique cormutatif ci-dessus.
(=4
. . &
ous voyons par conséquent que si1 X = (<\{§,f >) €5

.:: LI 1 0'... ¥
1 1 n 1 “i)m

W §
l.oo u;m

: H = (<W., T .
ona : H Woeee (x) (<x1, >)1=l...m
1 n
Soit alors r;[.‘-'/v Ly un reldvenent de L relatif au sous espace
12

V engendré par }Y!

N . . 1 2
1h 8 ; (€4 S 1 € oy N P &
Jeeotils \.fl... "'ng « 51 on désigne pear ﬁV (resp fV)



& P
S,fq.'.qq SV 1'application :
1 I 7
S w o (e (w) > ).
g li'ﬂ / < l,o v lzl.ooﬁl
g see
n .
H e 5
i e “ . .
{1"'*r e . (resp. 1'application :
; 3,
X b /
//// g
. RN Gyl G(n) > ).
Vi o ; (< i V( ) )1=l...n)
S
: W . .
Ltl"'*n on sait d'aprés le lerme 2 et sa
) . 1 x
icmonstration, que /(@) < 8.,
Vr L:’ ev el
"1 ot
£ 2 * - o e L pl we
et Lo() ¢ & . En ocutre de la définition de /. et f et de
V “‘['lo-oq)rﬂ V ) V
:‘fi;iooo:'{;‘
la propriete énoncée ci-dessus pour I . ?L , 11 résulte que :
-lo.- 3
?
p 8
Yo eoe
. "1 tm .
L2 =w o £
v\’, k \Pl... 1 n \fv.
L . 122 .
La mesure u, . s image dc P par .., est donc image de
j_\‘locﬂ;_n V
I‘{]v—lc. ':7
u gt par E L.
‘l... m rl“‘ 1

Infin si 1'on a V engendr< #4 le fois par g%l...%ng et

w

}fi... b le diagrarme ci-dessus s'écrit :
)

\;7
* o 1°° N/ X
I . g
vz S/v{’ - 4‘(’\!; e Y
- / l -



. L . "
Ce qul nrouve gue la mesure PV est lndependante du system

de générateurs (libre ou non) considere pour V. Dou le théorére.

Theorsre 2.

e P LET T

3inBrnalC Lo dejdind swi 8 el abs0CLE de

1° i'n procersus
fjacon undique, 4 wune Squivelence pilh, L Aowt sybtiae ~roiceilf dfespace

prohabilisnés ( B )

S v, P h
.‘/VO 3 \Y 3 v 3 --le?
2° Lo aystive projecil) Jdeidnlt de facon wiique une foncidlon-

s

nelle aliatcire canondque & valews dant 87 adinegiiund ot processus

P

ninthaklisl assocdé  un ocessus Cquivalent & L.

Denonstration

Dtaprds le thecreéne précédent, & tout processus généralisd
1 L 1] & =Y

- . . * 2 .- .
correspond un systéme projectif (V , ESV%, PV’ uVlVo) unigue.

Reciproquenent, donnons nous un gystéme projectif

W *
(v ,;wvﬁ, PV s EV v ) avec V,x;S/Vo, V décrivant l'enserible des sous
12
- . - - - - *
espaces de dimension finie de S. Renarquons d'zbord que linm (V ’IV v )
bl
12

s'identifie 4 S", En effet, se donner une famille (xV) telle que

V Vl(_ Jg on ait xvl = ﬂVlvg (xvp) revient A se donner un systénme

compatible de formes lineaifes sur tcus les sous espaces vectoriels

de dimension finie de 3, donc une forme ling&aire sur S. Reciproquenent

tout élement de 5 définit trivialement un élément (xV) de la limite

projective. (Cf le premier diagearric de la démonstration du th. 1).

De m@me, si (Vn) est une suite croissante de sous espaces de dimension
~

finie de 3 et si (xn) est unc suite telle nue : % @ V: et
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) = x_ pour tout n, il lui correspond de facon unique

T
V.V n+l n

V_, soit £ telle nue

wme forme lin€alre sur le sous esrace vectoriel U N
n

Vn X sfidentific a la restriction de I i Vn’ et nmar consequent il

. . . . . - X A
exlste T ¢ 7 telle que x = projection canoniaque de £ suxr O > Vo,
n * * Jve n

n ’

Autrerent dit la condition de "seocuentiel maximality" du theorénme de

DPochner (cf Tochner - Harmonic Annlysis and the theory of probabilities
st verifiée A e e s
Chan. V)i Il existe donc une mesure  linite projective des mesures
ot £
I%, définic sur la plus petite tribu & de 53 rendant mesurables les

. . . % = . .
applications canoniques 5 —~~—*““ww>o/vo, c'est a dire la tribu
n

engendrée par les cylindres de la forme

{f:fegd ¢. S et B horélicn de :’R,n‘ (<‘—{i,f >) & B} .

i::l. . .n

Le systérme projectif (V) Eﬁvx, Pos Ay y ) définit donc une fonctionnelle
oo

. L. . % .
lineaire canonigue sur 3 unigue.

Considerons ainsi, la fonctionnelle linéaire aleatoire canc-

. . o c e 5o L : .
mque unique sur 3 associée & (V, Dyt s Py Iy, v ) L etant un processus
Y o]
[+

.
L
genéralisé aquelconque sur S. Pour toul systére {\fl...%ﬁ} lihre ou non

- . - —11 s v e
engendrant V, et tout borelien 3 dc iR, on a nar définition :

* T
hy f . . . < ? = - D .
p { (<Lglif >)1=l-..]’l } u‘&--.‘fn ( )

Le processus generalise associc a la fonctionnelle aleatoire
. K A . R . - N
canonique (3° , P") est donec hien equivelent 2 L. D'ou le theordme.

. o
est portee par 3'C 57,

] . ¥ . . . .
31 P7 est portee rar 5' C 3, la fonctionnelle aleatoire canonigue
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. % . s . <
4 valeurs dans 3 gassoclee au processus menéralise L prend ses valeurs

dans 3' presque surement. On peut donc alors parler de la fonctionnelle

. . . g ... . .
aleatolrc canonique (S',P ) associ¢ au Trocessus zcnéralise T,

Rermaraue

e co 0 ) e e e e

[a - N |

. % . Lk
31 37 est un sous espace nunl 4d'une norrme, de 5, et si P

st portee par 37 on doit aveir, T designant la boule unite de 3', et

A . L
PPext la mesure extericure associée » P @

P oxt. () # 0.

Sinon on auratit Pﬂext.(S') = 0,

1.C -« Txernple d'une fonctionnelle aléatoire, associee & un processus

généralisé difinie sur un liilbert II, ¢t non nortée »ar le sous csnace

o . L . X . s -
1 {conjugué de D) c U, (¥ : Iilbert sénarable).

. . . - L2 -
Soit L un isomorphisnme de II dans Ge L (Q,QF,P), G &étant un
. . ; . 2
sous espace de variables aléatoires rauvssiennes de L™, (Pour montrer
T'existence d'un tel isomorphisme, on nrend une bhase (Tn) orthonornée

compléte de II at on prend pour L ) de

I

variables saussiennes indénen=

6]

dantes normaliseces. I1 est toujours mossible de construire @ pour gu'un
tel choix soit vossible).
: e . . . sk pdoa
I1 existe donc une fonetiocunnelle aleatolre canoniguc (% s ©af )
telle en particulier que les distributions conjointes finies de variables
aléatoires L(@n) solent les mércs que celles des variables al@stoires

P e s ok X %
f ~—> <\gn,f > définies sur 1l'espace probabilise (¥ ,%f P ).

Or les variables aléatoires L(fn) étant indépendantes,



saussiennes, de norme 1, on &2 P ||Lw |> o] =a #0, V n.

n vertu du lerme de Torel Cantelli

I [lim sur {”l LY |2> “!w - 1.
n ‘ n 2
D'ou :
P ‘_ 12:1 IL Uﬁ.n[(‘ = % ool = 1.

P*‘} A P >

ll
8
o
it
.

.y L 3
Corme la boule unité b de II ¢ 7 est telle que :

b= {r: L | <? £

I A
|_.J
—

on en déduit que :

D'au
Froposition.

P e T 12

e Laodtnde LoMun esace de DAoL dass wn esvuce de

varnialles aliatodnes joussiennes, n' uleol wecune eéseniation corvie

jonetlonnelld Lintoine Covalawns Jws T,

Rerarque

oy e > e e e 3 039 w2y

On peut montrer, ot nous rontrerons sans doute dans la suite
aic  (ignlos - ¥olmosmoroff) : pour quiun processus généralisé L défini
sur un espace de Hilbert H, soit représentable par' une fonctionnelle

aleatoire, 4 valeurs dans ', il fautrct il suffit que L puisse s'écrire :

L=1o0oA
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ou A cst un opérateur de Hilbert « 3chmidt dans II, et 1. un processus

~énéralisé tol que Y, —> W dans 1 irrlique ,’I(Lfr) —_— )

en probabilité dans (2,7 ,P).



