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MESURABILITES DANS LES WSPACES TOPOLOGIQUES

Par Bichel METIVIER

Dans tout cet exposé unemesure devra toujours €tre entendue
au sens suivant : p est une fonction d'ensembles ¢ -additive positive
tornée définie sur la tribu B3 des boréliens d'un espace topologique T,
et réguiiére relativement aux compacts. ic :

Pour tout L& B u(B) = sup{ u (X) : X ¢ B, X compact}.

Une telle mesure est encore appelée mesure de Radon. Méme si
mus omettons les qualificatifs "de Radon" ou positive il faudra entendre
une telle mesure,

Remargue :

Si on ne considérait plus seulement des mesures bornées

il faudrait ajouter la condition que i est localement bornée ; i.e

tout point possd@de un voisinage V tel que u(V) < + «,

I - Diverses notions de Mesurabilité.

1 -~ Définitions.

Soient ¥ et T deux espaces topologiques et soit f une appli-
cation de X dans T.

a) f est dite bormelienne si 1'image réciproque par £ de tout borelier
de T est une horelien de X.

b) f est dite Lebasgue-u -mesurable si 1'image réciproque par f de
tout borelien de T appartient i la tribu u-complétée de la tribu des
Boresiens de X.

¢) T est dite Lusin u -mesurable si ct seudement si pour tout

compact € > O il existe un compact K dans X tel que u (X \K) < e ot



la restriction de f & K est continue.

Remarque

3i au lieu de coneidérer 1 bornée on consicdérait:. p de

Radon quelcongue, il conviendrait de remplacer c) par : pour tout
orpact C de X, il existe un compact K ¢ X tel que u(C\K) < € et la

restriction de f & K est continue.

2 - Propriété équivalente 4 la Lusin-mesurabilité,

Soit T un espace uniforme muni d'un écart §. Nous definissons

la é&=-distance en mesure de deux applications f et g de X dans T par :

P (f,g) = infla : W ixo §(£(x),a(x)) >2 } <al
u* désignant lamegure eXtérieure associée & 1 .
On vérifie facilement que Dg est un écart sur 1l'espace
3:(X,T) de toutes les applications de X dans T.
On a le résultat suivant :

Théordme 1.

ine application £ fe X dans wn espace meinisatle T est
Lusin-mesvnable, a4 et seulesent 8L £ appartient o L'adhénence de

L'ensemble res fonctions Zoneliennes Trzodes cand fF(X,T) und de La
convengence en wobdure.

Démonstration :

1° L'ensemble des fonctions Lusin-} -mesurabl:s -st fermé pour la

convergence en mesure o

Soit S une distance sur T. La topologie de la convergence en



mesure sur P(X,T) &tant définie par le seul &cart Dg» donc nous

avons & montrer que si lim Ds (f,fn) =0, f étant Lusin u-mesurable
n

pour tout n, f est également Lusin u-mesurable.

Donnons nous € >0, On extrsit facilement par récurrence sur

k une sous suite (f_ ) de (fn) telle que, si on désigne par

E, = {x : é(f(x),fnk(x)) 3;;%} , on ait u*-(Ek) < iﬁ .

Pour tout k existe par hypothése un compact Kk.C X \E%

tel que u(Kk) > u(X) —-J% et tel que la restriction de £ 4K

5 . k

soit continue. Posons K = éﬁg 7.+ On vérifie irmmediatement que

¥) > u(x) - ¢ la suite (f_ ) convergeant en outre uniformément vers
N

fsur X = *ﬂ I, en vertu de la définition des I, , donc sur
N <

=

Kc XI\%Q Ek' Ceci prouve que f jouit de la propriété de Lusin-

p=mesurabilité.

2° Toutc fonction Lusin u-mesurable est limite en mesure d‘une

suite de fonctions étag€es sur un clan guelconque de parties de X

engendré par une base de la topologie de X.

Soit & une base de Pa topologie de X et € le clan des parties

engendré par J?. Si f est continue sur un compact K on peut 1l'approcher

. - ~ 1 . . =
uniformément & Y prés sur X par une fonction étagée fn sur E?:
q )

s& i1 . r .
£ o= 2 A E. 1les E, étant disjoints de la forme U =M U, ol U et
n i=l n "1 1 1=l 71



U, sont des ouverts de ls basc . Coumme { x: G(fn(x),f(x))z;%} C ¥\X

@ a, si K a &té choisi tel que u(% '\ K ff% 5 Dy (f,fn) iﬁ%' D'ol

le résultat.

3 = Enoncé des relations entre les diverses notions de mesurabilite.

Théoréme 2.
1° 34T est un espace wiinisunle sipenchle (d.e adaettant
w sows ensexthle dénombnahle pantout dense), £ wie applicaiion de X

duns T, on a Loy smplicetions sudvaiics:

f Bonelienne —= £ Lebesgue u-mesurable &= f Lusin u-weswiasle
2° 34T est un espace vectoniel topologique A%}ca
etnisanie compw_fﬁ outhe ¢ £ Lusdn u-respiable €= £ scalai-
neent  u-meswiable, Le. pouwr foute Jow e Lnéaire v confinue Aur T
v o fest wne fonction neelle Lusdin u--wesinchle (ou, ce qud  esd
Bqudvakent {'apnes Le 1° od desyus, Lebossue u-resuwraisle).
3° Mns Lo cas ol T est ftopoloagdqgre quelceongie on a seulerient

f Lusdn w-meswrafe === £ Lotessue uw-reswwahle «= © Torelienne,

Remarque :

L'implication f=lorelienne =—=—=p  Lebesgue li=mesurable est
eridemment triviale d'aprés la définition.

Les autres équivalences et implications résultent des
diverses propositions qui seront &tablies dans ce qui va suivre

msintenant,
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4 _Démonstrationsdes implicatious précédentes.

Proposition 1

S04t £ une ayplication de X Lopologique dans T “opologique
et 404t u wne mesuwre de Padon suwr Xo 54 £ esi lusdin v -mesuwable, f
Rét Lebesgue u=ngsunable,

Démonstration :

Par hypothdse pour tout n, il existe I%IC X tel que

(u(X\Kn) i;i , et la restriction de f & Kn est continue. Pour tout

ouvert O C T on a :
=10y = (U (e~lrny =100y (-
£77(0) = ( - (£ (O)(\.Kn))U(f (o)n n(X\Kn)). Comme le deuxiéme
des ensembles de cette réunion est de nesure nulle et le premier
orelien, f-l(O) appartient bien 4 la tribu complétée pour M de la

tribu des boréliens.

Propositior 2,

Soit F oun espace meirisable ot w une mesurne de Uadon suk un
apace topologigue X quelcongue., Pour qu'une applicaiion £ de X dans
F 404t Lusdin u-mesdurnable 4L faut et L8 sudfdt que Los deux conditions
suivantes solent néalisées :
a) £ 28t Lehesgue u-resurcshe
b) 1L existe une parniic X de X felkfe que W (x N XO) =0 et

——

f(XO) est séparnable,



Remarque :

o emem La 0 R e ©n

Si on considérait une mesure de Radon u non bornée, il

cawviendrait de remplacer b) par b') : pour tout compact K, il existe

X, < K avec u*(K\X,{) = 0 et f(XK) séparavle,

Démonstration

La condition a) est necessairc cn vertu de la proposition 1
et la condition b) 1l'est en vertu de le possibilité d'approcher en
mesure f par une suite (fn) de fonctions étagées. A un ensemble de
mesure nulle prés, f prend donc ses valcurs dans 1l'existence de Ufn(X)
qui czt dérombrable.

Montrons maintenant que a) et b) réunis entrainent la

Lusin u-mesurabilité. Soit (an) dense dans f(XO). Scit d une distance

sur T. Pour tout n et p posons :

1

A = {x : a(f{x),a 2 =}

n,p ( ( i ) - P

Pour p fixé nous considérons la suite (B_ _) définie
n,p'n ey
par récurrence comme suit :
i = A XX B = A
“l,p 1, n,p ,r x'en Mo

En vertu de a) les A et par suite les B appartiennent
n’p n!p
i la tribu complétée de S pour H . L'indicateur d'un tel ensemble
&t évidemment Lusin u-mesurable (conséquence immediate de la régularité

de u relativement aux compacts de X). L'hypothése de densité sur (an)

implique que u (X\ Ul 0 p) = 0 pour tout p. On peut donc déterminer
]



- T -

n gp
un indice n_ tel que m(X \ \B A ) = ou(X g ) < &
p o4 n=1 "n,p “'n=l “n,p’ —p°

Si nous définissons alors les fonctions gp suivantes

‘2 81 xeB pour 1 <n<n
5, (0) = | m n,p D

(& fixé choisi dans F si n > nP

les fonctions gp sont Lusin U-uesurables diaprés ce qui précéde et

1

en outre u {x : d(g(x),gp(x)) >'§} <= . La fonction g qui est
£

ainsi la limite en mesure des fonctions e, est Lusin u-mesurasble
&L
d'aprés le théoréme 1.
51 nousconsidérons le démonstration de la proposition 2

nous avons en fait démontré le :

Corollaire

S04t F un espace reitnisable et u une meswie de Radon
suw un espace fopologdlque X queleonque. Powr qu'une apyliication
de X dans ¥ 404t Lusin-p -meswrable, L2 faut et 4L sul{il que Les
deux condiiicns sudlvantes solent néalisies :

a') L'inage aBedvrogue par £ de Lovie boule {fenrie de F est
w-mesunabie.,

b) I existe dans X une paiide X Lelle que u“(}: \‘Xo) =0 et

f(XO) est sépaible.

Proposition 3 = (Pettis)

34 F est wn espace de Janach une awplication f de X dans F

est Lusin uw-mesuwrehle, 84 et sewlement 54 :



a") f  est scalairement u-meswrasle,
b) 1L exdste X_ dans X tel que u*‘(xxxo) =0 et f£(X) est
une parilie sépwaaile de F.

Dénonstration

La necessit? de a") est évidente. Celle de b) résulte de
la proposition précédente.

Pour montrer gque a'") et b) impliguent la Lusin y=mesurabilité
il suffit, en vertu du corollaire de lua proposition 2, de montrer
que si a") et b) sont vraies l'image réciprogue d'une boule quelconw
que de F est un ensemble u=mesureble.

Soit une boule B de centre o ¢t de rayon r dans F, Désignons
par E 1l'espace vectoriel fermé engendr©¢ par f(XO). Nous avons seculement
& montrer quec l'image réciproque par f dc B M E est u-mesurable. En
vertu de lo sépornbilité de E, il existe dans le dual E' de E un

sous enserble dénorbroble portcut dense pour la topologie

ia’l _
‘"nd ne i}

5(E*,E). D'oli :

<f(x) - a, &' >
| <r )= {x:xcE B}
B ! Jat il B
n

lthypothd&se a') implique la u-mesurabilité de l'enserble & droite de

{x:x«E, [|f(x)=2

cette égalité. )'ou lo proposition.

Proposition k4.

Soit (Ei)iem une faridlle d3nombrable d'espaces topolo-
giques et £ wie application de ¥ dans U1 7, . Pour que £ s0it

i::l
Lusin u-meswwble AR gaut ef Llssufiil cue pour Zout n L'application
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L'application m o £ s0it Lusin-u-mesuwrasle de X dans F o (m,

(-]

designant La projection canonique [} F.—F ).

1

Dércnstration

Lo necessité est évidente en vertu de lo définition de la
Lusin nmesurasbilitéd ot de la continuité des e
Réciproquerent, supposons gue pourttout n, T, © f soit

Lusin-p=npesuravle., Pour tout ¢ > 0O soit Kn coupact dans X tel que

uw (K ) > u(¥) - == 1o restriction de 7 o f 3 K_&tant continue.
n’ - oh n n

La restriction de m,© f au compact K = m Ki est donc continue
i=1

pour tout n. La restriction de f & X est done continue et corme
o0

u(x) > w(x) - iil —% = u(X) = ¢ nous avons aussi nontré que f
2

est Lusin~u-riesurable,

Proposition 5,

SLF est un espace Localbenent convexe métwisable, une appli-
K 2 +

cation £ de X dans F est Lusin-y--meburable 84 et souloment AL @

1P

a") T esi scalairemens p-medt ubLe,
b) 1L existe X, dans X tel gue e mx)=o0et f(Xo) est
une partie sépawbhle de F,

Démonstration

Lo necessité est triviale er vertu des propositions

précédentes.

Pour montrer que 2") et b) impliquent la mesurabilité
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Lusin de £, il suffit de remarquer que le sous espace fermé engendré
par f(Xo) dans F &étant métrisable de type dénombreble, il est iso-
[be]

j ™

worphe 4 un sous aespace d'un prodult £~l Fs d'espaces de Banach

Fi de type déncubrable, Daprés le proywsition 3 les applications
L f sont Lusin-u-niesursbles, d'ou aussi lfapplicetion f d'apres
la proposition 4.

Avec la dénonstration de cette proposition 5 s'achéve la

démonstration des diverses implications énoncées dans le théoreme 2.

II - Mesures de Radon équivalentes - Topologles Radon-équivalentes.

1 « Mesures de Radon équivalentes.

Définiticn 2

O A S W1 73 1 e T Y

Soient @a et 1; deux topologies sur X, ul une nmesure

de Radon pour 4 une nesure de Radon pour Qg. Les mesures M

1 o

et 112 sont dites équivalentes si :

1

(Ml) elles ont les ménes enserbles nesurables avec les méues
mesures.

(Mg) Pour tout cspace topclogique T 1l'enserble des fonctions
Lusin ulumesurables de X dans T est le méne que l'ensewble des

fonetions Lusin ug—mesurables.

Proposition 6

La condition (I-«Il) est Squivelente 2 ¢



= 1] -

(.Tvt'l) Pour toutl cospact Ky »owt ﬁl(;w/:\;; K, rout cf,,) et tows
e >0 L existe un compact X, nouwr %'?(.fe;@&;:: K, noux ‘fl) Zek que s
(48 -

T -+ v - - -
K2 C I{l el ul(..-l) e < ug(hg) iul(hl)

Démonstrat ton

L'implication (Ul) =y, (ﬁi) est triviale em vertu de la régularité
des mesures de Radon.
Montrons (Ni) s (ﬂl) : en effet !f est mesurable pour y

(1la mesure I

1 étant hornée) si et seulement si pour tout ¢ > 0, il

existe un compact X, pour qa et un ouvert O1 pour ‘{a tels que :

1

I ; 8
Kl C M c_Ol et ul(og\ "1) < e

Or par dualité, l'hypothése (Hi) implique que pour tout -euvert Ol

pour %1 (resp. 0, pour ‘ﬁé) on a u l(O) > inf{ “2(02) 1 0, € 12, 0,> 0} :

th peut donc d'avrds (N'l) pour tout I' y,-mesurable, trouver I, compact
<

pour Z; et 02 ouvert de i; tels que :
Ky b <o, et Hs ( SPANY: )iE

ce qui implique la y,-mesurab:.ité& de il
o

Proposition T

Solent uy et o, deux 1esunes de wdon swe X pour Les topologies

respectives % et g Les iresures ny et

sevlement 84

My sont ouivalentes 84 et

(1) ¢ Les applications Adeniiquos (X, ‘fl) —> (X, 652) el
(X, ‘(2)~-—>(X, f;) sont respectivenent y, et oy - Lusdn meswrables e 84

l\/\'

u. est L'inage de w..
2 1



w 12 =

Deronstration

1°) (z-:l) et (MQ) = (1),

si (17,) est vraie, 1l'application identique (¥, a%)-—->(x, qa)
<

étant continuve donc Lusin u,-mesurable, il doit en 8tre de méme de

1

1l'application (X, qg) — (X, WQ). La condition (ﬁl) exprime alors

que est 1'image de Moo

L

La cordition u, est memure image de u. implique trivialement
[N

1
Ml. Pour tout espace topologique T et toute application ug—mesurable f
de (X, Gté) dans T, 1l'application composéc (X, Qi)—zi(l, q%)‘-iéaT

f o I est Lusin p,=-mesurable par:e quc u , est l'image de ¥ | bar

1

l'application Lusin ul-mesurable I.

Corollaire

e Y e L

54 Gg eal nius fane juc T LENIEL, POWL que ul(de Cadon

pow ({l) S04t Cqudvatente & u (de adon pour ‘52) AL fant et AL sufbil

1

que 2'application Ldentique (X, %6)) ———> (X, ) s0it  u,-mesuradle,

~
4

et UOC{OHVLQVII Lo m@me cieswie aux ensentles compacts pout 4 [

et ous
4 u 5

1

o Plespace toul entlen.

Touts Zfopologde modns [ine que o, of whus §dne que “én e
L [

alons Cadon equivalente %6 ef % .

Démonstration

Tn effet (X,'z ) —> (%, Gcé) est trivialement Luain


http://vA.cn

p ~mesurable puisque continue, et 81 pour tout compact K2 pour qfe on a

(K,) on a pour tout iI u,=mesurable :
o

L) = sup {ug(K2) : K2 corpact pour (zé, KQCZ i}

= sup {ul(Kg) : K, comact pour T, K, c B}

& comme tcut cowmpact pour ﬁa est un corpact pour q%, on a :

ug(h) > sup {ul(Kl) : X, compact pour = , K, c i} (1),

1 il
Comme alors p?(6 M) > u1(6 i) et “o(X) = ul(X) par hypothése on a

done uE(M) = ul(M) powr tout iy -mesurable, ce qui exprime que Uy
est la mesurce image de Hye

2 - Topologies Radon équivalentes.

Définition 3

Deux topologies q} et i; gur X sont dites Radon-équivalentes

si toute mesure de Radon positive bornée ., pour ‘%i (resp. u, pour CCé)

1

est équivalente 2 une mesurc de Radon K, pour q; (resp. 1, pour ‘(2).

1

-

Si (Il est une topologie plus fine que qa»séparé sur X, pour

que ‘fl et i; soient Radon équivalentes, il faut et il suffit §'aprés

le corollaire de la proposition 7 que 1'application icdentique

(x, €,)

> (X,‘%i) soit Y. =mesurable, la mesure u, de Radon pour
[t

1
qgl équivalente & u, €tant alors donnée par la mesure image de u,.
~ [N

Nous nous prcposons de douner un cas important de Radon équi-

valente .



e 1l =

Théordme 3.

34 E est un espace vectorndel convoxe ritiisabe de dual EY,
deux topologdes Awe B covpatilics avee fa duxliti (E,EY) sont Radon
équivalentes,

Démonstration.

D'aprés le corollaire de la nroposition T et la remarque qui
suit le définition 3 nous avons seulement & prouver que l'application
(B, o(F,E")) —— (E, t(E,E'")) est u-resurzhle povr toute mesure
de Radon faible p sur E. ( 1{E,E') designe la topologie de Mackey de I
identique 2 la topologie métrisable donnee initialement sur E).

Supposons que usoit portée par un sous enserble fermé S séparae
ble de E. Alors 1l'application identigue I : (B, o(L,E')) ——(E,1)
prenant u-presque partout pee valeurs dans unc partie ferméc séparable
de E, et I étant trivialement scalalrenent u-nesurable il résulte de la
proposition 5 ci-dessus que I cst u ~mesurables

Or, pour toutc j de Radon faible on peut trouver une famille

dénombrable (Kq) de compacts faibles tcls gque u(X\\é Kn) = 0, et si 8,

est le support dans X de la mesure u rostriction de w2 ¥, 8 =W 3
n n’ n? n

est un enscrble fermé portant la norme u ot séparable si les Sn le
sont. Le théortme 3 dans le cas ou &L cst complet resulte donc complé~
tement du lewme suivant

Lemme

5S4 E est un espace de Frechet, X wne punide de E eompacic pour
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o(E,E'), w w2 mesne de Walon sun X alons Lo supmork de u est séparable.

Demonstration du lemme

~Pour tout £ e L (u) consiCércns 1'integrale faible suivante
(& valeurs dans E") :

j% x £(x) u(dax).

1}

o (f)
a . -, - o . Vo,
aprés le théorérmec de rein-Smulia. on peut supposer que
K est convexe équilibrée fermée. Comme alors a(f)e || f||l||u |« X on
voit que a(f) <« L. Nous définissons ainsi une application f~>a(f) con-

. 1 .
tinue de L7 (u) dans (E,t). D'aprés le théordme de Dunford-Pettes~Grothendieck
(voir par excrple : Grothendieck ( t[ ou Tspaces nucléaires = Jroupes
de travail RHennes [ J. Chapitre VI), o transforme toute partie faiblement

1 o _ . . B
compacte de L7 (1) en une partie fortement compactc de (E,7). En parti-
. . e .. © -1
culier si 3 designe le boule unite de L (W)cL (n), a(Bm) est compacte
dans (&,7). iiais (E,7) &tant métriscbic «(B_) est séparable pour T .
P . @®© -
I1 en est de méme par suite pour le srus espace F = a(L (u)). Nous

allons montrer que le support de U, supp. M < T,

}

Scit done a € SBupp v , ¢t soit V un voisinage faible

convexe fermé de a. Zn vertu de la définition de Supp p on a w(V) # 0

1, lv(x)

AN Lw(U). Comne af = _{x
w(v)

d'ou f =
u(v
d'une part 12 F C T d'aprds ce qui précédc, d'autre part a l'enveloppe

u (dx) appartient

vl . ~
convexe fermée V de V dans E" pour o(E",L'), afec V NE =V, Ceci
9 9

prouve quc of € PNV, donec que F n 'V # 0, Ceci prouve que :
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a € 3upp u 5> & ¢ F. D'oli le lemne et d'cl le théordme dans le cas

ou & est complet.

51 1 est métrisable non cormlet, soit T le corpleté de E.
Corme (8 )t = & 1'application identigue (i,0(E,Z2°%)) ——->(ﬁ, o(%,E'))
est continue, et corme l'application (E,0) —> (ﬁ,T) est mesurable pour
tarte mesure dec Redon sur (E,o) 1l'application identique (E,o)———>(%,r)
est mesurable pour toute mesure de Radon sur (E,o). Comme enfin cette
application premd ses valeurs dans E, l'application identique
(BEyc) ~—>(B,t) est mesurable pour toute mesure de Radon sur (E,o).

Dol le théoréme pour E localement convexce métrisable quelconqucs

Remarque

Le contre exemple suivant montre qu'en général unc topologie
moins fine quc o(E,E') n'est pas Radun équivalente a la topologie de E.

(¢f. Schwartz [5] )

E = Dual de l'espace %[O,l] dos fonctions continues sur [Q,lj

o(E,¥€¢) = o(€',¢)

4}
il

1
!l

Cgl
(52 T(L,EY) = (€, ¢),

Sur T = ¥' on considére la mcsurc u image de la mesure de

Lebesgue A sur [0,1] par l'application t ~ ¢, qui applique

t
homéomorphiquement [0,1] sur une partic de €'. Si l'application
identique (¢*, o(g', €)) —=(€', t(¢', ¢")) était u -mesurable,

1'application t,~/—>et de [b,l]dans 1'espace de Banach ¥' serait
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A =mesurable. Or (e est un sous espace S discret de cet espace

tee [0,1]
& Banach, il existerait donc pour toute mesure de Radon portée par S un
sous ensemble compact donc fini de mesure > O, ce qui impliquerait
pour la mesurc de Lebesgue A sur [O,l] un ensemble fini de mesures
non nulles, ce gqui est faux.

On peut montrer par contre CI. Schwartz |:5] que si E est un

espace de Fréchet séparable, la topologie de I est equiwalente

8 toute topologie complétement réguliére »lus faible sur E,



[3]
[u]
(5]
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