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IEMME DI RRUNEL ET APPLICATIONS

Par M, METIVIER.

(Q,%,u) est un espace probahilisé,

1 = Préléminaires sur les contractions.

. el . 1 e . .
T contraction nositive de ', T son adjointe,

1.1 - Fonction excessive.

A

h est dite excessive dans la suite si h > Th,

1.2 = Proposition 1 :

17 existe une plus netite fenction excessive maforant v> 0.
Cotte fonction est déhinde comme Pimife croissante de fa sulte ¢n définie
nar nlcurnence

= k':; d\ - b ; y °
% a1 = YT Y

Démonstration :

h . . . ” .
Corme T est une contraction, on voit irmédiatement par récur=-

rence sur k aue : Jlo, || < ||
. - 00— ©
En outre . > ¢ et si d > 3 on a :
1 - "0 o= ket
8 VT e > ¢ vT o ® aton 3
= i (80 o 1 (<3
11 { w > gy bl b, 1'ol nar récurrence sur

k la croissance de la suite (¢ ).
La suite o converge donc vers une fontion Y., . Montrons que

cette fonction est excessive :

) . - 3 m 3 =
T V. lim T ®n < l;m ®n+l W%



1.3 - Autre expression de ¥.. lorscue i =1 Be %

£

On a , (en vertu de Tﬁlﬁ.i 1)

i

s 4 A — X
0, = 1V Tl =1, + T (1) =1, T, = 1.+ Tl = 1,

S

_ S
= lE + lEC T lE'

To
. P e ey
avec JEC s ] > lEc . T
S 'l
n a : TE = JEC o T.

D'otl
o, =1+ T, 1
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et nar récurrence sur ¥ du fait que :
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on déduit :
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2 = Lemme erpodigue

TA

ki Kack=

Pour Lrut x <n on vose T =

F,n A=k

PV
E.="' 1

6 T =0 pote (Typ £201
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Alons voun tout = < Ll(o,f.: ) et fout T oo E B, onaa ,;f.WF du > 0,

Démonstration :

il

Soite =. ! { T. >0}
n i=0 i1,n  —

1°Y On a E =~ e mour tout n soit ® = lim sup e_ :
k>n k- ¥k

Six « e, & Fg il existe un 1 > ¥ tel que Tk,l £(x) > 0.

Soit 1 1le plus petit des indices possédant cette nropristé, On a nécessai-

rement T, . £(x) > 0 nour tout k+l < k' < 1 sinon Tyop £(x) < 0 joint

k'

f(x) + T f(x) >0

k,k? 7

8 Tkl’f(x> = T ' £(x) > 0 impliquerait T

k kk!

contrairement & 1'hwmothdse que 1 est le plus netit des indices > ¥ tel que

Ty d £(x) > 0. Soit i < k. Comme T, £(x) =T, f(x) +T ;f(x)>00na

iy ik

donc nour tout x . e

T., £(x) > 0 vour tout i < 1, Soit x ¢ e

. Ceci prouve que
il : !

X

I . b
I . | PR . - - ~
Vi e < 1508 d’ou 0 " ken ok

In outre si x ¢ E_ " F, d'anrds la définition de Ef

x ¢ ;:% [Tv £ > 0| donril existe un vlus petit B > O tel que T, f(x) >0

et en reprenant le raisonnnement nrécédent x ¢ eq' D'ou



(2,1) On mose T. = e, & e. coo il

2°) Construction de @
o,n

< ¥, telle que

ous définissons ®i
>

,/ -
{ n,n n,n
{
‘l k{' »*
i 0 = VT
(2.2) ( n=1,n n=1,n T n,n
( -3
T, =% VTO
O,n O,n 1l,n
On a (en vertu de < f
n,n ne=l,n

récurrence sur - = n ... O on voit que &

L,n

0,
<

en effet une telle inéralité jointe 2

de T 'immlioue trivialement
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& =% vV
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Tous définissons également
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(2.3) r + 7T $ ..+ TOT

q) > S :.
Ywl,n — Y=l,n

®

< B < 1
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i < n de la facon

—:ﬁk-l,n
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[ f.0 _a>o,
o,n -
. fee)
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i,n
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et A la nositivité
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91 x e T on a mour tout i > ¥ . (x) =0 a'oll :
T ,n - 1,n

EY
. =T . 3
1, (x) ®1+l,n (x)
d'on :
™ B . =0 1 >
x £ Py o =0T (x) nour tout i >
1 = B - T 3, 3
S1 donc x " n K+1,n on a

.)4 = = L. = =0
(2.L) Ik+l,n(x) T1k+2,n(x) rn,n(x) )
et

('2.5') 1 =\{"_’n(x) = q)k’n(X) T ese F ’.bo,n(X)

Comme la suite « (T &, ). est décroissante il résulte de

i,n"i<n

2.5) et de 1a Aé&finiti decs . u < < e <T
(2.5) et de 1a Aéfinition des r; p Quer 0.n Fl ) g SUT

’ — l,n = — k,n
N -7 Cecl entraine aque sur T -5 Loe
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Dot finalement sur wO,n = \ﬁ- EP,n - Ek+1,n :
P S RTT T;lanTnvi 0
Comme sur :ho,n TO = I} = ,..=1 =0ona
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n .
0 o+ TP+ ...+ Tf = [f(r. _+'T +oo0t T
b < (1"0’n M L ) du [rir, o r r

Soit d'aprds (2.3) :

(P.6) O<ff.0, du

O,n

]

3°) ¢
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0,n

Comme‘% n < 1. mour aqtout i et tout n, il résulte de lo défi=-
. 1)
nition de Vv _ donnée en (1.1) cue :

(2.7) &, < ¥ pour touti i et n.
i,n — &

Remarquons nue : en vertu de la croissance de i ’~wsfi 0
2

¥, g2 i e
r k"} ‘\-r rp oe L"V- .V LN ) ‘] B
AN T (4 i T )

X
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(2.8) > 4.
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Fn revenant aux -notationsde 1°), soit ¢. telle que

6.(x) > v (x) = ¢

o (x) = 1, v W1 vt (L. v 7))

1 termes

Comme".?'i n T > 1. (1imite croissante), on peut trouver
9 ")

n_ tel que compte tenu de (2.R) pour tout n Z-ne

(2.9) %, () 2 ¥o(x) = 2e
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Pn vertu de (2.7) et (2.9) on a donc :

(2.10) lim o, (x) = v (x),
n->oe ?

4°) ne (2.6) (2.7) et (2.10) résulte la formule :

Fn effet d'aprcés 1le théordme de la convergence bornée de
Lebesgue :
[ro¥p au =1im [f o0 du > O,

O,n -
n->oo

2 = Deuxidme lermme de Trunel.

" = ({ im ™

- g £> ==t {linT, £>01 D), (1)

n s

(Cot ensamhfe contient £'ensemble TL = { lim T, £ > 0 }A, Foglu).)

s

n
Alons si T < T [ £v au > o,
Némonstration
o= TnN
1 o
EQ =D
o : TS, 2 i
1°)  Soit £ > 0 telle que L T £ =4 oo =
o] ) | k=0 o}
S v 1im p IR A f + = o)
ur W, lim sup T ( efo) +
n
< (lerme de Rrunel)
' ncom e . )
D'olt 1 Tever Sk WEl (f+ef)au>0

(1) : ¢ : partie dissipative de l'opérateur T : non la définitive dans le
cours de la démonstration.
D : partie conservative.



en vertu de la proprifté suivente de 1o partie dissipative

4> 0 et f9>03) o0 e [ 7> 0] < D
one [¥, >07] ¢ D ouencore ¥, nulle enC d'od
Yo = ¥, nulle en CJ
1
Posons ¥ = (1 =T ) v, = (1~ T*)(Wﬁ - Vv ) (parce que V
P E El El

harmonique).

. An .
S8i nous mouvons montrer que T (WF - Y. )= 0 1il en résultera
= .)l
que
* AN
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.t »51
1) Supposons que fo + T fo + ..o + = intéarale sur EP alors :
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Soit
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et im TR + 7M1 =0
Tepeo 2 P

ce qui implique :
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Dol :

lim T (v ~v ) =0
n% E) J,Jl

ce qui implique :

- = . T Y.
WE WE 50 |

Evaluons :

n
= 143 5 omK
[ £y, =y W'l) du =1im { ¥ (X T f) au

=0
n
Or X < VL o= Yy nul sur C
5 2
¥ <(1- ) ¥, nul en dehors de T.

n

Corume N<X etauelimf+TF+ .., +T £ >0 par définition sur
n->oo
E"'n D, si en outre
(2) (F) + T(f) + ... + intérrable sur ¥, on a :
n o
3 “r T LS
lin [ ¥ ( vop T T ) dw 20
n-‘)‘m —
. & .
lous avons maintenant nous affranchir de (1) et (2) .
Corme sur D (nar définition) :
1r
R ka' < + et Loomt(f) < 4
o T Tt ety TN "
. no oz
on peut trouver une suite F, <~ L, telle que sur chadue T, (1) et (2)
pd . -
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Corme A'anrds 1z nremidre nartie de la démonstration on a :

[ £ vmap=0

on en déduit : f f WE dp =0



