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C A T E G O R I E S T R I A N G U L E E S 

par 

J. HOUDEBINE 

INTRODUCTION 

Le but du "Groupe de Travail d'Algèbre" était d'étudier les 

catégories triangulées à partir du résumé de Monsieur VERDIER et d'un 

article de Monsieur HARTSHORNE, en s'imposant de faire des démonstra­

tions complètes et si possible, élémentaires. 

Le seul résultat original, dû à Monsieur HOUDEBINE, qui a été 

le membre le plus actif de ce groupe de Travail, est le suivant : 

- Les axiomes désignés ici par FRU et FR5, qui sont toujours 

les plus difficiles à vérifier, sont conséquences de F R 1 , FR2 et FR3. 

Ce groupe de travail poursuit cette année l'étude,d'une part, 

de la dualité locale, et d'autre part, de la dualité de Poincaré d'après 

l'exposé de Monsieur VERDIER au Séminaire de Bourbaki (1965). 

I . GIORGIUTTI 



CATEGORIES TRIANGULEES 

I e ~ Définition 1. On appzlid catigoAid viianguléo. une. ccutigoiiz additivz 

munie. : 

1) d'un £onc£eu/i T qui &>t un cuitcrmApliiMme. de C 6u/i C appeJLe. ^onctewt 

TnanàtoLtion 

2) d 'une cZciA&e % de bextupleÀ (X P y,Z,u,v,u;) appeler &UangleA de C p 

ou KyVfZ à ont deô objet* de C e t a,v,to deô mofipkumzA : 

a : X y / , v y — Z , Z >T (X), £e£ que. f paô-ôède 

loA pKopKWtQA TRI, TRI, TR5> e t TR4 ênonceô C/C-deô4ou6. 

Un triangle sera noté 

V \ 
X * U > Y 

Un morphisme de triangle est un triplet de morphismes (f 3g,h) tel 

que le diagramme suivant soit commutâtifo 

X > Y > Z - »T(X) 

f g h T(f) 

V v 4- ^ 
X» * Y F > Z 1 VT(X') 

Avec ces notations, on énonce les propriétés : 

TRI - chaque sextuple (X,Y ^ Z J U J V , ^ ) isomorphe à un triangle est un 
triangle, 

- Chaque morphisme u : X y Y est contenu dans un triangle. 

- Le sextuple (X 5X 90, 1^ ? 0,0) est un triangle.^ 

TR2 (X 3Y,Z*u,v,w) est un triangles si et seulement si (Y,Z 3T(X) ,v,w,-T(u)) 

l'est (on l'appellera translaté du triangle initial). 

TR3 Etant donné deux triangles (X SY 3Z,u,v,w) et (X
7 , Y F ,Z?

 3u' ,v
f ,w' ) 

et deux morphismes f : X *Xf et g : Y > Y F commutant avec u 

et uf

:, il existe un morphisme h : Z > Z ' (non nécessairement 

unique) tel que (f,g,h) soit un morphisme de triangle. 

(l) Nous noterons I le morphisme quand il n'y a pas de confusion possible. 
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TRk (Cfest une sorte de loi de coEiposition des triangles). 

Supposons donnés trois triangles 

( x , yj z \ u 3 j , y) Ï 

(Y, Z, X \ v, i', i) /* / \ N 

(X, Z, Y»,vu, k, k') J - / vu V ^ Z 

alors il existe des morphismes y jf j{ i f 

f : Z f >Y ? et g : Y 1 — > X f , tel que / \ k t k / \ 

(Zf

 3Y
f ,X' ;f, g i T ( j ) i) soit un triangle, \T(,})i / gyi 

et que f j » k v 9 T(u) k
f = ig3 k

ff = j 1 \ \ V ~* 

et g k = i 1. Ceci peut encore s 1 énoncer : f N

 % \ J ^ ' g 

( Ij-, v,f) et (u. g) sont des morphis- ^ , y 

mes de triangles. 

Remarque. Il résulte de TRI et TR3 que dans un triangle9 le composé de 

deux morphismes consécutifs est nulc 

Définition 2. Un ^onctowi adciiti^ F : C — * C d 'une dXttqonJLz tKixk&guJUL<L 

dans unt amt/in Q2>£ appoJLt a -^oncteu/i & *JUL titans &omz tAJumglu en t/Uanglte. 

Définition 3 . Un fioncteu/i additif H : C—>A d 'une catzgoKJLZ t/Uangut^d 

dans une cœtzgonÀz aboLimm o&t appeZé ^onctowi cokomologlquc 6<L pou/i 

chaque, t/tianglo, (x> Y, Z, u, v 9 w), la siuXt 

... H ( T i ( x ) ) H (T 1(u)) > H ( T i ( Y ) ) H (^(v))^ H ( T i ( z ) ) H ^ M \ E { T ^ { x ) ) , , m 

ojbt exac te 

Proposition 1 , JLe6 £onct:eafc6 Homc(M, •) e t Homc(*, if) 4on£ de* ionoJtwfiA 

cohomolog<Lqu&>. 

Montrons par exemple que Hom^(M, •) est un foncteur cohomologique. 

Pour cela9 il suffit de montrer que pour un triangle (X,Y,Z,u,v>w) la suite : 

u* v* 
Homc (M9X) V Homc (M,Y) ^ Homc (H,Z) est exacte, les autres 

exactitudes s'en déduisant par translation (TR2). On a évidemment v*u*^ 0 

puisque v u = 0 . D'autre part, soit a e Ker v c'est-à-dire tel que v a = 0 . 

TRI montre que (M, 0 , T (M) 3 0 , 0 , -I) est un triangle. On a alors le 

diagramme : 
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M > 0 >T(M) °'I>T(M) 
• 
I 

a 0 Î6 T(a) 
4 t 

Y ^—>Z ^Ï(X)^4T(Ï) 

qui se complète par 6 en vertu de TR3 . Comme T est un automorphisme, 

posons y = T" (B) et alors u y = a d'où le résultat. 

Corollaire 1 . Si î o£ g d(L Vaxionz TR3 A ont deô ibomoKplvUmeA 9 il m 2At 

dd morne, de h. (Lemme des cinq). 

Proposition 2. Soit (x,Y9Z30,v3w) an txiangld, MohA il y a un ibomoxpkiAme, 

f de z dayu> Y ® T (x) tzl que la diagsiarmid 

z 

Y. ^ T(X) 

6 oit camutatifi. 

En effet, TKk donne : 

0 

à* \ / V 
T(X) < \ 0 / Q Y 

\ \ / * 

^ \ / / 
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Il suffit de montrer que Z est le produit direct de Y et de T(X) 

avec les projections -g et w. Pour cela, utilisons la proposition 1 et le 

lerome des cinq avec le diagramme : 

0 }Hom(M,Y) » Hom(M,Z) » Hom(M,T(X)) > 0 

0 1 (S) 1 0 

i * / T ox * (?) v V 
0 >Hom(M,Y)-^^Hom(M,Y) ® Hom(M T(X) ) =̂ -* Hom(M,T(X) ) * 0 

Cela montre que (~g) est un isomorphisme entre Z et Y^T(X). 

L'isomorphisme réciproque est (v f ). 

Proposition 3* LoKàquz davU un &ûjm$l<L> l'un doA moïupkLbmoA admzt un noyau, 

[sioAp2.c£. un conoyau) 9 lu &Uangl& àcùidz, cfoAt-à-cUnz oAt de la ^onmz 

/ \ 
(o I) \ 

La proposition 2 démontre la proposition dans le cas où u « o. Supposons 

que v admette un noyau. Comme vu = 0 5 u se factorise à travers Ker v : u = 

(Ker v)uf. u et u f sont contenus dans deux triangles. 

X ^ >Y' Il >Z' £ >T(X> 

I Ker v f I 

* u ^ v ^ W * 
X > Y — - ^ Z *T(X) 

Le couple I, Ker v se complète par f d'après TR3, et I et Ker v 

étant des monomorphismes, f lfest aussi (Proposition 1 et lemme des cinq). 

On en déduit que v f = 0 donc T(X) est isomorphe à Z f ®T(Y f) (Proposition 2 ) . 

D'autre part, dans le triangle contenant Ker v : (Y',Y,Z?% Ker v, v", w ? ?), w" 

est nul car Ker v est injectif, donc Y est isomorphe à Y 1 © Z " . Plus préci­

sément, on a le diagramme connutatif où a, 6, sont des isomorphisnes : 
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x y » Z V T(X) 
4 ^ \ u ' Ker v / * 4* * * 

a ^ \ 

| / < o I) l i * 
T":L(Z,)ffiï, >Yt®2«__ , yD yzm(Y') 

et ce diagramme se complète comme i l est B 

indiqué. I l suffit maintenant de montrer ( o l h s / \ >Jo^ 

que dans un triangle : / \ Tsf 
A® B / . . . \ V B ©C 

v / \
 (°> V F X ( o l ) 

Y \ 1 2 A / k ) CVIY V 
/ (CI) \ T(A)< \ / OC 

A © B iS2i VB >̂ C \ \ / X 
fv \ / SOL 

v f\) • 
D se scinde. Pour cela, utilisons TRk. * 

On en déduit = o, g = o et 

g Vg « I ; d'où le diagramme commutâtif, 

(v v )* (w 1)* 
Hom(M,ASB) V Hom(M,B®C) 1 2 ) Hom(M,D) 2—* Hom(M,T(A) © T(B)) V Hom(M,T(B) © T(C) 

I I (J ) I I 
W l 

y v (ol) v toI\ y v 
Hom(M,A$ B ) — • Hom(M,B® C ) - ^ Hom(M,C @ A)-22-> Hom(M,T(A) 3& T(B)) » Hom(k,T(B) ® T(C jT 

la suite de la 2ème ligne étant exacte, le lemme des cinq montre alors que 

) est un isomorphisme et i l en résulte un isomorphisme du triangle initial 
w l 

dans le triangle : C ^ A 

(/ /Ol\ \ 

A $ B I22i > B © C 
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Proposition U. La Aomvz de deux tKÀjmgtQÂ &>t un t/UxxngZz. 

Montrons d'abord la proposition pour les triangles : 

A A 
X - y Y 0 y X' 

-Y 

Appliquons TRk : on obtient les \jy//y ^ x N ^ ) 

relations fv = u' 3 w'f = w et / \ 
X f \ 7 Y Éfi X ' w' u^ = o. Ces relations montrent , V / ( U ) \ r ^ 

qu'il existe un diagramme commutatif \ / v \ / 

analogue À celui de la démonstration w /\ X 
l£ w' (u' u')/ \ précédente. Le lemme des cinq montre \ l 9 2/ ©>' 

alors que (f u') est un isomorphisme ^ \ 7 yr 
V" \ / s' 

de Z © X ' dans D qui définit un iso~ N ^ \ / 
f ̂ v fi) ̂ ''s 

morphisme du triangle ^ d " ' 

D Z © X ' 

^ ^ \ ( u ^ U P dans ( w o ^ \ ^ Î ) 

X — ^ Y ® X ? X — * Y ® X ' 

Considérons maintenant deux triangles quelconques : (X,Y,Z,u,v5w) 

et (Xf

SY
ÇjZ?,,u',vfjV')„ Le résultat précédent montre que : 

Z Z ' 

x ^ x ' - ^ i i + ï ^ r Y ex'- V o ^ ' V ï 9 Y' 

sont des triangles. On obtient le résultat ci-dessus en appliquant IRk au 

diagramme : 
Y ® X « 

/UOv / N. /IO.\ 

( u o o 
X © X' -2±-± Y Y <^ Y' 
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2 . - LA CATEGORIE TRIMGULEE K(A). 

Soit A une catégorie abëlienne. Soit K(A) la catégorie dont les 
objets sont des complexes de A et dont les morphismes sont des classes 
d'équivalence d'homotopie de morphismes de complexes. 

Remarque. K(A) n'est pas en général abélienne. Par exemple si A = Ab, soit 

x : o > Z ~—» Z > 0 

Y : 0 > Z -—» Z > | > 0 

Les morphismes 0 , 2 , 2 , 0 et 0 , 0 , 0 , 0 sont homotopes par 0 , 1 , 0 et 
les noyaux sont respectivement 0 et X qui ne sont pas homotopes puisque 0 

est acyclique et X ne l'est pas. 
Le foncteur de translation T appliqué à un complexe X change les 

indices d'une unité et le signe de la différentielle. T appliqué à un mor-
phisme f change les indices d'une unité : 

(T(X))1' = X n + 1 d* ( x ) = - d f 1 (T(f))n = f n + 1 

Soit u : X } Y un morphisme de K(A) et désignons par X Y 

le complexe tel que (X • Y ) n = X11"**1 © Y n et 

Par définition, un sextuple est un triangle si et seulement s'il 
est isomorphe à un sextuple de la forme : (x ,Y,X0 Y,u, 

O. <Io>) 

Vérifions les axiomes TRi 

TRI» Il suffit de vérifier que les triangles suivants sont isomorphes. 

0 X D T X 

X — » X X -—^X 

Pour cela, montrons que I ^ Q ^ est homotope à zéro. L'opérateur 

d'homotopie est k = J ) , 
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TR2. Il faut d'abord montrer que les :teiaôgî s suivants sont isomorphes : 

T(X) YD(XOY) 

~T(u)/ \ ( l o ) ( I o o ) / \Mj 

Y i vXO Y Y i > XO Y 
7 u u 

Lfisomorphisme du second dans le premier est (l,(^°), (olo)) et 

l'isomorphisme réciproque ^E, (oî)? (~ï^Uy • Pour le montrer, il faut d'abord 

/-T(u)\ ° 
s'assurer que (olo) et (i J sont des morphismes de complexes, c'est-à-dire 
q u e Ar(d y) o o \ 

- T(dx) (o I o) * (o I o) ( 0 -T(dx) 0 

\i T(U) dYY 

f-1!2(u)\ /-TCdy) 0 0 A /~T(u)\ 

V 0 / \ I T(u) d YY \ 0 J 

Puis il faut montrer que certains diagrammes sont commutatifs à 

une homotopie près. On trouve en particulier que : 

(I o o) et (o -T(u) O) sont homotopes avec k = (v o I) 

Ce qui montre que le premier morphisme est un morphisme de triangle 

/-T(u) o\ /o o\ /o o l\ 

I l o et I o sont homotopes avec k = I o o o 

\̂  o oJ \o IJ \ o o o j 

Ce qui montre que le second morphisme est un morphisme de triangle 

/o -T(u) o\ A o o \ (o o l\ 

l o i o et o l o sont homotopes avec k = / o o o 

\ o o o y \ o o I y \o o o / 

Ce qui montre que ce sont deux isomorphismes réciproques l'un de l'autre. 
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Il faut montrer de même que les triangles suivants sont isomorphes : 

Y T ~ 1 ( X D U Y ) D X 

^ ( X D J ) - ( L O ) > X T ^ C X D J ) — ^ X 

Lfisomorphisme du premier triangle dans le second e s * ((qj)* > 

(fia \ ' 
lfisomorphisme réciproque est U J , 1 , (o,I,u)y. On le démontre comme ci-dessus. 

/T(f) o^ 

TR3. Le morphisme h est I ^ ' 1 

TRk. Y 

X S~ / V - \ Z 

•f / \ / 

\ (I o } / XO Y« V — i - 2 J.—©YQ Z 

X Q z' 
w 

Les morphismes f et g seront f = (*°) et g = (TqU^ j)• H faut 

donc montrer 1'isomorphisme des triangles : 

Y Q Z ( X O Y ) O ( X D Z ) 

/oo\ / \ (looo\ / \ /§8\ 
i W V lolooj/ \boJ 

X O Y — y x o z ( X Q Y ) >xaz 

/oo\ 

L'isomorphisme du premier dans le second est ^ 1 , 1 J*°JJ, l'isomor-

phisme réciproque est ^ 1 , I, (° * \ o 1/ 
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D é f i n i t i o n h. Wooô d&6lgnoAom> pan H Lu iomtdJjJi dz K(A) dom A quÂ. à an 

complexe ^a£t dohJid&pondXd Aon o e m e groupe de cohomologid e t p a t HX,H oTx(i 6.Z) 

Proposition 5» H ea£ an fioncXowt cohomologiqud. 

Pour le démontrer, il suffit de vérifier que 

H(X) H ( U V h ( Y ) — ^ H ( X D U Y) 

est une suite exacte. C'est une zéro suite. Montrons que c'est une suite 

exacte dans le cas où A = Ab. 

Si a € Ker H (j), il existe y tel que y Ker d^ et a = y, et que 

Ç ) € Im (d œ l(XQY)) ; c'est-à-dire qu'il existe a = ( X

t) élément de X 0 $ Y 4 

—c? y p - o -

D'où dj (x) « o et d~X(y') + u° (x) = y 

x est élément de H(X) et u°(x) ne diffère de y que par un bord donc y est un 

élément de Im (H(u)). 

3 . - SYSTEME MULTIPLICATIF ET CATEGORIE LOCALISEE. 

Définition 5. Soit c ane datZQOKtn t/vianguldd une. cJùUAd S de motiphl&md* de 

C dàt appdtdd 4>y6tmd multiplicatif -6 'il Aatià fiait aux condiXion* AuivantoA : 

FRl. Si f dt g£S et gf e m i e a£oA4 gf^ s . P o u * t o u t ob/e£ X de c, i x e s . 

FR2. s €S < >/T(s) €S oà T QAt Id fiondtOJULA tÀMlAlation. 

FR3. Panô £'ax^ome TR3, 4>t on àuppoàd qud f e t g aon t eÊémenti de S, £ e 

motiplvibmd h peu t e i t e choisi dl&ndnt dd S. 

On en déduit deux conséquences importantes. 

FRU. Un diagianwd . 

LS 
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où s êS p e u t e t t e complète zn un àioQhxMmz cor/mitcutl^ 

W - >Z 

t s 

X ^ >Y 

où t e S . Lx pn.opni.V& &ip\2j&u.qu.2. QAt maio,. 

En effet, u peut se plonger dans un triangle (X,Y,Y' , u,u',u"). 

De même u's peut se plonger dans un triangle, et d'après FR3, il existe 

te S tel que le diagramme soit commutatif 

Z U > S >Y' ~ yZ" V ' vT(Z) 

s I t T(s) 

Y u' >*' u ^ T ( X ) - = T T Ï Ï ^ T ( Y ) 

et le diagramme 

T _ 1 ( z " ) — " T 1 ( v > ) y z 

T _ 1(t) s 

X H ^ Y 

est commutatif. 

La propriété symétrique se démontre de la même manière, à l'aide 

du diagranime : 

X —>Y * Y' frT(X) ~ T ( u )>T(Y) ^T(Y') 

\, T(s) t I 

^T(Z) y Z" >T(Y') 

FR_5. SjL f e t g 4on£ deô motipluAmeA de C covid<iïÂon£> ^luvantu 6eut 

zquuLvalmtQA. 

7 ) il oxÂAtz s £ S £e£ que sf = sg 

2) Il oxÀAtz t e s ;te£ que f t - g t . 



VI - 13 

On peut se ramener au cas où g = 0. Supposons alors par exemple 

que sf a 0 ; on a : 

Z >X *T >T(Z) 

I s s* I 

Z --^-Y Y+T(Z)
 ( Q l )

 VT(Z) 

avec s' d'après la proposition 2 et FR3« D'après FRU, le diagramme suivant 

se complète avec t^S 

U--- — — * T 
i 

;t s' 
t (O) i 

T(Z) >Y+T(Z) 

et T(f) t « T (f) (ol) (j) t = T (f) (ol) s' v = T (f) v w = 0. 

De même, on a les diagrammes : 

Y~^-> Z ^T(Y)+Z >T(X) T(Y)+Z ^ > Z 

s i s' s' ït 
V x> * Y + Mr 

X y Z y T rVT(Y) U 

qui démontrent la réciproque. 

Définition 6. So-ct C une catzgothlz t/Uangul&z e t S an Ayàtme. mul&Lp&lccuùtû. 

Une ca t êgo /^e £ o c a t t 6 ë e de C pa/t tiappotut a s e6£ une catzgotu.z t/Uangulzz 

C e avec an Z-tonctduA Q : c v C 0 £e£ çae 

o o 

a) Q (s) u t un Aj>omon.plvtimz pou/i clrtaqua s eS 

b) c 0 e à i aKu,ue^6e£ pouA £a ptopnÀÂXt a), c'2At-à-dOi£ : S-i q' eà-t an 
o 

3-jJoncteat de C danô D poMêdant la pn.opKX.oXt a) P il y a un unique. d-^oncXzuA 

R de C g danô D tzJL quz Q' - R o Q. 
Proposition g.Ŝ c C QMt ane cattgoniz toJjxngulto. e t S an 4(/<&;tèîie ma£t tp£^ca£c^ 

Définissons Cg comme suit : les objets de Cg sont les objets de C. 

Si X et Y sont deux objets, on considère la classe des couples. (s,f) où 

s est élément de S 5 s : X' > X et f : X' ï Y. On dira que deux couples 

(s^*f^) et (32^2) sont équivalents, s'il existe un X' et deux morphismes 

a : X' v X 1 et a g : X' > X g tels que s 1 a 1 = a 2 e S et o.^ = f g a ?. 

http://pn.opKX.oXt
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Il est équivalent de dire qu'il existe deux morphismes t : X'-< ^ X ^ et 

a : X' > X^ tels que t tS, s 1 t = s^ a et t = f a. 

SU 

En effets la seconde relation entraîne Z ) 

la première. Réciproquement 3 appliquons FRl+3 \3 S ^ J X 

(fig. l) au couple s. , s a Q. 3 ^ ^ / 
v >r J>^\ / S 2 

On a = s^ a^ a^ et d'après FR5, \ Y 

il existe s^ tel que s^ s^ = a^ s^, d'où N2 / 

le résultat. ? 
fig. 1 

Il est évident que la relation ci-dessus 

est réflexive et symétrique. On montre qu'elle —. -Y 

est transitive en appliquant FRU (fig. 2). >\^i 

Home (X5Y) sera le quotient de la classe de y'** ^ ^ ^ ^ ^ X / 

s ^ < v > y 

ces couples par cette relation d'équivalence. x

x \ / \ 

On notera f/s l'élément représenté par le 

couple (s,f). ***** 
Soient f 1/s 1 : X >Y et f 2/s 2 : fig* 2 

Y > Z deux morphismes de C^. On définit s X 

la composition en utilisant FRU (fig. 3) • >v 

On montre alors que cette définition est \y V-

compatible avec la relation d'équivalence \ ^ Y 

en appliquant successivement FR^ et FR5. ^ 

L'identité de X est I^/I^. Pour vérifier \2 

l'associativitë? on utilise FRk9 puis 

2 fois FR5. Le foncteur Q de C dans C 0 qui fig» 3 

a f fait correspondre f/I est le foncteur 

canonique. Désormais, on écrira f pour f/I. 

Soit maintenant deux morphismes f^/s^ : s ^ ^ ^ ^ 

X y Y et f 2/s 2 X > Y. On applique FRU \ >/ 

(fig. k) au couple s s p : fV^v

 s 2 / \ 1 
3 v / f \ 

et on pose j^A^ + f 2/s 2 =(f1 s 3 + f g f ^ / s ^
 N ^ ^ f 

fig» U 
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On vérifie qu'on définit ainsi une loi de groupe abélien sur 

Homn (X,Y) distributive par rapport à la composition. L'objet nul de C 

est un objet nul dans Cg. La somme directe dans Cg est la somme directe 

dans C 5 comme il résulte immédiatement du théorème sur les sommes et produits 

directs de deux objets dans une catégorie préadditive. 

i, A ip/I 
± y 1 > 

X^ (0 X^ Xg 

PX/I
 v • P2/I

 > 

Le foncteur T passe au quotient et devient un automorphisme puisque 

s €. S #===^ T(s) eS. Enfin3 nous définissons les triangles de Cg comme iso­

morphes à l'image de trianglesde C. 

Remarque. Il est facile de montrer que l'on peut représenter aussi un mor­

phisme de Cg à l'aide d'un couple dual (s^-ffj)ou s^€S, f̂  : X > 

et s^ : Y > X^. On notera s ^ \ ^ 2 l'élément représenté par le couple (s]_>^2.^* 

Montrons que Cg est triangulée. 

TRI. Il suffit de montrer qu'un morphisme f/s peut s'introduire dans un 

triangle. Or f peut être mis dans un triangle (X',Y,Z,f,u,v) et 

comme les éléments de S sont des isomorphismes pour Cg , 

(k 9Y,Z, f/s, u / 1 , :.(r) v)) est un triangle de C g. 

TR2. est évident. 

TR3. Il suffit de le montrer pour deux triangles qui sont images de trian­

gles de C. En écrivant que le diagramme est commutatif, on obtient 

le diagramme suivant : 

X — > Y — V Z - — v T(X) 

x7 — Y — 2 _ * z — T ( X ) 

\0 \o \o > o 
f \ g \ h \ 

X'— > Y 1 — - — y Z» ~—*T(X») 

En complétant le diagramme, on a le résultat. 
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TRJ4. On peut se ramener au cas où v est lfimage de v^C, u et u v de 

la forme u /s et v u /s et où le triangle construit sur v est 
o o 

l'image d'un triangle de C. On a alors les isomorphismes (puisque 

TRI, TR2, TR3 sont vérifiés dans C g) : 

u u u 
X —> Y ±->Zf- ^ T ( X ) 
o o o 
s I a T(s) 

v u /s 4 u' y u' v 

X - V Y Z f
 ~ — V T(X) 

vu wn w p 

X 2-^ Z Y' T(X ) 
o o o 

B T(s) 
v vu /s i w.| * w' v 
X 2 — * Z Y1- ^—VT(X) 

En appliquant TRU, on obtient : 

Y 

A
 VI 

w,/ \ 
/ V 

alors le triangle(Z'5 Y', X' } 6 f Q cT
1, g Q g""

1, T(a u ^ v 2) résoud le pro­

blème. En effet, il est isomorphe à (Z^, y^, X7

S f Q, g Q Î T ^ ) v 2) par 

(a , 3 , I) et d'autre part, on a bien les relations : 
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v£ g fQ oT 1 = T(s) w 2 f Q a"
1 = u£ 

g f a " 1 uJ = g f a"1 au, = M , v = w' v 
O 1 O 1 1 1 

v 2 g Q g"
1 = T(uQ) w £ g"

1 = T(uQ) T(s)"
1 T(s) w 2 g'

1 = u w g 

S c = g Q 6"
1 g w1 = g 0 W l = v x 

Cg est "bien universel, le foncteur Q' étant défini par Qf(f/s) = fs~^ 

(ce qui est compatible avec la relation d'équivalence). 

Proposition 7. Soit C une catégorie tAianguizz, S un àyàtmc YmJttiplicatifi 

daM C, e£ D une AouA-cat&goiiz t/tiangulcc de c (pleine). A£ot6 SOd e a t an 

a l t e r n e ritt̂ tcp£̂ catcû D. Vaut/ic pa/t t , £ ' une deô condition* 4iu,van£ei 

eô£ tâaLtizz., le fionctcuA. canonique, de D g 0 D danô C g eô t ploJLnmznt ^ixl&lc. 

1°) Vouïi tout objet X de D e t tout moiphiAmc s : R ï X oà seS, >t£ 

oxibtc s 1 e s , s' : R' > R tel que ss f 4>oaX un ciment de S e t R'fcD. 

2°) La condition dualc. 

La première partie de la proposition est évidente. 

Montrons que l) entraîne que le foncteur est pleinement fidèle. En 

effet, soit u/s un morphisme de X dans Y de Cg où X et Y sont éléments de D. 

Il existe ReD et t tel que st£S. ut/us est un morphisme de D g ^ . 

Soit maintenant deux morphismes ^ 

dans D o r . n dont les images sont .X 1 / 

t' > ^ \A% 

identiques dans C g. C'est-à-dire R * X"' V 

qu'il existe X m tel que le ^ > X M \ 

diagramme ci-contre soit commutatif. ^uî*v^ 

Alors, il existe R et t ' tel que 

ReD et stt'^S, d'où le résultat. 
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k. - Qis (A) ET LA CATEGORIE DERIVEE » 

Soit A une catégorie abëlienne et K(A) la catégorie triangulée du 

§ 2. Nous appellerons quasi isomorphisme dans K(A) un morphisme qui induit un 

isomorphisme sur la cohomologie. Appelons Qis (A) la classe des quasi-

isomorphismes. 

Proposition 8. Qis (A) 2At un &yâ£md multlpticcutifi danù K(A). 

FR1 et FR2 sont évidents. 

FR3« On se donne 

X V Y —* Z— —> T(X) 

f g h T(f) 
4 Y Y 

X' -v Y 1-— y Z' y T(Xf ) 

où f et g cQis. Le diagramme se complète avec h. H 1 étant un foncteur 

cohomologique, on a les suites exactes : 

Ei(X) • H^Y) y ̂ ( Z ) — * H i + 1(X) -V H i + 1(Y) 

H^f) H^g) H^h) H i + 1(f) H i + 1(g) 
> 4 .} . ̂  . * 

H^X') > H 1 (Y1 ) ^ HX(ZM H 1 + 1 ( X ' ) — t H 1 + 1(Y') 

Et le lemme des cinq montre que ET^h) est un isomorphisme pour tout i. 

Définition 7« la cattgoKiz dViivtz dz A,D(A) côt la. dottgonlz K(A)^Q^ 

Désignons par K +(A), K~(A) et Kb(A) les catégories des complexes 

limités à gauche, limités à droite, limités des deux cotés. Ce sont des sous-

catégories triangulées de K(A). On peut définir d'une manière analogue à 

D(A) : D (A), D~(A), D (A), qui sont des sous-catégories de D(A) , d'après 

la proposition 7. 

Montrons par exemple que K+(A) satisfait la condition 2). Soit 

s : X * R un quasi-isomorphisme tel que X n = o pour n < o. ftf est alors 

défini par R' = o pour n <-l, R'_ = Im d!"1 et R pour n > o. s' se définissant n —j, n n — 

d'une manière évidente. 
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! Proposition 9* Si f : x——-y Y eô t un moxpkibme. de complexe, £a cond i t ion 

? nece64oxAe e t t>ufâÂj>ant£ pou/i qu*il ziepteôente £e moiptiUmz mit dam D(A) 

e ô t qa ?X£ oxutz s : Y * Y f

 y avec seQis (A) e t sf homotopz â zVio. 

v Cela résulte immédiatement de la définition de D(A). 

i 
Remarques . 

1°) Si f est homotope à zéro, il satisfait à la condition de la propo­

sition 9, mais la réciproque est fausse. 

Par exemple, soient X le complexe : 

0 > Z -—v Z > | ^ 0 

f l'identité de X et g le morphisme 2 „ 

nul g : X ^ 0. Alors g eQis (A) puis- y / / 

que X est acyclique et gf = 0, mais cepen- ^ SYL 

dant f n'est pas homotope à zéro. En effet, 0 y Z 

si k est l'opérateur d'homotopie, on aurait 

I = 2 k ce qui est impossible. 

2°) Si f satisfait à la condition de la proposition 9, f induit le 

morphisme nul sur la cohomologie, mais la réciproque est fausse. 

Par exemple, soit f : X y Y le morphisme suivant : 

X 0 yZ — y Z *0 

f I 
v I t 
Y 0 * Z y Z/3 > 0 

Le diagramme pour la cohomologie est : 

0 0 Z/2 0 

0 3Z 0 0 



VI - 20 

f induit donc 0 sur la cohomo­

logie. D'autre part, dans la situa- VX, — > X 

. . . / / 

tion ou t est un quasi-isomorphisme, / / 

t f n'est pas homotope à zéro. En / t^ y t^ 

effet, supposons qu'il le soit par / / v 
/ * 2 / 

l'opérateur k. En X^, le groupe de 0 y—> Z y- > Z y 0 

cohomologie est Z/2. Prenons un I 

x eX^ qui soit un cycle et dont / l/ 2 

l'image dans Z/2 est 1 . 2 x est un / >fy Y 

bord, donc il existe yeX, tel que 0 • V Z Z/3 >0 

d(y) = 2 x. 

D'autre part, k d (y) = t 1 (y) et tg (2x) = 2 t 1 (y) donc 

k (2x) = tg (x). Or tg(x) est impair, d'où la contradiction. 

Nous avons donc les implications strictes suivantes : 

f = g y f homotope à g \ f et g sont le même morphisme dans D(A) 

> f et g donne le même morphisme sur la cohomologie. 

Proposition i o , Soit unz Auitz exacte de complaxn de K(A) 

o » x —-—> Y — - — > z * o 

PaôOWÔ s x = (ov) : T(X)DY >Z et v x = (Io) : T(X)OY > T(X) 

MoU (X,Y,Z3 u
f, v ?

3 w') avec u' = u, v
? = v, w f = v / s i ^ u n t^^Q^ 

D(A). R<L<u,pioqueimyvt, tout tAÂangid de ^CA) e*t ÀAornofipkz à un Vviangtz de 

c e t t e fiotund. 

Montrons d'abord que, dans les conditions de l'énoncé, s^ est un 

élément de Qis (A). Il suffit de le démontrer dans le cas ou A est Ab. 

lu d

n l 
Xn © V l * X n + 1 ® Yn A " î ± i - ^ Xn + 2 & Y n + 1 

V f 

Z n —v Z > Z * 
n-1 n n+1 
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Soit donc un cycle de x

n + 1 ®
 Y

n tel que (ovn) (*) soit un bord 

dans Z n . On a donc d£ + 1(x) = o , u n + 1 ( x ) + d£(y) = o et (3 z) (vn(y) = d^Cz)). 

Puisque v est surjectif, il existe y Q tel que V R 2_(yQ) = z et on a : 

v n ( y ) = d T 1 { \ - l ^ o ) = vn AÎ"1(yo)-

Donc y - d^" (y ) est élément de Ker v, c'est-à-dire de Im u et il 

existe X q tel que : y ~ d^"
1^) = u

n (
x

Q ) * D ? c n i : ^ l ^ ^ o ^ = Un^ Xo^ = 

d^(y) = " u

n + i (
x ) # C o m m e u

n + i e s ^ injectif x = « d^(x ). La relation : 

(•S, T1) Q " W 

montre alors que (X) est un bord5 donc que l'application déduite de s. est 
y 

injective. 

Soit maintenant z un cycle de , comme v est surjectif, on sait 

qu'il existe y tel que vn(y) = z et v n + 1 d£(y) = d^ v (y) =
 85 °* D o n c 

cLy(y) appartient à l'image de u et il existe x tel que u

n + ^ (
x ) + = °* 

D'autre part d^ + 1(u n + 1(x)) =
 u

n + 2(
dX + 1^ X0

 = °- C O I N M E U

N + 2

 E S T 

injectif d^+^(x) = o. Ce qui montre que (x) est un cycle et que l'application 
A y 

déduite de s^ est surjective. 

Le résultat se déduit alors du fait que (X,Y,T(X)dY, u, (°), (io)) 

et (X,Y,Z,u,v, v^/s^) s o j r t ^-eux triangles isomorphes dans D(A). 

Pour montrer que tous les triangles sont de cette forme, il suffit 

de remarquer que tous les triangles construits sur un morphisme u sont iso­

morphes et qu'un morphisme quelconque u est équivalent à un morphisme injectif. 

Considérons le morphisme ^oj : X > Y (XD^. X) 

Comme (°) est homotope à 0 ce morphisme est homotope à ̂ oj 

On a donc le diagramme commutâtif : 
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X 1 > Y 

« J» 
X ^ Y©(XQ I X) 

(A . . . 
toi est un quasi-isomorphisme. 

,n«l 
dY 

Yn - 1 1 > Yn + Yn + 1 

L ° ° 1 o i o ^ o 

V 1 V 1 W \ 1 V V 

Y - ®X ©X . — — > X ®X ^ ®X > Y A 1 ®X ^ 0 ® X _ 
-1 n n-1 n n+1 n n+1*37 n+2 n+1 

En effet, soit [x^ un cycle» On a d£(y) = 0 et d£ + 1(x') = 0 
\x / 

et x f + d?(xïf) = 0, Alors (x^ est un bord puisqu'il est l'image de (x\ . 
* 1x7 \o/ 

Donc ^x^j et l'image de y ne diffèrent que par un bord* Cela montre la sur» 

jectivité de l'application sur l'homologie3 1'injectivité est évidente. 

Proposition 1 1 . Le {onoXevJi H : K(A) > A po64e au quotient daviA D(A), 

Hv : D(A) > A e t H' e a t un ficnctcun cokomologique. 

Proposition 1 2 . SoiX 0 > X - u > Y — z - — > o une .ôiute exac te de 

complexe-. Il existe deA motipki&meA &^ teù> que la. huÂXe : 

H.(u) H.(v) 6. 
H . ( x ) —~ v H^(Y) y H i(z) ï — y H i + 1 ( x ) ~ — 

-ôcut e x a c t e . 

Proposition 13o Le ^oncteuA de A danà D(A) qiu. a chaque objet X $a£t 

cotoieÂponàtic le complexe constitue de X en deg^ie o e t o cUIZcuaa e ô t 

pleinement fidèle. 

Proposition ih. La conduction neccAAcuAz e t Aufâiàaute poux que s : X ^Y 

boit un quGJt>i-iÂmoKphÀJt>mc eô t que XO Y boit un complexe acyoJU.qae. 
s 

La démonstration de ces propositions est évidente. 
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£ * e ^ ^ P Soit A et B deux catégories abéliennes et F un foncteur de K(A) 

<5P 1 dans K ( B ) . En général., F ne peut passer au quotient de D(A) dans D ( B ) . On 

essaiera d'associer à F un foncteur RF : D(A) ^ D ( B ) , qui soit presque 

le passage au quotient de F. 

Définition 8. Un ^onoXoxVi dznJjot à dJioXXz. du F 2At un d-fionctoun. 

RF : D(A) > D(B) 

avec un moKpkumz ^onctotUeZ' ç : o F > R F o Q A quÂ &>t UYUVQAAQJL, 

c1 QAt-à-cLUid quz quel quz Aolznt G : D(A)~—> D(B) oX Ç : o F \ G o 

IL oxUtz un mon.pkUmz unique n : RF * G, toJL quz £>oXJt com\utati^ £e 
(iïagJiame. : 

Q B o F ? > RF o Q A 

( ^ ( f v^cVv (jfc*') -ait*}) 

X . N (QA> 

G o Q A 

On définirait dualement le foncteur dérivé à gauche SF, c'est-à-

dire : SF est un 3-foncteur 

SF : D(A) y D(B) 

avec un morphisme fonctoriel 

C : SF o Q A > Q B o F 

tel que pour tout G : D(A) > D(B) et Ç : G o Q A ï Qg o F il existe 

un morphisme unique n : G V SF tel que soit commutatif le diagramme : 

Q o Q A 

N(QA) \ 

SF o Q A 5~ V o F 
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De la même manière , on définirait R +F 5 S
+F, R~F, S~F, R bF ? S

bF 

et tous ces foncteurs sont définis à un isomorphisme près. 

Théorème 1 . Soit F : K* (A) K* (B) an d~&oncXQJUA ( où * higni^iz + , - , b 

ou >vlm). Supposons qu'it zxXstz unz <*>ous-catzgosiiz tAÀangulzz K'CK^(A), 

tzllz quz : 

1) Voux chaque objet x de K*(A) zxÀstz un objet I de K f e t on 

quasi isomotipkismz i : X * I 

2) So>ct s : I > I 2 an çaoé-t isomosipfaismz entAz deux objet* de 

K 9. A£o>t6 F(s) Ut un quasi-isomosipkismz. 

Vans ces conditions : 

a) il y a deô ^oncteusis R^F 

fa) on peu t éwisix R * F de 4o/Lte Qa'>u: zxistz pousi zkaquz X an 

quasZ^SorûoKphÂsmz i : x — — * I où I est un objet de K f tel quz 

R*F o QA(X) = Q B o F(I). 

En effet5 l
a proposition 7 appliquée à K ? montre que K'n Qis(A) 

est un système multiplicatif et que le foncteur canonique J de K'^^ Qis(A) 

dans D^(A) est pleinement fidèle. De plus5 la première condition entraîne 

que c?est une équivalence de catégorie. On peut définir un quasi-inverse 

j"1**" de J en associant à chaque X un quasi-isomorphisme i : X vl et en 

posant : J~"*"(X) = I. 

T -̂4.- + K ? ~> K (A) *K (B) 

La 2eme condition montre 

qufà F 9 en peut associer un 

foncteur Q K ? QA QB 

On pose B/% = F o J et on dé- / > y 

finit ç : Q-, o F >R*F o Q. / ^ V 1 s ' 

par ^ = o F(i) \ 

R ,KnQis(A) 
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La condition b) est vérifiée, et il reste à montrer que R F muni 

de ç est un foncteur dérivé de Fa En effet, soit G : D*(A) y D*(B) et 

£ : Q_ o F > G o Q A, le morphisme r\ sera défini en posant pour n Y le 

couple de morphisme : 

W ^ R * F ( x ) 

Q B o F(X) 

G(X) 

6. » DERIVATION D'UN FONCTEUR PROVENANT D'UN FONCTEUR ADDITIF. 

A un foncteur additif F : A > B, on peut associer un 3-foncteur 

F : K*(A) >K*(B) car F (AD u B) = F (A)O p ^ F (B). NOUS allons appli­

quer le théorème 1 à ce cas particulier. Démontrons d'abord le lerame : 

Lemme 1 . 

a) Soit A une tatzgoKiz abelienne et P une A out>-catégorie de A ùatibficU.-

bant à la condition : 

£ 1 . Chaque objvt de A peu t ê t t e envoyé injcctivment daM un objet 
de P. 

XIOKA chaque X^K^A) admet un qua&i-JAmofipkiAme i : X > I 

où I p QÂt élément de F pout t o u t p . 

b) Suppo4on6 de p£u6 que P 4ott6 ^ u t aux condttconô : 

C2. S t o > x v Y y z > o C6t une 4uite exacte avec 

XePi <*£o/ia YeP< >zePo 

C3. I£ e x t ô t e un entien poéitifi n, t e £ que 4 t 

X e • X 1 X n y 0 z&t une àuitc exacte dan6 A et 

4t x 1 (o i <. n-i) e P, a£aw x \ P. 

A£aw chaque X^K(A) admet un quaAi-iàœioAplii&me X *I où 

1^ € P pout t o u t p . 

Soit X un élément de K(A). On va construire un complexe X', quasi-

isomorphe à X, tel que X^€P et = X^ pour q ̂  p et p + 1 . 
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Pour cela 3 on plonge dans un élément X_̂  de P et on prend pour X p + ^ 

la somme amalgamée de X et de X f au dessus deX : X' = X n 5? v X f. 
to p+1 p p p+1 p+1 Xp P 

On définit d' n à l'aide de d n et de 0 : X' > X 0. 

p+1 p+1 p p+2 

0 > 0 —> 0 > 0 

v d v 

x +_ »x. > x I - Z t L v x 
p - 1 p p+1 p+2 
O p p + 1 o 

Y •> y 

0 0 

On obtient alors une suite exacte de complexe qui donne la suite 
exacte de cohomologie (proposition 1 2 ) . 

0 T H > H' V 0 Y H A. • H' V 0 
p p P+1 P+1 

ce qui montre que X' est quasi«isomorphe à X. 

Maintenant, soit 0 y X X • un complexe de K +(A). On 
o p 

obtient un complexe quasi-isomorphe composé d'objets de P par récurrence en 
utilisant le procédé ci-dessus à partir de X q : 

0 V X V X, y X. X -•«-— 

\

o 1 » d p 

S.A. 
•>! Y /S.A. Y >' 
I o > A l A 2 A p _ 

< \ \ 
ce qui montre a)• 
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Soit Y un élément de K ( A ) , tel que les objets d'indices 

positifs soient éléments de P. On va construire un complexe Y 1 quasi«isomorphe 

a Y et tel que Y^ €.P pour p > -1 et = Y^ pour q ̂ £~l,n~l] . Pour cela, 

utilisons n fois la construction déjà indiquée : 

Y 0 *Y , VI >I. > I 0 I 0 > I . ri 
«2 »-1 i o ^ « 1 v 2 n-2 n-1 > n 

^ r , Ĵi A0 A < ; „A<J 

et montrons que A r ^€P. En effet, des propriétés, des sommes amalgamées et 

le fait que les flèches A y I f soient injectives donnent les suites 
P P 

exactes : 
0 y Y . V I $ I !. * A * 0 

- 1 o - l o 

0 > A > I -® I f > A . > 0 
P P+l P P+l 

On en déduit la suite exacte : 

0 yl $ I \ V L © I ' 1 , V A N — * 0 

/-l o - l 1 o n-1 n-2 n-1 

Les propriétés C2 et C3 montrent que A ^ -^^P. 

Soit X un élément de K ( A ) . On peut construire par récurrence en 

utilisant le premier procédé un complexe quasi-isomorphe à X et satisfaisant 

aux mêmes conditions que Y. En utilisant le 2ème procédé, on pourra construire 

par récurrence un complexe satisfaisant aux conditions b). 

Remarque. Les quasi-isomorphismes f : X y I ainsi construits sont tels 

que f est une injection. On appellera f une résolution injective de X. 
P 

Proposition 1 5 . Les hypothèses [et pa/i conséquent les conclurions du théorè­

me 1) 6ont satisfaites dans les cas suivants i 

a) * est + ; F provient d'un fonetexxJi additif F : A y B et il 

y a une sous-catégorie P c A qui satisfait aux conditions C1 et Cl et a la 

condition C4> 
\ V ^ t 1 —=> A 

Ys — o 
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C4. F i/ianà&osum Zqa couAtoA AuitoA exacte* d'objet* du p en àuuXu 

exactes. 

b) On conAid&iz K(A) ou tioxi de K +(a). F e t P vznJLfiiwvt Zqâ 

conditions du a) e t P AatiA fiait de p£ua £a condition C3. 

fle p£o6, £a n.0At/iiction de RF à D+(A) eô t an fionctcuA d&Uvc 

de F danô k+(a) . 

Démontrons-le pour le premier cas. Pour cela, on prend pour K' la 

sous-catégorie des complexes d'objets de ?, K' est une sous-catégorie trian» 

gulée puisque si X et Y sont éléments de K', X Y est élément de K' d'après 

C2« Elle satisfait à la condition 1 du théorème 1 d'après le lemme 1. 

Pour montrer qu'elle satisfait à la condition 2^ utilisons la 

proposition 1^. Pour montrer que l'image d'un quasi-isomorphisme s : X Y, 

où X et Y sont objets de K f, est un quasi-isomorphisme, il suffit de montrer 

que l'image par F de tous les objets acycliques de K' sont acycliques. Soit 

Z un tel objet. Pour tout p on sait que : 

0 y Ker d£ > Z V Ker d£ + 1 y 0 

Z. p L 

est une suite exacte c On démontre alors par récurrence que Ker d^+^"€ P puis-
ù 

que Ker d^ et Z le sont. La condition Ck montre alors que F(Z) est acyclique. 
ù p 

Dans le 2ème cas 3 la démonstration est la même sauf pour montrer 

que Ker d^ est élément de P . La suite : 

Z y z — Z . > Ker d£ * 0 
p-n p-n+1 p-1 Z 

est exacte et la condition C3 montre que Ker d^ C P . 
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Si RF est construit comme l'indique le théorème 1 , il est évident 

que sa restriction à D+(A) est un foncteur dérivé de la restriction de 

F à K +(A). 

Exemple 1 . Le* condition* du a) 6ont venÀ^iée* u A a a**ez d'injecti^* et 

*i P e*t la *ou* -catégorie do* injeetifc. 

Cl, est évident. 

C£. Puisque X est injectif, la suite exacte se scinde : 

0 * X * X + Z * Z > 0 

et d'autre part, la somme X + Z est injective, si et seulement si 

X et Z le sont. 

Ch. Si F est un foncteur additif, il transforme la suite exacte courte 

d'injectifs en suite exacte (puisqu'elle se scinde). 

Proposition lG. Soit F un fioncteuiA additif de A dan* B et *uppo*on* que A 

po**ède a**ez d* injectif*. klok* le fioncteu/i H o o R + F est le jdmz
 £onc-

tewi d&iive R X F . 

Cela résulte immédiatement de la façon dont R + F est calculé. 

Proposition 1 7 . Avec le* hypothèse* de la piopo*itlon H, *i 

0 > X — ~ v Y y Z y 0 e*t une *uite exacte d'objet* de A on a la 

*uite exacte 

0 > R°F(X) V R°F(Y) > R°F(Z) > R 1 F ( X ) > R 1F(Y) — 
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A l'aide de la technique 
^ i i + . 0 0 0 
du lemme 1 , on peut construire 
une résolution injective du 

4 y y 

complexe constitué par la suite 0 > X y Y Y Z y 0 

exacte. Cette résolution quasi-

isomorphe à la suite exacte est ^ Tu 

•f 0 I — > I ' y I" y 0 
une suite exacte. En prenant 
les conoyaux des flèches verti- | Y y 

^ . 0 * C o Ker —y C o Ker —> C o Ker y 0 
cales, on obtient un nouveau 
complexe qui est une suite 

Y Y Y 

exacte comme le montre la suite 0 0 0 

exacte de cohomologie (prop. 12) 

appliquée à la suite exacte des 

complexes constitués par les 

lignes. On peut alors de nouveau 0 0 0 
construire une résolution injec­
tive du complexe des conoyaux et c T. __ K Z. ^ ^ 

1 0 * X — y Y V Z y 0 

finalement on obtient le dia­

gramme ci-contre dent les lignes 4 4 >r 

0 v I y I ' y I" r 0 

et les colonnes sont exactes. o o o 

Désignons par I le complexe 

0 y I y I_ — et définis- 0 y I, > I' •> II1 y 0 
o 1 ,1 1 , 1 

i
 1 I 

sons I ? et I" dçune manière ! ! i 
< i i 

analogue. I, I 1, et I" sont « ! j 

des resolutions injectives des » l t 

complexes associes a A, Y et Z. , n ,n in 

! ! ! 

D'autre part, le diagramme nous ! ! i 

donne une suite exacte : 
0 y I > I ' > Iîf ? 0 

F étant un foncteur additif et les complexes étant composés d'injectifs, la 

suite : 
0 > F(I) — — > F(I') > P(I") > 0 

est exacte et en appliquant la suite exacte de cohomologie, on obtient le résultat• 
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Remarque. Si F est exact à gauche, alors le diagramme précédent montre que 

R°F = F. D'autre part, R°F est toujours exact à gauche. 

Exemple 2, Supposons les conditions de V exmple 1 ventfiees. On dira que F est 

de dimension cohomologique finie,s 1il existe n tel que pour tout objet X de A et 

tout i >_ n, R1F(X) = 0. On dira que XeA est F-acycliqucp si R xF(x) = 0 pour i :> l. 

ÏJLors les conditions du b) de la proposition 75 sont vérifiées si F 

est exact à gauche et de dimension cohomologique finie et si Von prend pour p 

les objets F-acycliques. 

Cl. est vérifié car les injectifs sont F-acycliques • En effet, si I est in-

jectif R F(I) est le complexe dont le seul objet non nul est le 0 qui 

est égal â F(l). 

La proposition 17 montre la propriété C2. Le fait que R°F = F montre la 

propriété Ch. 

C3. Soient X > X X yO une suite exacte ou les X. sont f-
— o 1 n i 

acycliques, sauf peut-être pour i = n. 

A l'aide d'une technique analogue 0 0 0 

à celle de la proposition 17, on peut 

construire le diagramme ci-contre où 

y T 

les lignes et les colonnes sont exactes. 0 y Ker > X X y 0 
o n 

Les lignes composées d'injectifs étant 
des complexes acycliques sont transfor- 4 * ^ 

- /,x 0 y I' vi° i n 

mees en suites exactes par F (démons- o c o 

tration de la prop. 1 5 ) . Les objets X. 

étant F-acycliques, le f oncteur F n * . To n s n 

Y > 1^ > 1^~«-"-c > L) 

transforme les colonnes en suites ( [ j 
i 1 1 

exactes à l'exception de la 1ère et de i [ 1 

la dernière. Le foncteur F étant de J ! « 

dimension cohomologique < n, la trans- ^ ^ ̂ . ^ ̂.o ^n ^ 

formée de la première colonne par F est n n n 

exacte à partir de FC 1^)- D e c e s Pro­

priétés on peut déduire que le diagram­

me est exact en F(l^). 



VI - 32 

Indiquons la méthode n = 1 . 
-, 0 0 

Soit j^fcFdJ) tel que t^y^) = 0 I 

f 2 étant surjectif, il existe ̂  p ( K e r ) ^ ) ^ 

tel que f^Cx^) = x 1 et on a
 0 1 

v * 3 < v > • ° - D o n c

 0 _ I ( i o ) — - Î L V I ( ^ ) 

( a x u ) ( f 3 ( x 2 ) =f 5( X l |)) | ° G |G3° f | g 5 ° 

On a V 5 ( , v , . 0 . ^ U , ) » — * ( 1 , ) , « l j > 0 

Comme f ? est injectif ^(x^) = 0 o — y F (I ) - X - A ^ L ) 0 

Donc (3 X5)(BL(X5) - xh) | F Q

2 ^ J^ 2 

On a f 3g 2(x 5) = f 5g x(x 5) = f3(X2) 0 — y F (Ig) L-> F(l°) 

Donc (3 x6)(g3(xg) = x 2- G2(X5)) 

D'où g^gj^Xg) = f 2g 3(xg) = f 2(x 2) = x± 

Cela montre que le premier foncteur dérivé est nul pour X^. Il est 

alors facile d'en déduire par récurrence que X N est acyclique puisque la p
e m e 

ligne est une résolution du conoyau des lignes précédentes, ce conoyau étant 

F-acyclique sauf en n d'après Cg. 

Exemple 3. Si A a a**ez d'injectifi? on peut caùmZeA R + F à t'aide de* Solu­

tion* pax des objet* F-acyclique*. 

Supposons d'abord eue F soit exact à gauche. Alors la démonstration 

précédente montre que les conditions du a) de la proposition 15 sont vérifiées. 

Si F n'est pas exact à gauche, montrons que R +(R°F) » R + F : en effet, si I est 

un complexe dont les objets sont injectifs, R°F(l) = F(l). 

Proposition 1C. Soit Af B, C t/ioi* catégorie* abelienne* et F : A > B et 

G : B y C deux ^oncteuh* additif*. Si A et B ont a**ez d'injccti{fi9 *i F 

tAxm*{ome le* injectif* en objets G-acyclique*, CJLOK* : 

R + ( G o F) = R + G o R + F 

En effet, R + G • R + F et R + ( G o F) existent d'après les exemples ci-dessus. 

Pour calculer R +F(X) on cherche un quasi-isomorphisme de X > I et on pose 

R +F(X) = F(I). Mais P(l) est G-acyclique donc R + ( G ) (F(l)) = GF(l), ce qui montre 

le résultat. 
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T. - FONCTEUR Ext. 

Définition 9. Soit A une caté.gonÂ.z abéJUznnz, et boit x p Y deô ob/eta de D(A) 

On dz^init Iz ^ORETCU/i kypznzxt dz x donô Y po/i • 

Ext1(X,Y) = Hom^^X.T^Y)) 

Remarque. Si X et Y sont éléments de D+(A) alors on obtient le même Ext en 

prenant Hom^+^^ (X,TX(Y)). 

Proposition 19* Soit 0 > X * Y y Z » 0 unz couAtz SuaAz 

exac te dans K(A)3 e t soit VèK(A). ()n a £ea suuXzs zxactos t 

„ ™ Ext^V^) ^Ext1(V,Y) — — > Ext1(V,Z) y Ext 1 + 1(V,X)— 

Ext1(Z,V) ^Ext 1(Y 5V) yExt 1(X,V) V E x t 1 " 3 ^ , v ) - — 

Cela résulte immédiatement du fait que le foncteur Hom est un foncteur 

cohomologique dans les catégories triangulées. 

Lemme 2. Soiznt A unz zat'zgoxiz aboJiizvmz et f : Z I un moKplûsmz dz 

complzxzà d'objzts dz A. Supposons quz Z soit acyctiquz, les objzts dz I 

injzzti^s et i boknz inû&Uzu/im&vt ; aJiohS f est homotopz à zzko . 

En effet9 on construit l'opérateur d'homotopie par récurrence de 

la façon suivante : k - = 0 . 
I m ^ ^ 

On a (f - d1?"1 k ) d*"*1 = 0. Z n » Z ^ ^ V y Z , 
n I n Z n-1 y n / n+1 

Donc le premier facteur se y / / 

factorise à travers Im en k^ ^ / k f / ^ 
et I étant injectif k' se * n " V n n / n + 1 

n n / n-1 / / 
factorise à travers Z ^ en \4 d ~ v£ ,r 

n+1 T I J . -r 
k n + 1. n-1 n * n+1 

Lemme 3- Soiznt A une caté.QOJu.z ahttiznnz et XeK(A) et l e K+(A) où £eô 

objztà de I -ôont JjnjdcALfc. AXoto : 

H0MK(A) = HOMD(A)(XAI) 
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Montrons d'abord que si s : I y Y est un quasi-isomorphisme, 

on peut trouver t : Y — y I tel que ts soit homotope à l'identité : 

pour cela^ on pose : Z = I • Y. Z est acyclique (proposition ik). 
s 

Le morphisme v : Z y T(l) est homotope à zéro d'après le 

lemme précédent. 

Soit (k^ t n) l'opérateur d'homotopie. On a : 

\ N + 1 Y 

ce qui donne : t — t n = 0 donc t est un morphisme de Y > I 
n Y I n-1 n r 

et d^ k t + k d̂ ""1 = t s . - I ce qui montre que k est un opérateur I n«l n I n n+1 ^ ^ n * 

d'homotopie et I homotope à ts. 

Montrons que ¥ : Bam^^(X9l) > Hon^^^CX^l) est injective et 

surjective : soit u/s un morphisme de D(A). Alors il est égal tu/ts et 

l'application est surjective. Si u/I et v/I dans D(A) 5 il y a un S tel que 

su = sv. Alors t B u = t s v >u = v. 

Définition 10. Etant donne X et ï deux complexes d'objets d'une catégorie 

abeHenne A, nous définissons HomÇx.Y) comne le complexe de terme : 

(Hom(X,Y))n ="Çf Hom(XP

9 Y
P + n ) 

et de différentielle : 

* n«y> = lVi 4 + <-i> n + 1< n y 

On obtient ainsi un foncteur Hom de K(A)* X K(A) dans K(Ab). 
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En effet 3 si f et f
1 : X 9 yX sont homotopes à l'aide de 

l'operateur k } et si g et g' : Y —> Y' sont homotopes à l'aide de l'opé­

rateur k', on montre que Hqm(f,g) est homotope â Hom(f'ag') par l'opérateur 

k tel que : 

k"({u }) = u . k + («l) n + 1 k' u f'} n p °p+n p-1 p-1 p+n p p 

Lemme k. Soit X et Y deux objet* d'une catëgo/xte a6e£tenne A. On a : 

H 1 o Hom(XsY) = Hom^^ ( x ^ Y ) ) 

Soit en effet un élément f de Hom^^CXjT^Y) ) , on peut lui faire 

correspondre un élément de HomÇX^Y)1 en prenant la famille • Montrons 

que f est homotope à zéro si et seulement si son image est un bord. En effet, 

l'un et l'autre veulent dire qu'il existe k^ tel que : 

p p X Y p-1 

D'autre part, l'image de f est un cycle si et seulement si f est 

un morphisme de complexe. En effet, cela signifie : 

On a aussi, d'une manière évidente, 1'isomorphisme des deux fonc-

teurs ainsi définis. 

Si A a assez d'injectif, on peut définir à partir de Hom un 

foncteur D^Hom, D(A)*x D+(A) dans D(Ab). En effet, si A assez d'injectifÇ 

on peut dériver le foncteur Hom par rapport au deuxième argument. 

D*Hom : K(A)* X D+(A) D(Ab) 

D^Hom(XyY) se calcule en prenant une résolution injective de Y : Y * I 

et en posant : 

D+Hom(XsY) = Hom(X,l) 
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Le lemme 3 montre que si f : X V Y est un quasi-isomorphisme. 

On a : 

Hom K ( A )(X,l) = Hom^^X.l) «. H 0 m i ) ( A )(Y 3l) = Hom^(ï,l). 

Le lemme h montre alors que le transformé de f par D*Hom(.3l) est 

un quasi-isomorphisme ; d'où le résultat. 

Théorème 2. Soit A une catégosUe abêZienne ayant ous<sez d'injectifc. MohJS 

pouA X objet de. D(A) et Y objet de. D+(A), on a : 

HX(D*Hom(X,Y)) = Ext1(X3Y). 

En effet, prenons une résolution de Y : Y y I. Alors : 

Ext1(X,Y) = Ext1(X>.l) puisque Y et I sont isomorphes dans D(A). 

Ext1(X5l) = HoiOp^^X^d)) = HomKjAj(X.,T
1(l)) d'après le leiame 3. 

D'autre part : 

HX(D*Hom(X3Y)) = HX(Hom(X3l)) = H o m ^ ) (X,TX( I) ) d'après le lemme U. 

Corollaire 2, SI A a astez d* tnj ejctifc, aloHA pouA X et Y e A, les Extx(X,Y) 

defiiiis ct-dest>us 6ont les Ext habituels. 

En effet, si I est une résolution injective de Y, le théorème 

précédent montre que Ext1(X,Y) = H1(Hom(X,l)) qui est la définition habi­

tuelle. 


