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CATEGORIES TRIANGULEES

par

J. HOUDEBINE

INTRODUCTION

Le but du "Groupe de Travail d'Algébre" &tait d'étudier les
catégories triangulées & partir du résumé de Monsieur VERDIER et d'un
article de Monsieur HARTSHORNE, en s'imposant de faire des démonstra-

tions complétes et si possible, élémentaires.

Le seul résultat original, dd & Monsieur HOUDEBIRE, qui a été
le membre le plus actif de ce groupe de Travail, est le suivant :

~ Les axiomes désignés ici par FR4 et FR5, qui sont toujours

~

les plus difficiles & vérifier, sont conséquences de FR1, FR2 et FR3.

Ce groupe de travail poursuit cette année 1'étude,d'une part,
de la dualité locale, et d'autre part, de la dualité de Poincaré d'aprés
1l'exposé de Monsieur VERDIER au Séminaire de Bourbaki (1965).

I. GIORGIUTTI




CATEGORILES TRIANGULEES

I. - Définition 1. On appelle catégoric Tnlangulie une catégornie additive
munle
1) d'un foncteur T qud est un autonorphisme de C sur C appell joncteur
Thanslation
2) d'une classe € de Ssextuples (X,Y,Z7,u,v,w) appelés triangles de C,
ol X,¥,7 sont des objets de C et u,v,w des morphismes :
a4 X—Y, viVe—7, w: I—>T [X), 2el que € posside
Les proprietés TR1, TRZ, TR3, et TR énoncés ci-dessous.

Un triangle sera noté

Z
u
X—2 \Y
Un morphisme de triangle est un triplet de morphismes (f,z,h) tel

que le diagramme suivant soit commutatif.

u v W

X Y y Z »T(X)
f l‘/g Jh l T(f)
X yY! y 2! y T(X')

Avec ces notations, on énonce les propriétés
TR1 - chaque sextuple (X,Y,Z,u,v,w) isomorphe 4 un triangle est un
triangle.
- Chaque morphisme u : X—=3Y est contenu dans un triangle.

- Le sextuple (X,X,0, I,, 0,0) est un triangle.(l)

X,"
TR2 (X,Y,Z2.,u,v,w) est un triangle, si et seulement si (?,Z,T(X),v,w,mT(u)>

l'est (on 1l'appellera translaté du triangle initial).

TR3 Etant donné deux triangles (X.Y,Z,u,v,w) et (X',Y',2°,u',v',w')

et deux morphismes f : X—3X' et g : ¥ ——Y' commutant avec u
et u', il existe un morphisme h : Z ——>7Z' (non nécessairement

unique) tel que (f,g,h) soit un morphisme de triangle.

(1) Nous noterons I le morphisme I, quand il n'y a pas de confusion possible.
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TRY (C'est une sorte de loi de composition des triangles).

Supposons donnes trois triangles

(XI Y‘) Z'S u? j9 j')

(v, z, 2, v, i', i) )// \\‘

(x, 2, Y',vu, k, k') > 7
alors il existe des morphismes it
f:2'"—=Y" et g : Y'—3X', tel que
(2',Y' X" .f,g, T(j) i) soit un triangle, 70 o T 3)1 xt

X

et que £ j =k v, T(u) X' = ig, k'f = j! AN

et g k = i, Ceci peut encore s'enoncer : £ . ,'g
( IX’ v,f) et (u, I

mes de triangles.

7 g) sont des morphis-

Remarque. I1 résulte de TR1 et TR3 que dans un triangle, le composé de

deux morphismes consécutifs est nul.

Définition 2. Un foncteur additif F : C—> C' d'une catégornie tnlanqulie
dans une authe est appelé 3 -fonctewr 4'4AL thansforme tuiangles en triangles.

Définition 3. Un fonctewr additif 4 : C—3A d'une catégornie triangulie
dans une catégonie abélienne est appelé foncteur cohomologique 84 pour
chaque triangle (X, Y, 2, u, v, v}, La suite

... (Ti(x))—g—(—g—(—“)-l-» 5 (78 (1)) —H-—(lﬂ’-)—)e H (Ti(z))——(?—(-"-’—)lyh(tri*l(x))...

est exacte

Proposition 1. Les foncteuns HomC(M, *) et Homc(', it) sont des fonctewrs
cohomologiques .

Montrons par exemple que HomC(M, ) est un foncteur cohomologique.

Pour cela, il suffit de montrer que pour un triangle (X,Y,Z,u,v,w) la suite :
Hom, (M X)—————-—A Hom, (M,Y) ———————§Hbm (H,2) est exacte, les autres

exactitudes s'en déduisant par translation (TR2). On a évidemment v u'= 0

puisque v u = O, D'autre part, soit a € Ker v* clest-d-dire tel que v o = 0.
TR1 montre que (M, O, T (M), 0, 0, =I) est un triangle. On a alors le

diagramme :



qui se compléte par B en vertu de TR3 . Comme T est un automorphisme,

posons y = p=t (B) et alors u vy = o d'ol le résultat.

Corollaire 1. 34 £ et g de £'axiome TR3 sont des isomonphismes, il en et
de méme de h. (Lemme des cing).

Proposition 2. Soit (X,Y,2,0,v,w) un taiangle. Alors AL y a un Lsomorphisme
fdeZdans Y® T (X) zel que Le diagharmme

4

Y & T{X)
804t commutatif.

En effet, TRY donne :
0
//‘ m
X. 5 —> F
-l =I
W v
T(X)

& 0O\
Ay )
AN /,ﬂ
AN . s
N
f N Ve g
’
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Il suffit de montrer que Z est le produit direct de Y et de T(X)
avec les projections =g et w. Pour cela, utilisons la proposition 1 et le

lemme des cing avec le diagrame :

0 — Hom(M,Y) ¥ Hom(M,Z) > Hom(M,T(X))—> 0

0 I (;%Z‘) I 0

(o]
0 Hom(r4,Y)—£9—)—9Hom(14,Y) €P Hom(M T(X)) . Hom(M,T(X) ) ——>0

Cela montre que (;g) est un isomorphisme entre Z et YD T(X).

L'isomorphisme réciproque est (v f),

Proposition 3. Lorsque dans un trlangle, £'un des morphismes admet un noyau,
(respect. un conoyau), Le trhiangle se scinde, c'est-a-dine est de La forme

ZeTr(X)

/ 0\

yoy—85) . vey

La proposition 2 démontre la proposition dans le cas ol u = o. Supposons
que v admette un noyau. Comme vu = O, u se factorise & travers Ker v : u =

(Ker v)u'. u et u' sont contenus dans deux triangles.

<

u! w! (x)

X Z >T
lI Ker v lf LI
X Z ¥ T

>Y > (X)

A 4
=

Le couple I, Ker v se compléte par £ d'aprés TR3, et I et Ker v
étant des monomorphismes, f l'est aussi (Proposition 1 et lemme des cing).
On en déduit que v' = O donc T(X) est isomorphe & 2' @ T(Y') (Proposition 2).
D'autre part, dans le triangle contenant Ker v : (Y',Y,Z", Ker v, v"', w"), w"
est nul car Ker v est injecctif, donc Y est isomorphe & Y' @ Z". Plus préci-

sément, on a le diagramme comrmtatif ol a, B, sont des isomorphismes :



3 Z y T(X)
u' Ker v »'* A
t
i .
v :
! {
, | '
/4 \(ol“)\’ ¥ W
Lz e Y'gr'— s D y z'@1(Y')
et ce diagramme se compléte comme il est . B
indiqué. Il suffit meintenent de montrer (OI/ \ (3)
ue dans un triangle : :
¢ 8 ADE - > BEC
; (83)
T\ /7
(c)! oI)
oM o) l wl) v,V
) )
AV . -0
I) T(A\,: /\Y; c
ADPB 4B . -
f\’\ r’g
\“, D, ”
D se scinde. Pour cela, utilisons TRk,
On en déduit W, =0, 8V, =0 et
gV, = I; d'ou le diagramme commutatif‘.
(v vz)* (
Hom (M,A €D B Jem—emd Hom (},B @D C )emmsiomemmy Hom(M,D)-——-» Hom(M ™A) @ T(B)}-—-»- Hom(M,T(B) & T(C)
*
g
1 I () I 1

1

ol
Hom(M,A P B)=—p Hom(M,BEP C)-—--)? Hom(M,C & A)-(-°-9-2) Hom(M,T(A) 1<) T(B))-—--) Hom(M,T(B) & T(C):

la suite de la 28me ligne &tant exacte, le lemme des cing montre alors que

(5 ) est un isomorphisme et il en résulte un isomorphisme du triangle initial
1l
dans le triangle : cPHa

(8 \

3B C
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Proposition 4. La somme de deux triangles est un triangle.

Montrons d'abord la proposition pour les triangles :

FANEVA

__?X'

Appliquons TR4 : on obtient les //

relations fv = l’ w'f = w et

ué = 0., Ces relations montrent

W'

qu'il existe un diagramme commutatif
analogue d celui de la démonstration

précédente. Le lemme des cing montre

alors que (f ué) est un isomorphisme
de 2 @ X' dans D qui définit un iso-

morphisme du triangle

l

/\zlgu) dans (ma)/\)
(w) ()

— Y PX' —— YD X'

Considérons maintenant deux triangles quelconques : (X,Y,Z,u,v,w)

et (X',Y',2",u',v',w'). Le résultat précédent montre que :

A 7
<F/ r\wo) ($1) Io’\(ov')

uo
x@x—el), vgyr Y@XL&miY@Y'

sont des triangles. On obtient le résultat ci-dessus en appliquant TRY au
diagramme :
Y@ X!
I
(6%) )

: (831) \
X@®X' rY®Y
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2, = LA CATEGORIE TRIANGULEE K(A).

Soit A une catégorie abélienne. Soit K(A) le catégorie dont les
objets sont des complexes de A et dont les morphismes sont des classes

d'équivalence d'homotopie de morphismes de complexes.

Remarque. K(A) n'est pas en général abélienne. Par exemple si A = Ab, soit
fgmargque

X:0 » Z ¥y Z ¥ 0

<
o
4

[n]
v
[
~

nis

v
o

Les morphismes 0, 2, 2, O et 0,0,0,0 sont homotopes par 0,1, O et
les noyaux sont respectivement O et X qui ne sont pas homotopes puisque O
est acyclique et X ne l'est pas.

Le foncteur de translation T appliqué & un complexe X change les
indices d'une unité et le signe de la différentielle. T appliqué & un mor=-

phisme f change les indices d'une unité :

(T(X))n - Xn+l dg(x) - _d;q:l (T(f))n = fn+l

Soit u : X — Y un morphisme de K(A) et désignons par X o,v

le complexe tel que (X [ a )" = L @Y et

«id..) O
Fe8

d for]
Xlju ¥ mu) a,

-

Par définition, un sextuple est un triangle si et seulement s'il
est isomorphe & un sextuple de la forme : <X,Y,X Du, Y,u,(cI) s (Io))

Vérificns les axiomes TRi

TR1. I1 suffit de vérifier que les triangles suivants sont isomorphes.

/O\ }DIX
: )
X—X X—X

Pour cela, montrons que I est homotope & zéro. L'opérateur

0TI
00"

XOX
d'homotopie est k = (
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i
\2&'}\(* A 'l(" \JJ
TR2. Il faut d'abord montrer que les triangles suivants sont isomorphes :

T(X) YO (Xoy)
[e]®)
29 N\ w N\E
() ()
Y L yxn Y Y L s xo v

L'isomorphisme du second dans le premier est (I,(gg), (oIo)) et
113 . o - T =T(u) . '
isomorphisme réciproque (I, of), ( I ) . Pour le montrer, 11 faut d'abord
o

s'assurer que (oIo) et <—%(u)) sont des morphismes de complexes, c'est-d-dire
o

que Cr(a,) o
- T(d.x) (o0 I0)=(T1Io) 0 xT(dX) 0
I T(u) dy
/-Ta(u) -T(dy) 0 0 ~T(u)
I (—T(d.x)) = {0 -r(a,) © I
0 I T(u) dY 0

Puis il faut montrer que certairs diagrammes sont commutatifs &

une homotopie prés. On trouve en particulier que :
(I o 0) et (0 =T(u) o) sont homotopes avec k = (v o I)

Ce qui montre que le premier morphisme est un morphisme de triangle

~T(u) o ) ool
I o et Io sont homotopes avec k = { o 0 ©
o 0 ol 00O

Ce qui montre que le second morphisme est un morphisme de triangle

o -T(u) o Ioo ool
o I o et oIlo sont homotopes avec k ={ 0 0 0
o o o] ool 000

Ce qui montre que ce sont deux isomorphismes réciproques l'un de l'autre.
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I1 faut montrer de méme que les triangles suivants sont isomorphes :

™l(xo Y)DX

%\ §§:’9 @
Io) -1 =(Io)

r(x0 Y) T (xmuy) -— X

ol
o

L'isomorphisme du premier triangle dans le second est(KIo),I, (?j),
1'isomorphisme réciprogue est Qgi}’l’ (0,I,u)). On le démontre comme ci-dessus.

TR3. Le morphisme h est (Téf) ;)

TRL. Y

Les morphismes f et g seront f = (gz) et g = (Téu) ?). I1 faut

donc montrer 1'isomorphisme des triangles :

(xOy)a(x0Oz)

P e

XDY——————+XDZ (XDYL——————%XDZ

L'isomorphisme du premier dans le second est (I I, gg ), 1l'isomor-
(o I T(u) %) ol

phisme rec1proque est (? I, o
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Définition L4. Nous désignerons pan H Le goncteur de X(A) dans A qu,L a un
complexe fait comnespondre son 05 groupe de cohomofogie et par HX,HoT (1 eZ).

Proposition 5. H est un foncteur cohomologique.

Pour le démontrer, il suffit de vérifier que

1(1)

H(u), y K(XO_ Y)

H(X) 2y H(Y)

est une suite exacte. C'est une zéro suite. Montrons que c'est une suite
exacte dans le cas ol A = Ab.
Si a € Ker H (§), il existe y tel que y e Ker dg et a =y, et que
(y) e Im (@ (xay)) ; c'est-A-dire qu'il existe o = (*,) élément de X° @yt
-d; 0 X o
tel que o -1 = ( )

1
u dy ¥ y

Dol d; (x) =0 et d (y ) +u® (x) =

X est &lément de H(X) et u®(x) ne différe de y que par un bord donc y est un
€lément de Im (ﬁ(u)).

3. ~ SYSTEME MULTIPLICATIF ET CATEGORIE LOCALISEE,

Définition 5. Soit C une catigonie thiangulée une classe S de mornphismes de
C est appelie systeme multiplicatif &'4L satisfait aux conditions sudlvantes :

FRL. S{ £ et geS et gf existe alons gf ¢ S.Pour tout objet X de C, I, €8.

FR2. s €S &==T(s) €S 01 T est Le foncteur translation.

FR3. Dans L'axiome TR3, 44 on duppose que £ et g sont &léments de S, Le
morphisme h peut etrne chodisd élément de S.

On en déduit deux conséquences importantes.

FRL, Un diagramme i
S

X— 5y
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0 s €S peut etre complité en un diagramme commutatif

ol t €S. la propriets syméitrnique est vrale.

En effet, u peut se plonger dans un triangle (X,Y,Y', u,u’',u").
De méme u's peut se plonger dans un triangle, et d'apr@s FR3, il existe

tec S tel que le diagramme soit commutatif

! -1
u's v V
YY" y z" 5 T(2Z

VA Y
ls ll T(s)
Y s Y

u| ! n 7 T(X)__(’—?T(Y)

et le diagramme

-1
-1 - '
T (Z") T (V ) > 7

ot (t) s

WV
<

est commuteatif.

La propriété symétrique se démontre de la méme maniére, & 1l'aiilc

du diagramme :

X—2sy > Y! > T(X) “T(u)yT(Y) >T(Y')
7(s) t I
Y
T(Z) » " > T(Y')

FR5. SL £ et g sont des monphismes de ¢ £es conditions sudivantes scii
Squivalentes.
1) i existe seS tel que st
2) AL existe teS tel que ft

n
0
]

n
o]
ct
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On peut se ramener au cas ou g = O, Supposons alors par exemple
que sf = 0 ;, on a :

£ v

VA ¥ X ST yT(Z)
ll i l ' ll
0 g (oI)

A > Y y Y+T(Z) ——2 5, T(2)

avec s'e¢ S d'aprés la proposition Z et FR3. D'aprés FRY, le diagramme suivant

se compléte avec t &S

I'I"--"i----) T

;t J/s'
L 4 0
T(Z)—(El—)YFI‘(Z)

et T(f) t =T (£) (oI) (}) t+ =T (£) (oI) s' w=T (£f) v w=0.

De méme, on a les diagrammes

Y—9—>Z—;«T(Y)+Z———%T(X) T(Y)+Z—(—OI—)-—)Z
ls LI ls' l ls' :‘b

£ v
X S 7, > T - T(Y) Tm=e==——>7

qui démontrent la réciproque.

Définition 6. Soit C une catZgoric tiangulée et S un systome multiplicatif.
Une categoniec Localisée de C par rapport d S est une catigonie triangulie
Cq avee un 3-fonetewr Q : C —— Cy tel que :

a) Q (s) est un Lsomorphisme pour chaque s eS8

b) Cy est universel pour La propruaete al, c'eét-d-di}ce : S84 Q" estun
d-goncteun de C dans D possédant La proprieté a), AL y a un unique 3-foncteur
RdecsdaVzADtJ_qucQ =R o Q.

Proposition .34 C e84t une catlgornic tlangulée et S un systeme multiplicatif,
alons Cq existe.

Définissons CS comme suit : les objets de Cq sont les objets de C.
Si X et Y sont deux objets, on considére la classe des couples. (s,f) ol

s est élement de S, 8 : X' ——>» X et £ : X'"—= Y. On dira que deux couples
(Sla

. ? . t ..
a.l.X——>Xleta2.X -#thelsques

fl) et (s2,f2) sont équivalents, s'il existe un X' et deux morphismes

1 8‘1 = s2 a2€S et fl al = fE a2.


http://pn.opKX.oXt
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I1 est equivalent de dire qu'il existe deux morphismes t : X'*——*+~Xliet
. ] o = o o 3
a.X——-—-—>X2tels que teS,slt seuutf t fea.

1
: )
En effet, la seconde relation entraine —_—
. s o . . s
la premidére. Réciproquement, appliquons FRA, \\\\EM /i}//;*
. a
(fig. 1) au couple 515 5,8, 3/i}///7 [
2
= fapre
On a 51 53 8) & a3 et dfapres FR5,
11 existe s, tel que s, s, = a, s,, d'ou e f
SXLSLE 8y, que S5 8), = 8y 83 5, Gou
s 2 X
le resultat. SN —_—

I1 est évident que la relation ci-dessus
est réflexive et symétrique. On montre qu'elle
est transitive en appliquant FRL (fig. 2). .

HomCS(X,Y) sera le quotient de la classe de -
ces couples par cette relation d'équivalence. AN ////*
On notera f/s 1'élément représenté par le \\\\g

couple (s,f).
> . < H f. -
Soient fl/sl : X—>Y et f‘2/s2 1g. 2

Y——% Z deux morphismes de Cqe On definit ﬁ;//”
la composition en utilisant FRL (fig. 3). >

On montre alors que cette définition est {f, \\{{x
compatible avec la relation d'équivalence \\\ s Y
en appliquant successivement FRY et FR5S. )l//q
L'identité de X est IX/IX. Pour vérifier \\{i
l'associativite, on utilise FR4, puis

2 fols FR5. Le foncteur Q de C dans Cq qui fig. 3
a f fait correspondre f/I est le foncteur

canonique. Désormais, on écrira f pour f/I.

Soit maintenant deux morphismes fl/sl :
¥—=>Y et f2/52 X~——> Y. On applique FRL

(fig. 4) au couple Sy 8, ¢

et on pose fl/sl + f2/s2 =(fl s, + f f3)/s

37 2 1°3
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On vérifie qu'on définit ainsi une loi de groupe abélien sur
HomcS(X,Y) distributive par rapport 3 la composition. L'objet nul de C
est un objet nul dans CS. La somme directe dans CS est la somme directe
dans C, comme il résulte immédiatement du théoréme sur les sommes et produits

directs de deux objets dans une catégorie préadditive.

11/I 12/I
ey —_
X X. & X X
1 1 2 2

Le foncteur T passe au quotient et devient un automorphisme puisque
seS3&==yT(s) € S. Enfin, nous définissons les triangles de Cq comme iso=

morphes 4 l'image de trianglesde C.

Remarque. Il est facile de montrer que l'on peut représenter aussi un mor-
femargue

1 a | | - .
phisme de Cq & 1'aide d'un couple dual (sl,fl)ou s, €8, £ : ¥——=>X;

et s, : Y—> X

'/ Pa - »
1 1 On notera sl\fl 1'élément représenté par le couple (sl,fl).

Montrons que Cg est triangulée.

TR1. Il suffit de montrer qu'un morphisme f/s peut s'introduire dans un
triangle. Or f peut &tre mis dans un triangle (X',Y,Z,f,u,v) et
corme les éléments de S sont des isomorphismes pour CS s
(?,Y,Z, /s, uw/I, i) v)) est un triangle de Cyge

TR2. est évident.

TR3. Il suffit de le montrer pour deux triangles qui sont images de trian-
gles de C. En écrivant que le diagramme est commutatif, on obtient

le diagramme suivant :

En complétant le diagramme, on a le résultat.



VI - 16

TR4. On peut se ramener au cas ol v est l'image de veC, u et u v de

la forme uo/s et v uo/s et ol le triangle construit sur v est

l'image d'un triangle de C. On a alors les isomorphismes (puisque
TR1, TR2, TR3 sont vérifiés dans CS) .

u u u

X © yy— 2L vz 2 ym(x)
O (o] e}
ls lI la T(s)
u /s ul! u!
X Y Y l#z' 2%T(X)
vu W W
X —2 7 lvyé 2 5 p(x )
l l 18 T(s)
vu /s w! w)
X —>%7 5 Y 2 5 (x)

En appliquant TR4, on obtient :

E/ANY

alors le triangle(Z', Y', X', B £ a“l, g, B-l, (o ul) ve) résoud le pro-

~ - - - /
bléme. En effet, il est isomorphe & (Zé, yé, X, £s Bgo T(ul) v2) par

(a , B, I) et d'autre part, on a bien les relations



wé Bf o™ = T(s) v, o0 ué

B £ ot u =8 L ot u =Bw vEw Y

v, &g g™t = T(uo) W, g7t = T(uo) T(s)™t T(s) W, 87l = u )
€5 B-lwi = & B1lewl=go"1="1

Cq est bien universel, le foncteur Q' &tant défini par Q'(f/s) = £t

(ce qui est compatible avec la relation d'équivalence).

Proposition 7. Soit C une catigonie tuiangulée, S un systéme multiplicatif
dans C, et D une sous-catégornie triangulie de C (pleine). Alons SOD est un
systeme vultiplicatif dans D, D'autre parnt, s4 L'une des conditions sulvantes
st nealisee, Le foncteur canondique de D dans Cq a8t pleinament fidele.

SnD
1°) Pour tout objet X de D et tout morphisme s : R ——> X ol seS, A&
existe s'e€S, s' : R'——> R tel que ss' s0it un elément de S et R'eD.

2°) La condition duale.

La premiére partie de la proposition est évidente.
Montrons que 1) entraine que le foncteur est pleinement fidéle. En
effet, soit u/s un morphisme de X dans Y de Cq ou X et Y sont éléments de D.

Il existe ReD et t tel que st£€S. ut/us est un morphisme de DSC\D‘

Solt malntenant deux morphismes /§//a X
dans D dont les images sont X!

SﬂD M t
. . . t! w
identiques dans Cg. Clest=d-dire . R ===—=-w-- + X
qu'il existe XM tel que le x"
diagremme ci-contre soit commutaetif. \\BF\}Y

Alors, il existe R et t' tel que
ReD et stt'e S, d'od le résultat.
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4, - Qis (A) ET LA CATEGORIE DERIVEE.

Soit A une catégorie abélienne et K(A) la catégorie triangulée du
§ 2. Nous appellerons quasi isomorphisme dans K(A) un morphisme qui induit un
isomorphisme sur la cohomologie. Appelons Qis (A) la classe des quasi-

isomorphismes.

Proposition 8. Qis (A) e8t un systeme multiplicatif dans K(A).

FR1 et FR2 sont évidents.

FR3. On se donne

X > Y - 7- T(X)
lf Jg lh T(f)
X! > Y! > 71 > T(X')

oi £ et g € Qis. Le diagrarme se compléte avec h, H' &tant un foncteur

cohomologique, on a les suites exactes :

Hi+l(g)

i+1(

Hi(X) N Hi(Y) Hi(Z) —~ H X)———> Hi+I(Y)

lﬁi(f) lHi(g) lHi(h) lHi+l(f)

B (X! )——— B (Y )——> B (2" ) — B (X ) — 7 (1)
Et le lemme des cing montre que H'(h) est un isomorphisme pour tout i.

Définiticn 7. La catigonie dérnivée de A,D(A) est La catégorie X(A)

Qis(A)

Désignons par K+(A), K (A) et Kb(A) les catégories des complexes
limités & gauche, limités 3 droite, limités des deux cdtés. Ce sont des sous=—
catégories triangulées de K(A). On peut définir d'une maniére analogue a
D(4) : D+(A), D (4a), Db(A), qui sont des sous~catégories de D(A), d'aprés
la proposition T.

Montrons par exemple que K (A) satisfait la condition 2). Soit

8§ : X — R un quasi-isomorphisme tel que X" = o pour n < o. ®' est alors

défini par Rg = 0 pour n <=1, Ril = Im dgl et Rn pour n > o, s' se définissant

d'une menidre &vidente.
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Proposition 9. S{ f : X——= Y est un morphisme de complexe, La condition
nécessaine et sugplsante pour qu'il rneprésente Le monphisme nul dans D(A)
est qu'il existe s : Y—> Y' , avec s eQis (A) et sf homotope 4 zéno.

Cela résulte immédiatement de la définition de D(A).

i

e
Remarques.,
1°) Si f est homotope a zéro, il satisfait 4 la condition de la propo-
sition 9, mais la réciproque est fausse.
Par exemple, soient X le complexe :
0 y72 —2 57 »Z > 0
f 1'identité de X et g le morphisme o . 7 2 7
nul g : X —> 0, Alors g eQis (A) puis-
que X est acyclique et gf = 0, mals cepen= 0 I k
dant f n'est pas homotope 4 zéro. En effet, 0 2

si k est l'opérateur d'homotopie, on aurait

I =2k ce qui est impossible.

2°) Si f satisfait & la condition de la prcposition 9, f induit 1le

morphisme nul sur la cohomologie, mals la reciproque est fausse.

Par exemple, soit £ : X ——> Y le morphisme suivant :

X 0 > 7 2 - Z - » O
Y C > Z — 2/3 ——e O

Le diagramme pour la cohomologie est :

z/2

L

O

O
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£ induit donc O sur la cohoro=-

logie. D'autre part, dans la situa= %zl d %/Xg -
tion ol t est un quasi-isomorphisme, /

t f n'est pas homotope & zé€ro. En ty t,

effet, supposons qu'il le soit par . . ¥
1l'opérateur k. En X,, le groupe de 0 » Z —> 7 > 0
cohomolegie est Z/2. Prenons un

x:e_X2 gui soit un cycle et dont 1 2

1l'image dans Z/2 est 1. 2 X est un ¥ . v

bord, donc il existe ye X, tel que 0 > Z > 2/3 > 0
a(y) = 2 x.

Digutre part, k d (y) = t, (y) et t

1 (ex) = 2 ty (y) donc

2

k (2x) = t, (x). Or t2(x) est impair, d'ou la contradicticn.

Nous avons donc les implications Strictes suivantes
f = g == f homctope & g -———s T et g sont le méme morphisme dans D(A)

=== f et g donne le méme morphisme sur la cohomologie.

Proposition 10, 304t une suite exacte de complexe de XK(A)

u v .

0 > X > Y > 7 7 0
Posons s, = (ov) : {X)OY —— Z et v, = (Io) : T(X)OY—> T(X)
Alons (X,Y,Z, u', v', w') avec u' =u, v\ = v, wv' = vl/sl est un triangle de

B 7 IS i

D(4). Reedproquement, tout triangle de R(\A) est isomonphe a un triangle de
cetle gomune.

Montrons d'abord que, dans les conditicns de 1'énoncé, 54 est un

elément de Qis(A). Il suffit de le démontrer dans le cas ou A est Ab.

n+l
--dX g
d
X @Y  ———x @y 2L Ty gy
n n-1 n+l n n+2 n+1l
\l(o Vn“l) (O v ) j/(O Vn+1)
Z - >
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. X .
Soit donc un cycle de Xn4q_éB Y tel que (ovn) (y) soit un bord

o w8+ ) =0 et (F2) (v (y) = 47 (2))

dans Z . On a donc 4y (x) =0, u

Puisque v est surjectif, il existe Yo tel que v. . (y. ) =z et on a :

n-=1'v0
_ o=l _ n=1
Vn(y) = dy (vn~l(yo) =y 4 (yo)'
Donc y = d?ml(yo) est €lément de Ker v, c'est~d~dire de Im u et il
existe x_ tel que : y ~ dn-l(y ) =u(x ). Du :u . (x)) =a% u(x) =
o] Y o n-o © n+l dX o dY n'-o
n _ e e s . . )
dY(y) = —un+l(x). Comme u_ . est injectif x = dX(xo). La relation :
n
adX 0 X X
o)
n--1 -
un dY yO] yl
montre alors que (;) est un bord, donc que l'application déduite de s, est
injective.
Soit maintenant z un cycle de Zn ; comme v est surjectif, on sait
- . - n _ 40 = 40 -
qu'il existe y tel que vn(y) z et v . dY(y) a, vn(y) dZ(z) o. Donc

i}
o

d;(y) appartient a l'image de u et il existe x tel que un+l(x) + dg(y)

' n+l - n+l -
D'autre part d (ﬁn+l(x)) w oy (X)> 0. Comme u ., est

injectif d§+l(x) = 0. Ce qui montre que (;) est un cycle et que l'application

déduite de s, est surjective.

Le résultat se déduit alors du fait que (X,Y,T(X)OY, u, (;), <;o)>

et (X,Y,Z2,u,v, vl/sl) sont deux triangles isomorphes dans D(A).

Pour montrer que tous les triangles sont de cette forme, il suffit
de remarquer que tous les triangles construits sur un morphisme u sont iso-

morphes et qu'un morphisme quelconque u est équivalent & un morphisme injectif.
- . u
Considérons le morphisme (O\) P X—— Y P (Xl:lI X)
T

Comme (;) est homotope & O ce morphisme est homotope & (§)

On a done le diagramme commutatif :



” Yn-i-_'L
o) C
n+l.
,.,d)( o) |
n /
I / v
‘/ X X
7 Yn+l@ n+2$ n+l

En effet, soit (i% un cycle. On a du(y) = O et d;+l(x') =0
X X

/

© fo
et x' + dﬁ(x”) = 0. Alors /xg\ est un bord puisqu'il est 1'image de (x> .
o

\x)

Dene (%é et 1l'image de y ne différent que par un bord. Cela montre la sur-
x

jectivité de l'application sur l'homologie, 1'injectivité est évidente.

-

Proposition 11. Le goncteur H : K(A) —> A passe au quotient dans D(A),
H' : D(A) ——> A ot H' est un foncteurn cohomologique.

Proposition 12. Soit O - y X —2y ¥ Yy 7 ——5 0 une suite exacte de
complexe. IL existe des monphismes &, tels que La suite :
Hi(u) Hi(v) 8,
D Hi(X)—-———-———‘f Hi(Y ) Hi(Z) —> i +1(X)""’"'“

S04t exacte.

Proposition 13. L foncteur de A dans D(A) qui & chaque objet X fait
cornespendre Le complexe constiitul de X en degrhl © et 0 alllewrs est
pledinement gidele.

Proposition 1k. La condition nZcessainc et suffisante pour que s : X —— Y
304T un quasd-isomonphisme est que X0 _ Y 504t un complexe acyclique.

La d8monstration de ces propositions est évidente.
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5. = FONCTEURS DERIVES.

exLuAVLA r Soit A et B deux catégories abéliennes et F un foncteur de K(A)
" & | dans K(B). En général, F ne peut passer au quotient de D(A) dans D(B). On
. essaiera d'associer 4 F un foncteur RF : D(A)—— D(B), qui soit presque

le passage au quotient de F.

Définition 8. Un gonctewr dérnive a droile de F est un s-4oncteur :
RF : D(A)——> D(B)

avec un moaphisme fonctorield ¢ : Qo F——>RFoQ, quiestunivense,
c'est-a-dine que quel que solent G : D(A)——> D(B) et € : Qg 0o F ——G o Q,,

AL exdste un morphisme unique n : RF ——> G, tel que 504t comutatif Le

diaghamme :
Qg oF 3 ¥ BF 0 Q,
COEE (__x( A) a'&(ﬂ\’
& n (q,)
Y
GoQ

(K(ﬁ b= v(3))
On définirait dualement le foncteur dérivé A gauche SF, c'est-i-
dire : SF est un d-foncteur

SF : D(A) —— D(B)

avec un morphisme fonctoriel
L :8Fo QA — QB oF

tel que pour tout G : D(A)——>D(B) et £ : G o Q——>QgoF il existe

un morphisme unique n : G ——¥ SF tel que soit commutatif le diagramme :

Qo Q,

n(QA)

SF o QA . > QB oF
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b

- ‘s e e + - -
De la méme maniere, on déefinirait R F, S+F9 RF,5F, RF, SbF

et tous ces foncteurs sont définis & un isomorphisme prés.

Théordme 1. Seit F : K¥ (A) —> K (B) un d-foncteun ( od *signifde +, -, b
ou rnien). Supposons qu'il existe une sous-catigonie tulangulie K'c X *(ay,
telle que :

1) Pour chaque objet X de K (A) 4L existe un obfet I de K' ot un
quasi {somonphisme 1+ X —— I

2) Soit s : I, —> I, un quasi Lsomorphisme entrhe deux obfets de

K'. Alons F(s) est un quasd-isomonphisme.,
Dans ces conditions :
a) i y a des gonctewns R¥F

b) on peut choisin R¥F de sonte qu'il exdste poun chague X un
quas{Xasomorphisme i : X —— I ol I est un objet de XK' fel que
RXF 0 q(X) = g5 o F(I).

En effet, la proposition 7 appliquée a X' montre que K’ N Qis(A)

~ . s s R R . ,
est un systeme multiplicatif et que le foncteur canonique J de K K'n Qis(A)

dans DX (A) est pleinement fiddle. De plus, la premidre condition entraine

que c'est une équivalcence de catégorie. On peut definir un quasi-inverse

=1 ; . . . . .
J de J en assoclant & chague X un quasi-isomorphisme 1 : X——> I et en

posant : le(X) = I,

aa cos Veeo—oo— —_—
La 2eéme condition montre K K (4) K (B)

qu'd F, on peut assocler un

foneteur QK' QA QB

F:K *

— D™(B)

?
K'n Qis(4)
On pose R”% =F o J—l et on dé=-

finit ¢ : QBoF—~—->R*F °Q,

par Ly = Qg 0 F(1)

K‘KnQis(A)
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La condition b) est vérifiée, et il reste & montrer que RXF muni
de ¢ est un foncteur dériveé de F. En etffet, soit G : D*(A) —_— D*(B) et
£ : Qg © F——>Go Q,» 1le morphisme n sera défini en posant pour Ny le

couple de morphisme :

5 (%)
N’
G(X)

6. - DERIVATION D'UN FONCTEUR PROVENANT D'UN FONCTEUR ADDITIF.

Q © F(x)

A un foncteur additif F : A ——— B, on peut associer un 3-foncteur
F: K¥(A) —— k¥ (B) car F (AE\u B) = F (A)O P(u) F (B). Nous allons appli-

quer le théoréme 1 & ce cas particulier. Démontrons d'abord le lemme :

Lemme 1.

a) Soit A une categornie abilienne ef P une sous~catéigonie de A satisfai-
sant a La condition :
Cl. Chaque objet de A peut etre envoyé injectivement dans un objet

de P.
Alons chaque X €K (A) admet un quasi-isomorphisme i : X——> I

ol Ip est element de P pourn tout p.
b) Supposons de plus que P satisgait aux conditions

CZ. 840 - X -~ Y > 7 ¥ 0 esl une suite exacte avec
XeP, Aons YEP === Ze P,

C3. IZ existe un entdenr positif n, tel que A4

RO X e X o 0 28f une swite exacte dans A ot

54X (0 < i <n-1)eP, alons X" P.
Alons chaque X e K(A) admet un quasi-4Lsxionphisme X —p I oil
IpéP pour foul p.
Soit X un €lément de K(A). On va construire un complexe X', quasi=-

isomorphe 4 X, tel que XI'JQP et Xq = X& pour q # p et p + 1.
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Pour cela, on plonge Xp dans un &lément Xg de P et on prend pour X'+

p+l
~ 4 - - 1 R | P
lz somme amalgamée de Xp+l et de Xp au dessus de Xp RS Xp+l.G;Xp Xé,
S 5 1) S 1 3 P
On déefinit dp+l 3 l'aide de dp+l et de O : Ap — Xp+2'
0 > 0 0 > 0
v d y
N 3 N N \Y E.).+l
\ S. A.
W ¥
v X! X! ¥
0 P prl 0
\ Y
Y ———
Y ],
0 0

On obtient alors une suite exacte de complexe qui donne la suite

exacte de cohomologie (proposition 12).

Sy | I J— ] ;
0 7 Hp ” Hp —>» 0 ~ Hp+l———-—¥ Hp+l———+ 0

ce qui montre que X' est quasi-isomorphe & X.

Maintenant, soit O > X - Xp--—-— un complexe de k' (A). oOn
obtient un complexe quasi-isomcrphe composé dfobjets de P par récurrence en

utilisant le procédé ci-dessus & partir de X, -

3 \, N -
O 7’ XO 4 Xl (4 Xz X_p
l S .A L]
N S.A, y Y
I ————A | Ry -
o 1 2 P
N \?’
Il 12 Ip

ce qui montre a).
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Soit Y un élément de K(A), tel que les objets d'indices
positifs soient €léments de P. On va construire un complexe Y' quasi-isomorphe
a Y et tel que YI') €P pour p > -1 et Y('1 = Yq pour q ¢[=-l,n~l] . Pour cela,

utilisons n fois la construction déja indiquée :

e g W vl ek
Pk

l In2

Y__z——--"I a1
\I

-l

.y
;

et montrons que A_ . €P. En effet, des propriétés, des sommes amalgamées et

n=1
le fait que les fléches Ap————) I}') solent injectives donnent les suites
exactes :
[, Ay ] N [
0 rY_, - IO QBI_l > A > O
A S ] 5 ~.
0 > Ap > Ip ﬂe Ip > Ap+l > 0

On en déduit la suite exacte :

PI' —>A —>0

0 y—l Io b I-nl Il ® Io 1 n=2 n=-1

n=1

Les propriétés C2 et C3 montrent que A _, €P.

Soit X un &lément de X(A). On peut construire par récurrence en
utilisant le premier procédé un complexe quasi-isomorphe & X et satisfaisant
aux mémes conditions que Y. En utilisant le 2éme proc&dé, on pourra construire

par récurrence un complexe satisfaisant aux conditions b).
Remarque. Les quasi-isomorphismes f : X ——% I ainsi construits sont tels

que fp est une injection. On appellera f une résolution injective de X.

Proposition 15. Les hypothéses {et par conséquent Les conclusions du théone-
me 1) sont satisfaites dans Les cas sudlvants

a) * est + ; F provient d'un foncteur additif F : A — B et 4L
y a une sous-catégorie Pc A qud satisfalt aux conditions C1 et C2 et a La

condition C4.
§ x 1 —H
\éo__a XA——-—‘%O
“j- .
Houwa ( ™, X )‘—"DFIDM
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C4. F tnans forme Les countes suites exactes d'objets de P en suites
exactes .

b) On considere K(A) au Lieu de K'(A). F et P vérnifient Les
conditions du a) et P satisfait de plus La condition C3.

De plus, La nestrniction d2 RF a D' (A) est un foncteurn denive
de ¥ dans X' (4).

Démontrons-~le pour le premier cas. Pour cela, on prend pour K' la
sous~catégorie des complexes dfobjets de P. K' est une scus-catégorie trian-
gulée puisque si X et Y sont éléments de XK', XDu Y est €lément de K' d'apres

C2. Elle satisfait a4 la condition 1 du thécréme 1 d'aprés le lemme 1.

Pour montrer qufelle satisfait & la condition 2, utilisons 1la
proposition 14. Pour montrer que l'image d'un quasi-isomorphisme s : X ——~ Y,
ou X et Y sont objets de K', est un quasi-isomorphisme, 1l suffit de montrer
que l'image par F de tous les objets acycliques de K' sont acycliques. Scit

Z un tel objet. Pour tout p on sait que :

0 -—~——— Ker a® ——— Zp 3% Ker dp+l ——dy ()

Z Z
est une suite exacte. On démontre alors par récurrence que Ker d§+le P puis-
que Ker dg et ZP le sont. La condition ChU montre alors que F(Z) est acyclique.

Dans le 28me cas, la démonstration est la méme sauf pour montrer

que Ker dg est elément de P . La suite

e ——— P
an_n ——p Zpen+l mel ————> Ker dZ —r Q

est exacte et la condition C3 montre que Ker dg €P .
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Si RF est construit comme l'indique le théoréme 1, il est évident
que sa restriction 3 D'(A) est un foncteur aérivé de la restriction de

FaKki(a).

Exemple 1. Les conditions du a) sont vénifiées 84 A a assez d'infectifs ot

84 P est La sous-catigonie des injectifs.
Cl. est évident.

C2. Puisque X est injectif, la suite exacte se scinde :

0 ¥y X » X + Z > 2 - 0

et d'autre part, la scume X + Z est injective, si et seulement si

X et Z le sont.

Ch. 8i F est un foncteur additif, il transforme la suite exacte courte

d'injectifs en suite exacte (puisqu'elle se scinde).

Proposition 1&. Soit F un foncteur additif de A dans B et supposons que A

possede assez d'infectifs. Alons Le foncteuwr H o o BT est Lo L’me gonc-

teur dénivé R'F.
Cela résulte immédiatement de la fagon dont R'F est calculd.

Proposition 17. Avec Les hypotheses de La proposition 16, a4

0 —=>X y Y > Z » 0 esf une suite exacte d'objets de A on a Za

sulte exacte :

0 — R°F(X) —> R°F(Y) —> R°F(Z) ——% RYP(X) ——> RIF(Y) wmmm
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& 1'aide de la technique
du lemme 1, on peut construire

une résclution injective du

complexe counstituée par la suite 0 > > > > 0
exacte. Cette résolution quasi-
isomcrphe 3 1la suite exacte est

p 0 7 I > I! y Il'———b 0

une sulte exacte. En prenant

‘e H —— i —— O

les conoyaux des fléches verti-

cales, on obtient un nouveau 0 CoKer — CoKer — CoKer > 0

complexe qui est une suite

OF———0 e H & = O

)
exacte comme le montre la suite l
exacte de cohomologie (prop. 12)

appliquée & la suite exacte des

complexes constitués par les

lignes. On peut alors de nouveau 0 0

construire une résolution injec=

tive du complexe des conoyaux et

finalement cn obtient le dia-

gramme ci-contre dent les lignes

J
— £

¥

] e e o e ] e o ] O

N
@]

et les colonnes sont cxactes.

O

Désignons par I le complexe

7
4
e

0 — Id~—«? Ilmam et définis- o JEeum——

"
v

ey oo

N

sons I' et I" d'une maniére
analoguc. I, I', et I" sont

des résolutions injectives des

h ¢
v

B e

complexes associés & X, Y et Z.

e e e e e H &
o
O =

D'autre part, le diagramme nous

donne une sulte exacte

0 5 1 > I' > 1" > 0

F étant un foncteur additif et les complexes €tant composés d'injectifs, la

suite :

0 y F(I) —— F(I') ——> F(I") ——> 0

est exacte et en appliquant la suite exacte de cchomologie, on obtient le

résultat.
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-~

Remarque. Si F est exact 4 gauche, alors le diagremme précédent montre que

R°F = F. D'autre part, RF est toujours exact a gauche.

Exemple 2. Supposons Les conditions de £'example 1 vénifiées. On dira que F est
de dimensdion cohomologique finie,s'dil existe n Zel que pouwr tout objef X de A ot
Zout i > n, R'F(X) = 0. On dira que X A est F-acyclique, 54 R'P(X) = 0 pour i > 1.

AMons Les conditions du b) de La proposition 15 sont vernifibes 84 F
est exact a gauche et de dimensdion cohomologique ginde et 54 £'on prend pour P
Les obfets F-acycliques.
Cl. est vérifié car les injectifs sont F-acycliques. En effet, si I est in-
jeetif R+F(I) est le complexe dont le seul objet non nul est le Oéme qui
est égal a F(I).

La proposition 17T montre la propriété C2. Le fait que R°F = F montre la

propriété Ch.

C3. Soient Xd—————é . e— Xn-—~—ér0 une sulte exacte ou les Xi sont f-

1
acycliques, sauf peut-&tre pour i = n.

A l'aide d'une technique analogue
a4 celle de la proposition 1T, on peut

construire le diagramme cil-contre ou

- g 0O

les lignes et les colonnes sont exactes. 0 —r Ker > o Xﬁ ¥ 0
Les lignes composées d'injectifé étant
des complexes acycliques scnt transfor- y ﬁo ¢n
. . p 0 — 1! > T I ¥ 0
mées en suites exactes par F (démons- o] c o]
tration de la prop. 15). Les objets Xi |
. \ A A
etant F-acycliques, le foncteur F 0 N Ii vai-—«-u Ii 0
transforme les colonnes en suites { . !
i 1
exactes a4 l'exception de la lére et de : : :
- s . ' i [
la derniere. Le foncteur F étant de ! [ '
dimension cohomologique < n, la trans- 0 > Iﬂ \_Ig _____ IE 0

formée de la premiére colonne par F est
exacte & partir de F(Ig). De ces pro-
priétés on peut déduire que le diagram-

me est exact en F(I;).
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Indiquons la méthode n = 1.

. 1
Soit x e:F(Il) tel que fl(xl) =0

0
) |
f2 étant surjectif, 11 existe Xy F(Ker) Flx ) Y F(x. )
tel que f2(X2) =x) et ona l l ° 1
= 24
£),(£5(x,)) = 0. Done 0 —F (1) — F(10) RN F(IL) — 0
(2 %) (1,(x,) = £.(x,)) | . s s
2 o] 2 1
on & 242 (x)) = 0 = ££50x) 0 —>F (I;) —— F(I;) ——F(I]) —> 0
g T f
. _ 1 £ 3 £ 1
Comme(fT ejt 1?3ect1f fB(Xh) =0 0 — ¥ (12) 5 F(Ig) L, F(Ié) —30
Donc (& Xg (gl ks) = Xh) £y ; £e

= - T o o
On a f3g2(x5) = fsgl(xs) = f3(x2) 0 —>F (13) ——-———7F(I3)

Done (T xé)(ga(XG) = x,= gE(XS))

D'ou gsgh(xe) = f2g3(x6) = f2(x2) =x)

Cela montre que le premier foncteur dérivé est nul pour X . I1 est
alors facile d'en déduire par récurrence que X est acyclique puisque la Peme
ligne est une résolution du conoyau des lignes précédentes, ce conoyau étant

F-acyclique seuf en n d'apres C2.

Excmple 3. SL A a assez d'dnjectif, on peut caleulen R'F a £'aide des nésolu-
tions par des cofets F-acycliques.

Suppesoas d'abord cue F soit exact & gauche. Alors la démonstration
précédente montre que les conditions du a) de la proposition 15 sont vérifiées.
-~

. + + .
Si F n'est pas exact & gauche, montrons que R (ROF) =RF : en effet, s1 I est

un complere dont les objets sont injectifs, R°F(I) = F(I).

Proposition 1. Scit A, B, C trods catigonies abéliennes ef F : A —> B et
G : B —> C deux {onctewns additifs. S4 A et B ont assez d'infectifs, AL F
trans forme Lot infectifs en objels G-acycliques, alors :

R (G o F) =R'G o R'F

En effet, R'G: R'F et RT(G o F) existent d'aprés les exemples ci-dessus.
Pour calculer R+F(X) on cherche un quasi~-isomorphisme de X —— I et on pose
. . + .
RTF(X) = F(I). Mais F(I) est G-acyclique donc R (G) (F(I)) = GF(I), ce qui montre

le résultat.
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T. = FONCTEUR Ext.

Définition 9. Soit A une catigonie abdiienne, et 404t X, Y des objets de D(A)
On deginit Le i fonctour hypernext de X dans Y pan

»Exti(x,y) = Hom.D(A)(XQTi(Y))

. i + . -
Remarque. Si X et Y sont éléments de D (A) alors on obtient le méme Ext en

prenant Homy+ ) (X,Ti(Y)).

Proposition 19. Soit O ¥ X > Y ¥ Z - 0 une couwnte suite
exacte dans K(A), et s0it Ve K(A). On a Les sultes exactes

i i 1 i+l
————— Ext (V,X) ——r Ext (V,Y) ——» Ext (V,Z) — Ext™ (V,X)ecremms

em Ext(2,V) ——> Ext1(Y,V) —— Ext(X,V) ~—— Ext (2, V) e

Cela résulte immédiatement du fait que le foncteur Hom est un foncteur

cohomologique dans les catégories triangulées,

Lemme 2. Soient A une catégorie abélienne et £ : 7 —> I un monphisme de
complexes d'objets de A. Supposons que Z s0it acyclique, Les obfets de I
infectifs et 1 borné Anferiewrement ; alons £ est homotope & zéro.

En effet, on construit 1l'opérateur d‘homotopie par récurrence de

la facon suivante : k . = 0.
1 Im

n=1 n-1 =

On a (fn -dr k) d, 0. n+l
Donc le premier facteur se
factorise & travers Im en k'

p L n n+l  |Tn+l
et In étant injectif kﬁ se
factorise g travers Zn+l en \ I#
kn+l° " Tntl

Lemme 3. Sodent A une catégorie abiliennc ot Xe K(A) of Te KT(A) ol Los
objets de I sont injectifs. Alons

HomK(A) (x,1) = HomD(A)(X.,I)
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Montrons d'abord que si s : I ——% Y est un quasi-isomorphisme,
on peut trouver t : Y ——> I tel que ts soit homotope a4 1l'identité :

pour cela, on pose : 2 =1 O_ Y. 2 est acyclique (proposition 1k).

Le morphisme v : Z —> T(I) est homotope a zéro d'aprés le

lemme précédent.

Soit (kn tn) 1fopérateur d'homotopie. On a :

"d?[”l 0 n
(kn tn) s n * ('dI)(knul tnml) = (10)
n+l dY
ce qui donne : t as - a® ¢ = 0 donc t_ est un morphisme de Y ——> I
n Y I n-=1 n
n n-l _ . .~ 2
et dI knml + kn dI = tn S+l I ce qui montre que kn est un opérateur

d'homotopie et I homotope & ts.

Montrons que ¥ : HomK(A)(X,I) —_ HomD(A)(X,I) est injective et
surjective : soit u/s un morphisme de D(A). Alors il est égal tu/ts et
1l'application est surjective. Si u/I et v/I dans D(A), il y a un s tel que
su = sv, Alors tBu=t8V =—u = v,

Définition 10. Efant donng X et Y deux complexes d'objets d'une catigornie
abélienne A, nous difinissons Hom(X,Y) comme Le complexe de terme :

(Hom(X,Y))™ =_!;|' Hom(X®, Yot

et de digpernentielle :

ntl gptn }

p
dy + (=1) v

n —
a ({up}) = {up+_.L

On obtient ainsi un foncteur Hom de K(A)* x K(A) dans K(av).
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En effet, si f et £' : X' ~—» X sont homotopes & 1l'aide de
l'operateur k, et si g et g' : Y ——> Y' sont homotopes & 1l'aide de 1l'opé-
rateur k', on montre que Hom(f,g) est homotope & Hom(f',g') par 1lfopérateur

k tel que

n+l
n = k + (=1 k! !
kn({up}) {gp+n uy g ko (-1) pin U p}

Lemme 4. Sodt X ef Y deux obfets d'une catiqonie abélienne A. On a :
Leme & i) g

H o Hom(X,Y) = HomK(A)(k,Ti(YX)

Soit en effet un €lément f de HomK(A)(X,Tl(Y)), on peut lui faire

correspondre un &lément de Hom(X,Y)® en prenant la famille {fp}. Montrons

que f est homotope 4 zéro si et seulement si son image est un bord. En effet,

1'un et l'autre veulent dire qu'il existe k tel que :

- P 3 i p+i-l
£, =k, dg + (-1)7 4 ko
D'autre part, 1'image de T est un cycle si et seulement si f est

un morphisme de complexe. En effet, cela signifie :
: ) i+l _p+i _
+ (= =
fp+l dy (=1) &y fP 0
On a aussi, d'une maniére évidente, 1'isomorphisme des deux fonc~

teurs ainsi définis.

Si A a assez d'injectif, on peut définir & partir dec lom un
foncteur D Hom, D(A)¥ x D¥(A) dans D(Ab). En cffet, si A assez d'injcctifg

on peut dériver le foncteur Hom par rapport au deuxiéme argument.

X 0¥

D Hom : K(A)" x D (A) ——— D(AD)

+ . e
D Hom(X,Y) se calcule en prenant une résolution injective de ¥ : Y ——1I

et en posant

D'Hom(X,Y) = Hom(X,I)
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Le lemme 3 montre que si £ : X ——% Y est un quasi-isomorphisme.

On a :

HomK(A)(x.,I) = Hom.D(A)(X,I) n HomD(A)(Y,I) = HomK(A)(Y,I).

Le lemme 4 montre alors que le transformé de f par D+Hogﬂ,,1) est

un quasi-isomorphisme ; d'od le résultat.

Théoréme 2. Soit A une catigorde abeidienne ayant assdez d'injectifs. Alons
pour X obfet de D(A) et Y objet de p*(a), on a :

1 (0 Hon(X,¥)) = Exti(X,Y).

En effet, prenons une résolution de Y : ¥ ——= I. Alors

Ext (X,Y) = Ext'(X,I) puisque Y et I sont isomorphes dans D(A).

Ext™(X,I)

HomD(A)(X,Ti(I)) = HomK(A)(X,Ti(I)) d'aprés le lemme 3.

Dfautre part :

Hi(D+Hom(x,Y)) = Hi(go_m_(x,l)) = qomK(A)(x,Ti(I)) d'aprés le lcmme k.

Corollaire 2. S{ A a4 assez d'injectifs, alons pour X et Yel, Les Ext (X,Y)

deginis ci-dessus sont Les Ext habituels.

En effet, si I est une résolution injective de Y, le théordme
précédent montre que Extt(X,Y) = B (Hom(X,I)) qui est la définition habi-

tuelle.




