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PROCESSUS STOCHASTIQUES AVEC DES

TRAJECTOIRES CONTINUES
PAR

W. HANSEN

(Assistant & 1'Université d'Erlangen - Allcmagne Fédérala)

Les choses que jc dirai ont été écrites par M. Sieveking ct moi-méme
en l'hiver 18963/64. Une possibilité d'approcher le probléme est la suivante :
Considérons un systeme physique qui sc développe aléatoircment. Nous
supposons que 1'on ne puisse rien faire avec cc systéme sauf mesurer la posi-
tion pendant un ensemble fini de moments. Donc on psut seulement éxiger du
modeéle mathématique qui décrit ce systeme (i.c. d'un processus stochastique

correspondant) qu'il donne lss distributions correctecs de dimension finie. I.e.

P[[Xt € ByseeesX,
1 n

€ Bh]]
(o B1,....Bn sont des cnscmbles boréliens) doit 8tre la probabilité trouvée
par l'expériencoc.

Dans cette situation on peut se poser la question naturelle : Quels
systemes psuvent 8tre décrits lorsqu’on suppose que la position change conti-
nuement. Dans une formulation mathématique : Pour quelles familles projecti-~
ves de mesurss de probabilité éxiste un processus correspondant avec des tra-

S

Jectoires continues ? Une réponse & cette question est le :



Théoreme 1 :
Soit E un espace polonais, p une distance compléte qui est compatible

avec la topologie et soit (PI)I finic < R, une famille Projocctive de mesures

I o _ ..
de probabilité sur les &£(E)™ , PT = lm PI.

Alors les deux conditions sont équivalentes :

I - Il cxiste un processus stochastique avec des trajectoires continues
dont les distributions de dimension finie sont les PI'
IT - Il existe une partic S de R, dénombrable et dense dans R_ avec :

a) Pour n, kK >0

U -
é.i_r}no Pr Cigtr ¢ 6 [PUXgsX ) 2 n}) =0
s.t €S (s, = s o[0,k])

b) Pour t R, il existe s, € S avec snA———at et

m Pl plX, ,X.) 2 n]) =0 va >0
X n->w n

Démonstration :

Soit (Q,,%P,E,(Xt)t2 0) un processus stochastique pour las PI avec des tra-

jectoires continues. Soit S <R, dénombrable et dense, n , k > 0. On définit

» = U
An ' 1s=t1 £ 1/n [p[XS.Xt] z n]
X,t € Sk

Parce que l’application t — Xt[w] est uniformément continue sur [0,k] pour
chague w « @, on a An + @ cc gui entraine P(An) + 0. Donc (II a). (II b) est

encore plus simple. Soit t ¢ R, 5, ¢ S convergeant vers t, kK > &, n > O.

Pour

n 1s=t1 < 1/n

s € Sk

B8 = \J (p(XS .Xt) > q]
n



on a pour la m8me raison Bn ¢ B, d'ol P(Bn) ¢ 0. Donc a fortiori :

lim  P([ p(X_ ,X. 32> n]) =0
n-> 00 n

L'autre direction d'implication est la plus intéressante : Scit (II) satis-
faite. Lc théoréme de Kolmogorov garantit 1l'existence d'un processus stochas-

tique [QﬁﬁiP,E,(Xt)t> O) pour les P._. Pour tous k, n, ¢ > 0 il exists alors

I
§ > 0 :

P( (X_sX.) > n]) s €

W)
is=t1 < § [e
s,t e Sk

Soit €, > 0. Choisissons un Gn pour Kk =n, n=1/n, € = so/zn ct définissons :

oo
= U 1
Aeo : n=1 [\s—tis-é [p[XS,XtJ * nl]
s,te Sn'
On a P(Ae )< € et 1l'application s —s XS(w) est uniformément continue sur
0
[} N . = .
chaque Sn pour w ¢ C Aeo. Et c’est vral pour chaque € e QO uece A1/n On a
P(QOJ = 1 st peut définir avec un point a € E fixe :
lim XS[w]
5 -t (w ¢ Q)
"4 s €S e
Xt(w] = teR,
a (w ¢ QDJ
Evidemment on & :
X =X P-p.s. ¥ s e S
s s
t __—,Q%(w] continue vV we R
A — ft(w) variable aléatoire viemR,

Donc [Q,jﬁP,E,[it)t> 0] est un processus stochastique avec des trajectoiras

continues, Il a les PI comme distributions de dimension finie parce que

nous avons



méme pour les t e R .
Soit t € R_. D'aprés (II b) il existe s, € S avec s, —> t et

st=1lim XSn = Xt' Mais parce gue Xsn-——a Xt P-p.s., on a. aussi st-1im XSn = Xt'

Nous avons fait la démonstration du théoréme de telle sorte que nous avons
prouvé:

Théordme 1* :

La situation du théoréme 1 et la condition (II) entrainent :

.

! Soit (ShjﬁFhE,[Xt)t ao] un processus correspondant & la famille des Ps.

Alors (x) Sn peut modifier chaque Xt sur un ensemble de

probabilité zéro de fagon que 1'on obtienne des trejectoires continues.

Naturellement, la condition (II a) n'est pas maniablec et c'’est pourquoi nous
démontrerons un deuxigme théorgme, un corollaire du premier, qui s'offre

mieux aux applications.

Théoréme 2 :

Dans la situation du thécréme 1 les deux conditions soient satisfaites :

(II 2)* Pour n > 0 soit

g (n) = sup P [ olX,, em s Xyo-m) = nl
m o<1 <mz™ T {i+1)z iz

11 existe unc suite [qn] dc nombres réecls avee
r}n>C] , Er‘_n<00 , Zmqum[nm]<co
(II b)* Pour chaqgue t e R, il existe une suite [st de nombres

dyadiques avec

lim PquWS,X“ »n]) =0 vn>0
! m-> 0 m



Alors la propriété (x) du théoreme 1 est vraie.

Démonstration :

Soit S = D' 1’ensemble des nombres dyadiques > 0. Pour k, €, n > 0O

choisissons un m tel que :

m >k iﬁ- n <2 n f% m zm g ln) <c¢
) ’ m=m m 2 '7 m=m m- 'm
e )
Soit m 2m_1
3 0
B := mm 1% [PIX_{41)2m » Xso-m) 2 0]
On a

o5}
m
PT[B] < _ZO mGZ qm[nm) < €

' m -
Soit Xe €B, s, t e S, s-tl< 2 O . On découpe l'intervalle [s,t] dans

des intervalles [i 27%, (i+1) Z—V] le moins nombreux possible. Chaque v est

> mO et apparalt tout au plus deux fecis. Parce que p(X

v

(i+1)2-m *» Xiz-m) <0y

on a i

o
je=k
2 .
PIX »X. ) < = noooem
Donc
.= U
A= o) c2mmy [PIXX) 2 nl cB
Sat € Sk

et PT(A] < PT(B] <e, i.e. (II a). (II D)* signifie (II b). D'ol le
résultat.

Le corollaire suivant est le plus important :

Coreollaire 1

(1'existence du processus brownien) : Soit [PI) une famille projective pour


file:///s-tl

la fonction de transition brownienne. Alors on a (x].

Démonstration :

n
Bans le IR o©n a
n

- . W) TRVE SRS S n
(%, = %gogl> nl € g2 1% = Xl > 5]
ct
— 2
i i 1 [28 -\“/26
JEEEWRESVINE N

par une évaluation simplc.

On réussit en choisissent nm i = 2-m/4'

Un théorsme plus général, mais aussi bien connu est le :

Corollaire 2 :

La situation du théoréme 1 et l'existence de : a » 0, b > 1, c >0 tels

que

, b
f p(Xs,Xt) dPT < c . |t-s|

entraine la conclusion (x).

Démonstration :

PrietXiuyzm » Xyom) > nd

= PPl qyom o Xygm) 20
(
. ‘fn\X(i+1)2ﬂn s Xypem) dP. 2D
< £C .
a a
n n
Soit 6§ > 0 tel quec b - a8 > 1 et choisissons nm:= Z-m(S . Alors

nm >0, I nm < w et

sm2" qm(nm] £C.Im 2—m[b-a6—1] < 00
Et pour t e R, s, S, h — t

- b
PTLp[Xsn,Xt) > n] sc . Ultls 171)/n°

ce qui tend vers zéro.



