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Martingales à Valeurs Vectorielles 

Application â la dérivation 

par 

Michel METIVIER 

Introduction. 

La théorie des martingales à valeurs dans un espace vectoriel loca­

lement convexe général est loin dfavoir atteint le même état d1élaboration 

que la théorie des martingales à valeurs*réelles. 

Dans cet expose, je me propose de donner un aperçu de ce qui me 

paraît être lfëtat actuel de la théorie des martingales vectorielles (â base 

croissante), telle qu'elle résulte des travaux de S. D. Chatterj , F, Scalora, 

A et C. Ionescu Tulcea,M. Dri^i et 0. Hans, J. Neveu et moi-même. Je 

donnerai quelques résultats qui n'ont pas encore été publiés ou qui ont été 

énoncés sans démonstration (notamment dans [2lj )• 

De même que dans le cas réel, la théorie des martingales peut être 

appliquée au problème de la "dérivation" des fonctions d'ensembles. Nous 

envisagerons ici la "dérivation " relativement à une mesure positive bornée 

y des fonctions d'ensembles définies sur une tribu*? de parties d'un ensem­

ble Œ, à valeurs dans un espace vectoriel localement convexe L'existence 

d'intégrants de Radon-Nikodym, dans le cas des mesures vectorielles, n'ayant 

d'ailleurs pas reçu de réponse complète, ceci nous permet d'obtenir quelques 
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résultats prolongeant ceux célèbres de J. Dieudonné (cf. [6 ] et [V] ), et 

précisant d'autres que nous avons précédemment donnes (cf* Jlô] 

§ 1 - Théorèmes pour Martingales à Valeurs Vectorielles» 

1» - Préliminaires - Problèmes, 

1.1 - Propriétés scalaires - Propriétés faibles. 

Dans toute la suite W désignera un espace localement convexe en 

dualité avec W (cf. [3j chap. IV). 

Une fonction f définie sur un ensemble E, à valeurs dans W , sera 

dite posséder scalairement une propriété P si pour tout v ? e W la fonction 

v f o f (notée aussi < f, v T >) possède la propriété P t 

Les propriétés faibles sont celles qui se définissent relativement 

à la topologie faible^, W ) de W?. (cf. [3] chap. IV) 

1.2 - Base de Martingale. 

I désignera toujours un ensemble d'indices ordonné par une relation 

notée et filtrant à droite pour cette relation. 

(r l : ;^ 9 y) désignera vin espace mesuré complet, y étant une mesure 

positive bornée. 

Une base de martingale sera toujours pour nous la donnée, outre 

(ft,*?1, y), d'une famille croissante (̂  ) -p de sous tribus de . 

désignera la complëtion relativement à y de la tribu engendrée 

a el 
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1.2 - Martingales faibles à valeurs dans V. 

Nous dirons que le terme (3? • f ) -r est une martingale faible 

(pour la dualité < ffl >) si : 

(M^) Pour tout a f f est une fonction définie sur fi , à valeurs dans ̂0, 

scalairement -mesurable. 
a 

(M 0) Pour tout a et tout F e $ l'intégrale faible f f d y est un 
2 a p a 

élément de W (i.e. : la forme linéaire v'n^/ < f , v' > d y s'identifie 

par la dualité < W > â un élément de W noté f ad y ) . 

(M 0) Pour tout a < 6 et tout Ffct? : 

3 — a 

1.3 - Martingales fortes à valeurs dans un Banach. 

Lorsque QZ7 est un espace de Banach nous dirons que C^, ^ a ) a G j 

est une martingale forte si elle vérifie les conditions (M^) $ (M'^)
 e* ^*3^ 

obtenus en remplaçant dans (Mg) e^ ^l^) ̂ a ^ ^ i 0 1 1 & e mesurabilitë sca­

laire par celle de mesurabilitë forte (ou mesurabilité au sens de [9I par 

exemple) et celle d'intëgrabilitë faible par celle dfintégrabilitë forte 

(Intégrabilitë au sens de S* Bochner cf. [l] ou [pj )• 

Il est évident que toute martingale forte est une martingale faible 

pour la dualité < $ff5 ̂  > 

l.k - Problêmes. 

Soit ( , f ) _ une martingale faible (resp. forte). 

Problême I. Lorsque I n Ta pas de plus grand élément soit t l'ensemble ordonné 

obtenu en ajoutant â I un plus grand élément noté °°f et soit comme 

définie en 1.2. 
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Existe-t-il une application f de çi dans V telle que CF ff ) <S 
0 0 a a açl 

soit une martingale faible (resp. forte) ? 

Problème II. Si f existe comme solution du problème I, la fîamille (f ) T 

— oo a afl 

converge-t-elle suivant lfensemble filtrant I pour un mode convenable de 

9 
convergence -vers f 

Problême III. Indépendamment de l'existence d'une solution du problème I, 

la famille (f ) _ converge-t-elle en un sens convenable vers une applica-
a açl 

tion f deitdans W ? 

1-U- Les résultats connus dans le cas fort» 

Nous résumons ici les résultats obtenus dans le cas réel avec leurs analogues 

(et leurs lacunes) dans le cas des martingales fortes à valeurs dans un espace 

de Banach. 

a - Cas Réel - (Ehéorèmes de Doob et Helme,. )» 

Le problème I admet une solution si et seulement si (f ) est termi-

nalement equi-intégrale 

La famille (f ) _ converge alors (Problème II) vers f dans 

L (Œ/P*,y) - Si 1 = (M, la convergence a lieu égaèement y . p .p 

Théorèmes de Doob et Krickeberg : 

Si sup fff | o ^ u < K < + O D i a famille (f ) _ converge en mesure 
^ ' a 1 ^ a a6l 

a 
vers une fonction f (problème III). 

La convergence a même lieu y. p • p. si I = OD» 

b - Martingales fortes • 

Il est bien connu (voir par exemple [ 5 ] et [25) qu'une martingale 

forte (f ) _ à valeurs dans un espace de Banach B peut très bien être équi-
a a£l 
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intégrables sans qu'il existe peur autant de solution au problème I. 

On a toutefois : 

Théorème de Chatterji - Scalora* Tulcea (problème I) 

Si B est le dual d'un espace de Banach, et est sëparable , 

le problème I admet une solution pour la martingale forte (f % ) ^ _ si 

rf n n£Q0 

et seulement si (f^) est équi-intëgrable • 

Nous généralisons ce résultat au cas I quelconque plus loin. 

Le problème II fort est entièrement résolu par un théorème de A et C Tulcea 

et Neveu que nous donnons plus loin (Th.3) 

Enfin Dour une martingale forte (f à valeurs dans un espace de 

° Ï I 9 n 7n£ |ED * 
Banach B, le Problème III a reju la réponse partielle suivante : 

TheorSiae de Chatterji-5calcra ~ Tulcea (Problème III) 

Si B est le dual d'un espace de Banach et est sëparable, et 

si sup j\f | d/̂ -<+ oo9 (f ) converge^-p.p vers une fonction f. 
n 

Dans la suite nous donnons quelques résultats relativement aux: 

martingales faibles et également quelques compléments sur les martingales 

fortes. 
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2. Martingales faibles» 

Nous considérons une martingale faible (̂ F % f ) , T à valeurs 
a a a £ I 

dans V • On désigne par (fun ensemble de parties de V convexes équilibrées 

et compactes pour <r ( V , ^ ) , filtrant pour la relation d'inclusion c e t 

constituant un recouvrement de V• 

Théorème 1, 

On suppose que la martingale ( f ^ ) ^ ^ vérifie l'une des 

conditions (A) OU (B) suivante : 

(A) Il existe une suite croissante (Q^) extraite de 5^ et (Q^) extraite 

de &et une suite croissante (a n) d'indices telles que : yi ( U Q^) = y (iï) 

et : 

Pour tout a > a 1 ^ • f (a>) £ Q y . p . p . (l) 
— n Q a n r 

n 

En outre (f ) _ est scalairement términalement unifornement 
a a € I 

integrable (cf. [15] ou [l?] )• 

(B) Il existe une sous martingale réelle ( <tF . X ) ^ T términalement 
a' a a £ I 

uniformément integrable et Q € (5 tels que : 

(l) lp désigne l'indicateur de l'ensemble F* 
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Pour tout a e l ^ a(w) €. X̂ fca) Q y . p * p • 

Alors : 

1 ° ) Il existe f^ telle que t f

a ^ a 6 i
 s o^* m i e martingale faible. 

La famille (^ a) 0 c l converge scalairement en moyenne vers f œ • 

2 ° ) Si W admet un ensemble dénombrable partout dense pour la 

(S-topologief il est possible d'extraire de I une suite (a^) telle que 

lim faible f ( w ) = f ( a ) ) y . p . p . 
a 0 0 

n—> + œ 

3°) Si W admet un ensemble dénombrable partout dense pour la ̂ -topologie 

et si I « N ; 

lim faible f

n(w)
 s f(u>) y . p. p . 

n • > 0 0 

Pour une démonstration de ce théorème voir [ 2 2 ] . Ce théorème 

complète et précise des théorèmes analogues publiés dans [ l 8 ] et J 2 l ] • Il 

résulte immédiatement de la théorie des martingales réelles (théorème de 

Helms [il] ) que pout tout v'e W la martingale réelle (< f^9 v f> ^ con-

verge en moyenne vers un h^, e L(fit <^ < j o > y). Il faut ensuite utiliser une 

méthode de relèvement, notamment un théorème de A et C Ionescu Tulcea 

(cf. [ 1 2 ] ) pour montrer l'existence de f vérifiant : 

< fo> • v ? > = ^ v t y • P • P • P o u r tout v'# 

Nous donnons également une réponse partielle au problème III. 

Théorème 2 . 

1 ° ) (5* t f ) T étant une martingale faible, l'une des condi-

tions (A') ou (B') ci-dessous est suffisante pour que (f ) converge 

et CX €» I 

scalairement en mesure vers une application f de fi dans W f scalairement 

-mesurable : 
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(Af ) , f ) _ est scalairement â variation bornée : il existe 
^ a a a € l 

une suite (Çl^) croissante extraite de 5* ,̂ (Q^) extraite de (5 et une suite 

(a ) extraite de I telles que : y( [J Çl ) = y(Q) et 
n 

Pour tout a >. a

n 1 ^ (w) • € y • P • P • 
n 

(B ?) Il existe une sous-martingale , X ) _ réelle, telle que 
° * or a a G I 

sup y ~ | f | d y = K < + <» et un Q e (s tel que : 
a 

pour tout a € I f̂ (aj) € À^oo) • Q y • p • p • 

2 ° ) Si I = W et si W admet un ensemble dénombrable partout dense 

pour la -topologie on a : 

lim faible f

n(
( A )) = y . p • p . 

n >°° 

Pour une démonstration [22]] • La démonstration utilise le théorème 

de Krickeberg (cf. [ l 6 ] ) sur la convergence stochastique des martingales 

réelles à variation bornée et des méthodes de relèvement analogues à celles 

utilisées pour le théorème 1 . 

3 * - Martingales fortes. 

Dans le n° 3, f est un espace de Banach, en dualité avec W , 

Lorsque nous utiliserons le vocable faible pour sans préciser W nous 

entendrons par là que W est le dual de l'espace de Banach SP. Si par contre 

© est un dual B' d'espace de Banach (B, le mot "faible" relatif à dualité 

a(B f, E) sera souvent remplacé par "vague" • 

3 . 1 - Passage du cas faible au cas fort. 

Si , f ) est une martingale forte, c'est à fortiori une 
w o r a a d ° 9 

martingale faible, et on peut dans certains cas lui appliquer les théorèmes 
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qui précèdent. Soit alors f solution du problème I faible. Si on peut mon­

trer que f^ prend ses valeurs dans un sous-espace sëparable de W f il résul­

te d fun théorème de Pettis (cf. [2l*] et [ 9 ] ) que f œ est fortement mesura^ 

ble. Si on peut alors prouver que f | |f | | d .y < + 0 0 ; on a prouvé que 

(*3*a» f

a ) a 6 j
 e s t u n e Eiartingale forte. Dans [ 2 6 ] , [20] et [ 2 l J sont énoncés 

des lemmes permettant de faire le passage du cas faible au cas fort. 

La solution du problème II fort est complètement donnée par un 

théorème très important du à A et C. Ionescu Tulcea et J. ïïeueu : 

Théorème 3 . 

Si f œ , solution du problème I fort existe, (f^) converge vers f^ 

dans L^(fl/5s Wf y). Si I = SB, on a alors également 

lim forte f n(w) = f (u>) y . p • p • 

n — 

3 . 2 - Problème_I_fort. 

Nous énoncerons deux résultats. Pour les démonstrations voir £ 2 2 J , 

Théorème k. 

Soit (35 , f ) T une martingale forte a valeurs dans un espace 

de Banach V] séparable, de dual Vff • Soit Q une partie convexe équilibrée de 

compacte pour a(¥, ̂  ). Si l'hypothèse (B) du théorème 1 est vérifiée il 

existe f telle que (*£ , f ) £ so:Vt une martingale forte. 

Ct Ct C t € 1 
et sil=jbfi 

Si Sff est un espace réflexîf^en"prenant pour Q la boule unité de 

W e t pour (X n) la sous-martingale (||f̂ || ), on obtient les théorèmes de 

S. D. Chatterji et F. Scalora. 
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Théorème 5« 

Soit (5* , f ) ^ une martingale forte â valeurs dans le dual ©' w o r a acl 

d'un espace de Banach Si ©' est un espace de Banach sêparable, la condi­

tion nécessaire et suffisante pour qu'il existe f telle (î? • f ) * soit 

line martingale forte est que la famille ( f

a ) a € l soit terminalement unifor­

mément intégrable. 

Dans le cas I = 90 le théorème 5 a été énoncé par A et C. Ionescu 

Tulcea dans [l2] • Si I = Wl et V réfléxif on retrouve le théorème de 

S* D. Chatterji et F. Sealora. 
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§ 2 - Application à la dérivation 

1 , - Problème de dérivation globale pour mesures vectorielles* 

1 * 1 - Base de dérivation. 

Une base de dérivation 5s CSLi)j*Tt ) e s * défini dans ce 

qui suit par la donnée d'un espace mesuré (cfe*^,^)* la mesurej*. étant 

toujours ici supposée réelle bornée, et d'une famille (^)^ ej
 d e parti­

tions finies de possédant les propriétés suivantes : 

{%> j) I est un ensemble ordonné par £. et filtrant à droite. 

(l> 2) °U P>$1 avec <* £ £ =^5^ plus fine que . 

( ^ 3 ) 3? est la complet ion de la tribu engendrée par J ^ j ^ * 

1 . 2 - Fon et ion s _ addit ive s à^aleursj/ectorielles. 

Nous considérons une fonction cp définie sur un anneaue^o (J 
<*6l 

à valeurs dans W9 et addit ive sur . 

Nous rappelons qu'une fonction >̂ addit ive surjet cr-additive 

lorsque l'on considère sur W la topologie W ) est <r-additive pour toute 

topologie sur® compatible avec la dualité ^W, W > • (cf. [9] chap. IV - 10 

et chap. V.) Nous pouvons donc dire çr -additif sans préciser. 

1 . 3 - Fonction d'ensembles dominée par^une mesure y*. . Ab solue^ cont inuité 

scalaire. 

On dira qu'une fonction d'ensembles >̂ (réelle ou vectorielle) est 

dominée par la mesure y» siyU>(A) = 0 > <f (A) = 0. 

On dira que cp à valeurs vectorielle est scalairement absolument 

continue par rapport à jj~ si pour tout v f et tout f > o 
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il existe n tel q u e M A ) J C Ç ^ J ^i? (A) f v'^ £ £ 

Il est évident que si cpest <r-additive les 2 notions précédentes 

coïncident. 

On sait également (voir C6} et [2k\ ) quf ilh'existe pas de "bonne 

condition d'absolue continuité" permettant d'énoncer un théorème de Radon 

Nikodym pour mesures vectorielles, relativement à une mesure réelle donnée, 

l.U - Dérivants et dérivées d'une fonction 1 définie sur A« 

On pose 

avec la convention ̂ |p| = 0 si >*(F) = 0 

est appelé le dérivant de ̂  relativement à 

S i ^ désigne la tribu finie engendrée p a r ^ , on voit que si 

cp est dominée par , (D^ , $ ) T est une martingale. C'est même une 

martingale forte si 5ff est un espace de Banach. 

On a d'ailleurs SPL= ^ 
CD 

Si (D? ) - converge pour un mode "T" de convergence vers f, on 
<K <̂  e l 

dit que f est la T-dérivêe de relativement à la base 

Si (D^(c^) t _ converge faiblement (resp. fortement) vers 

on dit que f (OJ ) est la dérivée faible (resp. forte) de au point ou . 

Si f est solution du problème I faible (resp. fort) on voit que f 

est une densité faible (resp. faible) de G? . 

Le problème I est donc celui de l'existence d'une densité 

Le problème III est donc celui de l'existence d'une T-dérivée 

Le problème II est donc celui de la relation entre densité et 

T-dérivée. 



IV - 13 

2» Dérivation faible. 

Dans toute cette partie 2 du paragraphe 2, nous considérerons un 

espace localement convexe fltf, en dualité avec W , et<§* désignera comme 

précédemment un ensemble filtrant de parties convexes équilibrë«6de V, com­

pactes pour a- (Q?, lfl1 )• 

2.1 - Existence d'une densité faible et dérivés correspondants. 

Théorème 6 . 

Soit y une fonction additive d'ensembles définie sur<^ f à valeurs 

dans W, dominée par y* et possédant l'une des propriétés (Af!) ou (C") sui­

vantes : 

(Aff) q>est <r -additive et il existe une suite (fl̂ ) croissante extraite 

de ^ ^ et une suite (Q^) extraite de@telles que >u( ̂  çft̂ ) s A (<&) et : 

(B") Il existe une mesure réelle bornée absolument continue par 

rapport à^ju, et un Qe<3Ttels que : 

W<s<£ cp(P) e \> (F) • Q 

Alors : 

1°) - 9 admet une densité faible f relativement à/*.. 

2°) - les dérivées (D^ ) T convergent suivant I scalairement en moyen 

ne vers f. 

3°) - si W admet un sous-ensemble dénombrable partout dense pour la 

(3* -topologie, il existe une suite (D^ ) extraite de la famille des 
n ne(W 

dérivants, telle que lim faible D^ = f(oo) >u. p • p • 
n ——»ç© n 
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k°) - si I est dénombrable ^ admet pour dérivée faible f f en jLo-presque 

tout toe<&, relativement à la base (*§ ) de dérivation. 

Démonstration. 

Remarquons que si v> est une mesure réelle bornée absolument conti­

nue par rapport àjx-t la martingale (D^ ) réelle est uniformément intégra-

ble (et cnnverge d'ailleurs en moyenne vers la densité de 0 relativement 

Si l'hypothèse (B?f) est vraie, on a : 

M € D^ (CJ) Q ju. p . p • 

et le théorème résulte immédiatement de l'application du théorème 1 

lorsque l'hypothèse (B) est vraie. 

Lorsque (A") est vrare, pétant <^-additive, P o u r "tout v'e VP 

la martingale réelle D*f , v f > ) T est constituéepar la famille 

des dérivants de la mesure réelle bornée v'> • On sait ( cf. £17] p» U85 

prop. 2.1.2) qu'une telle martingale est de variation bornée et absolument 

continue donc (ibid. prop. 2.3.2) qu'elle est terminalement uniformément 

intégrable. Le théorème résulte donc encore dans ce cas immédiatement du 

théorème 1. 

Cas particulier. 

1°) Si (Bn est un dual B' d'espace de Banach QB. En prenant pour éléments 

de 0 les boules de Bf^ qui sont compactes pour s-(B', |B), on obtient un théo-î 

rème généralisant celui de J. DieudocRé (cf. [63) où DB est supposé sëparable. 

2°) Si 83" est un dual fB' d'espace de Banach l'hypothèse (©") est 

vraie si <p est à variation bornée (au sens de [9]] chap. III), car on a 

cp(F) e var^ (F) • Q si Q désigne la boule unité de IB'. 



IV - 15 

2.2 - Uj^thêorè^jiejjtécomposi^ 

Théorème 7» 

Soit ̂  \ane fonction additive d'ensembles définie sur ôfe, à valeurs 

dans dominée par et possédant l'une des propriétés (A* 1) ou (B**' ) sui­

vantes : 

(A ! l f) cp est scalairement à variation bornée et il existe une suite 

(«ft* ) croissante extraite de \J et une suite (Q ) extraite de ̂ telles 
n dei °̂  1 1 

4ue A d j ç f ^ ) -/-(A) et : 
n 

V F e ^ ^(FCVQ^) 6 ^ ( F o ^ , n ) - Q n 

(B M f) Il existe une fonction simplement additive, à variation bornée 0 

SUT^LO , dominée par/*' , et un Q ̂ S" tel que : 

VF€ $ cp(F) e\) ( F ) . Q 

Alors 

1°) tp est décomposable de façon unique en la somme de deux fonctions 

additives cp^ et cp^ possédant las propriétés suivantes : 

-q> 1 admet une C.snsitê f par rapport à M-

- ^ 2 est scalairement purement simplement additive (i.e. Vv' 6 W 

quelle que soit la mesure c~-addit ive jj : \ jjJ \ ^\<^2% y t > l~j> /J = 0) 0 

2°) Les dérivées (D A ) convergent suivant I scalairement en mesure 
d € 1 

vers f 

3°) Si 6?' admet un ensemble dânombrable partout dense pour la 

-topologie et si I = SS t (p admet f̂ (co) pour dérivée en ̂ -presque tout 

point a> efi, relativement à la base de dérivation ((S>

n)» 
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Démonst rat ion . 

Si ĉ> admet une décomposition du type indiqué, V v'e W 

4$ 9 v f > = < L C ^ , v'>+^<-f^, v f > est la décomposition unique de la fonc­

tion réelle simplement additive à variation bornée ccf , v' > en sa partie 

or-additive (ici absolument continue par rapport à>u) et en sa partie pure­

ment simplement additive. Si une autre décomposition 

cf s cp^ + q> ?

2 existait, on aurait donc <q>
?

2» v' >
 = * v ? > P o u r tout 

v f d'où <f 2

 = c ? f 2 * D ' 0 ^ l t u n i c i t é * 

En appliquant le théorème 2 à la martingale (D^ ) T on voit que 

cette martingale converge scalairement en mesure vers une fonction f^. Pour 

tout vfeffif la martingale réelle ( <Djĵ  , v f > ) ^ Ç I converge stochastiquement 

vers la densité de la partie absolument continue de v'> ( ̂f-^, v'> est 

donc cette densité). On sait que F o ->(^cf(F), v'> _ J < f , v f> d ^ 

F 
est la partie purement simplement additive de<<^, v f> . (cf. Q.7] th. 3 

p. U 9 1 ) . On voit donc qu'en posant 4> (A) = q> (A) - y f d/»- on obtient 
X A 

la décomposition voulue, ainsi d'ailleurs que la deuxième partie du théorème. 

La 3ème partie résulte alors immédiatement du théorème 2. 4°). 

3. Dérivation forte. 

3.1 - Un cas d'existence d'une densité forte et dérivés correspondants. 

Théorème 8» 

Soit <̂  cr -additive a valeurs dans un dual séparable E ' d'espace 

de Banach (B. On suppose que çç> est à variation forte bornée et dominée par la 

mesure >c. 
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Alors il existe une densité forte f de ^relativement à la mesure/A 

La famille des dérivants (D^) converge vers f dans L 1 ^ ^ , Œ' ). 

Si I est dénombrable cp admet f (<̂> ) pour dérivée forte en >L-presqu€ 

tout OJ edî>. 

Démonstrat ion . 

Lfhypothèse de variation forte bornée s'écrit en effet : 

+ co > sup H ttcf(V)i) « sup fl|D^ H 

La variation 0 = Var^ de 1 est une mesure réelle bornée dominée 

par/»-, 0 = Var^ est absolument continue par rapport à /t-. La suite des 

dérivants (L^ ) est donc une martingale uniformément intégrable (cf. £ 1 5 } ) 

qui majore terme à terme ( Il Djj H ). 

Le théorème 8 est donc conséquence du théorème 5« 

3 » 2 - Un théorème de décomposition. 

Soit S un ensemble portant la partie absolument contenue de 

Var^ par rapport à /*- et tel que S porte la partie de Var ̂  étrangère à yu-. 

On appellera F n ^ q ^ s O F ) la partie absolument continue de re­

lativement à P et Fru>cf (S° O F) la partie étrangère de q> . 

On a la proposition évidente. 

Proposition. 

Une mesure à variation forte bornée est dominée par >*-si et 

seulement si la partie de cp étrangère à y* est nulle. 
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Théorème 9» 

Soit à valeurs dans un dual réparable (Bf d'espace de Banach IB. 

On suppose que ̂  est de variation forte Var<^ bornée. 

On suppose également que I est dénombrable. 

Alors la suite des dérivants (D̂ f ) converge ^-presque partout 

pour la topologie forte dans (Bf vers une densité forte de la partie absolu­

ment continue de <f relativement à 

Démonstration. 

On a en effet 

n V ' Va* LF) A C F ) 
Posons ^ 

g n - n + . < * w 

~ v é ? n V * >u,CF) 
(g »^ ) est une martingale vectorielle forte à valeurs dans la boule 
°n J n 

unité de Elle converge fortement /^-presque partout vers une densité 

forte g de cp par rapport à Varcp. 

La sous-martingale réelle (^ n>^ n) converge >u-presque partout 

vers une densité \ de la partie absolument continuede Var^relativement 

à y-̂ . 

La suite (D^) des dérivants converge donc ju*-presque partout vers 

^X. g pour la topologie forte de tB*. 

Pour tout F e ^ on a^en désignant par S un ensemble portant la par-

tie absolument continue de <f tandis que S porte la partie étrangère à t 

Ans ^ d / J U = 4 O S g ( w ) V a r < * ( d o j ) = ^ F n s s ( o i ) ' 

D'où le thêorère. 
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Nous terminons en donnant une conséquence du théorème 1+ : 

Théorème 10 . 

Soit»f à valeurs dans un espace de Banach Œj. On suppose, ou bien que I est 

dénombrablefou bien que £B est séparable. 

Si il existe une partie faiblement compacte Q de B telle que 

f(F) é u(P) § Q YtéZT 

alors : *f admet une densité forte f par rapport à/i., la famille des dérivants 

( D ) .i-. converge vers f dans L ( Çl f$ § u t IB ) t e t si I = W 
^ cUl 

*f admet f (OJ ) pour dérivée forte en y presque tout co é Q « 
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