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Martingales & Valeurs Vectorielles

Application 4 la dérivation

par

Michel METIVIER

Introduction.

La théorie des martingales 3 valeurs dans un espace vectoriel loca=
lement convexe général est loin d'avoir atteint le m@me état d'élaboration
que la théorie des martingales & valeurs-réelles.

Dans cet exposé, je me propose de donner un apergu de ce qui me
paralt &tre l'etat actuel de la théorie des martingales vectorielles (& base
croissante), telle qufelle résulte des travaux de S. D. Chatterj , F. Scalora,

A et C. Ionescu Tulcea,M. Drimi et O, Hans, J. Neveu et moi-méme. Je

O\
o+
m

donnerei quelques résultats qui n'ont pas encore &été publiés ou qui ont
énoncés sans démonstration (notamment dans [:21] Ve

De méme que dans le cas réel, la théorie des martingales peut &tre
appliquée au probléme de la "dérivation" des fonctions d'ensembles. Nous

" relativement & une mesure positive bornée

envisagerons ici la "dérivation
y des fonctions d'ensembles définies sur une tribu % de parties d'un ensem-
ble Q, 4 valeurs dans un espace vectoriel localement convexe W. L'existence

d'intégrants de Radon-Nikodym, dans le cas des mesures vectorielles, n'ayant

d'ailleurs pas regu de réponse compléte, ceci nous permet d'obtenir quelques
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résultats prolongeant ceux célébres de J. Dieudonné {ef, [6] et [h_.] ), et

précisant d'autres que nous avons précédemment donnés (cf. [18]

§ 1 - Théordmes pour Martingales & Valeurs Vectorielles.,

l. - Préliminaires - Problémes.

1.1 ~ Propriétés scalaires - Propriétés faibles.

Dans toute la suite ¥ désignera un espace localement convexe en
dualité avec @' (cf. [3] chap. IV).

Une fonction f définie sur un ensemble E, & valeurs dans W', sera
dite posséder scalairement une propriété P si pour tout v'e W' la fonction
v' o f (notée aussi < £, v' >) posséde la propriété P,

ies propriétés faibles sont celles qui se définissent relativement

4 la topologie faibleo(W, ¥') de W (cf. [3] chap. IV)

1.2 «~ Base ¢e Martingale.

I désignera toujours un ensemble d'indices ordonné par une relation
notée < et filtrant 4 droite pour cette relation.

(.9, u) désignera un espace mesuré complet, u étant une mesure
positive bornée.

Une base de martingale sera toujours pour nous la donnée, outre

(Q,%, u)} d'une femille croissante (ﬂ*:a) de sous tribus de % .

o €I

é’rm désignera la complétion relativement d ude la tribu engendrée

par (J <§a.

ael
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1.2 = Martingales faibles a valeurs dans V.

Nous dirons gque le terme (ﬁa, f ) est une martingale faible

a’ael
(pour la dualité <, &' >) si :
(Ml) Pour tout o, fa est une fonction définie sur Q , 4 valeurs dans V,
scalairement ‘ﬁa-mesurable.
(M2) Pour tout a et tout Feﬁza 1l'intégrale faible j;? fOl d y est un
8lément de W (i.e. : la forme linéaire v'n.>/F < ch’ v! >dyu s'idenﬁifie

par la dualité < W, @' > & un &lément de W noté jF £, u)e

(1‘43) Pour tout o < B et tout Fe“.s':Ol :

J £ du= [ £ du
r ° r P

1.3 - Martingales fortes 4 valeurs dans un Banach,

Lorsque W7 est un espace de Banach nous dirons que (‘S‘a, fa)a e T
est une martingale forte si elle vérifie les conditions (Mi), (M'2) et (M'3)
obtenus en remplacant dans (Ml), (M2) et (1\43) la notion de mesurabilité sca-
laire par celle de mesurabilité forte (ou mesurabilité au sens de [9] par
exemple) et celle d'intégrabilité faible par celle d'intégrabilite forte
(Intégrabilité eu sens de S. Bochner cf. [1] ou [9] ).

I1 est évident que toute martingale forte est une martingale faible

pour la dualité < W, &' >

1.4 - Problémes.

- T o

Soit (‘§a, fa) o ¢ Une martingale faible (resp. forte).

Probléne I. Lorsque I n'a pas de plus grand €lément soit T 1'ensemble ordonné

obtenu en agjoutant & I un plus grand &lément noté «, et soit “33\00 comme

définie en 1.2.
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Existe-t-il une application £ de ¢ dans V telle que (F ,f ) é?
® @’ a a

soit une martingale faible (resp. forte) ?

Probléne II, Si f existe comme solution du probléme I, la famille (f ) (I
I ——— w o' a
converge~t=elle suivant l'ensemble filtrant I pour un mode convenable de

convergence ‘wers qﬁ ?

Probléme III. Indépendamment de l'existence d'une solution du probléme I,

la famille (fa)aeI converge=-t--21le en ua sens convenable vers une applica=-

tion f defidans W 7

l-he Les résultats connus dans le cas fort.

Nous résumons ici les résultats obtenus dans le cas réel avec leurs analogucs
(et leurs lacunes) dans le cas des martingales fortes & valeurs dans un espace
de Banach.

a8 = Cas Réel ~ (Théorémes de Doob et Helms. ).

Le probléme I admet une solution si et seulement si (fa) est termi-
nalement equi-intégralla

La famille (fa) coaverge alors (Probléme II) vers f_ dans

a€l
L? () - 8i I=W, la convergence a lieu égakement | PP

Théoreémes de Doob et Krickeberg :

converge en mesure

. + o .
Si ssp uﬂfal°‘“ < K< la famille (fa )aEI

vers une fonction f (probléme III).

La convergence a méme lieu y. pepesil=0

b = Martingales fortes .

Il est bien connu (voir par exemple [5] et [25] qu'une nmartingale

forte (fa)aEI a4 valeurs dans un espace de Banach B peut trés bien &tre équi-
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intégrebles sans qu'il existe pour autant de solution au problénme I.
On a toutefois :

Théoréme de Chatterji - Scalora. Tulcea (problénc I)

Si B est le dual d'un espace de Banach, =t est séparable ,

AgF‘ ) si
n

le probléme I admet une solution pour la martingale forte (f R €00

oy
et seulement si (fn) est ¢qui-intégrable .

Nous généralisons ce résultat au cas I quelconque plus loin.
Le probléme II fort est entiérement résolu par un théoréme de A et C Tulcea
et Neveu que nous donnons plus loin (Th.3)

Enfin pour une nartingale forte (fnfar ) a4 valeurs dans un espace de

n ‘ne i

Banach B, le Probléme III a regu la réponse partielle suivante
2 ; &

Théorame de Chatterji-$calora - Tulcea (Probléme III)

Si B est lc dual d'un espace de Banach et est séparable, et

si sup'f[fn] d p A+ oo, (fn) converge u-p.p vers une fonction f,
n

Dans la suite nous donnons quelques résultats relativement saux
nartingales faibles et egaleument quelques compléncnts sur les martingales

fortes.
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2. Martingsles faibles.

Nous considérons une martingale faible (6}70, foz)a ¢ 1 a valeurs
dans ¥ . On désigne par & un ensemble de parties de W convexes équilibrées
et compactes pour ¢ (V, ¥'), filtrant pour la relation d'inclusion c et

constituant un recouvrement de ¥/ .

Théoréme 1.

On suppose que la martingale (YFQ, fa)a ¢ I vérifie l'une des

conditions (A) ou (B) suivante :
(A) Il existe une suite croissante (Qn) extraite deg‘; et (Qn) extraite
de G et une suite croissante (an) d'indices telles que : p (U Qn) = u (Q)
n

et

Pour tout o > @ lf(l:)' fa (w) € Qn Ko PobDo (1)

I
intégrable (cf. [15] ou [27] ).

En outre (fa)a c est scalairement terminalement uniformément

(B) Il existe une sous martingale réelle (47&, )‘a)a €1 terminalement

uniformément intégrable et Qe (£ tels que :

(1) 1 désigne 1l'indicateur de l'ensemble F.
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Pour tout ael fa(w)e. Aa(w) Q U eDPuebDo
Alors :

a soit une martingale faible.

o .
1°) 11 existe f_ telle que (‘EG, fa)aeI

La famille (fu)a eI converge scalairement en moyenne vers fm .
2°) Si W' admet un ensemble dénombrable partout dense pour la
@ -topologie, il est possible d'extraire de I une suite (an) telle que

lim faible fu(“’) = fi“’) HeDoeDo
n

N— + ®
3°) Si W' admet un ensemble dénombrable partout dense pour la €-topologie
let siI=sN;

lim faible fn(w) = f(w) b eDe Do
N ——— ®

Pour une démonstration de ce théoréme voir [22] . Ce théoréme
compldte et précise des théorémes analogues publiés dans [18] et [21] . I1
résulte immédiatement de la théorie des martingales réelles (théoréme de
Helnms [ll] ) que pout tout v'e W' la martingale réelle (< £ v'> &eI con=
verge en moyenne vers un 'ﬁv' e L(9, & _, u). Il faut ensuite utiliser une
méthode de relévement, notamment un théoréme de A et C Ionescu Tulcea
(ef. [12] ) pour montrer l'existence de £ verifiant :

<fm,v'>='ﬁ WeDPepPs pour tout v',

V'
Nous donnons également une réponse partielle au probléme III.
Théoréme 2.

1°) (@a, f

tions (A') ou (B') ci~dessous est suffisante pour que (fa)

a)aeI étant une martingale faible, l'une des condi-

converge
ol ° re

scelairement en mesure vers une application f de Q dans ¥, scalairement

‘§ w-mesurable :
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est scalairement & variation bornée ; il existe

() (F_, £

une suite (Qn) croissante extraite gde §w, (Qn) extraite de@ et une suite

a)aeI

(an) extraite de I telles que : u( %} Qn) = u(Q) et
Pour tout a > @, lQn(w) . fa(w) € Q HeDeD.

(B') I1 existe une sous-martingale ("Sfaa, A ) réelle, telle que

a’a €1
supflfal dp=K<+ etun 0 €E tel que :
o
pour tout a € I fa(w)e)\a(w) . Q L eDoeDoe
2°) 81 I =M et si W' admet un ensemble dénombrable partout dense

pour la & ~topologie on a :

lim faible fn(m) = f(w) HeDeD o
n—>3®
Voll"
Pour une démonstration [22] . La démonstration utilise le théordme
de Krickeberg (cf. [16:] ) sur la convergence stochastique des martingales

réelles 4 variation bornée et des méthodes de relévement analogues a celles

utilisées pour le théoréme 1.

3¢ = Martingales fortes.

Dans le n° 3, ¥ est un espace de Banach, en dualité avec V',
Lorsque nous utiliserons le vocsble faible pour W, sans préciser W' nous
entendrons par l1ld que W' est le dual de l'espace de Banach W, Si par contre
@ est un dual B' d'espace de Banach B, le mot "faible" relatif & dualité

o(B', B) sera souvent remplacé par "vegue'.

3.1 - Passage du cas faible au cas fort.

. . o X o
Si (‘Fa, fa)ae:[ est une mertingale forte, c'est a4 fortiori une

nmartingale faible, et on peut dans certains cas lui appliquer les théorémes
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qui précédent. Soit alors f solution du probléme I faible. Si on peut mon-
trer que f_ prend ses valeurs dans un sous-espace séparsble de W, il résul-
te d'un théordme de Pettis (cf. [24] et [9] ) que £ est fortement mesura-
ble. Si on peut alors prouver que/T'wa d M <+ @3 on a prouvé que
(R s £,)qe7 est une martingale forte. Dans 26], [20] et [21] sont énoncés
des lemmes permettant de faire le passage du cas faible au cas fort.

La solution du probléme II fort est complétement donnée par un
théoréme trés important du 4 A et C. Ionescu Tulcea et J. Neweu :

Théore€me 3.

si £, solution du probléme I fort existe, (fa) converge vers f_
dans Ll(Q,'Sf, W, u). Si I =W, on a alors &galement
lim forte i‘n(w) =f (W) RePoeDo

n-—s

3.2 ~ Probléme I fort.

Nous &noncerons deux résultats. Pour les démonstrations voir [22] ,
Théoréme L.

Soit (ﬁﬁa, f ane martingale forte & valeurs dans un espace

a)aeI

de Banach ¥ séparable, de dual ¥f. Soit Q une"partie convexe équilibrée de

W compacte pour o(W, ¥/ ). Si 1'hypothése (B) du théoréme 1 est vérifiée il

existe f_telle que (‘§a, fu)ae'f so’t une martingsle forte.

et si I =N
Si @ est un espace réflexil Y el prenant pour Q la boule unité de

W et pour (A ) la sous-mertingale (] |fn|| ), on obtient les théorémes de

Ss D. Chatterji et F. Scalora.
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Théoréme 5.

Soit (ﬁfa, fa) we W€ martingale forte & valeurs dans le dual ®'
d'un espace de Banach B. Si B' est un espace de Banach séparable, la condi=-
tion nécessaire et suffisante pour qu'il existe f_ telle ("ifa, fa) ae soit
une martingale forte est que la famille (fa)a eI soit terminalement unifor-

mément intégrable.

Dans le cas I = M le theoréme 5 a €té énoncé par A et C. Ionescu
Tulcea dans [12] . Si I =@ et W réfléxif on retrouve le théordme de

S. D. Chatterji et F. Secalora.
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§ 2 - Application & la dérivation

1. = Probléme de dérivation globale pour mesures vectorielles.

1.1 - Base de dérivation.

Une base de dérivation (8 T, (@d) ) est défini dans ce

Aa€l’

qui suit par la donnée d'un espace mesuré (&,433,);.), la mesure s étant

toujours ici supposée réelle bornée, et d'une famille (@‘*) de parti-

del

tions finies de JY possédant les propriétés suivantes :
GA l) I est un ensemble ordonné par & et filtrant & droite.

(3,) o pelavecd 2 p =T, plus fine que &y .

oy s . 2 oD
(% 3) % est la complétion de la tribu engendrée par J\LG) I‘)d .

1.2 - Fonctions additives & valeurs vectorielles.

Nous considérons une fonction ¢ définie sur un anneau'> U @d\
4 valeurs dans W, et additive sur &. wet

Nous rappelons qu'ume fonction P additive sur X et o -additive
lorsque 1'on considére sur W la topologie ¢(W, W') est g-additive pour toute

topologie sur W compatible avec la dualité W, @> . (cf. {9] chap. IV - 10

et [18] chap. V.) Nous pouvons donc dire ¢ -additif sans préeiser.

1.3 - Fonction d'ensembles domine par une mesure ~ Absolue continuité

scalaire,

On dira qu'une fonction d'ensembles ¢p (réelle ou vectorielle) est

dominée par la mesure p si/;.(A) =0 ===) ¢(A) = 0.

On dira que ¢p & valeurs vectorielle est scelairement absolument

continue par rapport & u si pour tout v' et tout gjya
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il existe n tel que(4) D= (A), v'5{ 2 €

Il est évident que si @est g-additive les 2 notions précédentes
coincident.,

On sait également (voir (6] et {24] ) qu'ilhexiste pas de "bonne
condition d'asbsolue continuité" permettant d'énoncer un théoréme de Radon

Nikodym pour mesures vectorielles, relativement a une mesure réelle donnée.

1.4 = Dérivants et derivécs d'une fonetion 1 définie sur A.

On pose

)LPF)

D: (@) =2 1p(w) =75

Fe,

. @(F) . -
avec la conventlonm = 0 simF)=0

D;P est appelé le dérivant de ¢ relativement a s &

Si{F; désigne la tribu finie engendrée par ® , on voit que si

ok
@ est donminée par M , (D;\P ,fS*)d\sl est une martingale. C'est méme une
nartingale forte si W est un espace de Banach.,

On a d'ailleurs @;=°§

si (D;P )o(e [ converge pour un node "T" de convergence vers f, on

dit que f est la T~dérivée de ¢ relativement 4 la base ).

&

si (D (w) converge faiblement (resp. fortement) vers f{w)

A del
on dit que f(w) est la dérivée faible (resp. forte) de @ au point w ,
Si f est solution du probléme I faible (resp. fort) on voit que f
est une densité faible (resp. faible) de @ .
Le probléme I est donc celui de l'existence d'une densité
Le probléme ITI est donc celui de l'existence d'une T-dérivée

Le probléme II est donc celui de la r~lation entre densité et

T-dérivee,
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2., Dérivation faible.

Dans toute cette partie 2 du paragraphe 2, nous considérerons un
espace localement convexe W, en dualité avec §', et G désignera comme
précédemment un ensemble filtrant de parties convexes équilibrégsde V, come

pactes pour ¢ (W8, W').

2.1 - Existence d'une densité faible et dérivés correspondants.

Théoréme 6.

Soit ¢ une fonction additive d'ensembles définie surdk , & valeurs
dans W, dominée par u et possédant 1'une des propriétés (A") ou (C") sui-
vantes :

(A") est o -additive et il existe une suite (ﬂ-,n) croissante extraite
de d\gI @d\ et une suite (Qn) extraite deGtelles que g J%n) = A () et
VFe & ¢ (Foq ) € p(Faq, ) . Q
(B") Il existe une mesure réelle bornée 9, absolument continue par
rapport & s, et un QEG tels que :
Ve S @(F) e (M) . q
AMors :
1°) - @ admet une densité faible f relativement & .

2°) = les dérivées (]?;P )d;e convergent suivant I scalairement en moyen

I
ne vers f.

3°) = si W' admet un sous-ensemble dénombrable partout dense pour la

& -topologie, il existe une suite (D;(P ) extraite de la famille des
n nely
dérivants, telle que lim faible Di () = () e PoDoa

n —c n
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4°) = 8i I est dénombrable ¢ admet pour dérivée faible f, en u~presque
tout wedh, relativement & la base (8 n) de dérivation.

Démonstration.

Remarquons que si ¥V est une mesure réelle bornée absolument conti-
nue par rapport a m, la martingale (DZ ,‘S‘d ) ‘réelle est uniformément intégra-
ble (et converge d'ailleurs en moyenne vers la densité de v relativement
& m). Si 1l'hypothése (B") est vraie, on a :

e en @ @ amop.v.
et le théoréme résulte immédiatement de l'application du théoréme 1
lorsque l'hypothése (B) est vraie.

Lorsque (A") est vraie, yétant & -additive, pour tout v'e W'

la martingale réelle (< D: s V'S ,H ) est constituéepar la famille

d el
des dérivants de la mesure réelle bornée c¢, v’>. On sait ( cf. [17] p. U485
prop. 2.1.2) qu'une telle martingale est de variation bornée et absolument
continue donc (ibid. prop. 2.3.2) qu'elle est terminalement uniformément
intégrable., Le théoréme résulte donc encore dans ce cas immédiatement du

théoreéme 1.

Cas particulier.

1°) si B" est un dual B' d'espace de Banach B. En prenant pour &léments
de (G les boules de (B') qui sont compactes pour ¢ (B', B), on obtient un théo<
réme généralisant celui de J. Dieudorné (cf. [6]) oll B est supposé séparable.
2°) si B" est un dual B' d'espace de Banach B, l'hypothése (B") est

vraie si ¢ est & variation bornée (au sens de [9] chap. III), car on a

@(F) € va.r(P(F) . Q siQ désigne la boule unité de B,
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2.2 = Un théoréme de décomposition comme application du théoréme 2,

Théoréme 7.

Soit ¢ une fonction additive d'ensembles définie sur d(, a4 valeurs
dans W, dominde par sr et poss@dant 1l'une des propriétés (AP') ou (BM') sui-
vantes :

(alY) p est scalairement & variation bornée et il existe une suite

() croissante extraite de |y &, et une suite (Q‘n) extraite de (ytelles
n der '

que e ({J duy) =(EY) et :
n
VFeS ¢(Fody) € p(FaR ). Q

(B"*) I1 existe une fonction simplement additive, & variation bornée V

sur s , dominée par # , et un @ €S tel que :
VFe®™  @(F) e (F). Q

Alors

1°) ¢p est Gécomposeble de fagon unique en la somme de deux fonctions
additives e, et @, possédant les propriétés suivantes :

- ¢, admet une Jensité f, par rapport 8

- ¢, est scalalrement purement simplement additive (i.e. W' e W
quelle que soit la mesure g=additive u! : U“' 1 _5.(<tp2, Vsl A = 0).

. - [9¢4 . o
2°) Les aérivies (DV )d\ ¢ 7 convergent suivent I scalairement en mesure
a

I

vers T
3°) Si @ admet un ensemble dZnombreble partout dense pour la

G ~topologie et si I =80 , ¢ alret fl(w) pour déerivée en s~presque tout

point w €8, reletivement a la base de dérivation (@n).
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Dénonstration.

Si ¢ admet une décomposition du type indiqué, Yv'e W'
P, v'i> = <99, v'>+é'~f>l, v's> est la décomposition unique de la fonc=-
tion réelle simplement additive & variation bornée <¢ , v'» en sa partie
o-=edditive (ici sbsolument continue par rapport & A) et en sa partie pure-
ment simplement additive. Si une autre décompesition
Q= c.e'l + @'2 existait, on aurait donc <q>'2, v' > =<<92 s V' > pour tout
v' d'oll ¢, =¢%",. D'ou 1l'unicité.
En appliquant le théoréme 2 & la martingale (0¥)

d ‘del

cette martingale converge scalairement en mesure vers une fonction fl. Pour

tout v'e W' la martingale réelle ( (Df s V'S )d\e ] converge stochastiquement

on voit que

vers la densité de la partie absolument continue de <¢, v'> ( <fy, v'> est
donc cette densité). On sait que Fa5(<2q(F), v'> - jF< £, v's d
est la partie purement simplement additive de <, v'> (cf. {17] th. 3

p. 491). On voit donc qu'en posant LPl(A) = @(4) - ‘Q fl d p~ on obtient

la décomposition voulue, ainsi d'ailleurs que la deuxiéme partie du théoréme.

La 38me partie résulte alors immédiatement du théoréme 2. k°),

3. Dérivation forte.

3.1 =~ Un cas d'existence d'une densité forte et dérivés correspondants.

Théoréme 8,
Soit @ & -additive & vaeleurs dans un dual séparable B' d'espace
de Banach {B. On suppose que s est d& variation forte bornée et dominee par la

mesure .
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Alors il existe une densité forte f de ¢ relativement 4 la mesurepm

La famille des dérivants (Dj) converge vers f dans Ll(cﬂ:,‘?,)l, B').

del
Si I est dénombrable ¢ admet f(w ) pour dérivée forte en m~presque
tout w Edd.

Demonstration.

L'hypothése de variation forte bornée s'écrit en effet :

+o > sup I Ne(Vl = suwp fuDfn am
N Fe@ek &
La variation V = Var‘_‘) de 1 est une mesure réelle bornée dominée

par i, 9= Vza.rqJ est absolument continue par rapport & . La suite des
dérivants (1&‘) ) est donc une martingale uniformément intégrable (cf. [15} )

@

qui majore terme a terme (WDl ).

Le théoréme 8 est donc conséquence du théoréme 5.

3.2 = Un théoréme de décomposition.

Soit S un ensemble portant la partie absolument contenue de
Va.rcP par rapport & s et tel que s¢ porte la partie de Var ¢p étrangére d Ac,
On appellera F N, (SNF) la partie absolument continue de <p re-
lativement & P et Fr\,>c9(sc N F) la partie étrangére de ¥,
On a la proposition évidente.
Proposition.

Une mesure ¢p & variation forte bornée est dominée par ssi et

seulement si la partie de <p étrangére & v est nulle,
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Théoréme 9,
Soit ¢ & valeurs dans un dual Béparable B' d'espace de Banach iB.
On suppose que ¢ est de variation forte Va.rq) bornée.
On suppose également que I est dénombrable,
Alors la suite des dérivants (D:,P) converge A~=-presque partout
pour la topologie forte dans B' vers une densité forte de la partie absolu-
ment continue de ¢ relativement & a .

Démonstration,

On a en effet

D;f-:. o 1 PR Ve ,CF)
F€5%, "V "Naw (F)  aaCF)
Posons g

S o4 L XE

®n Fe &, v’ VoaxceCF)

Mo (€ F)

= 1 . et
M = ve&, V M CF)

(gn,cj?\n) est une martingale vectorielle forte & valeurs dans la boule
unité de B', Elle converge fortement p=-presque partout vers une densité
forte g de ¢ par rapport & Varcp.

La sous-martingale réelle (ln,@\n) converge iu-presque partout
vers une densité N de la partie absolument continue M de Varc(,rela.tivement
a p.

La suite (DS) des dérivants converge donc m =presque partout vers
. g pour la topologie forte de B'.

Pour tout Fe ™ on s en désignant par S un ensemble portant la par-

7

tie sbsolument continue de ¢ tandis que S° porte la partie étrangdre 3 !
= f, 869) + W) pla)

D'oli le théoréra.
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Nous terminons en donnant une conséquence du théoreéme L :

Théoréme 10 .

Soit«¥ d valeurs dans un espace de Banach B. On suppose, ou bien que I est
dénombrable,ou bien que B est séparabie.
Si il existe une partie faiblement compacte Q de B telle que
PP eu(F) ,Qq vFe F
alors :<4 admet une densité forte f par rapport d u, la famille des dérivants
(0¥
&

) .. converge vers f dans L4( QO F,u,B), et si I =00
A€l

¢ admet £ (w) pour dérivée forte enupresque tout w € Q .
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