CHR. COATMELEC
Quelques théoremes de Whitney et applications a I’analyse numérique

Publications des séminaires de mathématiques et informatique de Rennes, 1965-1966
« Publications des séminaires de mathématiques », , exp. n°2, p. 1-15

<http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1965-1966 A2_0>

© Département de mathématiques et informatique, université de Rennes,
1965-1966, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications mathématiques et informa-
tiques de Rennes » implique 1’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1965-1966____A2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

"QUELQUES THEOREMES DE WHITNFV TT APPLICATIONS A I'ANALYSE NUMERTQUE"

par Chr, -COATMRE RO

I NOTATIONS - DEFINITIONS PRELIMINAIRES - POSITIONS DU PROBLEME

®R" est supposé rspporté & une base :'(Xl...., Xn) sont les coocrdor
nées de Me R®
Ml M2 est la distance de 2 points dans ®",
E : compact dans R" et El : ouvert de R" contenant E.
Sionafe‘@k(E)on ose : K= (k,, k k ) et
St p ' 1! Tor %y
k=k +...+k avec 0<k, £k, £l = max [£(10)]

1 MeE
(Nous supposons que f prend ses valeurs dans [R)

I
k £
“f‘u g = mex I §—~I— H

Osick W 93X E

K
MEe B =k§_1?.!.+kn=k “ :;‘_XE_IL

Pour f ¢ ‘ém(El) et AGE1 nous appellerons T, (f] 1e polyndme de
Taylor de f en A. C'est un élément, pour A fixé, d'un espace vectoriel

m+n
=( n )dimensions, défini par exemple par les données des m, valeurs

am A 1
réelles —8—%{- (A) ol K est un multiindice prenant toutes valeurs possibles
?¥X

telles que O <« k <« m. La valeur en MeR" de T, U] sera notée T,(f] (M),

Une fonction fe\@m(El) induit sur E un champ de polyndmes défini par

A—— TA[_f] . Ce champ est appelé le champ taylorien associé i f sur E.
Réciproquement étant donné sur E un champ (de polyndmes de degrés

<m) défini par A——> T, nous nous demandons & quelles conditions doit

A

satisfaire ce champ pour qu'il soit la restriction & E du champ taylorien
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. . m N .
associé & une fonction f€ € (El) ou El est un ouvert contenant E. Si nous
avons trouvé une telle fonction f nous dirons que nous avons prolongé le

. m
champ donné en une fonction de tlasse Kn,

II MODULES DE CONTINUITE

Dans ce paragraphe nous généralisons 3 R" une définition de dela
Vallée Poussin [I] et un théordme de Steckin et Efimov {I] pour introduire
naturellement le module concave de continuit€ introduit par Glaeser dans sa
thése,

(11, 1) Module de continuité d'une fonction f uniformément continue

n
sur un convexe C de R,

Si f est uniformément continue sur C nous poserons

w(f, B8) = sup If(Ml) - f(M2)| avec M
My

. + R
La fonction w(f, o) de R dans R définie ainsi est le module de

& M E€C.
1 C et 112 C

continuité de f sur C.

Les propriétés suivantes sont vérifiges par w (f, ) :

(11, 1, 1) w(f, 0) =0

(11, 1, 2) w(f, o) est non décroissante,

(11, 1, 3) w(f, o) est continue & 1'origine

(II, 1, 4) w(f, 51 + 52) £ (f, Sl) +w (f, 52) pour 51?_ 0 et 522_ 0

La continuité de w(f, o) sur [0, +®L en résulte.
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De plus on & :
w(fy N§) 4 N w(f, ) pour N entier > 0 et §> 0
e(f, ¥8) ¢ (M 1) w(f,§) pour et \\» O

(II, 2) Module de Continuité.

Soit w fonction de®  dans R' satisfaisant &
(I1, 2, 1) «(0) =0
(11, 2, 2) pour h et § positifs quelconques : 0 <w(&+ h) =w(§ ) £w(h)
Nous dirons que oo est un module de continuité et nous désignerons
par H(a,w, C) l'ensemble des f uniformément continues sur C telles que :

w (£f,6) < acw($)

(II, 3) Module concave de continuité,

- - . +
Soit cu une fonction de I'R+ dans B telle que :

(11, 3, 1) &(0) =0

(11, 3, 2) Wdest non décroissante
(11, 3, 3) Gest concave

(1I, 3, 4) ®est continue & l'origine

Nous dirons que Juest un module concave de continuité.

Le théoréme de Steckin (Efimov [I] ) s'énonce ainsi :

51 w est un module de continuité défini sur un segment {0, 47 de )
comme on 1'a fait en (II, 2) alors il existe un module concave & de continuité
défini sur [0, dJ tel que :

(I, 3, 5)  w(§) 2 &(5) £ 2w(f)

La constante 2 ne peut &tre remplacée par 2 = £ avec €3>0.
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A toute fonction fe‘@o(E) on peut donc assccier son module de cone
tinuité w(f, o) et un module concave de continuité G_}.(o) tel que (II, 3, 5)

scit satisfaite,

IIT LE THEOREME DU PROLONGEMENT DE WHITNEY DANS R-

Soit un champ de polyndmes, de degrés < m, défini. sur un compact E
de R" par A ——> TA'

Nous poserons :
QTA(M) - TB(M),

(111, 1) f?l(A, By, T, m) = sup - pour A et B dans E.
wegld  (AM + BM)
K X
T T
9—-——97§ (A) - ';XKA ()
(111, 2) %Q(A, B, T, m) = sup - — pour A et B dens E.
AB

Ockem

ITA(M) - TB(M”
sup ou C,. est un hypercube

v e AB
M eCAB (A + BM) 8 cOtés paralléles aux

axes et contenant A et B
points de E, Le cdté de

CAB est égal 4 AB,

(111, 3) ’%3(A, B, T, m)

Proposition (IIT, 4)

Dens notre travail indiqué en bibliogrephie nous démontrons que :
m

‘%3(A, B, T, m) f_‘%l(A, B, T, m) < eteg(A, By, T, m) £ e, 22m(m!)?n-2-.°€3(.ﬂ., B, Tym)
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t

o

‘%l a introduit par Glaeser dans Glaeser [I7]
€, a

2
Théoréme du prolongement

m\

té introduit per Whitney dans Whitney [I]

Pour qu'il existe une fonction f, m fois continlment dériveble dans
fRn, dont le champ taylorien A—e—y TA [f] coincide en restriction sur E avec

le champ donné & l'avance sur E : A——— TA il faut et il suffit qu'il existe

un module concave de continuité dJutel que

(111, 5) %i(A’ B, T, m) _f-C\o(A B) pour i =1 ou 2 ou 3 et quels que

soient A et B dans E.
Remargue : Nous savons que si f est m fois continfiment différentia=

ble dans un ouvert borné E, de ®" et si nous désignons par w(f, m, .) le

sup des modules de continuité des dérivées partielles d'ordre m que l'on peut
— A

définir sur E, alors if(M) - Ty ] it < =7 wW(f, my, AM) ce qui entrainc

que pour tout couple (A, B)EE . E on a :

(111, 6) [z, [] (1) - 7, (] (0] é—i"!- (% o(f, m, AM) + B (£, m, BM))

Réciproquement nous avens le théoréme :
8i, étant donné un champ T sur E il existe un mcdule concave de

continuité c,Sl tel que VAEE, BEE ot MeR" :

(111, 7) T, (M) - TB(M)I < A" o (a) + BM™ & 1 (BM)

alors les conclusions du théoréme du prolongement sont vérifiées

Plus exactement nous nmontrons qu'il en g‘léiulte que

2
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(111, 8) Définition : Si l'une des conditions (III, 5) avec i = 1 ou 2 ou
3 ou si la condition (III, 7) est vérifiée nous dirons que T est un champ

teylorien sur E et que T définit une fonction m fois continliment dérivable

sur le fermé E,

IV QUELQUES MAJORATIONS

Nous venons de voir qu'un champ taylorien T d'ordre m défini sur E

peut &tre prolongé & R" en une fonction m fois continfiment dérivable.

I1 est intéressant de savoir ce gque l'on peut dire d'un prolongement f {T]
associé & T, Soit C un compact de diamétre d,convexe de B". Nous pouvons par
(II, 1) définir le k-module de continuité d'une fonction f k fois contini=-

ment dérivable sur C.

K K
co(f, Cy ky &) =m o £ ) - £ () )

l
2

M1M2 <5

Nous ellons donner des majorations concernant «o(£(T), C, k, )

et Nfﬂ:k en fonction des données du problémes
¢

Signalons auparavant que dans Whitney [II] il est démontré que 1l'on
peut cheisir un prolongement £(T) abalytique dans C - E mais un tel prolonge=
ment n'est pas obtenu en général par un opérateur linéaire de prolongement.

Au contraire, pour m fini la méthode donnée dans Whitney {I]

définit un opérateur linéaire continu de prolongement et la fonction prolon-



II -7

w©
gée £(T) est de.nsg (C -~ E) et satisfait aux ingalités (IV, 1) et (v, 2).
Par contre f£(T) est en général sculement m fois continliment dérivable sur C,

e =t (p )

méme lorsque T e¢st le champ induit sur E par une fonction f

1 1

avec k > 1. Il n'y a exception que lorsque E est fini.

Soit T un champ taylorien d'ordre m et soit . J un module concave de
continuité assccié & T sur E. Supposons par exemple qu'il existe (b tel que
‘%2(A, By, Ty, m) £ ¢ (AB) pour AGE et BEE.

Posons comme dans Glaeser II :

Well ™ = max( el ”, mex € .4 B, 7, )
E E AGE, B&E
MeC

C'est une norme sur Wm(E) espace des champs tayloriens d'ordre m
définis sur E, W-(E) est d'ailleurs isomorphe au quoticnt de 1'ensemble des
fonctions m fois continliment dérivables sur C par 1'idéal fermé des fonctions

m fois continliment dérivebles sur K et m plates en tout point de E,

Pour cette norme ”.IHIEn Wm(E) est complet alors qu'il ne l'cst pas
en général pour la norme H.Ilg.

Théoréme (IV, 1) (Glaeser {I] p. 31) : Il existe ﬂl(m, n, d) tel

que K n
“un < ed Hf” + r'l . &k So(d) pour O £k <m
DXK C E
Théoréme {IV, 2) (Glaeser I p.32) : Il existe {“2 (my n, d) tel
que

w(f, C, m, .) < Pz . (_:_, (o)
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V PROLONGEMENT A R D'UNE FONCTION DEFINIE SUR UN COMPACT E DE R

Dans le théoréme général de Whitney dans B on supposce donné sur E
une champ taylorien T, Le probléme (non résolu dans R pour n > 2) qui se
pose est le suivant :

Etant donné f par ses valeurs sur E : & quelles conditions doivent
satisfaire ces valeurs pour que l'on puisse prolonger T & C de telle fagon
que la fonction prolongée soit m fois continfiment différentiable et coincide
en restriction sur E avec f. Il suffit pour le faire de trouver en fonction
des données un champ taylorien d'ordre m sur E et d'appliquer le théordme
général, Dans un article difficilé Whitney a résolu ce probléme lorsque n=Il,
Les démonstrations sont nettement clarifies et des résultats sont améliorés
dans 1l'article de Merrien : Merrien [I] . Dans ce paragraphe nous donnons

les résultats importants:

Le théoréme de Whitney[lﬂ donné plus lcin en (V,3), donne unec

‘une condition nécessaire et suffisante portant sur les valeurs de f sur E

(et non plus sur le champ taylorien que 1l'on ne connait d'ailleurs pas
a=priori) pour qu'une fonction f définie sur E soit prolongeeble en une
fonction de classe B

Les théorémes (V,4) et (V,5) précisent la "forme" du prolengement,
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SOlt'J%mﬁL =(a0_,aig,..,am) un ensemble de m+l points de R : on

permet & 2 ou plusieurs points de .ﬂ?q + d'étre confondus et on suppose

1

- [N 3 t
que pour 1 =l amonaea; J< a Scit mm-!-l l'ensemble des ‘ﬁx’ml'

1=1

~ v 7'-! (] o - s ~
Soit E un compact de R et bl l'ensemble des L)Zm+l correspondant a des
points a, de E. Soit C un intervalle fermé de |R contenant E, soit d

le diamétre de C et Cm+ 1'ensemble qui lui correspond,

1

désigners l'ensemble des L%W de E

Ped . . + *
41 Q€finis par (m+1) points

,)(~
Em+l

distincts dans E.

Dans 1'article cité en bibliographie Merrien considére le quo-

. n+l . . O%
tient de R par le groupe des permutations des m+l coordonnées de ‘e
C'est donc ce que nous appelons ’Rm+l + I1 pose alors:

n
= ] . - . U i +
d ((ﬁr;n+l’ %"_l) t,;if g \al b ()] °u o~ est une permutation des m+l

coordonnées et montre que d (o%ﬁl’ %mﬂ.) définit une distance égale &

ol
g;__;_ la.i-bi sur lRm+l.
C'est cette derniére distance ou plus exactement
£ % Loy fac
( 1 ? m+l) = — S/i_:—;_ a; - bi\ que nous considérons.,

Les théorémes €noncés dens l'article conduisent aux théorémes :

THEOREME (V, 1) : Si féfm (R) alors la différence divisée généralisée

(plusieurs points de d%m+l peuvent &tre confondus) relative & f sur(]‘l]v;n 1

est une fonctionu?;n"_ définie sur [Rm+ et continue sur IRm+ o Plus exa~

1 1 1
tement siusf,c,nm,) désigne le m-module de continuité de f sur C on a,

en omettant 1l'indice (m+l) sur ﬁ)@)g

VBEC e VBEC  F W@ TR Elatr,e,na (f,B)

ml
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Réciproquenent

THEOREME (V,2) : Si f est définie sur C et siF qui lui

m+1}

. . . *
est associé sur C;;l,est uniformément continue sur Cm+l alors on a

reB® (0).
THEOREME (V,3) : Théordme de Whitney : Whitney [11]

La o-ndition nécessaire et suffisante pour que f définie
. . o o .
sur E puisse &tre prolongée & /R en une fonction de classe‘@ estilqu'il

. . . -\
existe un nodule concave de continuitécw tel que ¢

« v
\/.fz:mﬂc— Bl etv'@mﬂe Bl :Iﬁinﬂ ey 'ﬁ%ﬂ*a’(d (‘ﬁmﬂ’@ml))

m+l
Dans la démonstration de ce théoréme on commence par dé-

finir sur l'ensemble § des points d'accumulation de E un champ taylorien

d'ordre m. Pour cela on considdre § pour 14 P ¢ mtl défini sur %r '

On prclonge par continuité a g;. Puis on définit sur E -‘E un champ taylc-

rien d'ordre n (c'est la partie délicate de la démonstration). Le champ

teylorien obtenu sur E satisfait & la condition (111,5) et se prolonge

donc (par le théoréme général de Whitney) en une fonction f de classeB .

7))

THEOREME (V,4) : i on pose M = sup <Esup .
1« m+l € E
L P& Jtp D

il existe/—'l (n,d) et ré (m,d) tels que pour la fonction prolongée & C

contenant E on ait :
i -
“ f(k)” ¢ My o @kl
1 m 2
C
pour k = o on a d'ailleurs ”fl‘ £ A &t M
C

THEOREME (V,5) : Le m~module de continuité de f sur C est tel qu'il

qu'il existe X (m,d) et tel que

w (fye,my )& K (m,d) é:; (o)



VI APPLICATIONS.

(VI, 1) =xtrapolation & la linite.

. } ensemble de réels posi-
tifs tels que :
(VI, 1, 1) : 4 X% positif < 1 tel que Vi entier > 1 on ait
hy 4 < lzhi .

Soit I = Hu{o} et considérons l1l'ensenble G des fonctions
g, a valeurs rdelles, définics sur H et telles que :

(VI, 1, 2) : lin g (h,) = g (o) existe pour chaque g de G.
, i
1= +o0

Soit Py [g] lc polyndme d'interpolation de Lagrange de
degr¢ £ I rclatif & g sur HN = {ho, hi""’hrii
Por Laurent [I] nous savons que la condition nécessaire

=0

et suffisante pour que V g€G : lim lg (o) = 24 [g] (o)
N rew

est que (VI, 1, 1) soit vérifié. Quellec majoration peut-on
donner lorsque l'on suppose que g satisfait & unc condition plus
forte que (VI, 1, 2) ?

(vi, 1, 3) 3 Cos Cypeevy € dans R ¢t un module de continuité
uﬁ(g,. ) tels que : _

VheH: ‘g (h) - co-c1h....-cqhq < hq<«h (g, h) .

Théordne (VI, 1, 4) : Si (VI, 1, 1) est vérifide par H

et (VI, 1, 3) par g alors QBq (k) ot K1 (a, ho,k) tels que :

(k) . (2q + 1) ! ay q, Wq (g, ho)

g (0) = 24 [8](°)I$ By B N+ 1)3

q!
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{

& (o) - PH [8] (o)

h
1 o]
-0 (
k! 4 s I@+1)

< ¥, (q, b, k). hoq. S
(N + 1)

1

Pour dénontrer ce thdéoréme il suffit :
o) de prolonger g & |o, hé] en une fonction g fois
continfinent dériveble aprds avoir vérifié la condition (V, 3) .

gy
. p . p @’ho) .
peut aucsi opérer directenmcnt comine nous l'avons fait pour obtenir

On a par (V, 4) et (V, 5) unc najoration dec l On

des pricigsions sur Bq (k) . Nous avons obtenu

2 o]
B (1:)52[1+—-—’._.. L
a o0 .

T(1-kY) (1 - x)¢

34

b) dtintroduire le polyndume Q, , de degré < N de meil-
leurc approximation de g sur Ky = (ho, hy,ooe, by, 0) puis Qs le
polyndne de degré < N de meilleure approximation de g sur [p, hgla
Par utilisation des résultats cités dans de la Vallée Poussin [I]
et Golomb {I] on obtient les conclusions du théorene.

Les majorations obtenvrs prouvent que la convergence

est au moins de l'ordrc de lorsque N tend vers +oRet ceci

N
expliquc 1l'cfficacité du procédé d’cxtrapolation de Richardson.

Notons quec dans presque tous les problémes d'analyse
nunérique il s'agiv de calculer un nombre fini de valeurs 8 (o)
ou les g, o tisfont & (VI, 1, %) cn discrétisant et en approchant

1

g5 (o) var Gy (h) . h doit satisfaire alors & deux conditions

contradictoires : &trec assez voisin de o pour avoir une bonne
précision théorigue, &tre assez <ic .26 de o0 pour que les crreurs

dtarrondi (qui croissent lorsque h décrolt) ne soient pas trop

grandes. La ndthode donndée précédernment est tres efficace. Le

théortme (VI, 1, 4) précisc la nature de la convergence en
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fonction dc ho d'unc part, en fonction de N d'autre part.
La condition (VI,1 ,3) s'exprine souvent plus sinmplement

(Vi, 1, 5bis) :3 c, dans R et Mq+1 (g) tel que : |g(h)-c

0

I1 cn est ainsi par exemple lorsqu - c
7 eS8t alnsi p P 4U€ &, cst défini par une nméthode

de quadraturc, d'interpolation, de différentiation...etc...

lous donnons de¢s exeuples numériques.

llous avons pensé & remplacer Py [g] par le polyndne
PN+q (g] de degré N+q qui satisfait & la condition d'interpola-
tion sur L ct dont les dérivées posscdent les némes propriétés
de platitude en O que g. Cette méthode peut &tre étudiée théori-
quement do la méne fagon qu'en (VI, 1, 4) . Nunériquement elle ne
donne pas dc meilleurs résultats (au contraire) que l'extrapola-
tion classicuc sauf si k est voisin de 1. Ceci s'explique aisé-
nent par le fait que les conditions de platitude sont déja
vérifiées par Py [g} a cause des propriétés des différences
divisdées ot des polynbrmes d'interpolation. Néamioins lorsque k

est assez veisin de 1 la méthode est bonne,

(VI, 2) Interpolation de fonctions de plusieurs variables.

tant donné f € €2 (o) ol S boule ouverte de R® contient
K

o £
Bxi‘

de f sur une partic de Q.

M il s'cgit d'approcher (M) en n'utilisant que les valeurs

BSoit ifgl une suite, de systémes unisolvents de

n+ n
™y =:< ‘) points dans Rn, sa tisfaisant aux conditions :
n
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(vi, 2, 1) : Yi: les n, points iy de &i sont dans un

., .) cst le

hypercube Ci’ contenant 11, de coté di et si Czj (9‘.1

polynliie de cegré < n tel que Qj (&, Ay ) = Sjk pour
i
A 69:_
i

k elors il existe U tel que
M4
¥i: sup E Q. ( 5., )4) <"
i i
,"CCL' ‘i:J__
(vi, 2, 2) : lim d; =0
1 >+

Cecs rclations sont vérifiées cn particulier lorsqgue
les ; sont obtenus, & partir de Ro fixé, par des déplacenents

homothétics de centre M et de rapport r (i) décroissant vers o.

Théorene (VI,2,3%) ¢ Si (VI, 2, 1) et (VI,2 ,2) sont

’, ;o Crl A .
vérifiés alors, cen désignant par Z; {f] lc polyndne d'inter-
t

polation rclatif & f sur ‘Q:i’ on a :
K

=,
\{K tecl que k< ¢ linm P Séh(f] (1) = —D—r—f—-(ul)

i—tea DX ™

ou plus cxactement on a une majoration du type :

K A
b @QL&J (1) - i__f_ (i) < r\d n-k w(f, r.z,di)
o ® x © 1

Cc théordme nous peramet d'obtenir systématiquenent des
4
. : > £
aporoxinations pour = (ii) . Lc paragraphe (VI, 1) nous
K
pernnct d'andliorer nos approximations en faisant crolitre i

assez vive .
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