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LIMITES PROJECTIVES ET 

DESINTEGRATION DE MESURES CT«* FINIES 

Exposé de J#P* RAOULT 

INTRODUCTION. -

Cet exposé est consacré à une étude dfensemble du problème de Bochner 

relatif à l'existence de limites projectives de mesures <J -finies et f plus 

particulièrement, à la présentation d'une solution qui, utilisant des hypo­

thèses relatives à la désintégration des mesures considérées, généralise le 

théorème de Tulcea sur les espaces produits* 

I. DEFINITIONS - ENONCE DU PROBLEME DE BOCHNER* -

1» - Système projectif de mesures Cf-finies Q?) et 

Un système projectif de mesures <J*-finies 

(x« • V / v ^ i 

est constitué par la donnée : 

- d fun ensemble ordonné filtrant à droite (l f <) (On notera G son graphe) 

(c'est-à-dire que 

( V ( * f p ) c I 2) (3tel) (« ,ïf ) c G et (p9 K)€0) 

- pour tout d fun espace de mesure <r -finie (X^ $<B^ ) 

- pour tout (o( f B)€G f d
fune application mesurable T f e de (X _ t <B ) 

dans (X . f ( B ) f telle que 

(si<x«J3, "^iofes* l , a P P ^ i c a t i c n identique de 

pour tout triplet (et, %pt ÍT ) tel que « <figf» on suppose que 

-ÎT »"TT O I T 
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On appelle limite projective du système projectif donné l'ensemble 

!ft (x* i = t (Xoc W * (V«̂ > W ( V (* ' P ^ V V ^ } 
J étant un sous-ensemble de I, filtrant à droite pour l'ordre défini par 

restriction de lfordre donné sur I, on note 

Il existe une application canonique de X dans X^, notéeTTT, qui, à toute 

famille (x^ )(X £ . T appartenant à X associe la sous-famille obtenue par 

restriction au sous-ensemble dfindices J* En particulier, pour touttt'£I9 

on note -fr TT 

et, s i « C J , on noteTT.^ la projection canonique de X^ dans X ; 

Pour tout ci appartenant à I (resp. J), on note 

B« = V 1 % ) ( " « P . - - 1 )) 

La condition de compatibilité des mesures 

(i.e. ( V f e . p l Ê G ) / ^ ^ p 0 " 1 ^ 1 ) 

permet de définir sur C ©* (resp. U(B^) un contenu (i. e* une fonction posi-

tive, finiment additive d'ensembles) m {resp. m7 et vérifiant, pour tout ^ 

appartenant à I (resp. J), 

m o-rr^ 1
 (resp. m J o (iff) " X . / ^ 

2» - Problème -

- Trouver des conditions suffisantes pour que le contenu m soit cr -addi­

tif (et donc se prolonge en une mesure unique sur la tribu engendrée par 

u «* . 
ocei * 

3« - Rappel de quelques notions» -

a) Compacité, 

Une famille ^Pde parties d fun ensemble X est dite compacte si et 

seulement si, de toute famille dénombrable dféléments de V dfintersection vide, 

on peut extraire une sous~famille finie d'intersection vide. 
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Une mesure , définie sur un espace mesurable (X,(B)f est dite compacte 

(ou régulière) par rapport à une famille compacte ^contenue dans <B si et 

seulement si, pour toute partie mesurable B, de mesure non nullef 

(B) = Sup £/(C) ; ce^e, CcAJ 

(le lecteur intéressé par ces notions pourra en trouver une étude dfensemble 

dans : 

Roland CRUNIG. Mesures compactes» Mesures parfaites» Thèse de 3° cycle 

en calcul des Probabilités. Paris - 1965 -

b) DESINTEGRATION DES MESURES. 

Pour tout couple ( <x , ̂ )£G, et pour tout B^eS^, 1*hypothèse de compa­

tibilité des mesures permet, par application du théorème de Radon-Nikbdym, 

de définir, à uns égalité^ -presque— sure près, une application 

Vérifiant _ ± 

(V B t(B ) í-\ »B JA M > = A ( B B B ( B0C } ) 

Si, p i y± t^at x 3 lfapplic£- :;î n 

% - . B P ) 

est CT-additive (et on voit aisément, en considérant le cas où B = X O J 

F r 
qufelle peut alors être prise de masse totale égale à l'unité), on dit que 

-^ Up e:S une version de la probabilité (B^ -conditionnelle régulière définie 

sur (X n , <B _ , A ^ K ou encore eue c'est une désintégration stricte de la 
P P y P 

mesureM-, relativement a la tribu G • 
p u 

c) PARTITION ENGENDREE PAR l^g_TRIBU, 

Etant donné un espace mesurable (X , © ) , on appelle partition engendrée 

par (B la partition la moins fine telle que toute partie mesurable en soit 

réunion d'atomes (c'est la partition associée à la relation d'équivalence 

selon laquelle deux éléments de X sent équivalents si et seulement si ils ne 

sont séparés par aucune partie nesurable). 

On remarque que les atomes de cette partition ne sont pas nécessairement 

mesurables• 
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d) PSEUDO-SUPPORT Р !Ш1Е MESURE. 

Etant donné un espace de mesure (X , <B f > A),yUest dite pseudo-portée 
par une partie A de X si et seulement si la mesure extérieure associée àJi 
est portée par A (autrement dit la mesure de toute partie mesurable disjoin­
te de A est nulle). 

II. - CAS PARTICULIER DES ESPACES PRODUITS. 

1. Présentation des espaces produits comme limites projectives. 

Soit (E^ )^еТ ш е faille quelconque d'espaces mesurables. 
Soit I lfensemble des parties finies de T, ordonné par inclusion (il 

est alors bien filtrant à droite). 
Soit, pour tout appartenant à I, 

(x^ , <B ) = (tr e ® (F ) 

Soit, pour tout (c* ,p)é.G ,"ТГ̂  p la projection canonique de X ^ sur X^ 
(à toute famille finie ( \ ) T ^ T (où, pour toutTé]3, £ E ^ p associe 

la sous-famille obtenue par restriction au sous-ensemble d'indices c<de p) 

On vérifie qu'alors : 

- T T E t = lim ,ТГ ) 

- est la tribu engendrée par U <B* 
T€T <X£I 

C'est une situation fréquente dans l'étude des processus stochastiques 

que de connaître, sur chaque produit finiTT EV , une probabilité P^ , la 

famille (P ) vérifiant la condition de compatibilité des mesures. 

(X̂ y , <B , P , ТГ ) _ °< 9 oc * a o( p i 

est alors bien un système projectif de mesures <x-finies. 
Les solutions qui furent données au problème de Bochner dans ce cas 

particulier sont de deux types, que nous précisons ci-dessous en 2 et 3. 

Ce sont les deux voies ainsi définies que nous reprendrons en III et IV pour 

l'étude du problème général. 
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2. - Solutions utilisant des hypothèses de compacité (voir par ex. r ) n i 3) 

Jj Théorème : Pour qu'une famille de probabilités compatibles, définies 

jj sur les espaces produits finis (TT E ^ , (g)^), notée (R.) , admette un pro-

Jj longement çr-additif unique surÇ^E^ , il suffit que pour tout "C 
jj 'Cet -TéT ^ 
jj appartenant à T, la probabilité soit compacte* 

Un cas particulier important est celui où, pour tout T , (Ej est la 

tribu borélienne associée à une topologie munissant X/ç* de la structure d'es­

pace polonais (i.e. métrisable, complet, de type séparable) ; la condition 

suffisante du théorème ci-dessus est alors toujours vérifiée, les classes 

compactes en jeu étant les classes des compacts, au sens topologique du terme, 

de chacun des espaces (voir par ex. (8) n 7.3.) 

3* - Solutions utilisant des hypothèses de désintégration des mesures* 

jj Théorème de Tulcea (nous respectons, aux notations près, la forme donnée 

j{ à ce résultat par C.T, Ionescu Tulcea en (**)) (voir aussi (8) V 1). 
Il 

}{ Pour qu'une famille de probabilités compatibles, définies sur les espa-

jj ces produits finis ^TT E ^ notée (P^ ) c x €j , admette un prolongement 

|j <y-additif unique sur ( TT E ~ , ®flB~ ) • i 1 suffit que, pour tout T T a p p a r -
II ^ ter L x'fcT \ 
JJ tenant à T et toute partie finie à laquelle n'appartient pas T , il 

jj existe une version régulière de la probabilité -conditionnelle définie 
n * 

S sur ("̂  E ^ , B* . , , P^ c , ). 

Un cas particulier important est celui où, pour tout , P = ̂  F 

(théorème de Kolmogorov) 

III• - SOLUTIONS DU PROBLEME DE BOCHNER AVEC HYPOTHESES DE COMPACITE. 

1« Les conditions de "retour au dénombrable". 

En III et IV, quelles que soient les hypothèses faites, les démonstra­

tions de cr -additivitê de m reposent toujours sur la considération d'une 

suite décroissante ( c^)£ € l N de parties de U(E£ , dont on suppose qu'elle 

vérifie * € I 

lim m (C*) î 0 
i »«> 1 
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et dont on démontre qu'alors 

0 £ f 0 

Il faudra donc se ramener systématiquement au cas où I est dênombrable ; 

ceci sera assuré par l fune des hypothèses suivantes, que nous appelr:;~~3 hy­

pothèses de "retour au dênombrable" : 

a) Pour toute suite croissante extraite de I, la projection^Tj. est surjective. 

Son utilisation r e p o s e sur le lemme suivant (^) : 

Lemme.- Soit un système projectif de mesures <X-finies, indexé par I fil­

trant à droite e t tel que, quelle que soit la suite croissante J extraite de 

1, la projection^, soit svrjective (condition s.m. (sequential maximality) 

de Bochner (•*-) • Il suffit, pour que le contenu m soit <j-additif que, quelle 

que soit la suite croissante J extraite de I 0 le contenu m^ soitC-additif. 

Démonstration. - Pour que m soit (T-additif, il faut et il suffit que, pour 

toute suite croissante J extraite de I, sa restriction a 

U C le soit (5). 

Or, étant donnée J, LJ të* =TT" / (S* et m oTT ~ = m . 
J * J W J J 

Si T est surjective,1T ~ établit un isomorphisme entre <3 et V̂ /të»1 

J J * £ J * « € J * 
et donc, si m J est QT«additif, la restriction de m à lfest aussi* 

< X £ J * 

Remarque : L'hypothèse s.m. implique que toutes les applications"T^et"^^ 

sont surjectives ( c e qui en particulier implique q u e T P " * 1 établit une bi~ 
jection de <B sur 0* )• 

<x oc 

b) I, filtrant à droite, admet un ensemble cofinal dênombrable 1° et toutes 

les applications 1 ^ sont surjectives. 

Son utilisation repose sur le fait que, dans ce cas, X est isomorphe 

à la limite du système projectif réduit à lTensemble dfindices 1° ( 2). 

2. - Le théorème de Métivier. (̂ ) 

!}' Soit (X , <B , M ,TT _ ) T un système projectif de mesures 0~-finies 
il <* oc y <* c< p I 

"tel que : 
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¡1 1) une condition de "retour au dënombrable" est assurée 

¡¡2) pour tout c* à^^M^ est compacte relativement à une classe compacte ^ 

Jj 3) pour toute suite croissante ) m extraite de I, tout système pro-
Il n n IT» 
|j jectif (C n ,TT q( J C m)jjj où, pour tout n, C Q appartient à > 

S m 

{{ a une limite projective non vide 
n 
Alors le contenu m est 0-additif. 

n 

Remarques : 

1) Métivier propose, pour assurer lfhypothèse 3, les conditions suivantes : 

pour toute suite croissante J extraite de I, 

- ( V o ( 6 J ) 3(J = ( * t p ) ^ G f ) J 2 (^Pp)^st une classe compacte 

- ( v ( « , p ) 6 G n j 2 ) (Vx ^ e x j T T - 1 c^)n3C p est classe compacte 

Ces conditions sont plus générales que celles données par Bourbaki 

( (2) f 7 , n° k, Th. 1) 
2) Le cas particulier où, pour tout , $ ^ est la tribu borélienne associée 

à une topologie séparée sur , et où est compacte par rapport à la 

classe des compacts de la topologie avait fait lfobjet d fun théorème de 

Bochner (-*•) (on retrouve ici encore le cas des espaces polonais, toute mesu­

re est compacte). 

3) Une version moins générale (et erronée) du théorème de Métivier a été 

donnée par Choksi (3). 

k) Métivier donne également le résultat suivant relatif à la compacité de la 

mesure limite projective : 

Si, dans l'énoncé du théorème ci-dessus, 

- lfhyp» 1 est assurée par le b) de III 1. 

- l'hyp. 2 est particularisée par le fait que, pour tout <*, soit fençée 

pour les intersections de familles dénambrables. 

- l fhyp. 3 est particularisée par les conditions de la remarque 1, où de plus : 

(vox, g ) vep)c\ 

alors la mesure limite projective est compacte par rapport à la classe des 

parties de X qui peuvent être canoniquement identifiées aux limites des sys­

tèmes pro jectif s (C^ p J c ) j (où, pour tout *L , C^ appartient à ̂  ) 
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IV. - SOLUTIONS D U P R O B ^ E ; IDE BOCHNER AVEC HYPOTHESES D E DESINTEGRATION. 

jj 1. - Théorème » - Soit (X , (£ 0 A L iTT ô)-r un systène projectif de mesures 
jj u / <* o( p I 

jj (j-finies tel que : 
II 
n 
,'{ 1° Une condition de "retour au dénombrable" est assurée 
n 
jj 2° Pour tout <X est définie sur une partition (3^ plus fine que celle 
jj engendrée par (B ; pour tout couple ((X , jB) tel quefc £ JB, Q D est plus fine 
n 1 —1 p 

I *ueTr*? <V » 
il 
jj 3° Pour tout couple (Of, B) tel que<X< P , il existe, sur l'espace 
n ' ~ 

jj (Xç , (Bjgj/'p) line version de la probabilité©^ -conditionnelle, notée/* p* 
Jj qui soit : 
n 
jj - régulière ; 
n 
jj - telle que, pour -presque tout x appartenant à X^ , la probabilité 

jj fi** (x^ ) soit pseudo-portée P ^ ' ^ p [ ) » °ù A^ (x^ ) est l'atome 
j{ de la partition C L auquel appartient x . \ 
n ce 
n 

jj 1+° pour toute suite croissante ( Û ^ L . , T extraite de I, tout système pro-
|| A i II ]\j 
jj jectif (^>^no(m | A

m ) N> °ù Pour tout n, A n appartient à CL n, a une limite 
" projective non vide. 
ii 
n 
II Alors le contenu n est CT-additif • 

2. - Démonstration. - ( 1 0) 1° Il suffit (III 1 ) , de démontrer que, étant donné 

un système projectif indexé par N, et satisfaisant aux hypothèses 2° à U°, 

si (C?) . est une suite décroissante de parties de X telle que, pour tout 

i, C appartienne à ©. et que lim m (C.) = r ^ o, alors 
1 —* CO 

ft Cfji 0, 
i£N 

—1 * 
2° Pour tout i, soit C^, appartenant à $ K , telle queT7\ (C^) = C^. 

E (0I) -/«i ( C i) = y * o [ > - C r ^ (Ci)]l..]]..Jl 
(on adopte la même notation pour une nesure et pour l'intégrale qu'elle dé­

finit ; on suppose avoir, si besoin est, nodifié les probabilités condition­

nelles régulières de façon que l'hypothèse 3° soit, satisfaite partout au lieu 

de presque partout et que, pour tout i*/*^ (C^) = I [indicateur de (C^) . 
C • 
i 

I! 
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Pour tout couple (i, n) tel que i > n, on note 

R? est une fonction^ -mesurable, -presque partout supérieure ou 

égale à e*>/^ n - P
r e s < l u e partout égale à/l? (C^). 

3°) Pour tout n. on définit R n = inf R n. 

Po\iryUn+1 -presque tout x n + 1 > R Ç X ) ( x

n +i^
 e s t ^saL à la limite de la suite 

décroissante ( R ¿ ( x

n + i ^ ¿ > n+i>
 e t d o n c > y ^ n -presque partout, 

ytl* (x , R n + 1 ) = lim R3? (x )• 
^ n + 1 n* 00 . v i n 

1—too 
On définit 

Q* = f x î M n - (x , R n + 1 ) = limR? (x ). 
li I n / n+1 v n* oo i—^oo 1 

qui vérifie}k (qJJ) = I. 

Par récurrence, étant donné m < n et Q ^ + \ qui vérifî e/^ m + 1 ( Q
m + 1 ) = I, on 

définit < = { x m : /> ̂  ( V < Ç « ) - 1} . *ui vérifie^ (<Ç) = I. 

On définit alors, pour tout m, = ^ Q ^ « appartient à <B , 

/ S n = I et, pour tout x m appartenant à Q ^ ^ + i (x

m» Sa+1^ = I # 

U°) Pour tout i, m (C*) =/* (R?) > r. Donc R° vérifie (R° ) > r. 
' ' i ' o i — 00 x o co — 

D'après l'hypothèse 2 ° , il existe donc A t appartenant à d o , et r
f > o , tels que 

- A o C % i 

- pour tout i et tout X q appartenant à A q, R? (X q) ?L
 r ? # 

5°) n étant fixé, supposons qu'existe A^, appartenant à 1 ^ * tel que : 

- A n C Q h » 

- pour tout i > n et tout x appartenant à A , R^ (x ) > r ' , et donc, r — n n i n —• 
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Il existe donc A . _ , appartenant àCL , tel que : 
n+x n +x 

- A A 1 C Q A 1 [car M. n,. (x , Q .. ) = il; 

n+1 ^n+1 L / n+1 n* n+1 

- pour tout appartenant à 

R n + 1 ( x ^ ) > r \ 

et donc, pour tout i > n+I, 

[cas où i = n+I U n + 1 ) = 1 ^ ( x n + 1 ) = l]i 

" An+1 C l T " 1 ( A n ) ( h y P ° t h ê s e 3 ° ) . 
n,n+l 

6°) On construit ainsi par récurrence un système projectif (Aq/"*^JA^ 

'N 

qui, d'après l'hypothèse 4 ° , a une limite non vide, identifiable à une partie 

de X. Soit x appartenant à cette limite ; pour tout n»" T T" n (
x) appartient 

à C , donc {~) C * f 0 . 
n n £ K n 

3. Remarques : 

a) Les hypothèses du théorème restent vérifiées si, pour tout x, on 

remplace la partition Q-par la partition engendrée par© 

b) Dans le cas où le système projectif est constitué par une famille 

croissante de tribus sur un même ensemble, on retrouve le résultat (̂ ) (à 

corriger comme suit : Hypothèse E, lire Quel que soit t,CL est plus fine 
x 

que la partition engendrée par(/3 )• 

c) Dans le cas où., pour toute* , C2 est la partition discrète de X , on 
• 3 • 

retrouve le théorème de Choksi ( ) ; on peut déduire notre théorème de celui 

de Choksi par les considérations suivantes : 

Il suffit de démontrer que, si J est une suite croissante de I, le con­

tenu m^ est cy-additif. Pour toutou, soient R^ la relation d'équivalence sur 
X^ associée à CL , X = X, /R„ s et 0„ la projection canonique de X , sur X, ; 

<X ç< o< c< ^ _ _ _ _ _ °̂  
on définit canoniquement le système projectif (X^ ,(B , X , ,TT\ *-> ) T i s a 

-j - ^ *_J * *P J _ J 
limite X se projette sur chaque X^par l'application TT • le contenu m 

l } mmj — ± * ^ 

défini sur L/ (S ) est çj-additif d'après le théorème de Choksi. 
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(9 ) T e s t un s y s t è m e p r o j e c t i f d ' a p p l i c a t i o n s C 2)* e t donc i l e x i s t e 0^, 
J ~ T 

a p p l i c a t i o n de X dans X , t e l l e q u e , pour t o u t OC de J, TT^ o ® 5 5 ^o"^ç(vs 

v J r ^ 

l ' h y p o t h è s e k? exp r ime que 9 e s t s u r j e c t i v e [ a l o r s que l a l i m i t e du s y s t è m e 

p r o j e c t i f - d ' a p p l i c a t i o n s ( 0 ^ ) ^ ne l ' e s t pas n é c e s s a i r e m e n t 3 e t donc que 

( G ^ ) " 1 é t a b l i t un i somorphisme e n t r e [^J C ^ ) " 1 ^ ^ ) e t [J )""^) > 

o r , m ^ * o (eJ)"""̂  ; on en d é d u i t que l e c o n t e n u m^ e s t < j - a d d i t i f . 

En p a r t i c u l i e r c e s o n t l e s h y p o t h è s e s de Choks i q u i sont v é r i f i é e s dans 

l e c a s des e s p a c e s p r o d u i t s ( e t on r e t r o u v e a l o r s l e t héo rème de T u l c e a ) Les 

s y s t è m e s p r o j e c t i f s c o n s i d é r é s dans l ' h y p o t h è s e k s ' i d e n t i f i e n t a l o r s aux 

s u i t e s (x ) t e l l e s que 
°< n 

( V n ) (Vn > n ) x = T U ) 
<X n ^ n * m *m 

La l i m i t e p r o j e c t i v e du s y s t è m e 

e s t a l o r s i d e n t i f i é e à un p o i n t de l ' e s p a c e l i n (X , T T ) m , 

4— * n <Xn<xm

 w 

V o i c i m a i n t e n a n t un exemple où l e s h y p o t h è s e s de n o t r e théorème son t 

s a t i s f a i t e s a l o r s que c e l l e s de C h o k s i ne l e s o n t pa s : 

On c o n s i d è r e 1g s y s t è m e p r o j e c t i f » i n d e x é p a r (HT , t e l que : 

- ( V n d H ) x n - [ o , l ] 

~ ( V ( n , m ) é G )"TT e s t l ' a p p l i c a t i o n i d e n t i q u e de £ o , l j 

- ( V n e N ) û n -}[0, 2 - ] , . . . , ] 2 " k , 2 " k + 1 j , ... ,] 2~\ l]} 

e t (B̂  e s t l a t r i b u e n g e n d r é e p a r c e t t e p a r t i t i o n 

(on s ' a s s u r e r a a i s émen t que l e s h y p o t h è s e s 1 , 2 e t k s o n t s a t i s f a i t e s ) . 

- ( V n é U S f ) / ^ e s t l a p r o b a b i l i t é c o n c e n t r é e s u r l e s e u l atome jjD, 2~"nJ 

( l ' h y p o t h è s e 3 e s t donc b i e n s a t i s f a i t e ; p a r c o n t r e 3 s i on c o n s i d è r e 

x n ^ 2 n " 1 , 2~ nL/* JJ-l U n) e s t p o r t é e p a r J 0 , 2~nmml ] 

a l o r s q u e T - 1

 ( x > , . ë d a n s 1 -n-1 - n i 
n , n + l n n -J 1 -» 
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o o o o o 

( Xo. < Bo ) ( X ^ ) (X^B2) ^. ( X ^ ) - | X 

1 
] 2 T 

j _ 1 
1 1 1 1 1 

(dans chaque- espace, on a renforce l'atome-sur lequel 

sont portés la probabilité-correspondante^ et toutes 

l e s probabilités conditionnées par des indices infé­

rieurs)* 

La.mesure limite projective. est dans ce-cas la probabilité dont toute 

la masse, est concentrée appoint 0 ; pn .remarque..que s i on codifiait cet 

exemple -en remplaçant £o,lJ par.J 0,1*]. > la. mesure -limité projective 

n'existerait plus (c'e^t l'hypothèse k qui n'est plus vérifiée). 

- Conditions de r é a l i s a t i o n des hypothèses du théorème « 

&). Hypothèse .4. -

Cette hypothèse, joue .dans notre théorème un rôle "analogue-*à l'hypothèse 

3 dans celui da Métivier ; on peut donc, l'assurer paroles conditions données 

en Remarque. 1 dans III 2«,- en y remplaçant partout ^par£/(—> 

(une partition est j2n effet trivialement compacte). 

b)' Hypothèse 3 -' 

Les théorèmes, connus d'existence et- de décomposition de' probabilités con­

ditionnelles régulières • font, intervenir- - des hypothèses -de cxsapaaité* .Le Théo­

rème <Le.relèvement de Tulcea -(5) peraet ainjsi d 1 assurer X'hypothèse.3-par les 

conditions suivantes il). : 

Quel -que «soit , (B^ admet un .système. dénombrable de générateurs e^>^, 

est compacte. 
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On peut alors se demander dans quelle mesure, quoiqu1 ayant donné un 

théorème d'esprit très différent de celui de Mëtivier, nous avons, dans 

l'état actuel des connaissances sur la désintégration des mesures, effecti­

vement gagné quelque chose ; pour avoir progressé, il faudrait que notre 

hypothèse k soit moins forte que l'hypothèse 3 de Métivier ; nous n'avons 

pas trouvé d'exemple de telle situation et terminerons donc en livrant ce 

problème à la sagacité du lecteur. 
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