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LIMITES PROJECTIVES ET

DESINTEGRATION DE MESURES - FINIES

Exposé de J.P. RAOULT

INTRODUCTION, -

Cet exposé est consacré d une étude d'ensemble du probléme de Bochner
relatif & l'existence de limites projectives de mesures ¢ -finies et, plus
particuliérement, d la présentation d'une solution qui, utilisant des hypo-
théses relatives & la désintégration des mesures considérées, généralise le
théoréme de Tulcea sur les espaces produits, '

I. DEFINITIONS - ENONCE DU PROBLEME DE BOCHNER: =

l. - Systéme projectif de mesures O =finies ((2) et (6))

Un systéme projectif de mesures ¢F=finies
est constitué par la donnée :

- d"un ensemble ordonné filtrant & droite (I, <) (On notera G son graphe)

(ctest-d~dire que
(¥(x,B) & I°) (I¥eI) (x ,¥) €Get (B, ¥)e€a)

- pour tout ® €I, d'un espace de mesure ¢ -finie (X, ,(B“ My )
« pour tout (« , B)€G, d'une application mesurable Tfp de (X B’ (BP)
«

dans (X« ,mq ), telle que

. , e e .
(siw=pB, T est 1'epplicaticn identique de X“
pour tout triplet (& ,B, & ) tel que X <p(¥, on suppose que

70“;1-';.13 O‘H-pr
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On appelle limite projective du systéme projectif donné 1'ensemble

=lim (X T o) = {0, 0 5 (el) X eX L (Vi p)éG)‘%p(xp)ﬂ‘}

%

J étent un sous-ensemble de I, Jiltrant & droite pour l'ordre défini par
restriction de l'ordre donné sur I, on note
X = (% g 3

Il existe une application canonique de X dans XJ, notéeT_, qui, & toute
famille (x o )(X ¢ 7 °ppertenant & X essocie la sous-famille obtenue par

restriction au sous-enserble d'indices J. En particulier, pour toutxX &I,

on note m =‘gz’(

3

et, si X€J, on note’ﬁ;(J la projection cenonique de X° dans X
Pour tout o appertenant & I (resp. J), on note
* LS N |
By = Moy @, ) (resp. 8 = (W ) ™ (@,))

La condition de competibilité des mesures

. o 1
. - - - "
(ioe. (Vi ,BlE G M B © c“3)
permet de définir sur VIB; (resp. UCB‘;) un contenu (i. e, une fonction posi-

xel oAed
tive, finiment additive d'ensembles) m {resp. m‘)) et vérifiant, pour tout

appertenant & I (resp., J),

m o'n'o(-l =/U'o( (resp, = o (’WNJ) -1 =}"j°(

2, = Probléme =

~ Trouver des conditions suffisantes pour que le contenu m soit ¢ ~addi=
tif (et donc sz prolonge en une mesure unique sur la tribu engendrée par
\J e .
xer *

3. = Reppel de gueloves notions. =

a) Comparité.
et b\ N d T

Une famille € de parties d'un ensemble X est dite compacte si et
seulement si, de toute femille dénombrable d'éléments de © d'intersection vide,

on peut extraire ine sous~-famille finie d'intersection vide,

coc/ooo
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Une mesure M, définie sur un espace mesureble (X,B), est dite compacte
(ou régulidre) par rapport & une famille compacte © contenue dans B si et
seulement si, pour toute partie mesurable B, de mesure non nulle,
(B) = Sup {/‘(c) ; CEQ, Cen)
(le lecteur intéressé par ces nctions pourra en trouver une étude d'ensemble

dans ¢
Roland GRUNIC. Mesures compactes. Me 'ures parfaites. Thise de 3° cycle

en calecul des Probsbilités, Paris -— 1965 -

b) DESINTEGRATICN DES MESURES,
Pour tout counle (%, B)& G, et pour tout BBE(B , l'hypothése de compa=
tibilité des mesures permet, par application du théoréme de Radon-Nikodym,

de définir, & una &galité jAd‘-presque«-sure prés, une application

& P X
}"}3 (B ﬁ) N ,\,__—)ﬁ.? (xo‘ ,B P)
Vérifiant -1
N - " —
(v B(xe_ (130( ) _[So(ju , [ oB ﬁ)/«q(d o ) "/1}3 (B Pmrmﬁ (Bo( )

A
TR
Si, L. toab X s liapplicsiicn

B, a—>M%(x ,B)

B p X B
est o -additive (et on vcii aisément, en considérant le cas oi B o = X

qu'elle peut alors &£ire priss de masse totale &gale & 1'unité), on dit que

el B L. ; .. . ..
M ers uns versicn 2 43 rwchabilité B, -conditionnelle réguliére définie

sur (X » B Js ou encove cue c'est une désintégration stricte de la
P B p

mesure relativezers a la tridvu@ -
B ™

c) PARTITION ENGENDRER PAR Uiz TRIRU,

Etant donng un espace mesurable (X , B), on appelle partition engendrée
par @B la partition la meins fine telle que toute partie mesurable en soit
réunion d'atomes (c'est lo partition assocife &:la relation d'équivelence
selon laquelle deux &léments de X scnt équivalents si et seulement si ils ne
sont séparés par aucune portie mesursble).

On remarque que les atomes de cette partition ne sont pas nécessairement

mesurables,

.l./'..
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d) PSEUDO-SUPPORT D'UNE MESURE.

Etant donné un espace de mesure (X , @B ,/U),/U, est dite pseudo=portée
par une partie A de X si et seulement si la mesure extérieure associée & M
est portée par A (autrement dit la mesure de toute partie mesurable disjoin=

te de A est nulle),

ITI. - CAS PARTICULIER DES ESPACES PRODUITS.

1. Presentation des espaces produits comme limites projectives.

Soit (E ’CF’C e e7 une famille quelconque d'espaces mesursbles.
Soit I l'ensemble des parties finies de T, ordonné par inclusion (il
est alors bien filtrant & droite).

Soit, pour tout g eppartenant & I,

= £ .
Xy 28, ) ,(CTLL T”E?q@f )

Soit, pour tout (« ,B)€G » T B la projection canonique de X _ sur XD(

(2 toute famille finie (e,c),c (ou, pour tout<T €Py er € Ep )’TO( associe

eET
la sous-famille obtenue par restriction au sous~ensemble d'indices &Xde }3)

On vérifie qu'alors :

- Er =1im (X_,T
- @U?l_ est le tridbu engendrée par J <B:
TeT €T

C'est une situation fréquente dans l'é@tude des processus stochastiques
que de connaitre, sur chague produit finit‘[i;«Ef , une probabilité Py s la

famille (Pc% )on vérifiant la condition de compatibilité des mesurgs.

€7

(XO( L] <B(x L] Pa

T 1
est alors bien un systeéme projectif de mesures o -finies.

Les solutions qui furent données au probléme de Bochner dans ce cas
particulier sont de deux types, que nous précisons ci-dessous en 2 et 3.
Ce sont les deux voies ainsi définies que nous reprendrons en III et IV pour

1'étude du probléme générel.

veefeas
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2, = Solutions utilisant des hypothéses de compacité (voir par ex.(8) IIT 3)

Théoréme : Pour qu'une femille de probabilités compatibles, définies

sur les espaces produits finis (;T;rdEf . @G—';E » notée (By) admette un pro=-

7~ Aeg I?

. . Lte . .

longement ¢ -additif unique sur(TTE,C ’ @%-‘a y 11 suffit que pour tout
TeT TeT

appartenant & T, la probabilité P{r} soit compacte.

Un cas particulier importent est celui ou, pour tout T, &, est la
tribu borélienne associée 4 une topologie munissent Xp-de la structure d'es-
pace polonais (i.e. métrisable, complet, de type séparable) ; la condition
suffisante du théoréme ci-dessus est alors toujours vérifiée, les classes
compactes en jeu &tant les classes des compacts, au sens topologique du terme,

de chacun des espaces (voir par ex. (8) 11 Te3s)

3. = Solutions utilisant des hypothéses de désintégration des mesures.

Théoréme de Tulcea (nous respectons, aux notations prés, la forme donnée

a4 ce résultat par C.T, Ionescu Tulcea en (l‘)) (voir aussi (8) v 1).
Pour qu'une famille de probabilités compatibles, définies sur les espa=

ces produits finis (:'g( Er 2 g F,t) notée (Py Jxe [ » admette un prolongement

G -additif unique sur gr'lTTE,L.' » @B ) , il suffit que, pour tout “C appar=~
€
tenant & T et toute partie finie ue'l‘ d laquelle n'appartient pas T, il

. . - . .o s »* o, . + .
existe une version réguliére de la probabilité Cth ~conditionnelle définie

™ * .
sur (teTE’c * B’Cu{u»g ! P’l’u{o&} )

Un cas particulier important est celui oi, pour tout « , P =1 p
X TeX {'C}
(théoréme de Kolmogorov)

[IENENENNEREENNNNRENNENENENNNN )

III. - SOLUTIONS DU PROBLEME DE BOCHNER AVEC HYPOTHESES DE COMPACITE.

l. Les conditions de "retour au dénombrable".

En III et IV, quelles que soient les hypothéses faites, les démonstrae
tions de g ~-additivité de m reposent toujours sur la considération d'une

suite décroissante (C’.‘). N 9 parties de UB) , dont on suppose qu'elle
. 11€ o€l
vérifie
limm (C¥) # ©
i—yee *

o'o/ooo



et dont on démontre qu'alors
*
(N # o
iel
Il faudra donc se ramener systé€matiquement au cas ol I est dénombrable ;
ceci sera assuré par l'une des hypothéses suivantes, que nous appeler -3 Ly~

pothéses de retqur au dénombrable"

a) Pour toute suite crcissante extraite de I, la p:c'ojec’c.ion_rrJ est surjective.

e . . . 10
Son utilisation repose sur le lemme suivant (T ) :

Lemme.~ Soit un systéme projectif de mesures O -finies, indexé par I fil-
trant 4 droite et tel que, quelle que soit la suite croissante J extraite de
I, la projc—:c’cn’.on"ﬂ"J seit surjective [condition s.m. {sequential maximality)
de Bochner (1) . Il suffit, pour que le contenu m soit g-additif que, quelle

que soit la suite croissante J extreite de I, le contenu mJ soit g -additif,

Démonstration. - Pour que m soit (G -additif, il faut et il suffit que, pour

toute suite croissante J extraite de I, sa restriction & U @: le soit ().
(XeJ
Or, étant donnée J, U @“ —‘lT"l J
QGJ c&CJ .

-1 _
et moW g =0 .
=L &tablit un isomorphisme entre U(B et U(E:

SiT" est surjective, L
%EJ o XeJ

et donc, si mJ est Q -2dditif, la restriction dem & U!B 1'est aussi.
AEJ

Remarque : L'hypothése s.m. implique que toutes les applications '"eﬁet"&ﬁ

sont surjectives (ce qui en particulier implique q_ue«“-o(":L établit une bi-

. L %
jection de CB“ sur @7 Yo

b) I, filtrant & droite, admet un ensemble cofinel déncmbreble I° et toutes
les applications'ﬁ; sont surjectives.

Son utilisation repose sur le fait que, dans ce cas, X est isomorphe
i 1a limite du systime projectif réduit 3 l'ensemble d'indices I° (2).

2, = Le théoréme de Métivier. (6)

{{ Soit (X ®& , M, T ). un systéme projectif de mesures G -finies
X G

& P'I

tel que :
.uo/--n
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t . -
1'1) une condition de "retour au dénombrable" est assurée A
2) pour tout K | /uok est compacte relativement & une classe compacte (ﬂ)x

3) pour toute-suite croissante (™ n) extraite de I, tout systéme pro-

n€ N
Jectif (Cn ,'Q; . ‘cm)[N oui, pour tout n, Cn appartient & f‘n »

n o
& une limite projective non vide

Alors le contenu m est (F-additif.

Remarques :

1) Métivier propose, pour assurer l'hypothése 3, les conditions suiventes :

pour toute suite croissante J extraite de I,

- (Vxeg ) 5(;{ = («,p)éGﬂJg Trogp “PP)IESt une classe compacte

2 » T
- (Vv (x,p )€GNJI7) (on('EXu)—ﬂ; 1 ()&)ﬂxp ert une classe compacte
Ces conditions sont plus générales que celles données par Bourbaki
((®) y 7T, 10°k, The 1)

2) Le cas particulier oii, pour tout %X , B » est la tribu borélienne associée
4 une topologie séparée sur Xy , et ou M est compacte par rapport & la
classe des compacts de la topologie avait fait l'ob,jef d'un théoréme de
Bochner (1) (on retrouve ici encore le cas des espaces polonais, toute mesu=
re est compacte).

3) Une version moins générale (et erronée) du théoréme de Métivier a &té

donnée par Choksi (3).

L) Métivier donne également le résultat suivant relatif & la compacité de la
mesure limite projective :

Si, dans 1'énoncé du théoréme ci-dessus,

- 1'hyp. 1 est assurée par le b) de III 1.
= 1'hyp, 2 est particularisée par le fait que, pour tout o, Q« soit fermée

pour les intersections de familles dénombrables.
- 1'hyp. 3 est particularisée par les conditions de la remarque 1, ol de plus :

(V (x, p) € G) To(p (@p) < 8

alors la mesure limite projective est compacte par rapport & la classe des
parties de X qui peuvent &tre canoniquement identifiées aux limites des syse

témes projectifs (Cq .‘l& Bl CP) I (o, pour tout & , C, appertient & ‘Q‘)

ooo/oco
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IV, - SOLUTIONS' DU PROBLEME DE BOCHNER AVEC HYPOTHESES DE.DESINTEGRATION.

l. - Théoréme. ~ Soit (X . (B /Ud NS ﬁ T un systéme projectif de mesures
g -finies tel que :

1° Une condition de "retour au dénombrable" est assurée

2° Pour tout X est définie sur X, une partition Q.o( plus fine que celle
engendrée par B, ; pour tout couple (0( B) tel quex £ B, Q B est plus fine
que 7~ }3 (@) s

3° Pour tout couple (&, P) tel queX < B , il existe, sur 1'espace
(XP ﬁ,/JP une version de la probablllte{B ~conditionnelle, notee/u p*
qui ‘soit
- réguliére ;
- telle que, pour/u—-presque tout xo‘ appartenant a X , la probabilité
ﬂ (xy ) soit pseudo-portée pa.r‘n‘ [ A, (x ) ou Al (xok) est 1l'atome
de la partition (2_ auquel appe,rtlent xm_;

4° pour toute suite croissante (0) extraite de I, tout systdme pro-

ney
jectif (An X 0 X 1 l Am) N° ou pour tout n, A eppartient & GE(n’ a une limite

projective non vide,
Alors le contenu n est g -additif,

2. - Démonstretion. - (1°) 1° T1 suffit (III 1), de démontrer que, étant donné

un systéme projectif indexé par N, et setisfaisant aux hypothéses 2° & L°,

si (C*)

est une suite décroissante de parties de X telle que, pour tout

ie N
i, C appartienne & 63 et que lim m (Cl) r # o, alors
i—¥o
n C 76 ¢.

2° Pour tout i, soit C., appartenant a ®;, telle queTT;]' (Ci) =

=Gy 2 A e = M I LD D A b

(on adopte la néme notetion pour une nesure et pour 1'intégrale qu'elle dé=-
finit ; on suppose avoir, si besoin est, nodifié les probabilités condition-
nelles réguliéres de fagon que l'hypothésg 3° soit. satisfaite partout au lieu
de presque partout et que, pour tout i,/U~:iL (Ci) = IC [indicateu.r de (Ci) .

i

-no/o’oo
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Pour tout couple (i, n) tel que i > n, on note

ot [0 [ PO Tl 2 ™

1

n . P
Ri est une fonction (Bn -zmesura“k)le,/u~r =presque partout supérieure ou

-~ .~ Il - = n
égale & Rie1 et/lin -~presque partout égale a/lii (Civ).

3°) Pour tout n, on définit R°_ = inf Ro.
i>n
+
Pour/un+l ~presque tout X .., Rgol

~ L +
décroissante ( Rri1 1 (xn+l)) i > a1t € donc,/u.n -presque partout,

(xn+l) est égal 4 la limite de la suite

n n+l, _ .. n
Mg (% BJT) i_J._l;gORi (x).
On définit n n n+l n
o= $x o (x, R ") =1lmR, (x_).
Qh g n /un+l n’ @ jmdoo ¥ D
P n, .
qui verlfle}An (Qn) I.

m+1l
Q

- P P m+l . o, . ) -
Par récurrence, etant donné m<n et Qn , Qqui verlfle/km+l ( ) = I, on

définit Qg = {xm :/‘1;!11+l (xm, Qﬁ*-l) = I} , qui Vérifie/um (Qﬁ) =TI,

P _ m . ~
On définit alors, pour tout m, Qm —Qan. Qm appartient & (Bm,
- N m -
M (Qm) = I et, pour tout x appartenant & Q , M ., (xm, Qm+l) 1.
[ * o (o] o} P (o}
4°) Pour tout i, m (C"i‘) —/“o (Ri) > r. Donc Roo verlfle}‘o (Roo) 2 r.
D'aprés l'hypothése 2°, il existe donc Ao’ appartenant 5.@.0, et r'>o0, tels que
-ACQ

. « o -
- pour tout i et tout x  eppartenant & Ay Ry (xo) Zr'.

5°) n étent fixé, suppesons qu'existe An, appartenant éQﬁ, tel que :

- AnCQn 5
- pour tout i > n et tout x appartenant a A RIi1 (xn) Zr', et donc,

n+1

n ,n '
car AnCQn’/“(rﬁl (xn, Roo ) > r'.

oo-/o-o
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I1 existe denc An+l’ appertenant aO.n+l, tel que

n = .
- An+lCQn+l [car/u 1 (xn, Qn+l) = I],

~ pour tout x appartenant 4 A

n+l n+l?
n+l '
“oo (kn-&l) 21
et donc, pour tout i > n+I,
n+l '
Ri (Xn+l) 2T
N s .pntl - - ]
[cas ol i = n+I :R 7 (xn+,1) Icn+1 (xn-i-l) I},
- A4 CJT (An) (hypothése 3°).
n,n+l
6°) On construit ainsi par récurrence un systéme projectif (A .‘— ‘)

qui, d'aprés 1l'hypothése h°, a une limite non vide, identifisble 4 une parule

de X. Soit x eppartenant & cette limite ; pour tout n,TTn (x) appartient

a Cn’ doncnCH c¥ ;ﬁ P .

3. Remerques :

a) Les hypothéses du théoréme restent vérifiées si, pour tout x, on
remplace la partition %par la partition engendrée par (BO(

b) Dans le cas ou le systéme projectif est constitué par une famille
croissente de tribus sur un méme ensemble, on retrouve le résultet (9) (a
corriger comme suit : Hypothése E, lire Quel gue soit t,CLt est plus fine
que la partition engendrée par CBt).

¢) Dans le cas ou, pour toutO( acst la partition discréte de X ., on
retrouve le théoréne de Choksi ( ) : on peut déduire notre théoréme de celui
de Choksi par les considérations suivantes :

Il suffit de démontrer que, si J est une suite croissante de I, le con~
tenu mJ est G=-additif. Pour tout X, soient Ro( la relation d'@quivelence sur
Xo‘ associée éC{‘a, 5_{0( =X, /Rm » €t 6, la prOJection canonique de Xok sur Xd 3
on définit cenoniguement lc systéme projectif (3(— ,)J.c(,-rro(,) 7} —sg
limite X se proget ue sur chaque Xo(par l'appllcatlon -n' . le contenu m

.-.J
défini sur U

(G’: ) est g~additif d'aprés le theoréme de Choksi.
A& J

-oo/-o-
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(8“)J est un systéme projectif d'spplications (2) et donc il existe GJ,
' J
. . - J , ~ T
application de XJ dens X , telle que, pour tout X de J, T o 6 Ta ,_ezxo"ﬂ'o(\;

1'hypothése 4° exprime que e’ est surjective [al‘ors que la limitc du systénme
projectif d'applications (8 )I-'ne l'est pas nécessairement } ot done que

-1 . . . . -1, - =] =
(e9) 1 ctablit un isomorphisme <=_=r11:.reO‘L€%T (TI&T) l(lle) et o(‘..é)J(—rro() «Bok) ;

= J J -1

or,m =m o (eJ) 3 on en déduit que le contenu mJ est g -additif,

En particulier ce sont les hypothéses de Choksi qui sont vérifi&es dans
le cas des espaces produits (et on retrouve alors le théoréme de Tulcea) ILes
systémes projectifs considérés dans l'hypothése 4 s'identifient alors aux

suites (x ) telles que
X p

(Vn) (Vn >n) x =Ty o (x, )

n n*nm ¥

Lo limite projective du systéme
C{=, 1Ty wy Cay)

est alors identifiée & un point de l'espace linm (X s T )
G A n Ve no‘ m o
Voicl naintenant un exemple ou les hypothéses de notre thzoréme sont

satisfaites alors que celles de Choksi ne le sont pas

On considére le systéme projectif, indexé& par i , tel que :

- (Vnew) x_ = {o, 1]
- (V(n,mea )T o &5t l'application identique de f_O, l]

- (Voem (=], e T b iy I I 1]§

et CBn est la tribu engendrée par cette partition
(on s'assurera aisément que les hypothéses 1, 2 et 4 sont satisfaites).
- (Vnem) M g st 1a probabilité concentrée sur le seul stome [O, 2-n}

(1'hypothése 3 est donc bien satisfaite ; par contre, si on considdre

X, e] En-l s 2-n] ’/Lt nil (xn) est portée par J o, g"n"lJ
S )

alors que i _ o =l -1
n,n+l (x) = x_ est situe da.ns] 2 . 2 j.

coo/‘oo
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0 0 O C 0
-
x @) : vm 1
oo | (@) | (ZgBy) 1} (x8,) 13 X
3-2---_-_7
11 ! 1
2

L 1l 1 1 1

(dans chaque espace,.on ‘a renforcé 1'atome- sur lequel
sont - portés la probabilité correspondante,. et toutes
les probabilités conditionnées par des indices infé=

rieurs).

La .mesure limite projective.est Cans ce- cas la probebilité -dont toute
la masse. est concentrée au point QO ; on remarque que si.on modifiait cet
exemple -en rempiagant [O,lJ pa;L]O,l]J ,» la mesure -limite projective

n'existerait plus (c'est l'hypothése 4 qui n'est plus vérifiée).

4, - Conditions de réalisation des hypothéses du théoréme.

a) Hypothése 4 -

Cette hypothése. joue .dans notre théoréme un rdle “analogue-d l'hypothése
3 dans celui de M&tivier ; on peut donc. l'assurer par.les. conditions données
en Remerque 1 dans III 2., en y remplagent partout’erarIjL,
(une partition est en effet trivialement compacte)e

b) Hypothése 3 =

Les théorémes. connus- d'existence et de déecomposition de probabilités con-
ditionnelles réguliféres. foot.intervenir -des hypothéses..de campacité. Le Théo-
réme de reldveuecnt de Tulcea -(°) permet ainsi 4'assurer 1'hypothSse 3 par les
conditions suivaates (7) :

Quelnque‘soitgt.,da* gdret un. systéme dénombreble de genérateurs e@,ﬂ;

-est compacte.
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On peut alors se demander dans quclle mesure, quoiqu'ayant donné un
théoréme d'esprit trés différent de celui de Metivier, nous avons, dans
1'état actuel des connaissances sur la désintégration des mesures, effecti-
vement gagné quelque chose ; pour avoir progressé, il faudreit que notre
hypothése 4 soit moins forte que l'hypothése 3 de Métivier ; nous n'avons
pas trouvé d'exemple de telle situation et terminerons donc en livrant ce

probléme 4 la sagacite du lecteur.
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