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DECOMPOSITION ORTHOGONALE PROPRE D'UNE F. A,

DU 2eme ORDRE CONTINUE EN M. G.

I THEORFEME DE MERCER

Soit X(t) une fonction aléatoire du second ordre, continue en m.q
sur [a,b] .Sa covariance r-(t:,,t:’) = E X(t) i(é) est continue sur IxI et c'est un e
fonction de type non-négatif. Onpeut la considérer comme le noyau d'une
transformation linéaire A symétrique et positive de Lz. Cette transformation

est complétement continue ,On peut lui appliquer le théoréme de Mercer

~ .
Si la transformation A engendrée par le noyau symétrique et continu A(x,y)

- 5 Y -
est positive la série n(‘ﬁ ‘f’nx ﬁl(y) est uniformément et absolument
convergente de somme A(x,y) ,les M, sont les valeurs propres non nulles de
la transformation A et les ﬁl(x) sont les fonctions propres correspondates

formant un systéme orthonormé, la transformation &tant positive les (., sont

/
positifs. Posons M= llnlz
Donc rét.t’)= %f’\nlz ¥, () \Tn(t’) (1)
t \ ' 2
ja F(ese)  (6) ae' = [A 15§ (o) (2)
b

j V(0 P (8) de = me )
a

De plus les fonctions propres «.lJn(t) sont continues

II DECOMPOSITION ORTHOGONALE PROPRE DE X(t) [I] p.478 et479

Une fonction aléatoire X(t)/ continue en m.q sur I/asur I une

décomposition orthogonale:

x(©=22 & ¢ (1) %)
avec EEmEn =<Smn ‘-k”gt) CPn(t) dt = émn (5)



.20,

si et seulement si les !?Lnl 2 sont les valeurs propres et (Pn(t) les fonctions
propres (formant un systéme orthonormé) de sa covariance r(t,t’) b
la série converge en m.q uniformément sur IL.

Démonstration:

n
_ Posons Xn(t) = EI Kk Ek k‘)k(t:) .

Les conditions (5) &tant vérifiées,si X(t) = t]ﬁim Xn(t) alors :
n5 -
(¢ = i Y ! ' oti ! = hl 2 !
B(%(t) X(8) = 1im EfX () X () d'od T(e,&) =Z A1 29 (&) P (6)
_ Réciproquement , supposons connue la décomposition orthogonale propre de
Fee,®)  ((@,(2),(3)). Formons LI
- S, t/3 X(t) (Pn(t) dt (m.q)

1'intégrale existe car X(t) est continue en m.q et tl)n(t) est continue surl
e, 28 B ) [ 52 Td) Fuio) fcdh at af
2B baly [ E(x® X(6)) P () P () ae af

b b -
f[ [/; e, t) v.l/m(t) dt-] ‘Pn(t) dt
b, -
= . l).nf P (D) Y (e) de
2 [ S >
o A Sbm a'on E(B E ) =S
E(X(t:) /\.nE,n) = E (X(t)L X(t) ¢, () dt')

b 4,
.—ja It ) a’ = A 2o
d'ot E(X(t) En)= A (o)

B/ X(t) X_(8)] %= Me,6) - Efx_(6) T(D))- E (X(t) 32;(:))+ E |X_(0))°
D'aprés le théoréme de Mercer :

Ce,ey = TN 20 R

E(Xn(t) i(t)) - & E(’\kz'k Y () .f(")) - kgl A k(t)-ikq;k(t)

B [x° - él k'%x(kilg(ﬁlz' $o (0 Fr (0= kélll'\k‘ e H®

Donc ElX(t) - Xn(t)l 2 converge vers O uniformément sur I quand n-y +%°
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ITII Rappels sur les transformations linéaires dans L2 ['a,b) fZ] n°66 chap IV

Soit une fonction de carré sommable dans ra,b]x[a,b]: K(x,y)

2
Onlui associe la transformation linéaireK qui 3 féL2 fait correspondre:M:'& L

b
Kw -/ xen i e
2 a brb 2
K(.,o)éL ,s0it ,K"—:// /K(x,y)] dx dy
a¥a

K2 = e 162 2] 2 ax

a a
b 2 11
Posons k(x) = f /K(x,y)l d}JZ Cecl est défini pour presque tout x

a
d'aprés le théoréme de Fubini et b

/ /k(x)[z dx = |x| 2 e ?

donc k é‘LI [a,b:]

;b 2 [P 2 b 2
| f K(x,y) £(y) dy[ < / [RGe,y|* dy x / £l * ay (HB1der)
a a a
X < k2@ [ £l
ponc | e B¢ | k2(x) ax jieif =il telP  sorel e Il <ixd ugl

a
}(est donc bornée de norme " R“( K|
On appelle noyau de rang fini K(x,y) = él ‘fi(x) q/;(y)

a
2 ) 2
‘]DiéL et\}/iéL

o

Ondémontre que l'ensemble des noyaux de rang finiest dense dans l'ensemble
des noyaux ( au sens de la convergence en moyenne dans 1.2)
Etant donnée la transformation T définie par le noyau K(x,y) , la transfor-
-mation adjointe T* est définie par le noyau K(x,y) = m

Ainsi (T, gy = (£, T*g b,

Une transformation est symétrique ou autoadjointe si elle coIncide avec sa

transformation adjointe

Eléments propres d'une transformation symétrique sur un espace de Hilbert




lléments propres d une transformation symétrique sur un espace de Hilbert

f est fonction propre de la transformation linéaire
T si Tf =pf e

fa est la valeur propre correspondante. Les fonctions
propres correspondant a une va leur propre {M_forment un sous-espace
fermé de 36 dont la dimension est par définition la multiplicité de M.

Nous considérons maintenant une transformation linéaire

A symétrique.

- Propriété 1

La "forme quadratique'" ¢ Af, {3 est réelle VY f.
eneffet<Af, fy=cf , Afy=uf, Afy=cAf, £5

- Propriété 2

La "forme quadratique' < A {, f;étant réelle les valeurs

propres sont réelles

Deux fonctions propres correspondant 2 deux valeurs pro-

pres distinctes sont orthogonales.

At :Nf et Ag =vg
formons <A f, gy= p<f, g% , f,Ag =vd, gy car
v est réel
¢Af, gy=<f, Ag, donc (m-9)¢f, go= 0 et
<, g» = 0

- Propriété 4

Si A est une transformation symétrique
IlA)] est le plus petit nombre tel que
it L. . 2
<A f, fy ¢ WA i fi

~

J



Transformation symétrique complétement continue [2] chap V et Vi

si elle transforme tout ensemble infini borné en un compact,

- Définition 2. équivalente : si elle transforme toute suite

( fn) faiblement convergente en une suite T-Fh fortement convergente.

On démontre que les noyaux de rang fini engendrent des
transformations linéaires completement continues, puisique les noyaux

2 - P e pd
de L= engendrent des transformations ayant la méme propriété

- Théoréme 1,

23.

A étant une transformation symétrique completement continue

le probleme suivant : existe - t-il une fonction f telle que|cA f, f>|

soit maximum, sous la condition||f|j= 1, a des solutions et toute so-

lution est un élément propre f. correspondant a la valeur propre #

1
C A b o=gab.

Donc toute transformation symétrique complétement con-

tinue A 4 0 admet au moins une valeur propre fOD

- Démonstration.
Considérons |lf] =l.sup[cAf, £y 1| =JAl = sup A ff
Soit (fr ) une suite telle que | fr ] = 1 et A fn fr 72 lAll
i 1 1

On peut supposer ( fn) telle que<A fn, fn> M H'Ll\ Nal

On va démontrer qu'on peut extraire de ( fn) une suite qui

converge fortement vers f tel que A f :QAI f.

0¢ flAf - £ M)At ? - 2u At £yl it g1
= n ‘ul n n r1 n n 1" n
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donc [lA fn - My fn,‘{«> 0.

La transformation A étant complétement continue, de la
suite bornée (fn) on peut extraire une suite (f ) qui converge faible-
ment donc telle que (Af ) converge fortement.

Tk
Soit g = lim ( Af ).

"k

Q g’;Afn - ann..> 0 donc ||Af - B f = 0

"k

donc ’A f converge fortement vers g.
1 n
k
Posons f = lim f ( convergence forte) | fl = I fn“ = 1.
k k
Af = 1lim Af = lim Yy fn = f*l f.

- ={jr = < = i
JAf, f5 G4 f, > ‘«1 donc }‘A f, f5/=UAl

et AL =l £ = il Al

A étant une transformation symétrique non nulle comple -
tement continue, on obtient par la méthode d'extrumum toutes les valeurs
propres non nulles de A, (chacune est obtenue autant de fois que l'indique
sa multiplicité) . Elles sont de multiplicité finie, et ou bien de nombre fi-

ni ou bien dénombrables., Dans ce dernier cas, elles forment une suite de

limite O.

Enfin Af = 2 <AL, p.> ¢
L1 1 1

les {"i forment un systéme orthogonal de fonctions propres.

- Pour obtenir les fonctions ‘P on procede de la fagon suivante
i



25,

Soit 71 la fonction propre correspondant a la valeur propre
M ( théoreme 1),
1 *i »
Soit 5’61 le sous-es ace vectoriel de gforthogonal a 1 Par A
il est transformé en lui-méme.

En effet (A f{, ‘fl‘,:cif, Ak‘ﬂ'l): <f, r«*lkfl\/ = 0.
Si Lfleﬂfl

Sur Jél on recommence ce qu'on a fait sur l'espace entier. ..

- Théoreme 3.
Pour que la suite des éléments propres ‘Fi de A correspon-
dant aux valeurs propres r«i # 0 forme une suite orthogonale complete

2
de l'espace L il faut et il suffit que 0 ne soit pas valeur propre.

En effet soit g ¢ L2 2<g , of i7 &{)i est une série
i

2
fortement convergente de somme f ¢ L

2
( El(g, ¥ i)l 25‘ gl inégalité de Bessel )

donc g = h + 2 <8 > \Pi
i
?— _ —
= < = Ah < D A o
et Ag Ah + <v¢g, fJ i> Afi + ,Z_ig g,x.{) 7 / i\\
f N pe -~ —_ ,.c,_’ {, -,
or d'apres le théoreme 2 Ag = 2<Ag, ¥ > \€ ;

:;T(‘g, A‘{)i'} \(;)i

<Py Py P
donc Ah = 0

si 0 n'est pas valeur propre Ah = 0 == h = 0
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Iransformation a noyau symétrique sur L

- Théoreme.

Si le noyau A (x, y) ne s'annule pas presque partout les résul-
tsts du paragraphe précédent montrent que toute fonction g admet le

développement fortement convergent

g = h(x) + z(g,/ (Pi> fi, (x)

b est une fonction telle que Ah (x) = 0 et orthogonale aux P,
i
it A =2 <g, .
‘ g (x) Mo<e > f, (%)
i1 n'y a qu'a démontrer le fait suivant :
la transformation A ne peut s'annuler pour tous les éléments
5 :
de 1. sans que A ( x, y) soit nul presque partout
" <‘h,~(i'>: < h,p i\€ i\, =< h)Aﬁ>: {Ah, tei“> = 0
donc h .J.uf:ia

Théoréeme de Schmidt,

Toute fonction symétrique de carré sommable, peut étre dé-

weloppée au sens de la convergence en moyenne en la série

A (xy) = 2 Pﬁn \‘Pn (x) k-'On

n
- Démonstration
Les fonctions I - » _
es fonctions 1 (%, v) P (x) P (y) forment un sys

: 2
i>me orthogonal dans L™,

La série 3 <A, P » (E (x, y) converge en moyenne
n n
" 2
vers une fonction x, y) € 7.

\A?‘) // X, ¢, v Eﬁn(X) dx dy



= N _L'\‘L - ) el R AL
Yon \-Fn ‘ ™ n
& - a
Donc X, V) = 2. L
5 { s ﬁ‘cn n
n
. . ]
I1 faut démontrer A ( x, y) = S ( x. v)
Soit Flx,vy) = g{x) f{y) ou gs¢ LS er 1 e LS
oS, Fr o= 2. fir < P , F >
: n n
n
or - A, F) - (A f: g> g = Kk + <‘n \ g »j";’) "l;y -T«P

Calculons <A f, gs= <Af, hy + 2 <AL J » TR g

< . o %

Ah = 0 donc<Af, gv= ¢ A S o 8= L
n n

. 5

T

donc S, F>= <A, F),/- A - S est orthogonal & tous les «lements F de
2 . ’ L
L™ et par suite & tous les noyaux de rang tini
Ceux-ci forment un ensemble partout deux dans | ensen

ble des novaux dcre A - & orthogonal 2 lul-méme es’ rul
Y

Adx. yv) - S{x,y) = 0 pProsque partoul

- Théoreme

St 12 noyau symétrique A { x, v) satisiaiz a la condi-

> b
. ; 2 2 . .
tion / !'A (%, v)| dy ¢« C Y ox alors le développement
Ag = z. 5/«‘-‘ < g , \f’}nb LPV\ () converge absolament
et uniformément

- Théoreme de Mercer

Si la transformation A engendrée par le novau symé-

trique continu A ( x, y) est positive c¢'est-a-dire g1 A {30 71,
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alors le développement

-

A (x,y) = Zv-\.(un t'Dn (x) (Pn (y) est uniformément

absolument convergent, et les fonctions propres sont continues.

démonstration du théoreme de Mercer page 242,

Application 3 ]—( t,t').

I (t, t') est une fonction continue de typé non - négatif. Donc

elle engendre une transformation linéaire completement continue A,

e —————-

Cette transformation est symétrique car ' (t, t' )=V (t,t")

( conséquence du fait que | est de type non- négatif).

Montrons que A est positive, c'est-a-dire que<A f, £))0

b b
<A f, f;:/ F(t, t') £(t') T(t) dt dt'
L,

1°) Soit f une fonction continue sur [a, b].

yi e L°,

Considérons une subdivision t, = act ¢ t2 ..\'1:n = b
de [a, b) en n parties égales.
n n
k:% 2 T t) T(g) £ () (b;a)z = Ry

est de type non - négatif.

R 2 0 car r~
" b b .
et lim Rn = / / r(t, t') f (t') f (t) dt dt' =c¢Af,
a a

n

donc lim Rn 0 Soit ., Af, £ ., 0.

. . 2
2°) L'ensemble des fonctions continues est dernirdans L .

f-
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