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C O V A R I A N C E D'UNE FONCTION A L E A T O I R E DU SECOND O R D R E 

I - D é f i n i t i o n . 

Nous étudions l e s fonc t ions a l éa to i r e s c o m p l e x e s du s econd o r d r e : 

X ( t ) = Y ( t ) + i Z ( t ) t £ T C |R ; Z ( t ) , Y ( t ) sont des 
2 

fonc t ions a l é a to i r e s r é e l l e s et t £ T : E j X ( t ) | + ûc 

Donc E ( X ( t ) ) est finie V t 6 T, et d ' ap rè s l ' inégal i té de 

Schwarz I" ( t, t 1 ) = E ( X ( t ) X ( f ) ) ex i s t e , finie pour tout ( t, t ' ) e T x T. 

~̂ v ( 0 » ° ) est une fonc t ion définie sur T x T , à va l eu r s c o m p l e x e s , a p -

pe l ée c o v a r i a n c e de la fonc t ion a l éa to i r e X ( o ) sur T. 

- R é c i p r o q u e m e n t si ( t, t' ) es t fini sur T x T a l o r s ( t, t) = 

r |x ( t ) j 2 < + ^ t é T 

et X ( t ) es t une fonc t ion a l éa to i r e du s e c o n d o r d r e . 

Etant données une f. a. X ( t ) du 2è o r d r e de c o v a r i a n c e 

( t , t 1 ) et une v. a H indépendante de X ( t ) 1 t fe T , te l le que 
2 

E ( H ) = 0 , E ( H l = 1 la f. a. Y ( t ) = H X ( t ) es t du s e ­

cond o r d r e . 

Sa c o v a r i a n c e est I ( t, t f ) = ^ ( t, t ' ) 
Y X 

et de plus E (Y ( t ) ) = 0 \f t £ T . 

D o n c , dans la suite on suppose ra que X ( t ) est cen t r ée \f t é T 

i . e e E ( X (t ) ) = 0 . , sauf l o r s q u e le con t r a i r e s e r a e x p l i ­

c i t ement ment ionné . 
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II. - P r o p r i é t é c a r a c t é r i s t i q u e d e s c o v a r i a n c e s . 

T ( t , t ) = E J X ( t ) | 2 ^ 0 m 

r ( t, V) = E ( X ( t ) X ( t» ) ) = E ( X ( V) X ( t ) ) 

soi t : T( t, t 1 ) = r( t ! , t ) 

Donc T est he rmi t i enne . 

D é f i n i t i o n . 

F ( t, t 1 ) sur T x T est dite définie de type non - négatif 

si Vn , V ( t . t , . . . t ) suite de n é l émen t s de T 
1 2 n 

et V a . a . , . . . . a r é e l s ou c o m p l e x e s 
1 2 n 

j = i k = i J K J K 

Une fonct ion de type non négatif est he rmi t i enne . 

en effet en prenant n = 1 on obtient F ( t, t ) ^ 0 V t 

en prenant n = 2 , la suite ( t, V ) et l e s n o m b r e s 

c o m p l e x e s a et b on obtient 

( a ) 2 F ( t, t ) + a b F ( t, t ! ) + a b F ( t ! , t ) + 

r {h^F (V, V)> 0 

o r 1 a [ 2 F ( t, t ) + j b | 2 F ( t 1 , t 1 ) yy 0 

donc a b F ( t, V) + a b F ( t f , t ) es t r é e l : 

en donnant à a b l e s va l eu r s 1 et i on t rouve donc F ( t, t 1 ) = F ( t 1 , t) 

THEOIIEME. 

P o u r qu'une fonc t ion ( t, t 1 ) déf inie sur T x T soi t une c o n v a -

r i ance il faut et ilsuffit qu ' e l l e soit de type non - négatif sur T x T. 

- Condi t ion n é c e s s a i r e : Soit une f. a. X ( t ) du s e c o n d o r d r e 
e t ( t, t 1 ) sa c o v a r i a n c e 
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V n , V (t, , t . . , . t ) et (a 1 , a 0 . . . a ) f o r m o n s 
1 L n 1 ù n 

= E £ , | a . X ( t . ) | 2 

Donc S > 0 . 
n 

- Condi t ion suffisante. 

r( t, f ) étant de type non - négatif sur T x T on va d é m o n t r e r 

qu ' i l ex is te une f. a. gauss ienne dont la c o v a r i a n c e est î~( t, t 1 ) . 

1 ° ) Rappe l s : X obéi t à la l o i de Gauss si sa densi té de répar t i t ion est 

f ( x ) = e " 2 " A l o r s E ( X ) = OE ( X 2 ) = 1 

\rzïr 2 

A \ - U 

Sa fonct ion ca rac t é r i s t i que e s t c p ( u ) = e —2~-
Y = cr X + m est du type de X ( y - m ) 

1 " 2 ( r " 
Sa densi té de répar t i t ion est g (y) = \pzîr e 

E ( Y ) = m 

E |Y - m l 2 = ( T 2 ^ 2 2 
1 1 . ( T u 

0 ^ . l u m -
O i a fonc t ion ca r ac t é r i s t i que est e e 2 

- Une c o m b i n a i s o n l inéa i re de va r i ab le s a l éa to i r e s indépendantes, 

du type de G a u s s , est une var iab le a l éa to i re du type de Gauss . 

Soit Y = I a. X . = £*Y. 

La fonct ion c a r a c t é r i s t i q u e de Y est le produit des fonct ions 

c a r a c t é r i s t i q u e s des Y . >-.2 2 
J _ J u 

j l r ( x r r i u m . 2 
donc u> ( u ) = ' ' e j e 

j 2 
i u £ ( m ) - ^ j 2 JL_ 

= e j e 2 

3 chap. VIII 
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2 ° ) Le m m e de L o ë v e [2] p . 466 
n n 

Soit une f o r m e quadratique Q ( u ) = _ ^ . m u. u 

J - 1 k = l j k j k 

pos i t ive : Q ( u ) ^ 0 quels que soient l e s u, r é e l s , à coef f i c i en t s r é e l s : 

m j k é ( - O * , + O P ) , e t m . k = m k j . 

Il ex is te des va r i ab le s a l éa to i r e s gauss iennes X (ce r t a ines 
JK 

peuvent ê t re d é g é n é r é e s ) à va leurs r é e l l e s t e l l e s que 

m J k = E ( X . X k ) . 

n 2 2 
Q ( u ) = R ( v ) = 2 \ C7T v, c ! est la d é c o m p o s i t i o n en 

k = 1 k k 
s o m m e de c a r r é s à coef f ic ien t s pos i t i f s d'une f o r m e quadratique p o s i t i v e . 

u , v, est une c o m b i n a i s o n l inéa i re de u, , u_ . . . u . 
V k k 1 Z n 

2> 2 
- R \ v ) - — k est la fonc t ion c a r a c t é r i s -

e 2 = TT e

 2 

k = l 
tique conjointe de ( Y , , Y ^ , . . . Y ) où Y, est la var iab le a l éa to i r e g a u s -

1 2 ^ n k 
sienne c e n t r é e , d ! é c a r t E ( Y ) = ° " ^ 2 

L e s Y ^ étant indépendantes . 

Donc R ( v ) = Z v k

2 E ( Y k ) 2 = J t E ( v f c Y F C ) 2 = E ( £ v f c Y / 
k - 1 k = 1 

P a r suite Q ( u ) = E ( l u X ) 

.K .K 

où l e s X sont des c o m b i n a i s o n s l i néa i r e s des v. a. gauss iennes indé-

pendants Y . 

L e s X ^ sont donc des va r i ab l e s a l é a to i r e s gauss iennes et 

m . fc . E ( X . X k ) . 

La densi té de répar t i t ion de (X_ , X , . . . X ) es t 
1 2 n 

~ P ( X _ , X , • • • X ) 
i 2 L u n v _ / \ 
k e u ou P (x_ , x_ . . . x ) es t 

1 2 n 

la f o r m e quadrat ique r é c i p r o q u e de Q ( u , u , . . . u ) 
1 2 n 

r 3 j chap. VIII 



. 5 . 

3 ° ) Démons t r a t ion de la condi t ion suffisante du t h é o r è m e . [ Z j p. 467 
j_4 ] p. 71 . 73 

Soit T un s o u s - e n s e m b l e fini de T. T =Vt_, t_ . . . t F 
n n [ 1 2 n J 

S = . 2 2 — r ( t. , t, ) a. a, > 0 quels que soient l e s 
j = 1 k = 1 2 j k j k 

n o m b r e s c o m p l e x e s â  . 

P o s o n s a. = u. - i v. ( u., v . r é e l s ) 
J 3 3 3 3 

et • ( t., t f c ) = A ( t , t f c ) + i B ( t., t f c ) A et B fonct ions 

r é e l l e s ) . 

d ' o î l S = ! f -Jr A < V ' k ) ( u j u k " v j v k > - T B < Y V < V k - v j V 

= Q ( u , v) . Q (u, v) es t une f o r m e quadratique des 2n v a r i a ­

b l e s u. et v, , pos i t i ve ou nul le . 

J k 

On va pouvo i r appl iquer le l e m m e de L o ë v e si on vé r i f i e que 
Q (u, v ) es t une f o r m e symét r ique c ' e s t - à - d i r e s i : 

A ( t , t k ) =
 A ( V V ET B ( v t k )

 = " B ( V V 

Or c e c i résu l te du fait que I est de type non - négatif et par 

suite he rmi t i enne . 

Donc il existe une v. a. gaus sienne de d imens ion 2 

( Y , Y . . . . Y , Z , Z . . . Z ) , de fonct ion ca rac t é r i s t i que e 2 ^ ^ 
1 Z n 1 2 n 

t e l l e que E ( Y . Y ) = coef f ic ien t de u. VL = -7 A ( *.» ) 
J k J k Z j k 

E ( Z . Z k ) . v. v k . f A ( t . , t k ) 

E ( Z . Y, ) = coef f ic ien t de v . u, = - J - B ( t . , t, ) 
v j k ' j k 2 J k 

P o s o n s X . = Y . + i Z . . 
J J J 

E ( X X k ) = E ( Y . + i Z . ) ( Y k + i Z k ) = 0 . 

E ( X X ) = A ( t . , t ) + i B ( t , t ) = r < t , t ) 
J 3 3 3 
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Pou r t. £ T posons X (t ) = X . , 
J n 3 3 

Pour toute fami l l e finie T d ' i nd i ces on obtient aus s i une v. a gauss ienne 
n 

c o m p l e x e de d i m e n s i o n n dont la c o v a r i a n c e est t, t 1 ) sur T x T . , 
n n 

a s s o c i é e à une var iab le a l éa to i re gauss ienne r é e l l e de d i m e n s i o n 2 ^ . 

Il r e s t e la ques t ion suivante : c e s l o i s f o r m e n t - e l l e s un s y s t è m e p r o j e c t i f ? 

f l j chap. III. A . 3. 

i e : Si T C T e s t - c e que la l o i marg ina le sur T c o ï n c i d e a v e c 
m n m 

la l o i sur T ? 
m 

Il suffit de le v é r i f i e r pour m = n - 1 

Soit ( Y . , Y , . . . Y , Z , Z . . # , Z ) la va r i ab le a l éa to i r e gauss ienne 
1 2 n 1 2 n 

2 n 
à va l eu r s dans R a s s o c i é e à.j'x , X , . . . X ) 

1 *2 n 

X = Y . + i Z . c o m m e c i - d e s s u s . 
j \ J 

Sa fonc t ion c a r a c t é r i s t i q u e es t : e ~Z~ ® ( u ' v ) 

Sa densi té de répar t i t ion K e " ~T P ^ y l ' ' * ' y n ' Z l ' "' z n ^ 

= ^„ (y^^ y , z , z . . . z. ) = ( y , z ) 
n i n 1 £ n 

- 4 " Q(u. v) / / / iu y + i u 2 y 2 + . . . . i u n y n + . . . i v n « Jn(y, «) dy . . d» 

C =JJ-Je 

- i n * i u i Y i + " ' + i U n _ i Y n _ i * i v i z i + * " i V n _ i V i 

J l e

 i u n y n + i v VViy, d y ^ . d ^ 

Or la densi té marg ina l e de (y , » . . . Y . , Z , . . . Z , ) es t : 
1 A n - 1 1 n - 1 

n " 1 J-ooJ-oo n 1 n 1 n n n 

Sa fonc t ion ca r ac t é r i s t i que es t donc : 

/

/ i u y + . . . + i u T Y T i v z + . . . i v z S . ( y , z ) 

, / 1 1 n - l n - 1 1 1 n - 1 n - 1 n - 1 
' 

d y . . . . . d y d z # . d z 
' 1 n - 1 1 n - 1 
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- 4 " Q ( u i > • • • u , > 0, v , v . . . v , 0 ) 
2 1 n - 1 1 2 n - 1 

C ' e s t donc e 

L e s condi t ions de K o l m o g o r o v sont donc sat isfai tes . 

III- P r o p r i é t é s d e s c o v a r i a n c e s . 

1. - La part ie r é e l l e d'une c o v a r i a n c e en est une 

la part ie imagina i re non. (sauf s i e l l e est nulle) 

C e c i résu l te de la démons t ra t ion de la condi t ion suffisante dans le t h é o ­

r è m e p récéden t . 

F ( t , t 1 ) = A ( t, t ! ) + i B ( t, t 1 ) , E ( \ Ç Y ( t ) \ Ç Y ( f ) = A ( t, V) 

B ( t , t ) = 0 ca r f ( t, t ) ^ 0 

Si il ex is te X ( t ) f. a te l le que B ( t , t f ) = E X (t) X ( t ! ) 

a l o r s E | X ( t ) | 2 = 0 \f t ë T 

donc X ( t ) = 0 p re sque partout 

2 . - La s o m m e de deux c o v a r i a n c e s en est une 

le produi t 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Soient V ( t , t 1 ) et f ( t, t 1 ) deux c o v a r i a n c e s . 

Soit X^ ( t ) f. a gauss ienne sur l ' e s p a c e p robab i l i s é 

( y y P j ) de c o v a r i a n c e 1 ( t, t' )„ 

et soit X ( t ) f. a gauss ienne sur (-Û ^ P ) 
Ld Cé C* LA 

F o r m o n s l ' e s p a c e produi t avec la p robabi l i t é P x P . On 

obtient a ins i deux fonc t ions a l éa to i r e s indépendantes et c e n t r é e s , 

d 'où E (Xl ( t ) + X 2 ( t ) ) ( X t ( f ) + X 2 ( f ) ) = T ( t, t ' ) + r

2 ( t , f ) 

E ( X x ( t ) X 2 ( t))(x x ( f ) X 2 ( f ) ) ^ ( t . f ) r 2 ( t , f ) 

3. - Si une suite de c o v a r i a n c e s f" ( t, t ' ) a une l imi te finie 
n 

r( t, t f ) sur T x T quand n~^ ^ ; ^ ( t, t ' ) est une c o v a r i a n c e . 

- Toute c o m b i n a i s o n l inéa i re à coef f ic ien t s pos i t i f s d'un n o m b r e 

fini de c o v a r i a n c e s en est une. 

[ 2 ] p . 468 - 469 


