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COVARIANCE D'UNE FONCTION ALEATOIRE DU SECOND ORDRE

I-Définition.

Nous étudions les fonctions aléatoires complexes du second ordre :
X(t) =Y (t)+ i Z(t) teT C R ; Z (t),Y(t) sont des
fonctions aléatoires réelleset t € T : E | X (t)] 2 L + 0
Donc E (X (t) ) estfinie YV t € T, et d'apres l'inégalité de
Schwarz rX( t,t') = E (X (t) X (t') ) existe, finie pour tout (t,t') ¢ T x T.
rX (o , o) est une fonction définie sur T x T, & valeurs complexes, ap-

pelée covariance de la fonction aléatoire X ( o ) sur T,

- Réciproquement si (.'X (t, t' ) est fini sur T x T alors rx (t, t) =
2
;X(t)] < te ,te T

et X (t) est une fonction aléatoire du second ordre.

Etant données une f. a. X (t) du 22 ordre de covariance

F‘X (t,t') etune v.a H indépendante de X (t) ¢t & T, telle que

2
E(H) =0, E |HI" =1 la f. a. Y(t) = H X (t) estduse-
cond ordre.
; i vy = [ '
Sa covariance est v (t,t') X(t,t)
etdeplus E (Y (t) ) = 0 ¥t €T.

Donc, dans la suite on supposera que X (t) est centrée ¥t & T

i, e, E(X (t ) ) = 0. , sauf lorsque le contraire sera expli-

citement mentionné.
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II. -Propriété caractéristique des covariances,

T'(t,t)=E{X(t)l2'7,0 -
F(t,t) =E (X (t) X(t') ) =E (X (t) X (t))

soit : M(t,t') = T (t,t)

Donc [ est hermitienne.

Définition.

F(t,t') sur T x T est dite définie de type non - négatif
si¥n, V(tl, tyy wee ) suite de n éléments de T
n

et ¥ al, az, cee. @ réels ou complexes
n

Une fonction de type non négatif est hermitienne.
en effet en prenant n = 1 onobtient F (t,t) >0 Vt
en prenant n = 2 ,la suite (t,t') et les nombres

complexes a et b on obtient

(a)2 F(t,t) + ab F (t,t') +3a b F(t',t)+
+ 1b*F (t',tH>0
or laiZF(t,t)+ ]ble(t',t')7/0
donc ab F (t,t') + ab F (t',t) estréel

en donnant 3 ab les valeurs 1 et i ontrouve donc F (t,t')=F (t',t)

THEOREME,

Pour qu'une fonction (t, t') définie sur T x T soit une conva-
riance il faut et ilsuffit qu'elle soit de type non - négatif sur T x T.

- Condition nécessaire : Soit une f. a. X (t) du second ordre

et I"X (t, t'") sa covariance



hvj
¥n o, '(tl sty t ) et \/(al,a2 . an) formons
n n ‘__ Z1'1 n
Sa Ty wm (e hJ e AT 4 ( (j)x(t) % %k
n n
= 2 > =
E(J=1 aJX(tJ))/kzl kx(tk)}
n
= 2
= E 2 . X (t
z e x ()

D S 0.
onc nZ

- Condition suffisante.

"(t, t') étant de type non - négatif sur T x T on va démontrer

qu'il existe une f, a. gaussienne dont la covariance est r( t, t').

1°) Rappels : X obéit & la loi de Gauss si sa densité de répartition est
2
- x

f(x) = T%—ﬂ'— e "2 Alors E (X) =20E (X2)=1
. . s -u
Sa fonction caractéristique est P (u) = e 5
2
Y = ¢ X + m estdutypede X (y-m)
-

Sa d ité 3 titi t =
a densité de répartition est g (y) sVIE ©

E (Y) = m

E]Y-m|2=0'2 2 2

) L. . iuvm -
S.a fonction caractéristique est e e 2

- Une combinaison linéaire de variables aléatoires indépendantes,

du type de Gauss, est une variable aléatoire du type de Gauss.

Soit Y = 2 a, X, = 2Y.
J J F )
La fonction ca ractéristique de Y est le produit des fonctions
caractéristiques des Yj O"jz uZ
donc 'f (u) = M e '™ mj e 2
J

3 chap. VIII
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2°) Lemme de Loé&ve [2] p. 466

n n
. . = 5 2z
Soit une forme quadratique Q (u) iZ1 P mj K uj u
positive : Q (u), 0 quels que soient les u, réels, a coefficients réels :
J

- o P =
mjké( , +o° ), e’cmjk Inkj'

I1 existe des variables aléatoires gaussiennes Xk (certaines

peuvent &tre dégénérées) & valeurs réelles telles que

= E X ).
Mk (Xj K

- Démonstration.

n
Q(u) = R(v) = kZ=1 G‘l‘f vk2 c'est la décomposition en

somme de carrés a coefficients positifs d'une forme quadratique positive,

7k Vk est une combinaison linéaire de ul, u2 cee U
2 2 . .
- R(v) n - T -;— k est la fonction caractéris-

0
k

k
tique conjointe de (Yl’ Yz, ..o Yn) ou Yk est la variable aléatoire gaus-
2

sienne centrée, d'écart E (Y ) = U'kz
Les Yk étant indépendantes.
n n n
_ 2 2 3 2
DoncR(v)_Z_ vy E(Yk)—kzlE(kak) =E( Z v, ¥
k=1 k=1
Par suite Q (u) = E (2Zu X )2
k k
ou les Xk sont des combinaisons linéaires des v. a. gaussiennes indé-

pendants Yj'

Les X, sont donc des variables aléatoires gaussiennes et

k
= E .
mjk (Xj Xk)
L.a densité de répartition de (Xl’XZ"" Xn) est
- L P(x ,%x,...x)
k e 2 12 T oow P(x,, %, ... x ) est

1’ 727
la forme quadratique réciproque de Q ( U, ... U )

n
"3] chap. VIII



3°) Démonstration de la condition suffisante du théoreme, LZJ p. 467
[4]p. 71 . 73

Soit T un sous-ensemble finide T. T =4t ,t, ... t
n n 1° 72 n

n

n
S = j§1 k§1 -;— l_‘(t , t.) a, a, » 0 quels que soient les

nombres complexes a,

Posons a, = u, - iv, (u, v, réels)
J J J J J
et i (tj,tk) = A(tj,tk) + i B (t,tk) A et B fonctions
réelles).
oy § = 2 2 L } L -
d'or S TR 2 A(tj ,tk) (uj u, vj vk) > B (tj, tk) (uj Vi Vj uk)

Q (u,v) . Q(u, v) est une forme quadratique des 2n varia-

bles uj et vk, positive ou nulle.

On va pouvoir appliquer le lemme de Loé&ve si on vérifie que
Q (u, v) est une forme symétrique c'est-a-dire si:

Aft,t

; k):A(t

,t) et B(t,t ) = -B(¢t ,t,
) (t, (tt)

k k

Or ceci résulte du fait que [ est de type non - négatif et par
suite hermitienne.

Donc ilexiste une v. a. gaussienne de dimension 2

(Y,, Y Y, 2,2 Z ), de fonction caractéristique e -;_ Qu, )
1’ 2 - o e n’ 1’ 2 LA 4 n ’ q
1
, = ici = — A(t,t
telle que E ( Yj Yk) coefficient de u > ( i b )
1
= " = - A. t N t
E ( Zj Zk) vj Vi > ( i b )
E ( Zj Yk) = coefficient de vj w = 5 B (tj, tk )
Posons X. = Y, + i Z,,
J J J
E X = E i Z + iZ =
(Xj k) ( Yj + i ; ) Y i k) 0
E X = i N = r s t
(xJ xk) A (tj,t ) + i B (tJ tk) (t. k)



Pour t, € T posons X (t,) = X, .
J n J J

Pour toute famille finie T d'indices on obtient aussi une v. a gaussienne
n
complexe de dimension n dont la covariance est | (t,t') sur Tn x Tn. ,

associée a une variable aléatoire gaussienne réelle de dimension 2
n

I1 reste la question suivante : ces lois forment-elles un systéeme projectif ?
{1} chap. III. A, 3,
ie: S T c T est-ce que la loi marginale sur T colncide avec

m n m
la loi sur T ?
m

11 suffit de le vérifier pour m = n -1

Soit ( Yl’ YZ’ ce Yn, Zl’ Z2 ceen Zn) la variable aléatoire gaussienne

-~ 2 L4 ~
a valeurs dans R n associée a(X , X, L. X))

t1 tZ tn
Xt = Y, +1i Zj comme ci-dessus.
. J - Q (u )
Sa fonction caractéristique est : e 2 » v
1
-—= P
Sa densité de répartition K e 2 ( Ypreee Vo Zpe oo zn)
=C§ (Y!.-.-Y’z zZ s o z4)= (Y) Z)
n 1772

1
-5 Q(u, V) /// iu 1Yt 1u2 Vo tee. 1u y+.,, znsn(y, z) dyl..dzr

=///e tup gt tin Gy 1V1 Zp P VL 170
iu, yptiv z(
/ e °m ny, z) dyl... dzn

. Z )est

C

Or la densité marginale de . .o
I vo 4 J
Y’ Z) f ‘/ (Yltccy z1--. zn)dyn dzn.

n_

Sa fonction caractéristique est donc :

//“/elul v teee tin Ly e1v1 2t dv 2 n__l(y,z)



C'est donc e

Les conditions de Kolmogorov sont donc satisfaites,

III- Propriétés des covariances,

1. - La partie réelle d'une covariance en est une

la partie imaginaire non. (sauf si elle est nulle)
Ceci résulte de la démonstration de la condition suffisante dans le théo-
reme précédent,
F(t,t') = A(t,t') + iB(t,t') , E(V,y(t) Vo Y (t') = A(t,t")
B(t,t ) = 0 car  (t,t)z O

Si il existe X (t) f. a telleque B (t,t') = E X (t) X (t")
alors E]X(t)l2=0 YteT
donc X (t) =0 presque partout

2. - La somme de deux covariances en est une

le produit

1" " 1 " 1

Soient ['1 (t,t') et £ (t,t') deux covariances.

5

Soit X1 (t) f. a gaussienne sur l'espace probabilisé

(..D.l, 341, Pl) de covariance rl (t,t).

. . -a
et soit X2 (t) f. a gaussienne sur ( 2,3’)2, PZ)

Formons l'espace produit avec la probabilité P1 x PZ' On

obtient ainsi deux fonctions aléatoires indépendantes et centrées.

d'on E (X, (t)+x2(t))(§1 (.e')+>—<2 (¢)) =T (et)+ T, (¢ ¢)

P

B (x, (t) X, ()X, () X, (¢))

M) O (tt)

3. - Si une suite de covariances I"I'1 (t, t') a une limite finie
(t,t') sur T x T quand n— oo,r( t, t') est une covariance.

- Toute combinaison linéaire 4 coefficients positifs d'un nombre

fini de covariances en est une,

[2] p. 468 - 469



