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MODELES LINEAIRES D'APPRENTISSAGE

Dans cet exposé nous reprenons un type particulier du mo-

dele général présenté dans [6J .

1 FORMALISAT ION

I1 s'agit d'un processus Xn = (Z S o A o E ) indexé
par M , 3 valeurs dans ( Z,S) x (S,f) Aﬂ%) x ,g)

Nous rappelons que Z représente l'ensemble des états intérieurs, S l'en-
semble des stimuli, A l'ensemble des réponses, E 1l'ensemble des ren-
forcements. A chaque état intérieur z ¢ Z correspond un opérateur Tz de

passage de S dans A : T, (s, a).

On se donne les probabilités Q, sur Z, Q', sur S; les

probabilités de passage P. (s, a, .)de SxA-»E, P2 (s, a, e, . )

1
de S x A x E—~ S, qui permettent de formuler les réegles opératoires sui-

vantes ( cf. [6])

R,) P(Z,¢4) = Q,(A) P (S, 6A) = Q. (A)
R,) P(Aner/zn, S, X s Xe) = T (s_.rI)



R_) P(E ¢H/Z ,S,A,X
n n n

R ) P(Sn+16 G/Zn+1,

La regle Rz, qui donne la loi de 1'évolution de 1"opérateur
Tz n 1ié a 1'état intérieur Zn’ s'exprime cette fois au moyen d'un opérateur
linéaire LS £’ défini sur les fonctions de transition de S dans A, lais-
n’ " n

sant invariant le sous-ensemble convexe des probabilités de transition.

s, En du convexe ﬁs (A) ensemble

des probabilités de transitionde S dans A ) dans lui-méme est dans les

L'application affine L

applications souvent définie de la fagcon suivante :

On sedonne (s, A',e)—> B (s, A', e) une application
mesurable de S x ¢/ x E dans [0,1] et (s, €)= A(s, e) encore
notée A . (s) une application mesurable de S x E dans ﬂs (A). On pose

alors :

L g [V (e r) =[-06,0. E ) Yls.P) 46,7, E)A (5, 57)

VYLt (a)

On a donc :
R) T, ,1 (. 0=1g [TZ ()J
n nyH n

L'opérateur L

ainsi défini est appelé fonction d'adap-

i T
rhg o

S » E
n n S

tation linéaire de caractéristiques 6 et A .




l3.

Remarquons que la connaissance de Z , Sn, E , détermine
n n

completement 1'opérateur TZ 1
n

Remarquons également que les axiomes (R ) et (R4) entrai-

3
nent que Z est indépendant de S et E .
n n n

2 PROPRIETES ASYMPTOTIQUES

2.1. - Etude de P (An_HEF/ S, 1)

Si les probabilités conditionnelles P (Anéf'/ Sn) sont régu-

lieres, et Zn étant indépéndant de Sn, on a

P(Anér /sn) = P(Aner‘/ zZ_, sn) P (dZn) ( c¢f. appendice),

Nous nous placerons dans ce cas.

Posons o( =E [TZ ] que nous noterons encore
n
n

D(n(,, L) =jTZ (.,.)dP c'est-a-dire :

vsef  TeA cd (s0) [T, (sr) aP () On
; n (W)
vérifie facilement que & n (s, ) défini par cette intégrale appartient 2

s (A).

Donc dn (s.7) = P(a_€M/s )

De pl écrire : zZ = , E
e plus on peut écrire : P (d e ) /P ( dZn“ /Zn, S n)

*P (dZz ,d§_,dE )



Donc
dn+1("')=Tz ("O)P(dzn_l_l)
n+l
=IT, (., ) P(dz_, 1/Zn’ $.,E)P(dz_,ds_, dE )
n+1l
Or la connaissance de Zn’ Sn’ En entrainant la connaissance
de T ( T = L_, T )
Zn+1 Zn+1 Sn En [ Zn-]

A, Cs0) =ILSn’ 5 [Tzn (.,.)] P(dz_,ds_,dE )

De plus, Zn étant indépendant de Sn et E

°(n+1<.,.) =fP (as_, dEn)fLSn,En[Tzn(.,.) j}e(dzn)

La linéarité de L _ ,

S permet alors d'écrire

E
n n

AL opp (o ')szsn, E_ [E(TZ (.,.)}]P(dSn, dE )

n

Soit encore

ooy (o) =fLSn’ e [4n (] (aspdey

S_,

1 . .
Comme enfin l'application L . EI;_; LSn En (o( n (s, 1 )J

est linéaire en 1., on a :

"(n+1(.,.) =[[LS’E P(dSn,dEnﬂ“(n(.,.).

Et en remarquant que l'opérateur agissant sur o , e dépend

que de n



4 (.,.):Tn[o(n (., .) avec T =jLS’EAP(dSn,dEn)

n+l

2.2.- Etude de P (A €I,
Il

Nous avons p (An(-l‘)iP(AnEf'/Sn) P(dSn)
donc P(Anel‘) =/o(n (5,.F) P (ds)

Alors P(An+1£r) =f)(n+1 (Sn+l,,') P (dsn+1)

- Tn [fa(n (Sn+1, r e (dsn+1)

Donc P (A GP)=Tn[P (Anff')]

n+1

3. PARTICULARISATIONS DU MODELE GENERAL

e e o m o . - v o o T = . o o T T e o T A o e o o ittt

= .{s.l, 52\, A = E ={a, a'} et regle totalement

indépendante stationnaire. (Ppur la Terminologie cf [8])

2 . .
On prend ( Tz) 2 ez [O,IJ isomorphe aﬂs (A)

puisque la donnée de TZ est équivalente & celle de T, ( 5y,a ) et T, ( 5,5 a).

Les caractéristiques de la fonction d'adaptation seront

©( s,I', e) =8 constante et /\(Sn, En, s, a)= 18 xg (a)

avec £ ()21 & Emza | o0 aubiermens isil n
Les axiomes s'!'écrivent donc :
R) P(An=a/zn, S, X e X)) = Tzn(Sn,a)
R) T (s a) = (1-6)T, (s.,a)+ Epofa) 4. S
2 Zn~|-1 ! Zn ! E’t‘/ gszz n

= :n
R,) P (E a/z,8,A, X ...... X )=0(s)



On posera P (En =a) =

rn
R) P(S =5 /Z X | .o X,)=9k,

L'opérateur L _ , E est donc défini ici par :
n n

Clspa)= (1-6)1 (sp2) 9 £0) . 105,

n n

donc Tnf (si, a) = (1 -6) f (si, a) + GP(En=a, Sn = si)

=a/Sn =si)=(1—9)P(An=a/Sn=si)+BP(Enza,S=si)

P (A +1

n+l

=a/S =s)=(-8)P(A =a/5_=s)+6X /l(s)

P (A
n

n+1l

Or © étant inférieur a 1, on a donc

lim P (A =a/S =s5)=P(E =a, s_=s) A, /7(s)

h—> 0o n n i n n i i
De méme
P(An+l=a)=(1—8)P(A =a)+@P(E =a)

Résultat pouvant étre considéré comme une sorte de loi de
l'ajustement.

3.2. - Modeles continus d'Estes et Suppes pour S =;s] A=E

=fa, bl €R

Pour Z on prend l'ensemble des fonctions de répartition. La

fonction d'adaptation linéaire est définie par :



(A)+ 8 K (A,En)

© étant une constante et K (A, E ) :j k(x,E ) dx
n A n

La fonction k ( x, En) porte le nom de fonction de répar-~
tition d'étalement. Elle exprime que le renforcement n'agit pas seulement

au point x, mais "'s'étale' sur les points voisins-

On se donne en plus la distribution de probabilité de En

"y
P(E <) ] £ (¢) dt

Pour simplifier 1'écriture on posera

P(Anéx)=Rn(x) =/x rn(t)dt et lim Rn(x)=R(x)
a n-=29»

Dans ces conditions l'opérateur T , défini par
n

jLS B P(dSn, dE) devient
n n
T (Aﬂ =(1 -§) h +5J ﬁgk(x, )dx dt
Donc P(An+15x)= (1 -6) P( A £ x) 2] k(x,t)f (t) dxd

Nous allons voir ce que devient cette relation suivant diffé-

rents types de loi de renforcement,

3.2.1,-Renforcement indépendant,

Dans ce cas fn (t) = f (t). L'opérateur Tn est alors indé-

pendant de n, Il est alors immédiat que

b X
= f / '( (x,t) £(t) dx dt.



3.2.2.- Renforcement ' simplement contingent'

Cette loi est constituée par la donnée de fonctions f1 (x)

et :t'2 (x) et d'un point C de l'intervalle[:, bj tels que
C
NOENARIORNG dx+/C L, (y) r (x) dx

On a alors
b X
R (x) = / / k (x y)[R () (v)+ (1 -R(c)t, (y)] ax ay
a a

3.2.3,- Renforcement ''contingent continu"

Ce cas est obtenu comme limite du cas précédent, en pre-
nant une suite croissante de points de subdivision c,

b
On a alors f_ (y) =/ f(y/ x) r (x) ax

On peut montrer que :

' b x
R (x) =f7 / / k(x, y) f(y/t)r(t) dx d& dy
a a a
Remarque :

Le résultat le plus frappant est que la loi de 1'ajustement
( R (x) =

P (E L x)) a disparue.On la retrouverait en prenant
k (x,vy) =1

{x}

Y.

3.2, 4. - Exemples.

Nous prendrons [a, b] = [O, ZHJ . Nous nous placerons

dans le cas du renforcement indépendant, (encore appelé cas non contingent),
les fonctions f

et Ki étant prises périodiques de période 2 1.
£ (y) = 71’57 5i 0gygn

2
—
T Tz ey ¢ 21



(3/4) 2/3 ) 1/3
k (x-y) = - (x-y) " 8ifx - y[<(3/4)
0
VE!
Si  (3/4) (IX'YIé’Z
On obtient alors
4 3
T (x):_l X _Zﬂ X3+(Il2_a)x +(Za/'z__2_n)x
1 ,Zz £ 3 3
4 4
ﬂ 2. 2 4 3 ) a
+ é a "l o+ = n a e
3 L
En posant a = (—4— )
b) Distribution d'étalement exponentielle.
. -yl
k (x, y) = =————p pour - ¢ x-y¢<n
2 g 2 (1-¢€Y
On trouve alors
r - -
rz(x)=-ex.+(x-n)e'l+ex+x
2 -
n (- )
c) Distribution d'étalement trigonométrique.
k (x-y)=—1- cos =—- - x-yell
3 4 2
On trouve r,(x) = L [2 sin (_x_)_ 2 cos _)c___*_’l_}g
3 '-LZ 2 2
4. - SUR UN MODELE ETUDIE PAR M.C. BERT (cf. [2))

Ce modele ne rentre pas dans notre schéma pour la raison

suivante : 1'axiome R3 du renforcement est remplacé ici par un axiome R'3

moins restrictif,



~9bis.

'\1)/\
R
It
3
- /”E
25 /
1?7 ’ -
,/
-~
”~
rd
”
Ve
,/
2 .7
rd
-,
I'd
s
i
i
1 1 7
Vs
- Iy
r oY) 7
1 o ’o’ -
o
ort B~
/
O‘S‘ 1 4:("’\/ 'l-ﬁ Z‘ Qx,
<
Distri bu tion asymplerique des Fepepses pev i le modele lineaire
continy d' BSTES -SUPPES, cerrespondant aox Frois distribubions df'€ -

b
Fadle menr

me "hque (V;[‘t)) ,

Piérabohique () |

avee V’eh)[ov‘

Lxponeptielle () gt t'mgc.ho

cement in cle"o endanr.



.10,

Signalons que l'on peut étendre notre cadre de fagon 2 in-
clure le modele de M, C., BERT en remplacant (R3) par un analogue de

(R'3) et qu'en particulier les résultats du paragraphe 2 restent valables.

On se place dans le cas ou S = is} c'est-a-dire un seul

5 est identifiable a 1'ensemb1eﬂ[ﬁ)
n

stimulus, L'ensemble des opérateurs T

des mesures sur A,

Les caractéristiques @ (s, I, e) et A(s, e) de la fonction

d'adaptation sont prises ainsi :

6(s, N, e)
A(s. [, e)

12, constante, geEO,Q

G (e, ") probabilité de transition de E

dans A,

pone 1y 1, (r) = ©)T, (M+ 63 (E,r)

Enfin, Pn (.,.) étant une probabilité de transition de

A x E -1 dans E, on pose

PE EH/X,....X ,Z,4)

On désignera par Bn la sous-tribu engendrée par X,.... Xn

THEOREME

- Hypotheses.
1°) La probabilité de transition G (., .) dé-
finie & partir d'une partition dénombrable é D ; de ( E,E ) et d'une famille
i

de probabilités (GD ) ; sur ( A,p{) par la formule G (En, L) o= 21 1Di (En),
i



L11,
2°) f= ( Pn) n e N est définie par la donnée de
m + 1 probabilités de transition Ph (0£h £ m), probabilités de

" h . is
transitionde (Ax E) .~ E ( m entier positif ) et par

2 3 e s s 0 3 . = X 2 e e 0
¥n>m jgn(xo X ,.) ij(n_m X_

3°) F b GE , élément de la partition f D, et

0 < hel pPh £m, VUé(AxE)th:Ph (u, D)y p

Soit alors Cép{: Gp (c) = >0 et & Cj une
J

partition dénombrable de ( A,ﬂg) dont C est élément.

4°) La probabilité de transition /m (.,.) estdé-

finie a partir de la partition £ Hk de (AxE )m x A induite par les
k
partitions f Di et £ C T de E et A respectivement, et d'une
i j
famille de probabilités QA (.) sur (E,Z) par la formule
K

- =
Pm(xn-m,.....X,.) x ta, (Xym, . %)%

) 0¢h¢ m sont dé-

Les probabilités de transition /Bh (.,

finies suivant un schéma analogue.

- CONCLUSIONS.

Il existe une probabilité sur ( A,yg) telle que ¥ ké N

1i:1>pp {AK+n6 H/BK] = I (H)
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APPENDICE

Soient X, Y, Z trois variables aléatoires 2 valeurs dans

(A,Ug), (B,.g ), (C,§) respectivement,

Si Z admet distribution conditionnelle régulidre \\Y (.)

par rapporta Y, pour tout A! éyg on a
Y

P(X €A'/Y) = /P(Xé A'/Y,2)N (dz)

~-Démonstration,

Soit FEG(Y), F=Y ' (BY) B¢RP:

par définitionde P ( X ¢A' /Y, Z), et P désignant la

YZ
distribution conjointe de Y et Z :
) dP = P(X€EA /Y=y,Z=2)P (dy, dz)
X € A7 YZ
BxC
Y
L'hypothese sur la régularité de C') permet d'ecrlre :

dP pu, P(X A'/Y=vy,2 =z)v (dzj
YXGAJ

Ceci prouve la formule

COROLLAIRE : Si Y et Z sont indépendants :

P(X ¢€A'/Y) = [P(X €A'"/Y,Z = z) PZ(dz)
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(5]
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