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PROBABILITES CONDITIONNELLES REGULIERES

I - Espérance conditionnelle - Notations,

Soient () , F )et (X, ) deux espaces probabilisables, ¢
une application mesurable de .. sur X, P une probabilité sur F et

g la probabilité image de P par Y

Nous noterons »‘fa: (£ , &) le cdne positif des fonctions
mesurables & valeurs dans R, par L°+ (P) le cdne quotient de
I%:_(Q/ %) constitué par les classes de fonctions P.équivalentes.

¥ <

On définit de méme oy (X,B) et Lo (V).

Nous rappglons que 1l'espérance conditionnelle par rapporta ¥

(ou 3 &B ) d'une fonction f & A (©,F) est 1'é1ément de LS, (V) y
noté E 1 f ou Em f, tel que
Pour tout B ¢ 53 /f dP =/E93fdv
B

-1

'(s)
L'application f ~_s E mf possede les propriétés suivantes, analo-

gues & celles d'une intégrale sur li:( Q, FK):

1° - 11 stagit d'une application linéaire croissante du cdne {?_o (Q,F )

dans le céne 1.:_ (v )

2° - Pour toute suite croissante (tn) extraite de —8: (2, @'), conver-

geant simplement vers f, la suite (E B fn) converge presque sirement vers

Ejaf.
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2 - Problemes

Choisissons dans chaque classe E”df un  élément que nous noterons en-

core E‘[Bf par commodité, Les propriétés 1° et 2° ci-dessus donnent :

(1') a) Pour £, £, € LPa,F), A, 4R *,

B

B3 ) )+ ER (4, ) () = EB(d £ +d, £) (x) V-p- s

P
b) f.< £, => E°f (x) £ EPt (%) V_op-s.
1 2 1 2
(2') Pour toute suite croissante (f,) extraite de X2 N (Q.,% ) ; convergeant

presque sirement vers f ona :

.&,‘m..Efﬁ(x)=E33f' Y.-p-s.
n n

Le probleme qui se pose alors est le suivant ; peut-on choisir dans
chaque classe EB¢ un représentant tel que les relations (1') et (2') puissent
étre vraies pour tout x ?

S'il en est ainsi en posant P (x, F) = E:?:S 1y on obtient pour chaque
x une mesure F~ » P (x, F), notée P (x, .) telle que 1'espérance conditionnelle

QBf(

E x) soit une espérance au sens ordinaire ;

(2 -1)

%1 - [ P ay)

On déduit d'ailleurs des propriétés 1° et 2° ci-dessus et des propriétés
de 1'intégrale que, sil'on a pu choisir dans chaque classe E56 lF un représen-
tant P ( , F) tel que P (x, . ) soit pour chaque x une probabilité sur & , la
fonction de x définie par lesecond membre de (2. 1) est un élément de la classe

Py
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Le probleme posé est donc le suivant : est-il possible de trouver une

fonction P, définie sur X x % , telle que

(P.C.Rl) Pour tout F & F P(.,F) ¢ E‘Q’ 1.
(P.C. RZ) Pour tout x € X P(x, . ) estune mesure sur K J
Comme Egb l.o. = 1 x V-p-s , onvoitque P (x, . )a V- presque

sirement pour norme 1. En remplacant P (x, .) par la mesure nulle sur un
ensemble de mesure V- nulle, on voit qu'on peut s'imposer, sans se restrein-

dre, de supposer que les mesures P (x, . ) sont des probabilités ou sont nulles,

La fonction P (. , . ) lorsqu'elle existe est appelée une probabilité con-

ditionnelle réguliere.

On sait qu'une telle probabilité conditionnelle réguliere n'existe pas

toujours,. cf. (l] et [3]

La suite de cet exposé est consacrée 2 donner deux cas importants d'exis-

tence.

3 - Définitions et lemmes relatifs aux Cla sses compactes et aux mesures,

3 -1 - Classe compacte. (cf. [9] )

Un ensemble @ de parties d'un ensemble E est appelé classe compacte

s'il possede la propriété :

Pour toute suite (Cn) extraite de € 1'implication suivante est vraie :

( Nc =¢)= (3N (N\cm=¢)~

n={ Mz
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3 - 2 - Définition,

Soit# un anneau booléen de parties de E, et soit & une classe compacte
! '
avec & CJ‘E , et soit # un anneau booléen avec A <« A . Une fonction réelle
/
positive o , définie sur A est dite réguliere sur ' relativement 3 B, si pour

toutA'ed%/ona A (A')= sup{d(C):Ceb , C C A'}.

3-3-Lemmell,

Si d est une fonction additive réelle positive définie sur & et réguliere,
/ ’
sur &t relativement 2 la classe compacte €ch, alors & est 0- additive sur A

3-4-Lemme2. (cf [11] p. 228 et 229)

Soient T un espace topologique séparé , © la tribu de ses Boréliens,
‘K 1l'ensemble de ses compacts. Soit A une application de K dans Rt, possé-

dant les propriétés :

a) M est croissante

b) Pour tout couple (Kl, Kz)e XKXXKona:
A(K, U Kz)sA () + A(K,)

c) Pour tout couple (Kl’ Kz)é KxK tel que K n K2 = 52§ on a

1
' = A A
A (Klu X,) (Kl) + A (K,)
Alors il existe sur (> une mesure /Atelle que :

(3 -4 -1) Pour tout ouvert O :

[ (0) = sup A (K) 1K €K, K cOl = sup.{r&(K):KCJ'(, Kc O}
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(3 - 4 - 2) Pour tout Borélien M¢ G :

)u,(M) = inf }V(O) : O ouvert, O D M}

4 - Théorémes de relevement -

4 -1 - Théoreme 1 -

Supposons que la tribu & sur admette un systeme dénombrableg,
de générateurs et qu'il existe une classe compacte € ¢ & telle que pour
tout Fe F , P (F) = sup{P(C) : Ce@, CcFy.

o

Soit F —~—_» h_ une application croissante additive de & dans

F ~
1 : Y 1
Ly (X, P, V), Lom P AF) = Lo h =h .
1 ( , V), telle que " (F\FnF,) =0 " Peaw, ~ Pp (dans L7)
Alors il existe une applicationh : x ~—> h (x, . ) de X dans le céne

+
Mo (2, F ) des mesures positives surF telle que pour tout x, h (x, . ) soit
réguliere relativement 26, et telle en outre que pour tout Fe & on ait

. .
h ( F)eF

Démonstration -

Désignons par D ' l'algebre booléenneengen drée par § sur Q .
Comme ¥ ' est dénombrable, posons £' = { Dn 'n GN} Pour chaque n,
soit (C;) , une suite extraite de & telle que P (Dn) = spp P (Cr’;) . Dési-
gnons par © l'algeébre booléenne engendrée par 9 et par {C;}n’ i’ et
choisissons un représentant h de chaque classe hD, D¢ . Pour tout

D = = ’
couple (Dl’ DZ) tel que Dl(\ 2 $ ona hDd (x) + th(x) hDi’U

L'ensemble des couples (D1 , DZ) étant dénombrable, il existe un ensemble

52 (x) V- p.p

N de mesure ¥ (N) = O tel que pour tout x € XN\ N et tout couple (Dl, DZ) €

€ DxD avec Dlr\ D, = @ on ait :
h (x) + h. (x) = h (x).
D1 D2 D1 v D2
. U i .
Le fait que P (Dn) =P ( ~ C n) entraine, un vertu des hypotheses
du lemme, que (’,im h C; =h,

n
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On a donc :

Zim h

i(x)
e RN N % v-p-p.

n D
n

Il existe donc un ensemble V - négligeable M tel que :

x ¢ M = &”{L hCIi1 (x) = hD (x) pour tout n.

pour tout x¢ X\ (M u N) l‘applicraltion D ~> h (x) est donc
une fonction réelle simplement additive surd , et régulidre relativement
a la classe compacte '{C;E n i sur %I . La restrictionde D o~ hD (x)
a 9’ est donc 0- additive d'abrés le lemme 1. Elle admet donc un prolon-
gement en une mesure sur ¥ ., Pour tout x ¢ X\ M u N nous désignons
par h (x, . )la mesure précédente. Enfin pour x € M u N nous pouvons

prendre la mesureh (x, . ) = P.

o

’
Pour tout D € @ la fonction x ~> h (x, D) est un élément de hD,
B-mesurable. Si nous désignons par%’é l'ensemble des F ¢ & tels que

X ~ h (x, F) soit un élément de h_, 3. .mesurable, nous voyons immédia-

F
tement que /6 est une classe monotone (également un A- systéme) contenant

®’, donc contenant & . D'ou h (. , F)eAﬁF pour tout F ¢ &

Enfin, le fait que pour tout x la mesure h (x, . ) soit réguliere
relativement 3 € sur D engendrant 9’", entraine, comme il est bien connu

(voir (9 ] ) queh (x, . )estrégulitre par rapport 38 sur &

4 - 2 - Théoreme 2.

Soient Q un espace topologique séparé , F 1la tribu de ses Boré-
liens et K 1l'ensemble de ses compacts. Soit (T, 5 , Vv ) un espace pro-
babilisé, tel que la tribu & admette un systéme dénombrable 9, de géné-

~ v
rateurs. Soit Y la mesure compldtée de v sur la tribu ©
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e’

Soit F ~..> hF une application croissante s~ additive de F dans

1 L2~ . N
Ly (T,%, YY) = L1+ (T, ©". V), et régulidre relativement 3 X .
Alors il existe une applicationh: t ~» h(t, . ) de T dans le c5-
ne positif Me™ (& , &) des mesures sur & , telle que pour tout t, h (t, . )
soit réguliere relativement a la famille des compacts, et telle que pour

tout Fe & h(., Fle & (T, 6", J ) avec p(.,F)e?{F

Démonstration.

Considérons 1'anneau o d'unité T engendrée par 9 . Soit ¥ 1l'en-
semble des partitions finies de T, formées d'éléments de £ . L'ensemble
¥ est filtrant a dro1te pour la relation d'ordre définie par (& '« P =
tout élément de @ est réunion d'éléments de P ’. Comme ¥ est dénombra-
ble on peut extraire une suite ( &, ) cofinale 3% . Comme tout élément
de A appartient 3 une partition ¢ :fp , il est réunion finie d'éléments

d'une partition &£, D'ol kﬁJ ‘?n engendre la tribu &

Pour tout n et tout F ¢« &F posons

~ ~
D hF:Z ﬁ) th dv . 1
n Ae 5 A

A fad
Avec la convention 1 / h_d =20 si y(V)
— F
Y (V) Y

11 résulte d'un théoreme classique de dérivation (voir {12]p 155 ou {2 ] p 345)
que la suite Dp hF converge Y - presque partout vers un représentant

P
quelcongue de hF

Considérons alors un ultra-filtre %6 (n) surN plus fin que le filtre

de Frchet ; pour tout t f*'/ D .h (t) existe dans R* avec :

fom ) ~
) Pn b (6) lmep T

deuxieme limite existe .

(t) lorsque cette



Posons alors :

(4-2-1) h_ (t) = ff,v'm D

Pour V-presque touttona :

= ‘&'/WL Y
hF (t) ” Dn hF (t)
d'ou
(2%
(4 -2 -2) hp, € hg
L'égalité h, € h, € Ll (T,%, v) implique que V{t: h, (t) = +O°}

Soit N =-{t : h (1) = +oo}

Posons alors :

(4 -2 - 3) {k(t,F) he (t) sit¢N

k (t, F) 0 sit ¢ N

II - 8

L'additivité de chaque k (t, . ) résulte immédiatement de la formule

(4 - 2 - 1) et de 1'additivité des applications F—~__ Dn h
rifiable,

¥

2° - Définition de h (t, F)

Considérons la restriction K ~ s k (t, K) de k (t,

pour tout t; Nous désignerons par h (t, . ) la mesure sur & engendrée par

k (t, . ) au sens du lemme 2. Nous avons seulement & montrer que pour tout

Fe F ona h(., F)e¢ TIF

Pour tout ouvart O on a (voir le lemme 2) :

(4-2-4 h (t, O) = sup{k(t, K); KeX , K€cO} £k (t, 0)

Pa

~s
En vertu de la régularité relativement 3 'K de F ~ hF, il existe

une suite (Kn) croissante de compacts inclus dans O telle que :

&gnflho-hKn\ dv = O

(t) facilement vé-

0.
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D'ou en vertu de (4 - 2 - 2) :

%flk(.,O)—k(.,Kn)} dvy = 0

D'ou pour V- presque tout t

h (t, 0)> &‘gnk (t, Kn) = k(t, 0)> h(t, 0)

Soit :
h(t, 0) = k(t, 0) pour v presque toutt
La relation :h (., F) e h

F
Il est évident, en raison de la o- additivité de F ~» h

est donc vraie pour tout F ouvert,

p ot de F~sh(t, F)
pour tout t, que l'ensemble /b des Fe & pour lequel la relationh (. , F)e¢
€ ’1\‘1F est un N systéme. Ce A systeme contenant le - systeme des ouverts

qui engendre la tribu &, A6 = F | Doule théoreme .

5 - Les théoremes d'existence de probabilités conditionnelles régulieres.

5 -1 - Théoreme 1.
Soit (L2 , % ) un espace probabilisable, & admettant un systéme
dénombrable de générateurs. Soit P une probabilité sur F, réguliere re-

lativement 3 une classe compacte & C g .

Pour tout espace probabilisable (X, 93 ) et toute application mesurable
Y de (Q, F ) dans (X, ) il existe une probabilité conditionnelle régulitre

sur F , relativement a T,

DEMONSTRATION,

Soit ¥ = T (P). L'application F ~— E'75 1F vérifie les hypotheses
du théorédme 1 comme on s'en assure facilement. La fonction h (. , .)du

théoreme 1, fournit donc une version de la probabilité réguliere cherchée

5 - 2 - Théordme 2, (Jirina).

Soient £ un espace topologique séparé, & la tribu de ses Boréliens
K 1l'ensemble de ses compacts, et soit P une probabilité sur F , réguliererre

relativement 3 K .
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Soit (T, & ) un espace probabilisé, tel que la tribu & admette un
systéme dénombrable de générateurs et soit ¥ une application mesurable
de (Q,F )dans (T, & ). Alors il existe une version %Y mesurable régu-

litre de la probabilité conditionnelle P ¥ .

DEMONSTRATION.

Soit ¥ = T (P). L'application F —~— E® 1F vérifie les hypotheses

du théoréme 2, comme on s'en assure facilement & partir de la relation :

(VF) (Fe & ) P (F) =f E’”’lF av .
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