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SEMI-GROUPES STOCHASTIQUES

I - Introduction,

Un semi-groupe est un ensemble muni d'une loi de composition interne
associative, que nous appelleron: multiplication :

(xy) z = x (yz)

Un semi-groupe topologique est un semi-groupe muni d'une topologie
pour laquelle la multiplication est continue,

Soit (Q,A , P ) un espace de probabilité.%( cD ) 5 cJd & Q)
est une transformation mesurable de dans un espace mesurable, qui est
un semi-groupe topologique . On a alors un élément aléatoire a valeurs
dans un semi-groupe topologique.

Dans ce qui suit, nous ferons abstraction de l'espace (Q,/L , P)
et considérerons des mesures de probabilités sur un semi-groupe localement
compact séparable ou compact,

L'étude des mesures de probabilités sur des semi-groupes,qui sont
alors appelés semi-groupes stochastiques,est une étude récente ; elle a dii
commencer vers 1955, L'étude des mesures de probabilités sur les semi-
groupes finis a débuté par un article d'Hew itt Zuckermann et a été poursuivie
par Stefan Schwarz en particulier. En ce qui concerne les semi-groupes com-
pacts et localement compacts, cn peut citer Rosenblatt, Kloss, Schwarz,
Pym,

Apres le rappel de définitions et de résultats d'algebre, de topologie,
de probabilités, je parlerai de la convolution des mesures de probabilité,
des mesures idempotentes et des théoremes limites sur les semi-groupes lo-
calement compacts séparables et surtout sur les semi-groupes compacts,

Soit S un semi-groupe,

S satisfait & la regle de simplification & droite si :

xa:ya‘:::}X—‘-Y szYva-



On a de mé&me la simplification a gauche et la simplification & droite et 2
gauche.

2
A est un sous semi-grcupe de £ si ACS et A CA

Un idéal a gauchel de S est un ensemble non vide tel que L. ¢ S et S L 1,
On définirait de mé&me un idéal a droite et un idéal bilatere. Dans la suite,
si l'on emploie le mot idéal seul, il s'agira d'un idéal bilatere,
Un élément e de S est un idempotent si e? = e, Un élément o deS est un

P . wﬁ 2’9 2 21 2 2 2
zérosiox=x0 = o, S a un zero, Un élément 1 de S est un élémen t unité

si x!= x'! = x , S a au plus un élément unité.

Un idempotent % st appelé primitif s'il n'existe pas d'idempotent f non-zéro
tel que ef = fe = f, '

Un idéal a gauche L de & est minimal s'il ne contient pas d'autre idéal & gauche
de S que lui-méme,

On a de méme des idéaux a droite minimaux et des idéaux bilateres mini-
maux,

Si S ne contient pas d'autre idéal a gauche que lui-méme, il est dit simple 2
gauche, On voit ce que signifient les mots simple a droite et simple,

S est compldtement simple :

1° - s'il est simple ;

2° - sitout idempotent non zéro de S est primitif ;

3° - si pour chaque a2 £§ il existe au moins une paire d'idempotents non
zéro e et f tels que ea = a = af,
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Voir Numakura,
Soit & un semi-groupe compact.
Poura < S, onpose A = ( a, a2, . .J) Alors la fermeture A de A contient
comme sous-ensemble quelque groupe commutatif fermé D,
S contient donc au moins un idempotent,
On montre de plus que A contient un seul idempotent, Soit ex cet idempotent,
Cn dit alors que a appartient 3 1'idempotent eq .

© a un unique idéal bilatére minimal K qui est completement simple et com-
pact. K est le noyau de S.

Si E est l'ensemble des idempotents de S, ona :

K = ﬂ Se7\S

ey, £E
A



e 7

Soient e, et e éléments quelconques de E', ensemble des idempotents
de K, aflors €4 Ke,, estun groupe.

K est l'union des groupes ey k e‘f" . Deux tels groupes sont disjoints ou
confondus et i:cranorphes 1'un a 1'autre,

& est l'ensemble des idempotents de S. Si S2 = S, alorsSES = S

- Théoreme de WALLACE,

Voir Wallace,

S est un semi-groupe compact completement simple,

S est izomorphe a l'espace produit T x X x Y.
ou T est un groupe topologique compact et X et Y sont des espaces compacts.
La multiplication dans T x X x Y est définie par la relation :

(t, X, Y) (t" x!, Y') = B (P(x: Y') t', x', 3-']

ou ? est une fonction contiz-e de X xY dans T3 la réciproque est vraie,

On ne considere dans la suite que des semi-groupes S compacts ou
localement compacts séparables, La ¢- algebre sur de tels semi-groupes
sera lac‘-algébre‘a% des boréliens, c'est-a-dire la ¢ -algebre engen drée
par les ensembles ouverts,

Les mesures de probabilités seront régulitres c'est-a-dire si E¢{B, alors :

P (E)
P (E)

inf (P (J): ouvert »E)

1

sup. (P (): Ccompact~E)

Il existe plusieurs définitions possibles du support : (P) de la mesure de
probabilité P,

En voici une : s (P) est défini comme l'ensemble des points dont tout voi -
sinage a une mesure positive, Le support est un ensemble fermé.

L (S’) est l'ensemble des fo .St,j,'o%réelles continues a support compact,
Pour une mesure de Borel % et pour f ¢ L. (S), on pose :

I(f) =js f (s) r=. (ds)

Alors I () est une fonctionnelle linéaire positive sur L (S). Réciproquement
3 une telle fonctionnelle I ( f) sur L. (S), il correspond une mesure de Borel
réguliere sur S telle que :

I (£) =( f(s) xa (ds)

A



On définit maintenant la convergence vague d'une suite (P ) de mesures de
probabilité 2 une mesure m,

P_ vaguement. . siet seulement si :Vf e L (S) fS f e (S»js fdm (9

La convergence faible est définie de fagon analogue en utilisant les fonctions
bornées et continues.

Pn——a» Q faiblement si et seulament si Pn——é (¢ vaguement et si Q (s) =
Les deux concepts coincident dans le cas compact.

On peut définir une topologie faible sur l'ensemble df(S) des mesures de pro-
babilité sur S, qui sont régulieres.

Appelons C_ (S) l'ensemble des fonctions réelles continues et bornées sur S
et C ‘E (S) l'ensemble des fonctions réelles,bornées, continues et positives
sur S.

On prend pour base de voisinage a P, les ensembles

vV (P, f,&) = (P! g’P (s) : 'ff dp! ffdPl(E) ou fg C ; (s")

et E)o quelconque et ou 1l'on fait varier f etg

V - Définition de la convolution.

On donne deux définitions équivalentes de la convolution pour des semi-
groupes S compacts ou localement compacts séparables, Voir Stromberg.

a) Soit f¢L. (S). On a :
(f)=[s /S f(st) P (ds) Q (dt)

/o R (f) fonctionnelle linéaire sur 7(S), il correspond une mesure
de probabilité réguliere telle que :
R (f) =/gf(s)R(ds)

On appelle R la convolution Px~(Q de P et de Q.
b) On définit :
VBeP () Pxo(B) = R (B) ff I (st) P (ds) O (dt)

Le support de la convolution P o Q est la fermeture du produit des sup-
ports P et Q respectivement, s (PxQ ) = s (P). s (Q)

Soit S un semi-groupe localement compact séparable.ﬂj(S), muni de la
convolution est alors un semi-groupe topologique, dans la topologie faible,
Voir Kallianpur,.

Scit S, un semi-groupe compact. Alors gD(S), muni de la convolution,
est un semigroupe compact, dans la topologie faible,



On peyt alors essayer de caractériser des é 1 éments algébriques particuliers
dansﬂs(S). Voir Kloss.

Si 8 est commutatif, ﬂD(S) I'est aussi,

Une mesure de probabilité P est idempotente si P-X-P = P, C'est
un idempotent dans le semi-groupe d” (S)

S est maintenant un semi-groupe compact.

Théoreme,

Soit P gﬂa(S) avec P? = P. Alors s (P) est un sous semi-groupe
completement simple de S,

Démonstration,

Posons s (P) = H

Ona s(P). s (P) = s (P). Donc H est un sous semi-groupe, il est
compact, car le support est un ensemble fermé, Soit K son noyau, on dé-
montre que K = H, Comme K est un sous semi-groupe completement simple,
H est alors complétement simple.

On va dérontrer que H = K

a) Soit f £ L (H)
Soit g (y) =ff (xy) d P (x)

Alors g (y)gL (H) et g (y) atteint sa valeur maximum 3 un point h g H.

Alors :
g (h) =f;1f (xh) dP (x) =fH£f (xy h) 4 P (x) 4P (y) =[g (yh)d P (y)

Dlov g () =g (yh) YyeH
Comme K h ¢ K, il y a des points pour lesquels g (y) atteint son maximum
qui sont contenus dans K,

b) Si H#:K, H - K est non vide. Dans H - K, il existe au moins un idem-
potent, 2
Si non, E étant l'ensemble des idempotents de H comme H = H, ona:

HEH = H

SiEcK, alors HE H = H <K, ce qui est contraire 2 1'hypothese, donc
H - K contient au moins un idempotent e.



c) Soit fo £ Lt (H), telle que f (e) = 1 et quef o soit nulle sur K. Soit g, (y).
Soit k ¢ K tel que g, (y) atteint son maximum en h,

On a alors :

g (h) =ffo(xh)dP(x) =0
car fo est nulle Fur K, qui est un idéal de H.

D'autre part, g, (e) > 0.

En effet, soit V (e) un voisinage de e, tel que £ (xe) f (e) €
pour x £ V (e), il en existe car la multiplication et fo sont continues. V (e)
a une mesure positive. On a alors ;

g () =]f0 (xe) dP @Y/ ) % (xe)dP(x);E; (e)ﬂp[\z(ﬂj

Or, la valeur maximum de g, est 0. Donc on aboutit 3 une contradiction,
H = K

Une mesure P est invariante a droite sur un semi-groupe S compact si:

V‘ fe L (S) g (y) = ff (xy) d P (x) est constante sur S.

Théordme : Soit S un semi-groupe compact et P un idempotent de (S). Nous
supposons que s (P) est un sous semi-groupe simple & gauche. Alors P est une
mesure invariante & droite sur s (P).

Théoreme : Soit S un semi-groupe compact, et T un sous semi-groupe de

S simple 2 gauche avec un nombre fini d'idempotents, Soit (S) tel que
a) s (P) C T,

b) La mesure P est invapjante sur quel que groupe composant de s (P). Alors
P est un idempotent de < (S).

Théoreme : Soit S un semi-groupe compact avec un idempotent unique. Pour que
P ¢ 7J°(S) soit un idempotent, il est nécéssaire et suffisant que s (P) soit un
groupe, et que P soit la mesure invariante de Haar sur lui. '

Théoreme : Soit S un seri-groupe compact commutatif. Pour que P gi] (s)
soit idempotent il est nécessaire et suffisant que = (P) soit un groupe, et que
P soit 1a mesure de Haar unvariante sur lui.

Théoreme :

Soit S un semi-groupe compact commutatif,



Alors il existe j7 unique g_ﬂ?(S) tel que j7% P =)‘f)V‘P E,ﬂla(S) JCest la
mesure invariante sur 1'idéal minimal So < S.

2. Existence d'une unité.
- Théoreme,.
a une unité si et seulement

Soit S un semi-groupe compact {QS)
v

S a une unité e. Dans ce cas 1'unité de{“ (s ) est la masselau point e,

si

Les théorémes concernant les mesures idempotentes, l'existence de
zéro et d'unité sont dus a Kloss.

Kloss classe aussi les mesures de probabilité dans le cas ou S est
un semi-groupe compact commutatif.

S est un semi-groupe compact.s (P), P £ f(s), i*1dempotente, est un

e

semi-groupe completement simple compact. Alors on a d'apres le théoreéme
de décomposition de Wallace :

s(P) = TxXxY
On démontre que :
P :"Exngn

ol T est la mesure de Haar sur T,g et ./)7 sont des mesures de pro-
babilités régulieres sur X et Y,

Réciproquement toute mesure de probabilité de cette forme est une
mesure idempotente sur le semi-groupe compléetement simple T x X x Y et
l'admettant comme support., Voir Heble - Rosenblatt et Pym.

VII - Théoremes limites,

Soit S un semi-groupe localement compact séparable au compact,

- Théoreme,

}/'; —'> ‘,?
Pour P g J (g), il existe P! ng (S) tel que P = 1lim P'0 comme
n aoé si et seulement si P est un idempotent,

On a, en effet :

P = lim P'2n= lim P'n PP - PyP

L'inverse est évident.



S est maintenant un semi-groupe compact :

Pour qu'il existe une distribution limite de P91, n‘.ewoufgﬂb(c)

appartient 2 1l'idempotent Ep’ il est nécessaire et suffisant que P;* E = Ep.

Soit P g4f/ (S)
U\:-»(P)j N est un semi-groupe fermé donc compact, on l'appelle le semi-grou-
pe engendré par le support de P. Voir Rosenblatt,

Soit P ¢ J (S). Si P' est limite d'une suite partielle de (P%)
alors s (P ) est le noyau du semi-groupe engendré par le support de s (P')
- Théoreme,

—— e e —— p

0
Soit Pz ¢ (€ ); S semi-groupe compact,

converge vers unelimiteyg .

On aJ(?=JT et PyjL=JC#P =JT -
“eir Rosenblatt.

- Démonstration,
a) fglL (S), espace des fonctions continues surS.

SoitETf] (x) = J (xy) dP(y)

Alors comme la famille de fonctions f_ (x) = f (xy) est équicontinue en x,
EI‘ f (x) est une fonction continue.

On a E‘n fj (x) = ff (xy) a>% (y)

La suite [T 7 (x) ) est une famille équicontinue de fonctions, puis-
que la famille f (x) Test.

n . -
b) D'ou sil'on pose FTn - I ; f TJ,(T"f) (x) estune famille
n ]j= 1
équicontinue de fonctions et (T f ) est fortement compact sequent1e11ement
Comme “T“ =1 et T® f—» 0, d'apres un théoreme ergodique T & T

hamr

fortement avec T T =T T = T2 =T T possede la positiviité.

c) Dlou
'To f (x) d P (x) ﬁ (%) dTC (x), la premiere irn“ézyrale est en effet

uné fonctionnelle linéaire positive sur 7. (S).



'T"'n f@aP () T f (x) dP (x) % (x) dFT(x)

__f (x) d{g pd (x) —) (x)  aygx)

D'ou :
I

— 2 PL]%.TCfanlement

n }lj=1

- Théoreme,.

i

Soit £ un semi-groupe compact aveck § = k ou[Sk = k] pour tout k £ K,
noyau de S. Si le semi-groupe engendré par le support de 2 £ gD(S) alors

lim P? = >
n oo
kS - n 3
ot 2" = 1im _L >) et 5 ' a K comme support.
- g : PP

Les mesures de probabilités idempotentes sur les sermi-groupes com-
pacts ont donc comme support des semi-groupes completement simples et d'autr.
part, si 2 6Ja ), semi-groupe des mesures de S semi-groupe compact,
alors

n
— Z" P “ﬁt’ mesure idempotente,

I1 mourrait €tre intéressant d'introduire une analyse harmonique sur
les semi-groupes compacts, ce qui permettrait de préciser les théoremes
limites. On pourrait aussi essayer de classer les mesures de probabilité:
sur un semi-groupe compact non commutatif, d'étudier les semi-groupes a
idempotent unique OY les semi-groupes avec zéro.

Stéfan SCHWARZ a démontré l'existence de mesures invariantes sur

ertain,. .erui-groupes compacts, i} a étudié d'autre part, pour des semi-groupes

compacts non commutatifs, les mesures idempotentes, les mesures idempo-
tentes primitives et les groupes maximaux dans l'espace des mesures (un
groupe maximal étant 1'émément maximal dans l'ensemble des groupes con-
tenant un idempotent).

~ Stefan SCHWARZ a aussi étudié les mesures de probabilité sur les
semi-groupes finis,



10.

Soit & un semi-groupe compact 2 élément unité, P Eé]: ( s) sera
dite indéfiniment divisible si ;

VL,EPn ¢ iP(S)telleque:
1°) P = P
n

2°) P -—9(,(: faiblement ol (/: est la mesure de probabilité consistant
de la masse unité au point e,

On a défini des processus stochastiques homogenes sur les semi-grou-
pes compacts. Un processus stochastique homogene sur un semi-groupe
compact S est une famille de mesures de probabilité (Pt , O é t <_°a)
sur S telle que

P P, = Pt+t, , O\<t, t'<o<)

Si S a un élément unité, on dit que le processus homogeéne est con-
tinu en prohabilité si

Pt.?{faiblement, quand t & O, avec Je comme plus haut.

Si S a un élément unité, on dit que le processus homogéne est du
type discontinu si :

P, (¢)—>»! comme t-30
GRENANbER donne des résultats concernant les processus stochastiques
homogenes ;pour prouver ces résultats, il utilise l'opérateur de probabilité
T, £ (s) = 1 f (su) Pt(du.)oﬁ feL (5)

Il peut @ingi introduire la théorie des semi-groupes d'opérateurs.

HEWITT et ZUCXERMANN définissent une analyse de FOURIER sur des
semi-groupes finis S possédant la propriété suivante :
Ky : -V m +1
‘_lj n entier, telque: ¥V x & S x = x
Soit S un semi-groupe fini du type précédent, n est le nombre de ses
éléments., P est une distribution de probabilité sur S, p,  est la probabilité de s
Un semi-caracteére de S est une fonctiong a ﬁleurs complexes
sur S telle que, si s et t sont des éléments de S, ¢ (ts) = grt) F(s).
SoitZ l'ensemble de tous les semi-caracteresr .
La transformée de Fourier P () de P est la fonction surz dé-

finie par la relation : p

A - =
P = s) = s
(g~) a(s) v%‘:l Py g (s )
HEWITT et ZUCKERMANN donnent des résultats concernant cette
analyse harmonique. GRENANDER donne des exemples de semi-groupes
stochastiques.
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