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EXISTENCE DE 1-FORMES FERMEES NON SINGULIERES
DANS UNE CLASSE DE COHOMOLOGIE DE DE RHAM

par Frangors LATOUR

Soit M une variété différentiable compacte connexe sans bord. On considére le
probléme suivant : étant donné une l-forme fermée «, sur M, existe-t-il une fonction
g:M — R telle que « = «y + dg ne s’annule pas, ou encore étant donné une classe
de cohomologie de de Rham # € HY(M, R), existe-t-il dans la classe # une 1-forme fermée
non singuliére ?

Lorsque # est rationnelle (I'image #(n; M) est infinie cyclique o on considére u
comme un morphisme =; M — R), un probléme équivalent est de savoir si une appli-
cation p : M — S! est homotope & une fibration. Ce cas a été traité, 4 la fin des années 60,
par Browder-Levine, Farrell, Siebenmann [1, 3, 4, 13]. Leur méthode est de chercher
a modifier p de sorte que si on découpe M le long d’un p~'(0) régulier, on obtienne
un s-cobordisme. Dans le cas général, les feuilles du feuilletage singulier défini par une
1-forme de Morse dans la classe de cohomologie considérée ont tendance a étre denses
et la méthode précédente ne s’applique pas.

Nous attaquons le probléme directement en essayant d’éliminer les points cri-
tiques d’une l-forme de Morse. La philosophie est que la démonstration fonctionnelle
du théoréme du k- ou s-cobordisme [2, 7] ne fait intervenir que des déformations dans
des boules et que, sur une boule, on ne voit pas de différence entre une fonction et une
l-forme fermée; seuls les invariants globaux différent.

On considére les espaces des chemins « allant du point base a l'infini »

My = {1110, 0 >M]|y(0) = x

¢
et fy*oc-———>:too ol « est dans la classe u}
0 >+ o0

munis d’une topologie plus fine que la topologie compacte ouverte qui donne un contréle
a Pinfini. Si « est sans point critique, on voit que pousser le long d’un champ de gradient
pour o« donne la contractibilit¢é de #, et de #_,. Posons A = Z[r; M] et
soitA,, ={2mg,|g en M et u(g,) >+ o} le complété de Novikov de A [9, 10];
Pélément + go + 25, 7, g de A,, ol u(g,) > u(gy) pour &> 1, est une unité de A,
appelée triviale; on note Wh(w; M, ) le quotient de K; A, par les unités triviales. On
pose, pour K, une Cl-triangulation de M, H,(M; ) = H,(A,®, C.(K)) quon appelle
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homologie de Novikov. Si .#, est contractile, alors I’homologie de Novikov est nulle
et on a une torsion de Whitehead-Franz-Reidemeister (M, u) € Wh(x; M, u).

Théoréme 1. — Si dim M > 6, une condition nécessaire et suffisante pour que la classe de
cohomologie u € HY(M, R) contienne une 1-forme fermée non singuliére est que M, et M _, soient
contractiles et que ©(M, u) = 0.

Remarquons que si dim M > 6, la condition .#, et 4 _, contractiles et (M, «) = 0
est alors une condition ouverte en #; en fait on montre que la condition .#, contractile
(resp. #, contractile et ©(M, ) = 0) est une condition ouverte en # sans hypothése
de dimension.

Pour « de Morse et £ un champ de pseudo-gradient générique, ’espace des liaisons
entre points critiques est une variété non compacte en général. On construit une compac-

tification naturelle de la partie formée des liaisons ¢ de longueur < L (i.e. jn & a< L).

Il en résulte que si ¢ et d sont deux points critiques d’indices consécutifs, il n’y a qu’un
nombre fini de liaisons de ¢ 4 4 de longueur < L et qu’on a un coefficient d’incidence
entre ¢ et d dans ’anneau A,. Les points critiques de « engendrent donc un complexe
de A,modules libres C,(a, ). Ce complexe est indépendant iu choix de («, §) a équi-
valence simple prés et est simplement équivalent a A, ®, C,(K).

Le point fondamental qui rend possible la construction, malgré 'infinité de liai-
sons entre points critiques d’indices consécutifs, est que pour éliminer le point ¢ d’indice ¢
et le point d d’indice ¢ + 1, on a besoin d’une liaison ¢ de ¢ a d telle que la nappe des-
cendante de d arrive a ¢ le long de ¢ sans accident, mais d’autres liaisons entre un point
d’indice ¢ et d de longueur strictement supérieure a celle de ¢ n’ont pas d’importance.
On est donc amené a faire des ajouts de liaisons ou des suppressions de liaisons, mais
uniquement jusqu’a une longueur donnée.

Si m, #, =0, #, est contractile si et seulement si H,(M, u) = 0. Dans le cas
général, on regarde w: M — M, le revétement d’intégration de «, et f: M — R avec
n* @ = df; soit M, la composante de f~*([k, oo[) ol f est non bornée. On montre que
le systéme projectif { =, M, } ne dépend & pro-isomorphisme prés que de «: m, M — R;
on dit que  est stable si le systéme { 7, M, } est pro-isomorphe & un systéme constant
(c’est une condition algébrique sur u : par exemple lorsque u est rationnelle # et — u
sont stables si et seulement si le noyau de u est de présentation finie). On montre alors
que #, est contractile si et seulement si # est stable et H,(M, u) = 0. Vu la dualité
de Poincaré, le théoréme 1 devient

Théoréme 1'. — Si dim M > 6, une condition nécessaire et suffisante pour que u € HY(M, R)
contienne une 1-forme fermée non singuliére est que :

1)  u et — u soient stables,
2) H,M,u) =0,
3) t(M,u) =0.
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Citons enfin les travaux de A. V. Pazhitnov sur le nombre minimal de points
critiques d’une 1-forme fermée de Morse dans une classe de cohomologie [11] et sur la
réalisabilité d’un complexe donné comme complexe C,(«, ) [12]. Mais [12] n’étudie
que le cas d’une classe rationnelle et dans [11] est établi un résultat de densité & partir
du cas des classes rationnelles.

Voici un résumé par chapitre.

Chapitre 1. — On introduit et étudie les espaces des chemins « allant & infini »
pour un complexe fini X et z € H(X, R), cette généralité étant nécessaire au chapitre 5.
On introduit ’homologie de Novikov et on montre que la condition H,(X, #) = 0 est
une condition ouverte en u.

Chapitre 2. — Pour « de Morse et £ pseudo-gradient pour «, on introduit I’espace
des liaisons entre points critiques et on construit une compactification par multiliaisons
de P’espace des liaisons de longueur bornée ainsi qu’une compactification des variétés
stables et instables des points critiques arrétées & une longueur donnée. Génériquement,
ce sont des variétés a bord anguleux. La construction du complexe des points critiques
C.(, &) en découle immédiatement.

On montre que C,(«, &) et C, («, &;) sont simplement isomorphes par un avatar
de la méthode de Floer [5] : on ne fait méme pas varier le pseudo-gradient, il suffit
de construire une isotopie a-positive telle que les images des variétés instables pour &,
soient transverses aux variétés stables pour &;. Cela remplace une étude longue des
bifurcations homoclines dans une version antérieure qui avait ’avantage d’indiquer la
raison géométrique de diviser K;(A,) par les unités triviales. On montre enfin que C,(«, &)
est simplement équivalent & C,(K, u) = A,®, C,(K) en construisant un modeéle précis
de naissance, puis en utilisant une triangulation adaptée 4 une fonction de Morse sur M.

Chapitre 3. — On rappelle les déformations élémentaires d’une 1-forme de Morse
qui sont les mémes que dans le cas exact; puis les déformations élémentaires du champ
de pseudo-gradient : ajout de liaisons et suppression de liaisons entre points critiques
d’indices ¢ et ¢ + 1 avec ¢ > 3 (le cas ¢ = 2 présente une difficulté intrinséque qui
sera abordée au chapitre 5).

Chapitre 4. — On élimine d’abord les points critiques d’indice 0 et z sans hypothése
de dimension. Lorsque n > 5 et .#_, est connexe, on élimine les points d’indice 1 en
construisant, pour chaque point critique ¢ d’indice 1, un disque D? plongé dans M et «
cohomologue a « ayant les mémes points critiques que « tels que D2 " W (¢) ={m }, 9 D?
est transverse & Wi (¢) et o’ induit sur D? un feuilletage par cercles, puis en utilisant D?
on fait naitre une paire (d, ¢) de points critiques d’indice 2 et 3 telle que ¢ et d s’éliminent.

Pour n> 7 et #_, simplement connexe, on élimine les points d’indice 2 par la
méme méthode. L’élimination des autres points critiques suit alors la stratégie de démons-
tration du théoréme du s-cobordisme, d’ou le théoréme 1 si n> 7.

18
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Chapitre 5. — On considére ’application naturelle %: =, _, 4, (X) — H, (X, u).
Si .#,(X) est simplement connexe, on montre que % est un isomorphisme sur le premier
groupe non nul (ce n’est pas une conséquence du théoréme de Hurewicz). On introduit
la notion de (semi)-stabilité pour un morphisme #: G — R ou G est de présentation
finie et on montre que si  est stable, alors 4 : 7, #,(X) — Hy(X, #) est un isomorphisme
(il en résulte que .#,(X) est contractile si et seulement si # est stable et H,(X, #) = 0).
Pour la démonstration, on peut supposer que X est une variété M de grande dimension
et I’ingrédient essentiel est la notion d’équipement pour les points critiques d’indice 2
qui permet aussi de faire fonctionner le procédé de Whitney-Smale pour éliminer des
liaisons entre points critiques d’indice 2 et 3, ce qui achéve la démonstration du théoréme 1
si dim M = 6 (on peut bien sir utiliser cet argument pour éliminer les points critiques
d’indice 2 si dim M > 6).



Chapitre 1
CHEMINS ALLANT A L’INFINI

1.1. Notations. — Soient X un C. W. complexe fini dont le groupe fondamental
est identifié au groupe G, u: G — R un homomorphisme, = : X — X un revétement
universel de X, 7: X - R une application continue telle que pour tout ¥ e X et tout
2 €G, flg¥) = u(g) + f(F). La différence entre deux telles applications provient de la
base, donc est bornée; on peut construire une telle application en choisissant un arbre
maximal T dans le 1-squelette X! de X, en le relevant en T' C X1 et en imposant f{T) = 0,
FlgT) = u(g), puis en prolongeant sur les cellules (si X est simplicial, on peut choisir f
affine sur chaque simplexe).

Définition 1.2. — On note %,(X) le sous-ensemble de C°([0, o[, X) formé des
v : [0, o[ — X tels que si ¥ : [0, o[ — X est un relevé de y

F¥) —— + .

t>+ ©

On munit %,(X) d’une topologie plus fine que la topologie compacte ouverte :
on demande un contrdle a P'infini. Pour a, b € [0, o[ et U ouvert de X, on pose

W(a, b5 U) ={y € ¥,(X) |v([s,b])C U}
et pour a, A € [0, o[, on pose

W(g, A) ={ye¥€,X)|Vt>a f¥(t) —FF0) > A}

Ces ensembles forment une sous-base d’une topologie sur %,(X). Il est clair que I’en-
semble %,(X) est indépendant du choix de f ainsi que sa topologie.

On note ¢: €,(X) — X I’évaluation ¢(y) = y(0). L’application ¢ est une fibration
de Hurewicz; on note #,(X) la fibre de ¢, #,(X) ={y € %,(X) | y(0) = %, }.

1.3. Si u#+ 0, #,(X) est non vide; on choisit un point base y, € .#,(X).

Nous allons donner une autre description des groupes d’homotopie de #,(X).
On considére des applications continues ¢ : R¥ — X telles que ¢(4, 0, ..., 0) = vo(¢) et
£ 9(2) e + o0 o § est le relévement de ¢ avec $(0) = %,. Une homotopie est une
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application @ : R* x [0, 1] — X telle que ®(£, 0, ..., 0,5) = v,(¢) pour tout s € [0, 1],

et f ® (z, $) Tow + oo uniformément en s.
z|—>

On note = (X; «) ensemble des classes d’homotopie de telles applications.

SiT': (81, %) - (A,(X), y,) estune application continue (ou * = (1,0 ... 0)),
on considére ¢ : R* — X définie par ¢(z) = I'(0) (¢) si 2z =10 avec 6 eS*~ et > 0.
Vu la topologie de .#,(X), il est clair que cela donne une bijection de m,_ (A, (X), v,)
sur m,(X; ). Pour 2> 2, on munit «,(X; %) d’une structure de groupe grice a cette
bijection.

Proposition 1.4. — Il y a équivalence entre

1) A, (X) est contractile;

2) M, (X) est faiblement contractile;

3) e:%,(X) > X a une section;

4) ¢:%,(X) = X est une équivalence d’homotopie.

Démonstration. — L’implication 1 = 2 est évidente. 2 = 3 est la théorie de I’obstruc-
tion nulle. 4 => 3 car ¢ est une fibration : si ¢ poss¢de une section a2 homotopie prés, elle
posseéde une section. Si ¢ a une section 6, on va construire H: €,(X) X [0, 1] - %,(X)
tel que

H(y, 0) = (o.) (1
H(Y’ 1) =Y

et ¢e.H(y, s) = e(y) pour tout s € [0, 1]. Cela montrera a la fois 3 =4 et 3 = 1.
Nous considérons la section ¢ comme une application continue ® : X X [0, o[ - X,
D(x, t) = o(x) (¢).
On reléve ® en @ : X x [0, o[ > X avec B(%, 0) = %, donc B(g%, ¢) = g (%, £)
pour g €G, ¥'e X et t > 0; la fonction f ®(%, t) — f(%) est invariante par G et provient
d’une fonction continue ¢ :X X [0, o[ - R et pour chaque x, (%, ¢) ;=2 + . La

- 0

continuité de ¢ pour la topologie de %,(X) se traduit par la propriété suivante : si
$(x,,8) > A pour ¢> a, il existe un voisinage V(x;) CX tel que pour x € V(x,) et
t> o, §(x,£) > A. Donc ¢(x,8) —> + © uniformément sur X et ¢ est minorée par m
sur X X [0, oof. ‘

Pour y € %,(X), définissons :

. s
14 t<
(2) s1 1 —s

Ky ¢ § Lt s
Q(Y(l’——s)’ —l—s) A
et H(y; 1) (¢) = v(8);

donc H(y, s) (0) =+v(0) et H(y, 0) = o.e(y).

pour se[0, 1, H(y,s) () =




EXISTENCE DE 1-FORMES FERMEES NON SINGULIERES 141

Vérifions d’abord que H(y, s) € €,(X); c’est clair si s =1 et pour s<1 et
t>s/(1 —s),ona
s

FAE) (1) =7 7(0) = ¢(Y(1 > 5), t— 1 s) +f~?(1 ~ ) —77(0)

et le premier terme tend vers + co.
Vérifions la continuité de H:%,(X) X [0, 1] - %,(X); le seul ennui ne peut
venir que des contraintes a l'infini. Soit (v, s;) € H™! W(«, A).

1) Sis =1, cela signifie simplement que f ¥4(f) —f ¥4(0) > A pour tout f3> a.
Il existe un voisinage Q, de vy, dans %,(X) tel que :

VyeQ,  Viza o fY0) —FF0)>A
Comme vy, € %,(X), il existe 8 tel que

Ve 8, ST —ST0) > A—m
donc il existe un voisinage Q, de v, dans €,(X) tel que

VyeQ, VixB  FYO—-FY0)>A—m

Choisissons s, < 1 avec sy/(1 — s5,) > B; alors, si y €Qy N Q, et s € [s,, 1]

~N

Viza,  fH(y,s) (t) —F5(0)> A

2)  Si s; = 0, Phypothése est §(x,,¢) > A pour tout ¢> a, o0t x; = v,(0). Si «> 0,
on choisit «; €]0, «f tel que 'inégalité soit vraie pour tout ¢ > «,. D’aprés les propriétés
de ¢, il existe un voisinage ouvert V, de x, tel que pour x € Vj et £ > o,, $(x,2) > A.

Soit V; un voisinage compact de ¥, contenu dans Vy; on a infy , o o ¢ = A;> A.
Soit U un voisinage ouvert connexe de x, trivialisant pour le revétement, assez petit

pour que | A7) —A(F)| < A 2_ A pour tout e U, la composante de n~! U conte-
nant ;.

Choisissons s, > 0 assez petit pour que s,/(1 — 85) < a0 — &y, $/(1 — 85) < oy,
et que v4([0, 55/(1 — s5)]) CU Nint V; et soit Q un voisinage de vy, dans %,(X) tel
que, si y €Q, on ait

y([O i ])CUnintVl.

b
1'—32

Alors, si yeQ, se[0,s,] et > a, on a t—s/(l —s)>a;,>0 et

JHs) ) = F5(0) = ¢(Y(_‘_),t_ : )

1 —s
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Le premier terme est > A, et le second > A — A;. Si « = 0, donc A< 0, on prend
a; = «; mais dans le choix de U, on impose l'inégalité
A, —A —A
2 7 2

|f(5) —fm)| < min(

3) Si s €]0,1[, la démonstration est analogue aux précédentes et est laissée en
exercice.

Corollaire 1.5. — Soit M une variété différentiable compacte connexe et soit u : ©y M — R.
8°il existe une 1-forme fermée o sans singularité dans la classe u, alors M, (M) et M_ (M) sont
contractiles.

Démonstration. — Soient § un champ de vecteurs sur M tel que
VxeM, (o, E,>=1
et @, le groupe 4 un paramétre de difféomorphismes de M associé. Si f:M >R est

une primitive de ©* «, on af ¢,(¥ ) — f(¥ ) =t et ¢, donne une section pour e, : €,(M) M
et pour e_:¥%_,(M) - M.

1.6. Notation. — On note A = Z[G] I’anneau du groupe G; si A € A, A+ 0, on
note

v(A) = inf{u(g) | g apparait avec un coefficient non nul dans A }

et v(0) = oo.

o(A + ') = min (s(n), o(2"))
s(A ) = o(h) + v(N)

de sorte que | A |, = ¢~ "™ est une norme ultramétrique avec | A\ |, < | A ]y [ A |-

On note A, le complété de A pour | |, et on désigne encore par | |, le prolongement
de la norme sur A,.

L’anneau A, est formé des séries formelles 2 n, g, avec u(g;) # + oo. Si

A=xg+ X mgeAl,

u(g;) > ulgo)
A est une unité de A,. En effet, il suffit de le vérifier pour

A=14+ 2 mg=1+peA;

ulg)) >0

alors | ], <1 et la série 2(— 1)* u* converge dans A,. Ces unités sont appelées unités
triviales dz A,; Wh(G; u) est le quotient de K,(A,) par ces unités triviales.
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Lemme 1.7. — Soit R une matrice carrée d’ordre n sur anneau A, tel que u(R) >0

(Cest-d-dire | 1;; |, < 1 pour tous i et j), alors la matrice I + R est inversible et sa classe dans
Wh(G; u) est nulle.

Preuve. — L’élément 1 + r,; est une unité de A,, donc par manipulation des
lignes, I 4+ R est équivalente 2 I + R’, avec 4(R’) >0 et r;, =0 pour j=2,...,n,
d’oil finalement & une matrice diagonale avec des unités triviales sur la diagonale.

1.8. Notations. — On dit qu’un isomorphisme entre deux A,-modules libres de
type fini basés est un isomorphisme simple si la classe de sa matrice dans Wh(G; u)
est nulle.

On a alors une notion d’isomorphisme simple entre deux complexes finis de
A,-modules libres basés [6], une notion de torsion d’une équivalence d’homotopie entre
deux tels complexes et une notion d’équivalence simple entre deux tels complexes [6].

1.9. Notations. — On écrit C,(X;u) =A,® C.X), ot C,(X) est le complexe
des chaines cellulaires du revétement universel de X; C,(X; #) est un complexe fini
de A,-modules libres basés. L’homologie du complexe C,(X; u) est appelée homologie
de Novikov de (X; u) et est notée H,(X; u).

Proposition 1.10. — Si A, (X) est contractile, I’homologie de Novikov H,(X; u) est triviale.

Preyve. — 11 est clair que le type d’homotopie de .#,(X) ne dépend que du type
d’homotopie de X (respectant I’identification m; X ~ G); de méme pour H,(X; z). On
peut donc supposer que les applications d’attache des p-cellules ¢? de X, ¢,: S? 7! — X?~!
sont transverses aux centres des (p — 1)-cellules de X.

Si.#,(X) est contractile, on construit comme en 1.4, en grimpant sur les squelettes
de X, ®: X x [0, o] — X avec ®(X? x [0, o) C X?T1, et si y%: D? — X? est ’appli-
cation caractéristique de la cellule 2, ® o (x% X I): D? x [0, o] - X? X [0, o[ - X?*?
transverse aux centres des (p + 1)-cellules. Une fois choisis des relevés des cellules, on
a un coefficient d’incidence [£7, 22+, €A, avec [, 8¢ ']y = 2im g ou n; compte
algébriquement le nombre de points de

@0 (%2 x I))~" (centre de g2 ).
Posant ﬁp(?ap) = Z[~ap: ?ﬁp+l ¢?Bﬂ+1: on a
dH, =H, ,d+ (— )" Id: C,(X; u) - C,(X; ).

En effet, si W est D? x [0, oo[ privé de la réunion de petites boules ouvertes autour
des contre-images des centres des (p + 1)-cellules, @ o (%2 X I) IW est homotope
relD? x 0 U S?~! x [0,0[ & ¢: W —X? transverse aux centres des p-cellules, et
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pour tout £, ( f $)~(]— oo, t]) est compact. La restriction de ¢ 4 3(D? X [0, o[) donne
H,_,d(??) + (— 1)+ 27 etlarestriction & 'autre partie du bord de W donne — dH, (27).

Si on pose H, = (— 1)**'H,, on a alors dH, + H,_,d =1, donc C,(X;u)
est contractile.

1.11. Notation. — Lorsque H,(X; ) = 0, on note (X; u) € Wh(G; «) la torsion
du complexe acyclique C,(X; u).

1.12. Dans la fin de ce chapitre, on veut montrer que les conditions H,(X; u) = 0
ou C,(X; #) simplement équivalent & 0 sont des conditions ouvertes en

u € Hom (G, R) = HY(X, R).

Jusqu’en 1.15, G = Z*; A est alors commutatif intégre noethérien. Soit S C A la partie
multiplicativement stable formée des + g, + 7, gy + ... + n, g, avecu(g) > u(g,) (1> 1);
S est exactement ’ensemble des éléments de A inversibles dans A, car les unités de A
sont juste les + g et on a des inclusions ACS ' ACA,.

Lemme 1.18. — Soit F un A-module de type fini. Si F ®, A, = 0, alors

S'F=F® S 'A=0.

Démonstration. — Soit I C A Pannulateur de F. Si I'idéal IA, engendré par I
dans A, n’est pas tout, soit m C A, un idéal maximal avec IA,C m; posons #Z = A Nm,
c’est un idéal premier de A contenant I. Localisons en &; F; = F®, A, est non nul
car si fi, ...,f; est un systtme générateur de F et si F, = 0, il existerait 5, e A — P
avec 5; f; = 0 et alors s =, ... 5, e ICP. Soit & le corps résiduel A,/Z#A,; d’aprés
Nakayama F,/2F, = F ®, k est un k-espace vectoriel de dimension > 1. Soit K = A, /mA,,
extension de %; le produit tensoriel (F ®, k) ®, K est non nul, mais c’est aussi
(F®, A,) ®,, K, donc F®, A, + 0. Donc, si F® A, =0 et si a;,...,a,€A est un
systtme générateur de I, il existe A;, ..., A, €A, avec

7\1111-{— .o +)\rar: 1;
en tronquant assez loin A, =y, + v, (4; €A), on a

Zuag=1—2Zva=1+ X ng,.

u(g;) >0
Comme Xy, g, € A, c’est que les n; sont nuls & partir d’un certain rang et Xy, ¢, €S,

donc INS+ P et ST'F=0.

Proposition 1.14. — Soit G, L C,_,—~...C it G, un complexe de A-modules libres
de type fini. Si C,® A, est acyclique, alors G, ® S™' A est déja acyclique.
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Démonstration. — Comme A est noethérien, Z, = ker d, est de type fini ainsi que
B,=Imd,, , et H =Z/B,.

Montrons par récurrence sur % 1’énoncé :

E,:S™'H; =0 pour j< ket ST'B,~ S !'Z, est projectif sur S™' A pour j < k.

Comme I’homologie de C,® S™' A est le localisé de I’homologie de C,, E,
démontre la proposition.
Si K est un A-module, on pose K* = K®, A, = (S7'K) ®¢_1, A,. Pour 2 =1,

on a la suite exacte G, 4 C, > H, -0, donc la suite C} 4 C; — Hi — 0 est exacte.
Par conséquent, H} est égal a Hy(C?), qui est nul par hypothése; d’aprés 1.13,S7* H, =0
et ST!By=S"1Z,=S"'C,.

Supposons E,; comme S™' A est plat, la suite exacte 0 -Z, - C, - B,_, -0
donne la suite exacte 0 ->S7'Z, -S7'C, >S5S 'B,_, >0 qui est scindée puisque
S™!B,_, est projectif, donc S™!Z, est projectif et en tensorisant par A, on a la suite
exacte 0 >Z; - C; > B;_, >0 et Dégalit¢é By , =7Z;_ ,. On a le diagramme
commutatif

G 1 0
e
0 —Zt —C — Z¢ , — 0
! N
H; Gi—1
J
0

La suite verticale de gauche est exacte car C,,, - Z, > H, — 0 est exacte. On a
donc H = H,(C") qui est nul par hypothése; d’aprés 1.13, S"'H, =0etS™'B, =S8"'Z,
qui est projectif.

1.15. Revenons a la situation générale. On note I' I’abélianisé de G divisé par
sa torsion; le morphisme I' — R induit par # : G — R sera encore appelé « et ’on notera
AS et AL les complétés de Z[G] = A® et Z[T'] = A" respectivement et mw: AS — Al la
surjection canonique.

On fixe une norme sur I' ® R, on note AT, le sous-anneau de Al formédes A = Zin; v,
avec u(y;) — + oo tels qu’il existe 3, > 0, ¢, avec, pour tout ¢,

u(v) = | v || + &

Sih =14 Z,,y>0n v, est dans Ay, on peut prendre ¢, = 0 et il est clair que 'inverse
de A est dans AL, et que ST'ATC AL C AL
19
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On note AY, le sous-anneau de A%, image réciproque par = de AL,. On a clairement
un carré cartésien

A8, L5 AT

o

G s AT
Au Au
ou les fleches horizontales sont surjectives et les fleches verticales sont injectives.

Proposition1.16. — Soit G, un complexe fini de AS-modules libres de type fini basés. Si AS ® C,
est acyclique, A8 ® C, est acyclique. St AS® C, est simplement équivalent & zéro, AS,® G, Pest aussi.

Démonstration. — Si AS ® C, est acyclique, comme C, est libre, il existe une contrac-
tion pour AS ® C, et, par extension des scalaires, AL ® C, est contractile, donc d’aprés 1. 14,
STYAT®Q,) est acyclique donc contractile et AL, ® C, lest aussi.
Soit x un cycle de A ®C,. Il existe y e AS®C, ., et zeAL,®C, ., avec
i(x) = dy et j(x) = dz. Il existe te AL®C, ., tel que z — y, élément de AL®C, .,
soit égal a d. Choisissons t € A ® G, ,, au-dessus de ¢ et posons
Y =y+dveAi®C,  ;

7

' et z ont méme image dans AL ® G, , et il existe donc x" e AS,® C, ,, avec i’ =y
et jx' = 2. Or i(x — dx') = dy — d(y + dv) = 0 et x = dx’. On construit un opérateur
d’homotopie n pour A%, ® C, avec n2 = 0 et d + v, allant de la somme des termes pairs
vers la somme des termes impairs, représente la torsion de A%, ® G, [6]. Si la torsion
de AS® C, est nulle et si A € Gl(n, AS,) est la matrice de d + v, alors aprés stabilisation
(on ne change pas de notations) il existe des A, € A%, des u; € A%, une matrice diagonale A
a coefficients dans AS avec u(A) >0 et g;, ..., 8, €G tels que

TE@) ATIE(w,) = D(I + A),

ou D = diag (+ g1, - - .5 £ &)-
En tronquant les 2; et les yu; assez loin, il existe A, € A%, p; € A% avec

ITE(X) ATIE@,) = DI + R),

ou u#(R) > 0, et d’aprés I’égalité R est a coefficients dans A%,. Comme en 1.7, I 4+ R
donne donc 0 dans le quotient de K, (AZ) par les unités évidentes, et il en est de méme de A.

Proposition 1.17. — L’ensemble des u € HY(X, R) pour lesquels C,(X; u) est acyclique
(resp. G, (X; u) est simplement équivalent @ 0) est un ouvert de HY(X, R).

Démonstration. — Si G,(X;u) est simplement équivalent & 0, alors A% ® C,(X)
Iest aussi. Considérons le nombre fini d’éléments de A$, figurant dans la contraction 7
et la matrice R de 1.18. Il est clair que si «’ est assez proche de #, alors tous ces éléments
sont dans A et assurent la simple équivalence a 0 de C,(X; «’).



Chapitre 2

COMPLEXE DES POINTS CRITIQUES

Soit M une variété différentiable compacte sans bord de dimension 7 et soit «
une l-forme de Morse sur M.

2.1. Cartes de Morse

Sur R” muni de sa structure euclidienne standard (la norme est notée | |), on
considére le sous-espace V_ engendré par les £ premiers vecteurs de la base canonique
et le sous-espace V. engendré par les » — & derniers. On note Q:R*"=V_®V_ >R
la forme quadratique Q(x) = — |x_|>+ |%,|% od x =x_+ x,. Pour €>0 et
7 > 0, on pose

Ule,n) ={xeR"| —e<Qx)<e et |x_ |2 |<Vne+n}
0, U={xeU|Q(x) =¢ et |x_|<47},
0_U={xeU|Qx)=—=c et |x.|<+7}

U ={xeoU||x_|lx, |<Vnle+n}

L’ensemble 9, U est formé de trajectoires du champ de vecteurs grad Q) et

U=2,Uua_UuaU;

¢ est la taille de U et v son épaisseur. Si ¢ est un point critique d’indice % de «, on sait
qu’il existe un plongement % : U(e, ) — M avec k(0) = ¢ et & a = dQ |y; & sappelle
carte de Morse pour le point critique ¢ et Q(¢) = A(U), voisinage de Morse de c.

Définition 2.2. — On dit qu’un champ de vecteurs & sur M est de pseudo-gradient
pour « si

1)  pour chaque point critique ¢ de «, il existe une carte de Morse /& telle que

Elaw = A (grad Q);
2) pour tout x e M — Crit e, { «,, &, >> 0.

On fixe les cartes de Morse, on suppose que les voisinages de Morse sont tous
disjoints de méme taille € et on note Q leur réunion.
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Remarque 1. — Un champ de pseudo-gradient pour « apparait alors comme une

section d’un fibré sur M — Q & fibres convexes dont la restriction a 9Q est imposée,
d’ou D’existence de pseudo-gradients.

Remarque 2. — Comme M est compacte, ’espace des champs de vecteurs sur M
avec la topologie C* est métrisable, le sous-espace des champs vérifiant 1) pour le
choix fait des cartes de Morse est fermé et le sous-espace des champs vérifiant en plus 2)
est ouvert dans le précédent et est donc de Baire.

2.3. Notations. — On note ¢, le groupe a2 un parameétre de difféomorphismes
de M associé au champ de pseudo-gradient £. Si ¢ est un point critique, on pose

Wik(e) = U nV_),
Wu

loc

(&) = h(U N V,),
oW () = h(0_ U n'V_) noté aussi S_(c),
oW (¢) = h(0, U NV,) noté aussi S, (c).

a

La variété stable de ¢, W*(¢c), est obtenue a partir de la réunion de Wj (c) et
de oW} (c) X R en identifiant (a,?) € S_(¢) X [0, o[ avec ¢,(a) € Wi (¢); W*(c) est
difféomorphe & R™ ou I(¢) est l'indice de ¢ et ¢°: W*(¢c) — M, définie par ¢!(c) = ¢
et ¢i(a, t) = ¢,(a), est une immersion injective; on a des définitions analogues pour la
variété instable W*(¢c) et ¢%: W*(¢c) — M.

Longueur d’un morceau de trajectoire de §. — Soit y : I - M un morceau de trajectoire
de &; on pose

Liy) = [ ¥ o
On a L(y) > 0 si y n’est pas constante.

On note W¥(¢, L) la partie de W*¥(¢c) formée des x tels que la longueur de la tra-
jectoire de ¢ a x, notée D (x), est < L. Posons

S*(e, L) ={xe€ Wu(c) | Dc(x) = L}

On note {¢*:S*%c, L) > M la restriction de ¢% a S%(¢, L); I'image ¢%(S*(c, L)) est
contenue dans une feuille du feuilletage singulier défini par «. On a des définitions ana-
logues pour W*(¢, L) et S°(c, L).

2.4. Espace des liaisons entre points critiques

Définition. — On appelle liaison entre le point critique ¢ et le point critique 4 toute
orbite non triviale de £ dont ’ensemble «-limite est ¢ et dont I’ensemble w-limite est d.
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On note Z(c,d) 'ensemble des liaisons de ¢ a4 d. Comme espace topologique,
Z(c,d) est par définition le quotient de

{(x) € (Wi(e) —{c}) x (W(d) —{d}) | e:(») = e3(1)}

par les translations. L’ensemble #(c,d) s’identifie au sous-espace de S, (c) X S_(d)
formé des (x, y) tels que la trajectoire de x passe par y.
SiteZ(c,d), on note {~ €S, (c) le premier point de sortie de Q(c) et £T € S_(d)
le dernier point d’entrée dans Q(d) (entre £~ et ™, l'orbite £ peut traverser Q(c) ou Q(d)).
On note #(c, d, A) la partie formée des ¢ € Z(c, d) de longueur < A et Z,(c, d)
la partie des ¢/ de longueur égale & A. Z,(¢, d) s’identifie donc a (¢%)~*(S_(d)), ou
4 :S%e, A —e) > M.

Lemme. — Soit x € M — Crit «; il y a équivalence entre
1) Dorbite de x est une liaison entre points critiques,
2)  la longueur de lorbite de x est finie.

Preuve. — L’implication 1) = 2) est évidente et 2) = 1) résulte de la compacité
de M car si y € @ — lim (x) et si_y est non critique, chaque passage dans une boite pour
¢ centrée en y donne la méme contribution > 0 a la longueur de 'orbite de x; de méme
chaque passage dans un voisinage de Morse Q(d) contribue pour 2& a la longueur de
P’orbite de x sauf si ’orbite est dans la variété stable de 4, et on a le méme raisonnement
pour I’ensemble «-limite.

2.5. Espace des multiliaisons entre points critiques

Définissons
L, d) = U L(do, dy) X L(dy, dy) X ... X L(d_,, &).
do,dy, ..., df € Crit & -
dog=c¢c,dg=d

Si A= (A2 ..., A), on pose L(A) = X¥_, L(3). Remarquons que si A est une
k-liaison, L(\) > 2ek. On pose
Pc,d, A) ={AreP(c,d)[LQA) < A},
2y, d) ={n e 2(c, d)[L(A) = A},
Topologie de Z(c,d). — Soient
A= (g s N) € P(c, d) o0 A € L(d,_,, d),
— U~ = (U7, ..., U;) ou Uy est un voisinage de A, dans 9, Q(d,_,),
— Ut = (U}, ..., U}) ou U est un voisinage de A" dans a_ Q(d;).
On dit que p = (g, ..., ) appartient & W(A, U™, U*) ¢’il existe
0=ip< i< ip< o..<ipy_,<ip=k
tels que, pour j< &, p; e L(d;_,d,), py eUr,,, , uf e US, et yu; passe par U et
U} pour 1 +i,_,<r< ;.



150 FRANGCOIS LATOUR

Les W(A, U™, U*) forment une base de voisinage. On munit Z(c, d) de la topo-
logie associée, qui est métrisable.

Proposition 2.6. — L'ensemble #(c, d, A) est compact.

Démonstration. — 1) Soit d’abord (£,) une suite de £(c, d, A). Quitte & prendre
une sous-suite, on peut supposer que £, —a €S_(c).

Soit y la trajectoire de & passant par ¢ pour ¢ = 0. Je dis que j

R
o ¢ , o
s’il existe ¢, avec f _°w y*a = A’"> A, alors, pour n assez grand, il existe ¢, proche de ¢,

Y a< A, car

avec f:"m Y, « = A’ ou y, est la trajectoire passant par £, pour { = 0; ceci contredit
L(¢,) < A. La trajectoire y meurt donc en un point critique d,.

Supposons d, # d. Soit ' €S_(d,) le dernier point d’entrée de y dans Q(d,); pour
n assez grand, vy, coupe d_ Q(d;) en un point &}, et en ressort car d, + 4 en un point a..
Quitte a prendre une sous-suite, on peut supposer a, — a' € 9, Q(d,) (en fait a' € S (d,)
car b, — b' €S_(d,)) et on regarde la trajectoire y' passant pour ¢ = 0 par a'; on a
alors, comme précédemment, L(y!) < A — L(y).

Sid, = d et §’il y a une infinité d’indices z avec b}, = ¢, alors une sous-suite de (£,
tend vers ’orbite de ¢ dans Z(c, d). Sinon, a partir d’un certain rang, ¢, traverse Q(d)
et en ressort en un point a, et on continue comme précédemment. Si

A= (A, .. N) €2(c, d, A),
on a k< Af2e, donc le processus précédent doit s’arréter et on trouve une limite dans
Z(c,d, A) a une sous-suite de /,.
2)  Soit A, une suite générale de Z(c, d, A). Comme il n’y a qu’un nombre fini de
points critiques, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer qu’il existe des points
critiques dy = ¢, dy, ..., d, =d avec k< Af2e tel que A, = (A, ..., M), on
N e P(d,_,,d); alors la partie 1) et le procédé diagonal donnent le résultat.

Définition 2.7. — Posons
Wid) = Wid) u (U W) x Z(c, d)).
[4

On appelle distance de d & (m, ) € W*(c) X ZL(c, d) la somme D,(m) + L(A) = D,(m, ).
On pose encore

W(d, A) = {x e W(d) | Dy(x) < A},

S*(d, A) = {x e W(d) | D,(x) = A},
el Wi (d, A) - M avec @i(x) = ¢i(m) si x = (m, A) e W*(c) X £(c,d), et 'on note
$2:S%d, A) - M la restriction de @ & S*(d, A).

Topologie de W*(d). — Soit (m, A) € W(¢) X ZL(c,¢1) X ... X L(¢,_,,d). Soit

U° un voisinage de m dans M et soit W(A, U™, U*) un voisinage de A dans Z(c; d)
comme en 2. 5. Soit (m’, p.) € W*(¢; ) X f(cﬁ, d)aveci; < k;jon pose A = (A 4i, - -5 Ny)
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et U™, U" sont les familles de voisinages que I’on pense. On dit que (m’, ) appartient
a W(m, 2, U°, U™, U") si m' € U°, la trajectoire allant de m’ a ¢, passe dans U; pour
J< iy et dans U} pourj<i,, et p e WA, U™, U").
Ces ensembles forment une base de voisinages d’une topologie métrisable sur W*(d).
On a des définitions analogues pour les variétés instables.

Proposition 2.8. — Les ensembles W*(d, A) et W*(c, A) sont compacts.

Démonstration. — Soit m, une suite de W*(¢, A) et soit a, € S (¢) le premier point
de sortie de Q(c) de la trajectoire vy, passant par m,. On peut supposer que @, —~a € S_(c)
et que D (m,) - D < A. Soit y la trajectoire passant par a. S’il existe #, avec

[ . .
J‘ ° ¥*a = D’> D, alors pour n assez grand il existe ¢, proche de #, avec
— ®

[" ¥ia=D">D,m,).

Soit s tel que f iw y* « = D et soit s, avec y,(s,) = m,; on a s, < ¢, et il est clair
que m, - m = y(s) € W¥c, A). Sinon fx v* « < D, donc y meurt en un point critique ¢, .
Si L(y) = D, il est clair que m, — ¢, dans M et que m, — (y, ¢;) dans W*(c).

Si L(y) > D — &, m, est dans un voisinage compact de W} (¢;), donc on peut
supposer que m, —m. Comme le point d’entrée de vy, dans Q(c,) tend vers le point
d’entrée de y qui est dans S_(¢;), m € Wy (¢;) et m, — (v, m) € L(c, ¢;) X Wi(ey).

Si L(y) < D — ¢, a partir d’un certain rang, y, ressort de Q(c;) en un point @
avant d’atteindre m,. On peut supposer que a), tend vers @', qui est forcément dans S (¢,).
Soit y! la trajectoire passant par «'. Si la longueur de y! est trop grande (> D — L(¥)),
on a fini, comme précédemment; sinon, y! meurt en un point ¢, et on recommence.
Le processus s’arréte et on a trouvé une limite (y, m) € Z(c, ¢,) X W¥(c,).

Le cas général se traite comme en 2.6.

2.9. On dit que le pseudo-gradient & est générique si pour tous points critiques ¢
et d, les applications % : W*(¢) - M et ¢ : W*(d) — M sont transverses.

Le théoréme de Kupka-Smale assure (les cartes de Morse étant fixées) que I’en-
semble des pseudo-gradients génériques est résiduel, donc dense.

Si I(c) > I(d) et £ est générique, Z(c,d) = L(c,d) = O; en effet Pintersection
de ¢% et de ¢j est alors une variété de dimension < 0, mais si Z(c, d) + O, cette inter-
section contient un point non critique et toute son orbite.

SiI(d) =1 + I(c) etsi & est générique, Z(c, d, A) est un ensemble fini. En effet,
siA= (A, ..., 7) €2(c,d), on doit avoir I(¢c) = I(dy) < ... < I(d,) = I(d) d’aprés
le résultat précédent, donc r = 1 et L(c,d) = L(c,d); L(c,d, A) est donc une variété
compacte de dimension 0.

Proposition 2.10. — Si & est générique, ¢%: W*(¢c, L) — M et ¢3: W*(d, L) — M sont
des plongements.
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Démonstration. — Dans le cas exact, le résultat est vrai sans hypothése sur £. Dans
le cas général, le résultat peut étre faux s’il y a des multiliaisons homoclines.

Nous savons que ¢ : W¥¢) — M est une immersion injective; nous allons vérifier
que ¢: W% L) > ¢(W%e, L)) CM est fermée. Soient F un sous-ensemble fermé
de W¥(c, L) et F son adhérence dans W¥(c, L) ; alors

F—FCW«e, L) — Wi, L) = U, 1 1 _o(Pr(c, d) x Wi(d, L)),

dOllC o(F — F)C Ul(d,>1(c, @s(W*(d, L)) puisque ZL(c,d) =0 si I(d)< I(c), donc
®(F —F) N o(W¥¢, L)) = O et ¢(F) = o(F) N o(W*c, L)), mais ¢(F) est compact.
Proposition 2.11. — Soit & un pseudo-gradient générique. _
1)  Lensemble £ ,(c, d) est une variété compacte & bord anguleux de dimension 1(d) — I(c) — 1;
au voisinage de N € L(c, ¢;) X ... X (¢, d)C P,(c,d), L,(c;d) est modelé sur
Lle,6) X ... X L6, d) X [0, oo[*.
2)  Pour L distinct des longueurs des multiliaisons partant de ¢, W¥(c, L) est une variété compacte
a bord anguleux dont Iarrondi est difféomorphe & D"~ ot *: W¥(c, L) — M est C*.
Au voisinage de (M, y) € 2 ,(c,d) X WHd, L. — A), W¥c, L) est modelée sur
Z,(c,d) X Wd, L. — A) x [0, o

et au voisinage de (M, y) € L,(c,d) X SYd, L — A), S*(c, L) est modelé sur

ZLule,d) x S*(d, L — A) x [0, of.
Six e P.(c, d), Wc, L) a des singularités coniques le long de Pr(c,d) x {d}.

On a un résultat analogue pour les variétés stables.
Avant de donner la démonstration, énongons un lemme qui décrit ce qui se passe
lorsqu’on pousse une variété par les trajectoires de £ et qu’on est prés d’un point critique.

Lemme 2.12. — Soit X une variété compacte & bord anguleux. Soit f: X — 0_ Q(d) une
application C* transverse & S_(d). On considére la partie Y, CX X Q(d) formée des couples (x, x')
o x" est sur Porbite de f(x) et o la longueur du segment d’orbite de f(x) @ %" est < a< 2e; Y, est
une sous-variété de X X Q(d)

— 51 0< a<e Y, est compacte et difféomorphe @ X X [0, a],
— ste<a< 2t st fTYS_(d) + 9, Y, n'est plus compacte et

va - Ya :f_l(s_(d)) X Wu<d> a— 8)}

— sia=c¢, Y, a une singularité conique en f~*(S_(d) X {d} (si I(d) * n),

— si e< a< 2, Y, a une structure naturelle de variété a bord anguleux avec une nouvelle aréte
le long de f=1(S_(d)) X OW*(d, a — <) et Parrondi de' Y, le long de cette aréte est diffdomorphe
a X x [0, a].
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Démonstration. — La situation pour a < e est claire. Grace a la carte de Morse,
nous supposons que M =R"*" =V_@V_ et Q = U(g, ) avec les notations 2.1.

Posons X, = f~!(S_); comme le probléme est ce qui se passe au voisinage de X,
on peut supposer, grace a I’hypothése de transversalité et quitte & réduire I’épaisseur 7
du voisinage, que X = X; X D (ou D est le disque de V__, |y |2< 7) et que ’applica-
tion f est donnée par

XgxD—->V_xV,

(%) > Ve + 2 g ),

ou | g(x, )| = 1. Quitte & réduire encore n, on peut supposer que g est en fait définie
sur Xy X V_ tout entier avec | g(x,)| = 1 pour tout (x,y) € X, X V. Considérons
les applications C*

b:V, x R >R définie par b(z5) = s V2 [e + (€ + 45| z [)*2] 12,
a:V, X R >V définie par a(z,s5) = b(z, ) z,
D: XXV, XR->X, XV, XV_xV,
définie par ®(x, z, 5) = (x, a(z, 5), sg(x, a(z, 5)), 2),
P:Xg XV, X R>X,; XV, xV_xV,
définie par W(x,3,8) = (%, * Ve + [y F g(x,0), &),
0:V, x R—>V, x]0, o[ définie par p(y, t) = (& y, e~ Ve + [y

L’application p est un difféomorphisme d’inverse

o(59) = (a(a,5), — 5 Log(b(, )

0
L’application ® est une immersion car P (sg(z, a(z, 5))) + 0 puisque le produit scalaire
s

de ce vecteur avec g(z,a(z,s)) est égal a 1. Soient Z = P(X, X V_ X [0, o) et
n:Xe XV, X V_ XV, —>X, XV, X [0, cof Papplication définie par

Tt(x, w,v_, U+) = (x, Ve I u_ I)’

I’application @ induit un homéomorphisme de Xy X V, X [0, oo[ sur Z d’inverse = |5,
donc Z est une sous-variété a bord de X, X V, x V_ x V_, difféomorphe a
Xo X V. X [0, of.

Or¥ =0op;doncsi Y="(X; XV, XR),ona¥Y =®(X, x V_ x ]0, of)
et Y, adhérence de Y dans X, X V, X V_ X V_, est égale & Z. Comme Y, est la partie
de Y formée des ¥'(x,5,t) avec |y [°’<m, —e< e |y)P—e ¥+ |y[]®)<a—¢ on
ayY, =0(X, X K,), ot

K, ={(z,5) eV, x10,0[ | 5| 2|< Vn(e +n),e< |z]* —s*<a—ce}
20
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Donc Y, = ®(X, x K,), ot K, est I’adhérence de K, dans V, X [0, o[. L’énoncé
découle directement des propriétés (suivant les valeurs de a) de K,.

Preuve de la proposition 2.11, par récurrence sur k.
1)  Soit £, € Z(¢c,d) considéré comme élément de $~(S_(d)), ou

g = 4: 8%, A —e) > M.

Le lemme appliqué & X, voisinage de ¢, dans S%(c, A — ¢), donne la structure de
Wi(c, A + ¢') au voisinage de (£,,9) € L,(c,d) X W*(d, ¢') pour ¢ < ¢, donc aussi
celle de W(c, L) au voisinage de (4, ») € Z,(¢c, d) X W*d, L. — A) (en effet se déplacer
sur la trajectoire négative donne un germe (W¥(c, L), (£,,%)) — (W¥(c, A + ¢), (4, 2))
qui sert & définir la carte locale de W¥(¢, L) en (4, »)).

2)  Soit \je Z(c,¢1) X ... X Z(¢;, d), soit A la longueur de Ay, soit

MNEL(C ) X ooo X PL(Cy_156)

la partie initiale de A, de longueur B et soitf, € &, _3(c,, d) tel que A, = (A, £,)-
On considére ¢, dans S$*(¢,, A — B — ¢). Par hypothése de récurrence, S*(c, A — ¢)
est, au voisinage de (A),%,) € Zx(c, ¢;) X S%(6, A — B — ¢), modelé sur

Zle,6) X S*(6,, A — B —¢) X [0, of

au voisinage de (A, %y, 0). L’immersion ¢, : $%(¢;, A — B — &) — &, feuille du feuille-
tage singulier défini par « qui contient S_(d), est transverse & S_(d) C & et ’'on a

b (5_(4)) = Ls_z(a, d).

Considérons ¢,:S%(c,A —¢) >F; on a Z,(c,d) = ($,)"*(S_(d)). Comme
¢, (N, ) = be () si (M, ) € Z(c,¢) X S*c, A — B —¢), ($,)1(S_(d)) est modelé au
voisinage de (A, 4,) sur Zy(c, ¢) X ¢, (S_(d)) x [0, o] au voisinage de (1,4, 0),
donc sur Z5(¢, ¢,) X L, _g(c, d) X [0, o[, d’otr le point 1 de I’énoncé d’apres I’hypo-
thése de récurrence sur Zy(c, ¢,). Appliquons le lemme & X, voisinage de Z,(c, )
dans S*(¢c, A — ¢), et a la restriction de ¢,: X — d_ Q(d). Au voisinage de

(Ao,0) € Z4(c, d) X W¥(d, ¢),
W(¢c, A 4 ¢) est modelé sur Y,, au voisinage de (A, 0, 0, »), donc sur
Zule,d) X W¥d, €) X [0, oof

au voisinage de (g, 9, 0).

Le résultat dans le cas général s’obtient en poussant le long des trajectoires comme
dans la partie 1). '

Il est & remarquer que Z,(c, d) est plongé dans S*(¢c, A — €) avec fibré normal
trivial : un voisinage de Z,(c, d) dans S*(c, « — ¢) s’écrit 2,(c, d) X Wi (d) et sl
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n’y a pas d’autres multiliaisons issues de ¢ dont la longueur est dans [A — ¢, A + €],
on a

S“c, A + &) ~ S¥(c, A — ) — (Z,(c, d) X int W (d)).

Remarque 2.13. — Si a est exacte, il résulte de 2.11 et 2.10 que les variétés stables
des points critiques sont les cellules ouvertes d’une structure de CW-complexe sur M.

2.14. Orientations. — On choisit des orientations de chaque variété stable W*(c),
donc des co-orientations des variétés instables W¥(d). Les variétés des liaisons entre
points critiques sont alors orientées et leurs compactifications le sont aussi. Il faut étre
plus précis car les §* : W¥(d, L) — M ne sont pas toujours des immersions et I’orientation
d’une intersection multiple n’est pas associative. Comme W?*(d, L) est orientée, S°(d, L)
Pest aussi; la normale sortante s’identifie & — & et (— &, Or S%(d, L)) = Or W*(d).

Soit ¢, 'immersion de S*(¢, L) dans la feuille F qui la contient; on a

Coor S*(¢, L) = (Coor yF, Coor zS*(c, L))
= (Coor W*(¢), Goor wuS*(¢, L)),
donc si on co-oriente F par £, comme la normale sortante & W*(¢c, L) en S¥(¢, L) est &,
il vient
Coor pS¥(¢, L) = (— 1)X® Coor W¥(c).
On oriente %,(c,d) comme ¢;(S_(d)) C S*(c, A — ¢), donc comme intersection de
Pimmersion co-orientée ¢, et de la sous-variété orientée S*(d, ¢), soit

(Coor zS%(¢c, A — &), Or &Z,(¢, d)) = Or S*(d, ¢),
soit (&, Coor zS¥%(¢), Or ZL(¢, d)) = — Or W*(d), soit encore

(Coor W¥(¢), &, Or Z(c, d)) = — Or W*(d).
La variété W*(c, ) X Z,(c, d) est de codimension 0 dans le bord de We(d, A + ¢)
et la normale sortante 7, 3 W*(d, A + ¢) en (¢, ¢) e W*(c) X Z,(c, d) s’identifie au

vecteur tangent a ¢ orientée par — £. La formule précédente donne, en passant a la
limite le long de ¢,

(19, Or W¥(c), Or Z(¢, d)) = (— 1)X® Or W*(d),
donc les orientations de dW*(d) et de W*(c) X ZL(c, d) différent de (— 1)X®,
Les orientations de S°(c, &) X Z,(¢c, d) données par les inclusions
S%(c, €) X ZL,(c,d) CW3(c,e) X L,(¢c,d) CW(d, A + )
et S%(c, &) X L,(c,d) CSd, A + &) CWd, A +¢)

sont opposées, donc l’orientation induite par S*(d, A + ¢) sur S%(¢, &) X Z,(c, d) differe
de Porientation produit par (— 1)**X9,
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2.15. Soient b, ¢, d trois points critiques; Fy(b,¢) X Z,(c, d) est une face de
codimension 0 de 3.2, , 4(b, d) et ’on veut comparer les orientations. Soit

(', ¢) e Lg(b,c) X L,(c,d);
on considére ¢’ dans S*(c, B —¢) et (#,¢) €S%(c, B —¢) X L,(¢c,d) CS*d, A + B —¢).

Soit 7 la normale sortante & S*(d, A + B — ¢) en (¢,¢); c’est aussi la normale sortante
a Z,, (b, d). La dernitre formule de 2.14 dit que

(n,0r S*(c; B — €), Or £,(¢, d)) = (— 1)'*10 Or §*(d, A + B — ¢);

ot (Coor gS*(b, <), Or Z4(b, ¢)) = Or S*(c, B — «)
et (Coor 4S4(b, €), Or £, . 4(b, d)) = OrS*(d, A + B — ¢),
donc OroZ, (b, d) = (— 1)1O~IO=YOr Ly(b, ¢), Or Z,(c, d))

(— 1)3m L0 Qr(Ly(h, ¢) X ZL,(c, d)).
En particulier, si I(d) = 2 4 I(4), il vient que comme variétés orientées

3§L(b, d) = U . ng(b, 0) X gLH(C, d).
10 2 100 < 1
L' +L'=L
Lorsque I(d) =1 + I(¢), si £ € Z(c,d), on pose &(f) = (— 1)X? Or¢. Les formules
de 2.14 disent que (¢) est le coefficient d’incidence de W*(d) sur W*(c) x {¢} C dW*(d )
tandis que le coefficient d’incidence de W¥(¢) sur {¢} X W¥(d) C dW¥(c) est (— 1)@ g(¢).
Si on choisit des relevés des points critiques dans M5 M, on associe a ¢ € Z(c, d)
un élément g(¢) de n; M de la fagon suivante : si on reléve ¢ & partir de d on arrive 4

&) c. Sif~: M — R est une primitive de =n* «, on a
L) =fd) —fle)?) =f1d) —F(&) — u(g(®)).

Pour g € m; M, on pose Z,(¢c,d) ={¢ € ¥(¢, d)[g(¢!) = g}. C’est une réunion de compo-
santes de % (¢, d) avec A =Fd) —f(T) — ulg). :
Si I(d) =2 + I(b), on a comme variétés orientées
0.2,(b,d) = ) Lyi(byc) X Lyle, d).
10 < 16 < 100
99" =9
Soit encore X e(f) (') = 0 ou la somme porte sur les points critiques ¢ avec
I(6) <I(c) < I(d) etlesliaisons? € L (b, ¢c),?’ € L(c, d) telles que g(¢') g(¢) = g dans =y M.

2.16. Pour tout point critique de «, on considére les couples ¢ = (T, 0) ou T est
un relévement de ¢ dans M et @ est une orientation de W*(¢); pour % € =, M, on pose
hé = (hT, O0) et o = (7, orientation opposée).
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Pour I(d) = 1 + I(c), on pose
[4i]1= T e(f)alt)ech_y;

LEL(c, d
il est clair que [kd, €] = k[d, 5], [d, h¢] = [d, ] k™" et [od, £] = [d, oF] = — [d, £].

Considérons le quotient du Z-module libre engendré par les ¢ (pour ¢ d’indice ¢)
par les relations o¢ + ¢ ; il posséde une structure naturelle de Z[n, M]-module. Notons-le
%, et écrivons encore ¢ la classe de ¢ dans €,; donc of = — ¢ dans %,, qui est un
Z[r, M]-module libre basé.

Posons Cy(a) =A_,®, €,, A = Z[r, M].

Soit d un point critique d’indice ¢ + 1, choisissons d et, pour chaque point critique
d’indice ¢, un ¢. Les formules précédentes montrent que la somme 2y, _, [d,¢]7 e G, (o)
ne dépend pas du choix des ¢ et que X [Ad, £] ¥ est égal a k. (X [d, ¢] ¥), donc définit
une application A-linéaire €,,, - C,(x) qu’on prolonge par A_ -linéarité en

dyy1(8) : Gppq(a) = Cy(a).

Proposition 2.17. — Le systéme C,(a, &) = (C,(«), d,(E)) est un complexe de A_,-modules
libres basés.

Preuve. — 1’égalité d,(8).d,,,(§) = O est une conséquence immédiate de 2.15.

Théoréme 2.18. — Soient u:m; M — R un homomorphisme, o une l-forme de Morse
dans la classe u, & un pseudo-gradient générique pour o et K une Cl-triangulation de M. Alors,
les deux complexes de A_ ~modules libres basés C,(a, &) et C,(K, — u) sont simplement équivalents.

La démonstration consiste & comparer d’abord C,(«, &,) et C,(«, &) lorsque &,
et & sont deux pseudo-gradients génériques pour «, ensuite C,(og, &) et C,(ay, &)
lorsque o, et o, sont cohomologues et enfin de construire un exemple.

Proposition 2.19. — Sotent &, et &, deux pseudo-gradients génériques pour la 1-forme de
Morse a. Les complexes C,(«, &) et C,(a, &;) sont simplement isomorphes.

Lemme 2.20. — Avec les notations précédentes, il existe une isotopie ®, de M, s € [0, 1],
avec Dy = Id, telle que

1) Vc¢eCrita, Vse[0,1], ®,c) =c;
2) VxeM — Crita, Vs e[0, 1]’<“¢x(x>’disq)s(x)>> 0;

3) Ve deCrita, @, 9% ¢ : Wc, &) — M et ¢f o : W*(d, &) — M sont transverses.

Démonstration. — Remarquons d’abord que W¥(c, &,) N W*(d, &;) N Crita = @
sauf si ¢ = d; dans ce cas, T, W¥c, &) NT, W*c, ;) ={0} car la Hessienne de «
est définie négative sur ’'un des termes de l’intersection et définie positive sur Pautre.
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Soit X I’espace des familles 2 1 paramétre s € [0, 1] de champs de vecteurs 7,
sur M telles que, pour tout s € [0, 1], , et &, coincident au premier ordre sur Crit «;
X est fermé dans I’espace de toutes les familles, donc est de Baire. D’aprés ’hypotheése,
la fonction < «, 7, > lue dans une carte de Morse s’écrit Q (x) (1 + B(x,s)) ot Q est
une forme quadratique définie positive et 8(0, s) = 0 pour tout s € [0, 1], donc le sous-
espace X, de X, formé des v, telles que

VmeM — Crit «, Vs el[0,1], { tpyy N (m) > >0,

est un ouvert non vide de X.
On note @, l’isotopie associée a 7, (;} D, (m) = n,(d),(m))) . Soient V, et V; deux

sous-variétés de M telles que si Vo NV, N Crit « + O, l'intersection est réduite & un
point ¢, T M=T,Vi®T,V, et T,V, =T, W¥c, &) (dc sorte que si 7, € X,
T,®,Vy=T,W¥c, &) pour tout s € [0, 1]).

Soient de plus K, et K; deux compacts de V, et V; respectivement. Soit

QV,, Vi, Ko, K)) CX
formé des =, tels que
Y x, € Ky, V%, €K, avec @,(x,) = %y,
Ty @u(Ty, Vo) + T, Vi, =T, M.

Jaffirme que Q(V,, V,, K,, K;) est ouvert dense dans X.

Le fait que cet ensemble est ouvert est clair. Soit 7% € X et @9 Iisotopie associée.
Si K, N K; N Crit a = @, alors (0} Ky) " K;CM — Crita;siKy nK; nCrita ={¢},
alors ¢ est un point isolé de (®9 K,) N K;; dans tous les cas, K = (9} K, N K;) — Crit «
est un compact de M — Cirit a.

Pour chaque x € K, on note D, un disque de M — Crit « centré en x tel que
®V,nD, et V, nD, soient des sous-disques, et I’on trouve xy, ...,%, tels que
KcC1/2 ]o)zl v...ul1/2 lo)mk. Il est alors classique d’approximer x§ sur D, x [0, 1]
(donc loin de Crit a X [O, 1) en 7n} tel que @}V, et V, soient transverses
au-dessus de 1/2 D, , puis 7. en 7% tel que ®F V, et V, soient transverses au-dessus de
12D, U 1/2D,, etc.; v} est alors une approximation de v; et est dans Q.

En apphquant ce résultat a

Vo= U @3 (Wie(6, &0))s K, = V) @3 (Wiee(6; £0))»

o<i<n-+1 0<I<n
Vl = U CP}(Wl'oc(d) El))’ K] = U q’}(wl’oc(d: gl)a
—(n+1<Et<O —n<i<o

ol ¢} est le groupe & 1 paramétre de &, il vient que
Yoa={n€X|®P oty € ¢j sont transverses}

est résiduel dans X. Il en est donc de méme de Y = nc,dechc, petXoNnY+ 0.
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2.21. Notations. — Utilisant I'isotopie ®, du lemme, nous notons A(c, d) linter-
section de @, ¢ ¢ : W¥(c, &) — M avec ¢; ¢ : W(d, §;) - M; c’est une sous-variété
de dimension I(d) — I(c) de W*(c, &,) X W*(d, &,).

Soit A un élément de A(c, d); il est composé d’une &g-trajectoire v, allant de ¢ & m,
et d’'une & -trajectoire y, allant de m; = ®,(m,) a d. On pose L(A) = L o, ol ¥y, est
le chemin vy, suivi du chemin ®,(m,) de m, a m, lui-méme suivi de vy, . *

La condition 2) dit que L(x) > L(y,) + L(y,) sauf'si A est ’élément trivial de A(c, ¢).

On pose A(c,d, A) ={AeA(c,d)[L(A) < A}et A, (c,d) ={reAlc,d)[L(A) = A}.
On suppose de plus que &, et &, sont génériques. Les applications

D, W e, &) > M et 35 W' (4, &) > M
sont automatiquement transverses, A(c, d, A) est contenue dans intersection de
O, 0" : Wi, &), A) > M et 92: W(d, £, A) - M,

qui est compacte, et son adhérence A(c, d, A) dans cette intersection est une variété

compacte a bord anguleux. Il en résulte que les longueurs des éléments de A(c, d) est un

ensemble discret.

— Pour I(d) = I(c), A(c, d, A) est un ensemble fini;

— Pour I(d) — I(c) = 1, A(c, d, A) est une variété compacte de dimension 1, 9A(c, d, A)
est la réunion de

U A(,d,A) x Z(c,d,E,A")

I(e") =1(c)

A+ar=A
et de U L d,5,A) X Ad,d,A”)

@) =1

A+A"=A
o (A,¢) eA(c; ¢y X ZL(c,d, &) correspond a lintersection de ®; W¥(c, §;) avec
We(e', &) X {£}C dW*(d, &,), tandis que (¢, A) € L(c, d’, &) X A(d’, d) correspond
a Pintersection de ®,({£} X W*(d', &,)) C®, dW¥(c, &,) avec W*(d, &,).

On choisit des orientations des variétés stables pour &, et &; qui induisent la méme
co-orientation sur la variété instable pour &; A(c, d) est alors orientée par (Coor @, W¥(c, &),
Or A(c,d)) = Or W*(d4, &,).

Si I(c) = I(¢') et si AeAle,¢’), on définit =(A) par

Coor ®; W¥(c, ;) = =(A) Or W*(d, &,).
Pour I(d) —I(c) =1, (\¢) eAle,¢) X L(c,d, E) apparait dans 9A(c,d) avec le
coefficient (— 1) e(A) s(¢). En effet, si n est la normale sortante a2 W*(d, %) en
(my,€) CW3(c', ;) X Z(c', d), c’est aussi la normale sortante & A(¢,d). On a
(n, Or W¥(¢’, £,)) = &(¢) Or W*(4, £;) (2.15),
donc (Coor @, W¥(c, &), n) = (— 1)X9¢(n) (n, Or W*(¢', &,))
s = (= D" e(d) (¢) Or W'(d, &));
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(¢, N) e L(c,d’, ) X A(d’,d) apparait dans dA(c, d) avec le coefficient
— (= D) e(n).
En effet, si n est la normale sortante & W¥(c, £)) en (¢, m,) € L(c, d’, §) X Wd', &),
on a, toujours vu (2.15), »
Coor W¥(d', &) = — (— 1)@ ¢(¢') (Coor W¥(c, &), n),
n' = (®,), n est la normale sortante & A(c, d) en (£, ') et
(Coor @, W¥(c, &,), n') = — (— 1)X9 ¢(¢') Coor @, W¥(d', &)
= — (— 1)@ ¢(£") e(d") Or W*(d, &,).
Une fois choisis des relevés des points critiques, on associe a A € A(c, d), g(A) e my M :

si on reléve vy, & partir de 4, on aboutit & g(A) 7.
La considération de dA,(c, d) donne alors comme en 2. 15

(2.22) T oeNelf) — X e)eV)=0.
¢, AL da,t,\
AE Ale, ¢') " ePle,d', &)
tez,d, &) A EAW@,d)
gf)gN) =9 g\ Yo'y =g

2.23. On définit un coefficient d’incidence pour deux points critiques de méme
indice
{¢"y= 2 Q) g eA_,;

A E Ale, )
on a {he, '}y =h{E ) {S k' y={C, "}k pour kem M;
{—6dt={¢—"}=—{5}

Remarquons que {¢,¢ } = 1 4 r, avec u(r) < 0, est une unité triviale de A_,
On définit wq C,(«) = CG,(x), morphisme de A_,-modules, par la formule
w,(§) = X{§ &'}y’

Les deux faits suivants achévent la démonstration de la proposition 2.19.

Fait 1. — L’application w, : C,(«, &,) — C.(a, &;) est un morphisme de complexes
dyi1(8y) Wy — wy.dyy (&) = 0. Cela résulte directement de la formule 2.22.

Fait 2. — L’application w,: G («) - G (x) est un isomorphisme simple.

Nous allons déterminer la matrice de w, pour un numérotage des points critiques
d’indice ¢ et un choix des relevés judicieux.

— Si « est exacte, « = df; on numérote les points critiques d’indice ¢ : ¢y, €5, ..., G
de sorte que f(¢;) = flcs) = ... = fle,); alors A(¢;, ¢;) = @ si i <j et la matrice de w,
est I + T od T est triangulaire stricte.

— Si « est rationnelle, #(n; M) = pZCR avec p > 0. Soit f ‘M >R une pri-
mitive de ©* «. On choisit un ordre sur les points critiques et des relevés de sorte que

fR) A= ... 2f5) e A7) —f&) <o
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La matrice de w, est I + T + R avec u(R) < 0 et T triangulaire stricte avec des élé-
ments dans Z[x~(0)]; on a alors I + T+ R = (14 T) (I +R’) avec

Ri=(1—T+T 4+ ... + (=) TR,

donc #(R’") < 0, d’out le résultat d’apres 1.7.

— Si « est irrationnelle, u(w; M) est dense dans R. Soit g, > 0 tel que les éléments
non triviaux A des A(c, ¢') vérifient L(X) > g,; on numeérote arbitrairement les points
critiques d’indice ¢ et on choisit des relevés de sorte que

If\(’?a) _ﬂ?a)l < &;
la matrice de w, est alors I 4 R avec #(R) < 0.

Proposition 2.24. — Soient ay et o, deux l-formes de Morse dans la classe u. Soient &,
et &, deux pseudo-gradients génériques pour oy et oy respectivement. Les complexes G,(wq, &) et
C.(ay, &) sont simplement équivalents.

La preuve de cette proposition occupera les numéros 2.25 a 2.27.

Lemme 2.25. — Soit o, (s € [0, 1]) une famille de 1-formes de Morse toutes cohomologues
sotent &y et &, deux pseudo-gradients génériques pour oy et oy respectivement. Les complexes C,(aq, &o)
et C,(ay, &) sont simplement isomorphes.

Démonstration. — Considérons d’abord le cas ou la famille est constante sur un
voisinage de Crit «y,. Par compacité de [0, 1], on construit s, =0< 5 < ... <5 =1
et des champs de vecteurs &; tels que, pour tout s € [s;, 5;,,], &; soit un pseudo-gradient
générique pour o,.

Le résultat découle de I’application répétée de 2.19

C.(x95 &) ~ C.(2, &) = C.(a,,5 &) ~ Cule,, &) - -
= G.(a, &) ~ Ci(o, &),
ol ~ signifie simplement isomorphe.

Le cas général s’en déduit : on suit par continuité les points critiques de «,; le
lemme de Morse & paramétres donne une isotopie de plongement d’un voisinage Q
de Crit ay, ¢, : Q - M avec §; a, = «, sur Q. On étend ¢, en une isotopie ¢, de M.
Si € est un pseudo-gradient générique pour ¢; «,, le cas particulier nous dit que

C. (a9, &) ~ C.(] g, &). Or C, (] a3, &) = C (a1, (pr)s &) ~ Ci(ey, &)-
2.26. Modéle.

Sur R X V_ X V_, on considére
M, (% p,,02) =2 —3tx + |y, P — |2_|%

fonction sans point critique pour :< 0 et qui a, pour ¢> 0, deux points critiques
¢ = (4/£,0,0) d’indice ¢ et d = (—4/%,0,0) d’indice ¢ + 1.

21
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Si «, est un chemin générique de l-formes fermées avec un point de naissance
mort ¢, pour § = s,, on sait (déploiement universel de la singularité x®) qu’il existe U,
voisinage de I'origine dans R X V_ X V_, et, pour (s — s,) petit, une isotopie de plon-
gement ¢, : U — M avec ¢, (0) = ¢, et une fonction A(s) définie pour (s — s,) petit
avec f(sy) = O telle que

§; o, = th(s) [U-
Si f, est une primitive locale de «, au voisinage de c,, il existe une fonction k(s) telle
que f,($,(2)) = My (2) + k(s).

Modification du modéle. — Fixons p > 0 assez petit pour que (x,9) e U si |x|< 3p
et | »]|< 3p. Soit Hy défini par les inégalités | x| < ¢ et | »| < p. On considére, pour
3> 0, la fonction r: R X V, X V_ >R XV, X V_, définie par

(% 04,9-) = (% (1 + 8%) yy, (1 — %) y_).

On appelle H 'image par r de la partie | x | < 3p, | ¥ | < 3p et H, celle de la partie définie
par les inégalités 20 < | x| < 3p et | y|< 3p ou bien |x|< 3p et 20 < |y |< 3p; & est
choisi assez petit pour que H, soit plongé dans U et disjoint de Hy. Le champ de vec-

d . 0 . . .. .
teurs sur H, 7, 7 vérifie <dMo, T, Er> > 0 hors de Porigine. Par partition de l'unité,
on construit pour # < p un champ de vecteurs n, sur R X V_ x V_ — H, vérifiant

<dM‘(Z), nt(z)> = 3x Oﬁ z = (x>.y+:}’-—)'

L’équation %x,(z) = 0,(x;(2)) et xo(2) = z pour z e H; définit, pour — #, < t< ¢,

une isotopie de plongement de H; dans R X V, X V_ que ’on prolonge en une isotopie
de plongement de H, notée toujours y,, vérifiant y,(z) = z pour z € H,.
On pose M,(z) = M,(x,(2)) pour z € H; M,(z) est indépendant de ¢ pour z € H,

car % M,(2) = (% M,) (x:(2)) + < dM,(x%,(2)), 0y (xs (2))> = 0. Construisons, pour ¢ >0

petit, un bon champ de pseudo-gradient pour M,.
Le résultat est évident si V, = {0} ou si V_ ={0}. Sinon on choisit ¢ > 0 assez

petit pour que, si p< | x| < 3p, <d1_\7I,(x, 0), %>> 0, et que les restrictions de M, a
(H—H) n(RxV, x0)eta(H—H) n (R x 0 x V_) soient sans point critique.

On choisit { pseudo-gradient pour x® — 3¢x sur [— 3p, 3p] égal a % si|x|>p
et o : [0, oo — [0, o[ égale a 1 sur [0, p] et de support dans [0, 2p]. On pose

©5,5) = (1 — (| 2 ]) o5 + (] #]) (% grad Q),
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0
o Q(y) =y P—|y_|2Sip<|x|< 3 ety=0,ona£°(x,0)=—a;,doncilexiste

' >0 tel que (dM,(x,),E%x,)>>0 si p< |x|<3p et |y|<p’. On commence
par étendre le champ qui est &° sur

(HoU{e<|x|<3p, [p|<e}n(R XV, x0)
et 7, 2 sur H; n (R X V_ X 0) en un champ tangent 4 H n (R X V_ X 0) transverse

*ox
A M, |g_myn@xv, x> on fait de méme avec R X 0 X V_, puis on étend le résultat

0
enunchampEsurHégal?s.r,‘churH1 etafosur Hyu{p<|x|<3pet|y|<p}.

Le long de HNn (R x V_ X 0), & est tangent 3 R X V_ X 0 et le long de
HNn (R x 0 x V_), £ est tangent 4 R X 0 X V_. Il en résulte que

Wi, E)CHNA(R XV, x0) et WY(HECHNRXO0 X V),

et donc que W*(¢) n W*(d) = ]¢, d[ et que W¥(c) et W*(d) sont transverses.

Posons K = ¢, (H), K, = ¢, (H,) et K, = ¢, (Hy). Le composé §, s 5" €St
une isotopie de plongements de K dans M égale a I’inclusion pour s = s,; on la prolonge
en une isotopie g, de M avec g, = I. Remarquons que g; «, est indépendante de s
sur K,. Définissons

3 @, sur (M —K)uUKkK,,
o, =

: ga, sur K.

Choisissons s_, s, avec s_ < s, <s, et s, —s_ petit. Il suffit de comparer
C.(z, ,&_) et C,(x,,&,). En effet, «, et g} «, sont joignables sans accident par
la famille valant g; «, sur (M — K) U K, pour s e[s_, s] et g «, sur K, donc si §

pseudo-gradient générique pour g} «, , 2.25 nous dit que
C.(e,, &) ~ C.(gi ., &) = G(ay, (g,.). &)-

On a le méme raisonnement pour «, .
_ + . . ., .
Nous supposons que c’est «, qui n’a pas de point critique dans K. Nous allons

)
construire un pseudo-gradient générique §_ pour «, égal a ({,),7, 7 T K et tel que
x

I’ensemble w-limite des trajectoires passant par K est soit une courbe périodique attrac-
tive, soit un point critique d’indice n et que I’ensemble «-limite des mémes trajectoires
est soit une courbe périodique répulsive, soit un point critique d’indice 0.

Appelons ¢ et d les deux points critiques d’indice ¢ et ¢ + 1 de «,, |, et &, le
champ égal & £_ hors de K et a (¢, ), & sur K, o £ est le pseudo-gradient construit
pour M, ,; £, est automatiquement pseudo-gradient générique pour a, puisque les
variétés instables de ¢ et d ne coupent au plus que la variété stable d’un point d’indice n
et qu’on a une situation analogue pour les variétés stables.
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Abrégeons C,(«, ,£,) en G, d,(E,) en 07, C,(x, ,&_) en C] et d({_) en 0™
. On choisit des relevés 7 et d contigus et des orientations compatibles de sorte que
[d, ] = 1eA_,. Soit T le complexe trivial qui est A_, d en dimension ¢ + 1, A_, % en
dimension ¢ et tel que 8d = Z. II est évident que G = Cy ® T sauf dans les deux cas
particuliers suivants.

— Si ¢ = 0 et si ’ensemble «-limite de K est un point critique ¢’ d’indice 0; on
aalors 0t d = ¢+ egf’, oh e =+ 1 et gem M. Dans ce cas, k: CH - C-®T, avec
k(¢) = — egf’ + ¢, et lidentité sur les autres vecteurs de base est un isomorphisme
simple.

— Si ¢ =n — 1 et si ’ensemble w-limite de K est un point critique d’ d’indice #;
on a alors 9" d =¢, 0% d =egfé + 0~ d'. A nouveau k:CF - C7 @ T, o cette fois

~

h(d) = d’ + egd, et identité sur les autres vecteurs de base est un isomorphisme simple.

Construction de ¢_

Lemme 2.27. — Soit o une 1-forme de Morse sur M. de dimension n > 2. Soit x € M — Crit a;
il existe 8, point critique d’indice n ou bien cercle plongé transverse & o, 3_, point critique d’indice O
ou bien cercle plongé transverse & o avec 8, N 3_ = O, et un arc de courbe plongé vy passant par x,
transverse & a, d’origine sur 8_ et d’extrémité sur 3 .

Preyve. — Soit v un pseudo-gradient générique pour « tel que la trajectoire passant
par x est transverse aux variétés stables et instables des points critiques.

Si la trajectoire de x meurt en un point critique ¢, alors ¢ est d’indice n et on pose
3, = { ¢ }. Sinon, soit y dans I’ensemble w-limite de x;si y € Crit «, alors 1 < I(y) <7 — 1
et x ¢ W*( y), donc il existe une composante du niveau local de y privé de y qui est coupée
deux fois par la trajectoire positive de x (méme résultat si y ¢ Crit ). On referme alors
la trajectoire de x entre ces deux passages en un cercle plongé 3, transverse 2 «. On a
le méme raisonnement pour ’ensemble «-limite et 3_. Si dim M > 3, il est clair qu’on
peut construire §, et §_ disjoints. Cela marche aussi en dimension 2. Des modifications
de Seifert construisent & partir de 3_ et 8, génériques une famille finie de transversales
plongées deux a deux disjointes : on a fini sauf si dans le sens positif et le sens négatif y
arrive 4 la méme transversale. Dans ce cas, les orientations doivent étre cohérentes
(regarder v* «) et donc on construit une transversale périodique y, passant par x. On
peut, quitte & modifier vy,, supposer que son voisinage tubulaire est trivial et construire
dans ce voisinage 3_ et 3.

On applique le lemme au centre de K; quitte & effectuer un redressement dans K
et des détours pour éviter K, on peut supposer que 8, NK =3_NK =0 et que y
coupe K suivant un segment de trajectoire de (¢, ), 7, % . On construit d’abord sur un
voisinage de K Uy U 3_ U 3§, un pseudo-gradient 7 égal a (¢,). r,‘g)—c sur K tel que,

si 8, est une courbe, alors c’est une trajectoire périodique de v attractive et attirant
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tout K, et de méme pour 3_. On étend 7 en un pseudo-gradient &, sur M tout entier
et on choisit £_, pseudo-gradient générique égal a v sur K, si proche de &, qu’il y a une
orbite périodique attractive proche de §_ attirant tout K et une orbite répulsive proche
de 3_ qui est ’ensemble a-limite de K.

2.28. Nous aurons besoin du résultat suivant (sans doute bien connu).

Lemme 2.28. — Soit f une fonction de Morse sur une variété compacte M, soit & un pseudo-
gradient pour f (ou df) et soit K une C-triangulation de M ; alors les complexes de A = Z[r, M]-
modules libres basés C,(df, E) et C,(K) sont simplement équivalents.

Un résultat analogue est montré dans [8] pour la situation du fA-cobordisme et
donc pour des complexes acycliques. Nous allons généraliser le théoréme de subdivision
algébrique [8, théoreme 5.2].

On considére un complexe fini G, de A-modules libres basés et une filtration
CICClC...CQCr=C, par des sous-complexes libres basés. On suppose :

1) le complexe quotient C?/C?~! (C;! = 0) est libre basé et il y a compatibilité
des bases dans la suite exacte

0->Cr1->C?>CP/C?27 ! - 0;
2)  I’homologie de C?/C?~! est concentrée en degré p et est libre basée.

On définit un nouveau complexe libre et basé C, par C, = H,(C?/C?~1),
a?, : 6, - ép_l étant le bord de la suite exacte du triple C?~2C C?~! C C?. :

Lemme 2.29. — II existe une équivalence d’homotopie f,: C, — C, et
T(f) = Zp_o<(C2/CYY),

o ©(C?/C?~1) est la torsion de Milnor d’un complexe libre basé dont I’homologie est libre basée.

Démonstration. — On considére la filtration triviale G? de C,, ou (—3;’ = éa sig<p
et C? = 0si ¢> p; C?/C?~! est concentré en degré p et vaut C,.
On va construire par récurrence des morphismes de complexes f? : C? — C?.tels que

CCcC ccCrcCCr

ERERE

¢ cC ccecrcaer

commute, et tels que le morphisme induit C?/C?~! — C?/C?~! donne en homologie
Iidentit¢ G, = H,(C?/C2~Y).

La construction de f? est évidente; supposons construit f* pour £ < p — 1 vérifiant
les hypothéses jusqu’en degré p — 1.
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Soit x € C2 = C, et soit ¢ un p-cycle de C?/C?~! dont la classe d’homologie est x;
dt appartient & G2 et dx est la classe de d¢ dans H,_,(C?~*/C?~2). Par hypothése
de récurrence, dt — f?"'dx € C2Z! est un cycle et sa classe d’homologie dans
H,_,(C?7'/C?~?) est nulle. D’aprés les propriétés de f?~*, il existe donc

J ECZ—I et 2 eCﬁ:f avec di _f;)_—ll dx — dy + 2

donc z = dt — f?~'dx — dy est un cycle et comme H,_,(C?~%) = 0 (d’aprés I’hypo-
thése 2), il existe z; € G2 % avec 2z = dz;. Soit « =¢ —y — 2, € C%; on a

do = f?~}dx e G2~}

et la classe de « dans H,(C?/C?~!) est la méme que celle de ¢, c’est-a-dire x.

Comme C, est libre, la construction précédente sur une base de C, définit
f2:C, - C? avec d, f? = f?-}d,, d’ot f?: C? — C? ayant les propriétés voulues. Une
récurrence et le lemme des cinq montrent alors que f? : C? — C? est un isomorphisme
en homologie, donc en considérant le mapping cylindre, une équivalence d’homotopie.

Du diagramme commutatif suivant

0 — C?~' — C? — C?/C?»' — 0

|z | %

0 — Cr!' — C" — C?)C?7 — 0

ontire t(f?) = v(f*~") + t(g?). Or 7(g?) = v(C?/C?~Y);donc f, = f*: C,=C* - C, = C?
convient.

La démonstration du théoréme 7.1 de [8] donne alors, si L est une subdivision
d’un complexe fini K, une équivalence d’homotopie simple entre C.(K) et C.(T).

Dong, si K, et K, sont deux C'-triangulations d’une variété compacte M, c.(K,)
et C,(KI) sont simplement équivalents comme complexes de Z[n, M]-modules libres
basés.

Soit f une fonction de Morse sur M telle que si ¢ est un point critique d’indice g,
alors f(c) = ¢, et soit M? = f~!(]— o, ¢ + 1/2]). Si K est une C'-triangulation de M
telle que des sous-complexes triangulent les M? P’argument de [8, th. 9.3] donne alors
que, si £ est un pseudo-gradient générique pour f, C.(df, £) et C,(K) sont simplement
équivalents.

Soit « e H'(M, R) — { 0}. Soit Q la réunion de petits voisinages de Morse fermés
pour f. Comme H'(Q) = 0, la flecche H.(M — Q) — H'(M, R) est surjective. On choisit 8,
une l-forme fermée a support compact dans M — Q dont la classe de cohomologie
est ». Pour ¢ petit non nul, «, = (1/¢) df + P est une 1-forme de Morse avec Crit «, = Crit f
et «, est cohomologue a B. Si € > 0 est petit, £, qui est pseudo-gradient générique pour
(1/e) df, est pseudo-gradient générique pour «, et 'on a C,(«,, &) = C,(df, ), ce qui
achéve la démonstration du théoréme 2.18.
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2.30. Dualité. — Soit w: A = Z[rn; M] — A DP’anti-automorphisme de A défini
par w(g) = w,(g) g~ sig € m(M) (w, est la premiére classe de Stiefel-Whitney) ; w s’étend
en un anti-isomorphisme de A_, sur A,.

Si € est pseudo-gradient générique pour a, — & est pseudo-gradient générique
pour — o et W*(¢, — &) = W*(c, §).

On choisit des relevés des points critiques, des orientations des variétés stables
pour « et une orientation de M, on oriente les variétés stables de — a par la convention
(Or Wi(Z); OrW¥7Z)) =OrM. Si e C,(x, &) et de C,i1(x, &), on note

PleC,_(—a,—E) e Pd)eC,_,_y(—a —E)
les éléments correspondants et on a [PZ, Pd] = (— 1)*~! w[d, ¢].
Le groupe Hom(GCy(x, &), A_,) est un A_,module libre & droite, notons {¢*} la

base duale de la base {¢ } de C («, £). En considérant G («, &) comme A,module 2
droite grace & w, Hom(C («, £), A,) est un A,-module libre & gauche et

w: Hom, (Cy(, &), A_,) - Hom, (C(x, &), A,)

—u.
qui & ¢ associe w.¢ est un isomorphisme w-linéaire. Posons

w Hom(C(a, ), A_,) = Hom, (C(«, £), A,).

Soit Iw Hom(C,(«, &), A_,) le complexe (de chaines) de A,modules a gauche

libres basés qui en dimension n — ¢ est w Hom(C («, ), A_,). Il est clair que si on
ae+1)

associe (— 1) 2 P¢ A we*, on obtient un isomorphisme simple entre les complexes

Iw Hom(C. (o, £), A_,) et C.(— o, — £); on en déduit
(2.30) H,(M, — u) = 0 <> H,(M, 1) =0

et, si H,(M, 1) = 0,

(2.31) (M, 1) = (— 1)* ! w(c(M, — u)),

od w: Wh(G, — u) ¥ Wh(G, u) est I"isomorphisme induit de w:A_, - A,.



Chapitre 3
MODIFICATIONS ELEMENTAIRES

3.1. Modifications élémentaires de la 1-forme de Morse

Lemme 3.1. — Soit o une 1-forme de Morse sur M, soit & un pseudo-gradient pour «. On
considére un point critique ¢ et on se donne L, L' avec 0 < L < L'. On suppose qu’il n’existe pas
de liaison partant de ¢ et de longueur < L. Soit 'V un voisinage tubulaire de W*(¢c, L'). Il existe
oy, forme de Morse égale & o hors de V, cohomologue & o, ayant les mémes points critiques que o,
admettant & comme pseudo-gradient et telle que si f: V — R est la primitive de o lv avec f(¢) = 0,
alors oy Iv admet une primitive f, égale @ f prés du bord de V et satisfaisant @ f,(c) = L. On dit
qu’on a « fait monter le point critique ¢ de L ».

Démonstration. — Soit g: U — M une carte de Morse définissant £ au voisinage
de ¢, o U est choisi de sorte que Q = g(U)CV et que les trajectoires de & passant
par 9, Q restent dans V jusqu’a la longueur L’. On construit une extension g’': U’ -V
de g, ou U’ contient le disque {(x,,0)/|x, |?*< L'}, ot g’ envoie les orbites de grad Q
sur celles de & et ou g™*(a |Q,) =dQ (Q = g'(U’)). On a alors g,(grad Q |.) = A¢ IQ.,
ol A est une fonction > 0, égale a 1 sur Q. On choisit £ assez grand pour que

{ (24, %)

1
—|x, 2P+ R|x_|2g< 1) CU’
L/ +

et une fonction  : [0, o[ — [0, L] croissante égale 4 0 au voisinage de 0 et a L au voisi-
nage de [1, o[, avec 0 < '(¢) < L. Considérons la fonction f;: Q" — R telle que

1
S eax) =, = Lo L= o [ )

grad Q est pseudo-gradient pour f;.g" car
1 x, |2
(grad Q) f1 &'(xy, ) = 4| %, |2(1 — o (‘ : | + k|5 12))

L’ L’
2
+4|x_|2(1+kw'('—%'+k|x_|2))>o i (5., %) + (0,0).

Donc & est pseudo-gradient pour f;. On pose «; = a sur M — & et oy, = df; sur Q'¢
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Remarque. — Avec des hypothéses analogues sur W*(c), on peut faire descendre
de L le point critique .

3.2. Lemme d’élimination élémentaire de Morse-Smale. — Sotent ¢ et d deux points critiques
d’indice q et q + 1 d’une forme de Morse o et soit § un pseudo-gradient pour o. On suppose qu’il
existe une liaison transverse ¢ de ¢ & d de longueur L et qu’il n’arrive & d aucune autre liaison de lon-
gueur < L. Soit Q(c) un voisinage de Morse de ¢ de taille €; W*(d, L. — <) se plonge dans M. Il
existe V, voisinage arbitrairement petit de Q(c) U W*(d, L. — ¢), et a,, forme de Morse cohomo-
logue & o, égale a o hors de 'V, telle que oy |v n’a pas de point critique.

Preuve. — La forme o est exacte sur un voisinage de Q(¢c) U W*(d, L. — ¢) et ’'on
se trouve dans la situation du lemme d’élimination comme rédigé dans [2].

3.3. Modifications élémentaires du champ de pseudo-gradient

Lemme 3.3. — Sotent o une 1-forme de Morse sur M, & un pseudo-gradient générique pour «
et d un point critique de o. Soit g, (A € [0, 1]) une isotopie @ support compact S de plongements
de OW*(d, L) dans la feuille F qui le contient. St U est un voisinage de S dans M et si

S A W4, L) =S UaW(d, L),

il existe un pseudo-gradient générique &, égal & & hors de U et tel que

OW*(d, L, ;) = g,(0W*(d, L, £).

Démonstration. — Soit V un petit voisinage tubulaire de S dans %#. On étend g,
en h, : V -V avec k, = Id prés du bord; soit f une primitive de « au voisinage de V;
on considére le champ de vecteurs n(x) = E(x)/< ax, £(x)) au voisinage de V et ¢, le
groupe local 4 1 paramétre associé de sorte que fJ,(x) = ¢ + f(x). Pour £ > 0, on consi-
dére le plongement ¥':V X [—¢,¢] - M, ¥(x,») = ¢,(x); on pose

N =%V X [—e¢z¢]), N, = ¥(V x [0, ¢])
et N_= \P(V X [_ & 0])’

et ’on suppose & assez petit pour que NC U et que
N, UW4,L) = N, n (W*(d, L) — Int W¥(d, L. — ¢)).

Soit H:V x [0,e] >V X [0,¢] le difféomorphisme H(x,y) = (k,(%),») ol
o :[0,1] - [0, 1] vaut 1 au voisinage de 0 et 0 au voisinage de 1. Soit H le difféomor-
phisme de N, qui s’en déduit; on a H* « |y, = « |y, et H,(E) est égal & AE pres de V,
ou la fonction A est > 0. On pose &, = & hors de N, sur N ; &; est H,(§) reparamétré

22
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au voisinage de V pour y étre égal & &, et sur N_ c’est une petite déformation de £ de
sorte que &, soit générique. La condition

N, "Wd, L, &) =N, n (W'd, L, €) — Int W¥(d, L — ¢, £))
assure que
¥V x{e}) "W d,L —¢ &) =¥V x{c}) nWd, L —¢,§)

et donc que dW*(d, L, &;) = g,(0W*(d, L, £)).

Ajout de liaisons

Proposition 3.4. — Soit o une forme de Morse sans point critique d’indice n — 1, n et sans
point critique d’indice < q (2< ¢< n — 3). Soit £ un pseudo-gradient générique. On choisit des
relevés Ty, ..., T, des points critiques d’indice q et a’~1, e, dy des points d’indice q + 1 et des
orientations des variétés stables. On se donne gy € 7y M, v = + 1, L> 0.

A\Y) f({Z) > ﬁc?;) + u(gy), il existe un pseudo-gradient générique &, tel que
1) les liaisons de longueur < L entre points critiques d’indice q et ¢ + 1 pour & sont des liaisons

pour &;;

2)  on obtient ainsi toutes les liaisons de longueur < L pour &, arrivant & d; pour j > 2;
3)  pour chaque liaison ¢ de ¢; & d, pour & de longueur < L' = L — ( j(t? ) — ﬂti;) — u(g,)),

il existe une liaison ¢’ de c; & dy proche de ¢ au début avec g(t') = go g(¢), &(¢') = ne(f).

On obtient ainsi avec 1) toutes les liaisons de longueurs < L pour &, arrivant & d,.

Onécrirar =\ + (< C), pour \, A’ e A_,, pour dire que A — N = 2, <o &
Les relations entre les coefficients d’incidence pour £ et &; sont alors données par :

3.5. Soit A = sup; ,(f(d;) — (%)), alors

[dy, & 1g, = [y, E)s + ngolda, Gl + (1< A — L),

etsij> 2,
[d;, 5], = [d;, 8l + (@< A — L.

Démonstration de 3.4. — D’abord, comme il n’y a pas de point critique d’indice
0,1,7n — 1, n, on peut faire bouger comme on veut un objet de dimension 1 générique
par rapport a & le long des trajectoires de £ ou de — &; donc F1(#) est connexe par arc
pour tout &

On choisit £, €] f(god,),f(d1)[, on pose L; = f(d)) — to, Ly =t — f(gd5). On
choisit b, e W*(d,, L) nf ~(¢,) tel que b, = =b, ne soit contenu dans aucun W*(¢;, L),
et B, Cf~1(#,), une petite boule de dimension n — ¢ — 1 transverse 2 W*(d;, L) N f ~1(z,)
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en 3, telle que, si B, = =B, on ait B, " W*(;,, L) = 0 et B, N Wid;,L) =0 sij> 2,
B, N W¥(d,, L) étant réduit & b,. On choisit 5, € W*(gy dy, L) 0f~(t,) et une petite
boule E;z de dimension ¢ + 2C f ~1(t,) transverse a W“(go;z'vz, L) en b, de sorte que, si
B, = =B, on ait B, N W(d;, L) = 0, B, nW*(d;, L) =0 si j+2, B, n W¥dy, L)
étant réduit a b, = why; B, coupe transversalement W¥(c;, L) suivant des arcs. On
choisit a, € 9B;, a, € B, hors des W¥(c;, L). On choisit aussi un arc T dans f~1(z,) joi-
gnant 3; & @, évitant les points critiques et tel que T N B, = {4}, In B, = {a,}. Par
position générale, on peut supposer que I = =l est plongé dans sa feuille, que

InWY, L) =0

car ¢> 2, que I n W*(d,, L) = @ car ¢< n — 3 et qu’il n’y a aucune trajectoire de &
de longueur L passant par I qui recoupe I. Soit U un petit voisinage de B, uI U B,
dans M qui a, par rapport aux variétés stables et instables de longueur < L, des pro-
priétés analogues a celles de B,, B, et I. Soit g, I'isotopie de plongement de dW*(d,, L,)
dans sa feuille &, a support compact SC U N &, qui réalise ’enlacement de signe v
de 0W*(d,, L,) avec 0W*(d,, L,) [7, th. 7.6], et soit &, donné par 3.3. Vu le soin mis
a choisir B,, B, et I, il est clair que £, convient.

Elimination de liaisons

Lemme 3.6. — Soit o une 1-forme de Morse sur M de dimension n > 7. Soit & un pseudo-
gradient générique pour o; soit q avec 3 < q< n — 4. On suppose que o n’a pas de point critique
d’indice n — 2, n — 1 et n, ni de point critique d’indice < q. Sotent ¢y un point critique d’indice q
et dy un point critique d’indice ¢ + 1, et sotentt, t' € L(cy,dy, L) avec g(t) = g(¢'), e(f) = — &(¢').
Il existe un pseudo-gradient générique &, pour o ayant les mémes liatsons de longueur < L entre
points critiques d’indice q et ¢ + 1 que & sauf que £ et £’ ont disparu.

Démonstration. — Comme « n’a pas de point critique d’indice 0, 1,2, . — 2, n — 1
et n, on peut faire bouger comme on veut un objet de dimension 2 générique par rapport
A £ par les trajectoires de £ ou de — &; il en résulte que, pour tout ¢, f ~1(t) est simplement
connexe.

On pose g =g(f) = g(¢') et l'on choisit ¢, e]f(g?’l),jf’\('d'vl)[; soient § et
P e Wy, L) n W*(dy, L) N F=1(t,) correspondant A ¢ et & ¢'. Comme () = — e(¢'),
on peut trouver un disque de Whitney Acf ) pour I’élimination de 5 et §”. Soit
A = = A qu’on suppose plongé dans sa feuille (z > 6). Soit &_ A la partie de A dans
W¥(¢,, L) et 9, A la partie dans W°(d;, L). Gomme ¢ > 3, on peut supposer
ANnW¥,L)=0 si i1 et AnW¥¢,L) =0_A. Comme ¢g<n—4, on peut
supposer ANW*(d,,L) =0 sij+ 1 et AnW*d,,L) =08, A, et comme n> 6, on
peut supposer qu’il n’y a pas de trajectoire de § de longueur < L passant par A qui
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recoupe A. Soient U un petit voisinage de A dans M et g, (A € [0, 1]) I’isotopie de Whitney
de plongement de 0W*(d,, L, = f(’a”vl) — t,) dans sa feuille # 4 support compact incluse
dans U N & qui élimine les points p et p’, et soit &; donnée par 3.3; il est clair que &,
a la propriété de 1’énoncé.

Remarque. — La difficulté du cas ¢ = 2 est que, méme si ’on a construit un disque
de Whitney, on ne peut plus assurer par position générale que A N W¥(¢,,L) =9
pour ¢+ 1 et donc, en éliminant ¢ et ¢, on risque d’introduire de nouvelles liaisons de
longueur < L. Nous verrons au § 5 comment surmonter cette difficulté.



Chapitre 4

ELIMINATION DE POINTS CRITIQUES

4.1. Elimination des points critiques d’indice 0 et 2

Lemme 4.1. — Soit o« une forme de Morse sur une variété compacte connexe. On suppose o

\

non exacte. Il existe une forme o cohomologue & o ayant les mémes points critiques d’indice > 2
que o et o sans point critique d’indice 0.

Preuve. — Soit £ un pseudo-gradient générique pour «. Soit L; la suite des longueurs
des liaisons issues d’un point critique m d’indice 0 de «. Si s est un point critique d’indice 1,
Zr(m, s) est soit vide soit formé de 1 ou 2 points. S’il n’existait pas de point d’indice 1
avec Zy(m,s) réduit & un point, alors B;, adhérence de W*(m, L) dans M, serait,
pour L différent des L;, une variété de dimension z & bord lisse sur laquelle « est exacte.
Par connexité de M, on aurait M = B;, pour un certain L, donc « serait exacte.

Soit donc s un point critique d’indice 1 avec Zy(m,s) réduit a un point ¢ et
L minimal; B, est une variété compacte avec une singularité conique en s sur laquelle
« est exacte. Soit f une primitive de « |5, avec f(s) = 0. L’autre partie de W*(s) descend
d’au moins ¢ du voisinage de Morse. Changeons les voisinages de Morse de m et s en
Q'(m) et Q'(s), en remplacant ¢ par £/10. Changeons f: B;, — R par un difféomorphisme
de R en f; a valeurs dans [— ¢, 0] avec f = f; prés de 9By, et f; — f = ¢ sur Q'(m). Soit
oy = dfy sur By, et «; = « hors de B ; «; est cohomologue & «. La liaison ¢ de m & 5, qui
est maintenant de longueur < &, permet I’élimination de m et s (3.2).

On ne considérera que des formes de Morse sans points critiques d’indice O et .

4.2. Elimination des points critiques d’indice 1 et n — 1

Proposition 4.2. — Soit o une 1-forme de Morse dans la classe u sur une variété M de dimen-
sion n > 5 sans point critique d’indice O et n. St M _,(M) est connexe, il existe o' de Morse coho-

mologue & o ayant les mémes points critiques d’indice > 4 que o et W’ayant pas de point critique
d’indice 0 et 1.
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Lemme 4.3. — Avec les notations précédentes, soit ¢ un point d’indice 1. Il existe o’ obtenue
a partir de o en faisant monter des points critiques d’indice n — 1 et n — 2, et un plongement
g:D* > M, tels que
1) g(S") est dans la feuille de S, (c) et coupe transversalement S (c) en un point m;
2) D) N Wile) ={m};
3) g o n’a quun seul point critique sur D* qui est d’indice 2.

La démonstration de 4.2 est facile & partir du lemme. Soit D, un petit disque
C D2 centré au point d’indice 2 de g* «’; on construit un pseudo-gradient &, tangent
a g(D* — ]o)o) et radial, dans une petite boite K coupant g(D?) en g(D,) on intro-
duit (2.17) une paire de points critiques 4, ¢ d’indices 2 et 3 telle que W*(d) N K soit
exactement g(@ D), et ’on élimine alors ¢ et d grace a 3.2.

Démonstration de 4.3.

1)  On choisit une petite transversale I & S, (¢) dans sa feuille &#. Quitte & diminuer
I’épaisseur des voisinages de Morse, on construit & partir de chaque extrémité de I un
chemin transversal 4 « allant & — oo disjoint des voisinages de Morse, ce qui est possible
car o n’a pas de point critique d’indice 0. On obtient y: R —- M avec y[— 4, a] =1,
et fY(t) et ou on a relevé Yy & partir de 7% proche de?,

FR) CF (1= o0, f(T) + €]).

Comme.#_, (M) est connexe, il existe I': R%,. — M étendant y avec f~ f‘(z) — > — 0.

|z| > o

En se restreignant a D (R) avec R assez grand, on a I'(D_(R) nR) = y[— R, R],
ff"(a D,R) —R)C]— o0, — 1 —f—f~(?)]; on construit donc g: D* - M avec I Cg(S?)
et f(?) <ﬂ?) + ¢ pour ¥ e g(S') — I. On modifie g au voisinage de I de sorte que g
pointe vers le haut au voisinage de I, donc Wy (¢) N g(D?) ={m} au voisinage de m.
Comme n > 5, on peut supposer que g:D? — M est un plongement sans changer les
autres propriétés.

On suppose g(D?) transverse a W (c); D’ensemble (g(D?) — I) N W% (), de
dimension 1, peut étre supposé disjoint du rayon passant par m dans Wi (¢) (n > 4),
donc en poussant par £ au voisinage de Wi, (c), on peut supposer que g a les propriétés
précédentes avec en plus g(D?) N Wy (¢) ={m}. Par la suite, les modifications essen-
tielles de g seront obtenues en poussant le long des trajectoires positives de &, donc la
condition g(D?*) N Wy (¢) ={m} se conserve.

On choisit L > sup, , c s, (f (%) — f( ).

Soit V un petit voisinage de m dans g(D?) ou g est déja, comme on le souhaite,
assez petit pour que VN W¥(d, L) = @ si I(d) > 1. On peut supposer

(gD¥) — V) AW, L) =0 si I(d)<n—2,
(¢D) — V) A Wi(d, L) = 0 si I(d)> 2.
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N

Soit o’ obtenue a partir de « en faisant monter de L les points d’indice n — 1,
puis de L les points d’indice # — 2. On a «’ |,pe, = @ |,1pe), €t pour la nouvelle situation
(gD*) — V) NnW*(d, L) = @ pour tout d. On met g{sl transversal a £ (n> 3) sans
rien bouger sur I, puis on fait monter g(S') — I dans la feuille & de S (¢) grace a &.
Comme 7> 4, on peut supposer qu’on obtient un plongement g(S') < & et 'on a
g8") NS, (¢c) ={m} car, dans la situation précédente, (g(S') — I) N Wi (c) = @.

On fait pointer g vers le haut le long de g(S') (si > 4, =, S" 2 = 0) de sorte
que g(D?%) — V reste disjoint des W*(d, L), o V est maintenant un petit voisinage
de g(S?), g étant comme on le souhaite.

On met g(D?) — V transversal & § (> 5) sans perdre les propriétés précédentes
et on peut supposer g*«’ de Morse.

Soit m, un minimum de g* «’, A son domaine d’élimination (4.1) et s, la selle
sur 9 A. Soit pr : A —F~'(f(5)) la projection obtenue en poussant le long des trajectoires
de £ (M — M est le revétement d’intégration de «’). Comme 7> 5, quitte 2 bouger
un peu g, on peut supposer que pr est une immersion générique avec des points doubles
isolés (si n = 5); pr(A), qui est un compact de £~*(£(5,)), se plonge dans M par la pro-
jection M — M, I’image est dans la feuille %, de s,, on obtient ainsi pr: A — %, et
on peut supposer g(D? — A) transverse & pr c’est-a-dire disjoint de pr(A) (z > 5). Dans
un petit collier au-dessous de pr(A), on construit un nouveau plongement # de A égal
4 g prés de 9 A isotope & g |, avec A"« = Ag® ', ott A est une fonction > 0 (on obtient /
en poussant suivant les trajectoires de £). On remplace g sur D? par le plongement g,
égal a g sur D2 — A et & & sur A (g, n’est peut-étre pas isotope a g si # = 5, mais cela
n’a pas d’importance). A P’aide d’un chemin ascendant de m, a s, ne passant pas par
les points doubles de pr, on élimine m, et s,.

On est arrivé & g: D2« M avec toutes les propriétés voulues sauf que g* o’ a
des points critiques d’indice 1 et 2. Soit m le maximum absolu de g* o’ qui est exacte.
Soit m, un maximum le plus bas possible. Soit s, une selle d’élimination pour m, (consi-
déré comme un minimum de — g* «’); on construit un chemin vy, ascendant pour g* o’
de s, & m, et de ’autre c6té un chemin ascendant vy, qui arrive & un maximum supérieur
am,.

Soit J I’arc formé de v, et de vy, arrété au niveau de m,. Comme n > 5, on peut
supposer que les trajectoires positives de £ passant par J donnent une membrane PC M
avec P — J disjoint de g(D?) et la partie supérieure de P est au niveau de m,. On utilise P
pour modifier g sur un voisinage tubulaire de J de fagon a éliminer s, et m,.

4.4. Elimination des points critiques d’indice 2 et n — 2

Proposition 4.4. — Soit o« une 1-forme de Morse dans la classe u sur une variété M de
dimension n > 7, sans point critique d’indice 0, 1, n. St M _ (M) est simplement connexe, il
existe o’ de Morse cohomologue & o, ayant les mémes points critiques d’indice > 5 que o et n’ayant
pas de point critique d’indice < 2.
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La démonstration est analogue 2 celle de 4.2; elle est basée sur le

 Lemme 4.5. — Avec les notations précédentes, soit ¢ un point critique d’indice 2. Il existe o’
obtenue & partir de o en faisant monter des points critiques d’indice n — 1, n — 2, n — 3, et il
existe un plongement g : D3 < M el que :

1) g(S®) est dans la feuille de S, (c) et coupe transversalement S (c) en un point m;
2) gD W) ={m}
3) g o wa quun seul point critique sur D3 qui est d’indice 3.

Démonstration. — On suit mot pour mot la démonstration de 4.3 avec n> 7; la
seule modification est qu’il faut faire monter les points critiques d’indice n — 1, n — 2,
n— 3.

On arrive a g: D3 < M vérifiant les conditions 1) et 2), pointant vers le haut le
long de S? et avec g* «' = dk n’ayant qu’un maximum, des points d’indice 1, ¢;, ..., ¢,
et des points d’indice 2, dy, ..., d,. Quitte & modifier g en poussant par les trajectoires
positives de £ au voisinage de la nappe montante des d;, on peut supposer k(d;) > k(c,)
pour tous ¢ et j; une surface de niveau intermédiaire de % est une surface de Heegaard,
donc, quitte a introduire des paires triviales ¢;, d; ( =% + 1, ...,¢) & un niveau inter-
médiaire (toujours en modifiant g par les trajectoires positives de &), on peut supposer
la décomposition de Heegaard triviale (Reidemeister-Singer), donc, aprés avoir fait
monter des points critiques de & grice a £ et avec un bon numérotage, on trouve des disques
ascendants (pour %) D, de centre ¢; avec D, " D; = @ pour ¢ + j et D; monte jusqu’au
niveau de d;. Comme z > 7, on construit comme en 4.3 des membranes P, sur les D, et
on modifie g sur un voisinage tubulaire de U! D; pour supprimer les points d’indice 1 et 2.

4.6. Elimination intermédiaire

Proposition 4.6. Soit o une forme de Morse sur M de dimension n> 7. On suppose
que o n’a pas de point critique d’indice n — 2, n — 1, n, nt d’indice < q, ot 3< g< n — 4.
St H(M, — u) = 0, il existe o’ cohomologue & o ayant les mémes points critiques d’indice + g,
q + 2 que o et sans point critique d’indice q.

Démonstration. — Soit & un pseudo-gradient générique pour « avec un tube de
trajectoires n’interagissant pas avec les points critiques (2.24); on choisit des relevés
C15Cay - - -, ¢y des points critiques d’indice ¢ et dy, ..., d,des points critiques d’indice ¢ + 1
et des orientations des variétés stables. On fait descendre des points critiques d’indice ¢
de sorte que f(3;) > f(z,) pour i3> 2. Par hypothese, d: G, ,(x, &) — Cy(a, £) est sur-
jective. Choisissons Ay, ..., % €A_, avec d(A,d; + ... + N dj) =&. On tronque A,
en A € A de sorte que I, \[d}, §] = &, + (< 0).

Soit

B = max{ u(g) | g figure avec un coefficient non nul dans un des A;}.
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Du tube de trajectoires, on fait sortir une paire triviale 4, d’indice ¢ + 1 et &, d’indice
q + 2 avec f(';i:,) >B + suijIf(a?;).

» Soit L > A = sup,5,i>4( f~(ch) — ﬁ?})). Une application répétée de 3.4 nous
donne &, générique avec [dy, ] g, = Oy + (< 0).

La condition [dy, 5] = (u<0) (> 2) dit que, si L'< f(dy) —f(Z,), on peut
regrouper deux par deux les éléments de %y (c;, dy, &;) de sorte que g(¢f) = g(£') et
e(t) = — (¢').

La condition [dy, %] = 1 + (2 < 0) dit qu’il existe une liaison £, de ¢, & d,, de
longueur L, = ‘}7((70) — (%), et quon peut grouper les éléments de Ly (c;, dy) — {to}
pour L’ < L, par paires ¢, ¢/, avec g(¢) = g(¢') et e(f) = — ().

Une application répétée de 3.6 donne &, avec ZL(cy,dy, Lo, &) ={4} et
L(¢; dyy Ly, ) = O pour 7 > 2. On élimine alors ¢, et d, grace a 3.2, d’ou le résultat.

4.7. Elimination finale

Proposition 4.7. — Supposons que « de Morse n’a que des points critiques d’indice q et ¢ + 1
avec 3< g<n—4. S H(M; —u) =0 et si t(M, —u) =0, il existe o’ cohomologue & «
et sans point critique.

Démonstration. — Soit & un pseudo-gradient générique pour o; I’hypothése dit
que d: G, («, &) - C,(x, &) est un isomorphisme.

1)  Supposons que, pour des choix %, ...,%,, dy, .- ., d, des relevés des points cri-
tiques, la matrice de d est I 4+ R avec #(R) < 0. On fait descendre les points d’indice ¢
et monter ceux d’indice ¢ + 1 de sorte que

@) = ... =f5) <fld) = ... =fd).
Soit L =f(d,) —f(Z); on a [d,,5] =38, + (¢ <0), donc une application répétée
de 3.6 donne &, avec

Lo, d;, L&) =0 sii+j et ZL(c;, d;, L, E,) égal & un point.
On élimine alors les ¢; avec les d; simultanément grace a 3.2.

2)  Soit £ un pseudo-gradient générique avec un tube de trajectoires n’interagissant

pas avec les points critiques. Comme plus haut, on se raméne a ) =...= ﬂ%),
Fd) = ... =fd). Soit L, =f(dy) — (). Soit A eGl(k,A_,) la matrice de

d:C,yi(ax, &) > Cyla, &).

Comme t(M, — #) = 0, il existe un stabilisé de A, A’ € Gl(r, A_,), des matrices élémen-
taires E;, ..., E, € Gl(r, A_,), une matrice diagonale A avec des & g sur la diagonale
telle que

AE,E, ... E A’ =1+ A,,

avec A, diagonale et u(A,) < 0.

23
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11 existe des troncatures des E;, E; € Gl(r, A) telles que
AE,E, ... E,A"=1+R, avec u(R,) <0.

Soit B > max{u(g) | g € m; M apparait avec un coefficient non nul dans une
des matrices A, E;, ..., E }
On choisit L> L, + (p + 1) B.

Du tube, on fait naitre (r — k) paires triviales, ¢; d’indice ¢ et d; d’indice ¢ + 1

(j=%k+1,...,7), et 'on se raméne a
@) = ... =f&)<fdy) = ... =fld).

Si la matrice E, fait intervenir d; et d;, on fait monter 4, de B et ’on applique
plusieurs fois 3.4 pour obtenir &; générique dont la matrice A; vérifie A; = E, A’ + Ry,
u(R;) <Ly + B —L (3.5). En continuant ainsi, on trouve £, générique tel que sa
matrice A/ vérifie A, =E, ... E,A’ + R, avec 4(R,) <L, + pB — L. On change
alors les relevés des points d’indice ¢ + 1 et peut-étre ’orientation des variétés stables.
La matrice est alors A, , = AA, =AE, ... E,A’ + R, avec

Ry ) <Lo+(#+1)B—-1L

donc A, ,, =TI+ R avec R=R;+ R, et 2(R) < 0; on est dans le cas 2, ce qui
achéve la démonstration du théoréme en dimension > 7.



Chapitre 5

CHEMINS DE TRAVERSEE ET HOMOLOGIE DE NOVIKOV

5.1. On reprend les notations de 1.1.

On appelle Q (X, ) le groupe de bordisme formé des ¢ :V —~X ot V est une
variété de dimension p orientée sans bord et ou ( ﬁp)‘l(]—— o0, t]) est compact pour
tout £, modulo des cobordismes analogues. Si g € G = =n; X, on définit g.¢: V X
par (g.¢) (v) = g.9(v); la somme disjointe munit alors Q (X, z) d’une structure de
A,-module.

Soit ¢ : (W?, dW?) — ()N(”, )~("‘1) avec (ﬁp)_l(]— o, t]) compact pour tout ?;
soient¢.?, ..., %7 des relevés des p-cellules de X. Sil’on écrase tout dans X», saufla cellule
ouverte g¢;?, on obtient une application W — S? telle que la contre-image de S? privé
du pdle nord est compacte et est dans Int W; soit z,, le degré de cette application et
posons [¢,¢7] = Zn, g €A,.

Posons k(p) = X [¢,27]77 € C,(X, u). On a aussi k(¢ |,y) € C,_,(X, u) et, d’apres
la définition de d: C (X, u) - G, _ (X, ), il est clair que

dh(9) = k(9 |ow)-

Si V? est sans bord et si ¢ : V? — X est homotope 4 ¢, : V? — X» parmi les applications
J-propres, le résultat précédent montre que la classe du cycle k(p;) ne dépend pas des
choix faits et définit un morphisme de A,-modules

R:Q (X, u) > H, (X, ).

On a des définitions relatives et, comme Q, = Q, = Q, = 0, il vient (en regar-
dant les contre-images transverses du centre des p-cellules) :

Q,, X, R u)=0 sig=1,23
et k: Qp(i”, Kr-14) > C,(X, u) est un isomorphisme.
Il en résulte, par une chasse au diagramme classique, que
h:Q (X, u) - H,(X, u) est un isomorphisme pour %< 3.

On note encore £ la composée (X, u) - Q (X, u) - H (X, u).
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5.2. Lorsque .#,(X) est simplement connexe, on va construire une structure
de A,-module sur =, (X, u) (k> 3) et aussi sur n(X, X%, u) (k> 4,7 > 3).

On choisit un point base y, € .4#,(X) avec ¥,(0) = %, et f Yo croissante tendant
vers P’infini.

Si A, (X) est (n — 2)-connexe (n> 3), donc si =, (X,u) =0 pour p<n, on
construit comme en 1.4 une section de ¢: %,(X) - X sur le (n — 1)-squelette de X,
d’ott @ : X" X [0, o[ - X" cellulaire (®(X’ X [0, o) C X*?) que l'on reléve en
: X1 x [0, 0] > X" avec B(F,0) =%, D(X,, 1) =7F,(t); ona (g%, ¢) = 2D (%, 0.
L’application ¢ : X"~ x [0, o[ — R, définie par ¢(x, ) = f D(F, {) — A(F) si x = %,
est alors continue, tend vers + oo lorsque ¢ — + oo uniformément sur X"~! et est
minorée, disons par c.

Faisons d’abord agir =n,(X) sur mw, 4,(X), 2> 2. Soit gemn(X) et soit
I': D* > #,(X) avec I'(S*~!) = v,. On choisit un chemin a de %, & g%, et une homo-
topie &, de a * gY, 2 (A,(X) est connexe) et ’on considére ’application I, : D* — .4, (X)
obtenue en considérant g.T' précédée du chemin a sur (1/2) D* et en disposant radiale-
ment I’homotopie % sur la couronne restante

a*x(g.I'(22)) si|z|<5,
Fﬂ(z) =
oy oy —1 si|z]|>

N = NI —

Comme 4,(X) est 1-connexe, la classe d’homotopie de I') ne dépend pas des
choix faits; on pose g.[I'] = [T',] € =, A4, (X).

Soit maintenant A € A, écrit sous la forme A = X m, g, avec m, = + 1 et la suite u(g,)
croissante, tendant vers - co.

Construisons d’abord un chemin vy, €.4,(X) avec

VoeN, %p) =g-% et FHl)>u(g,) sit>p.

Pour cela, on va construire un chemin allant de g, %, a g,,, %, dans Na ~u(g,), «f :
on part d’un chemin ¢(s) quelconque dans X' de g, %, & g,,, %, avec fe(s) > b pour
tout s € [0, 1]; on a donc

Fde(s), ) > u(g,) pour s =0oul,

f 5(0(,\"), t) ;=2 uniformément en s,

- 0

ou @ : X! X [0, o[ - X2 est donné par I’hypothése de connexité de #,(X). On joint
alors g, %, & g, %, par 5(&, %o, t) (0< t< N, N grand) suivi d’une approximation a
valeurs dans le 1-squelette de ®(¢(s), N) (s €[0,1]) et B(g, ., %, N —¢) (£ € [0, N]).

Considérons v, c#,(X) ou 7,(t) =Fo(t) pour (<p et Vi(t) = & Tslt — )
pour ¢ > p, et choisissons une homotopie /? entre v, et vy, qui soit fixe sur le segment [0, p]
et telle quefﬁf(t) > u(g,) +csit>p.
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On choisit dans (1/2) D* = D; une suite de disques D¥ disjoints et tendant vers
un point z,, dans D, un disque de rayon moitié D), et un isomorphisme linéaire
v, : D, — D* conservant l’orientation si m, = 1, la renversant sinon.

Soit ' : D* — .#,(X), constante égale & vy, sur le bord. Considérons T, : D* —.#,(X)
définie de la facon suivante :

sur D, — l1J D,,\(2) = 7»
Y}\(t) Si ¢ < p:
8, -T(9,(2)) (t —p) sit>p.

Sur D, — D}, pour p > 0, on dispose radialement I’homotopie 4%.

. Vérifions la continuité de I',. Le seul probléme est en z,, pour le contréle 4 I'infini;
soient A, a, tels que f YA(t) > A pour £ > a. Posons ¢; = infy, ;o o f f"(z) (¢). Soit V un
voisinage de z, assez petit pour que VN D, + @ implique u(g,) 4+ min(c, ¢;) > A.
Soit ze VN D,;

sur D,, I(2) (t) =

sit>p, FI) ) = ulg,) +F T(,(2) (t—p) > u(g,) + ¢, pour zeD),
> u(g,) +¢ pour zeD, — D;;
si t< p, FE(=) 0 =F70.

Donc T, (V) C W(aq, A).

La classe d’homotopie de T', ne dépend pas des choix effectués car 4,(X) est
l-connexe; on la note A.[I']. Il est clair que 4: =, (X, u) > H,, (X, u) est alors
A linéaire.

On a une construction analogue pour =, (X, X/, u) (p > 4, > 3).

Théoréme 5.3. — Soit n > 3. On suppose que w (X, u) = 05t p < n; alors H (X, u) =0
pour p<net h:m,(X,u) > H, (X, u) est un isomorphisme.

Démonstration. — A partir de ®:X"~! x [0, o[ - X" construit en 5.2, on
construit,commeen 1.10, H : G (X, 4) -G, , (X, u) pourp<navecdH, +H,_,d=]1,
donc H,(X, #) = 0 pour j < n. Pour chaque n-cellule ¢ de X, on pose

E(G) =5 — H,_,(d5) (cellule élargie);

p—1

c’est un cycle et les E(5) engendrent H, (X, u) et sont visiblement dans 'image de #,
donc k: =, (X, u) - H, (X, u) est surjective par A, linéarité. Pour démontrer I’injec-
tivité, considérons X" C X" *+1 C X, Par position générale, 7, (X% X? u) =0sik< p< ¢
et H (X, X% u) =0 si k< p<yg.

1)  Montrons que & : (X", u) — H)(X", u) estinjective. Soient o, ..., o, les n-cellules
de X. Soit 3 : R* - X" avec 7 3(2) ——> + oo dont la classe est dans le noyau de £;

[2]~>
on peut supposer que ¢ est transverse aux centres des n-cellules. Comme £(p) = 0
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dans H, (X", u), A(¢) = 0 dans H, (X", X"~!, u) = C,(X, #). On peut donc grouper
les contre-images des centres des n-cellules en deux suites a, et b, e R" avec
¢(a,) = ¢(b,) = centre de g, 3, avec u(g,) -, | a,| - o, | b, | — o et § d’orienta-
,eth, Soit R(1) = sup{| z|| z& (F§) (1, £)}; R* — B0, R())
est contenu dans (f ¢) [, o[, R(¢) est croissante et R(¢ ) ;52 + oo. Soit

M(t) = sup{f3(2) || 2| <

M(#) est croissante et M(¢) - + oo. Comme |a,| et | b, | — oo, choisissons une suite

tions opposées en a

m, — 00 avec min (f’c}'(ap),f'&'(b,,)) > M(m,). Donc a, et b, sont dans
R" — B(0, R(m,)) C (/' F)[m,, o[

et sont donc joints par un arc A, avec, pour tout s € [0, 1], R(m,) < | A, (s)| < max (|a, [, | b,])
et f $A,(s) = m,. Comme z > 3, on peut supposer les arcs )\ disjoints.

Donc (A p) est un lacet au centre de g, 5, qui évite les autres centres. On peut
homotoper dansf“[mp — Cy, o[, ¥, en un lacet 3, de X nf- '[m, — C,, o[, I’homo-
topie évitant les autres centres (G, dépend de la variation de f sur les cellules de )~().
Il existe HY: D? — X2 tel que HS |5, soit égal a 3,. Considérons D2 x [0, oof - X,
(9, t) 5(H2,(y), t); siy € S, alors f&(Hg(y),t) >m,— G, —C ctf'&i(Hg(y),t) tend
vers oo uniformément en y € D2 On regarde la restriction a S* X [0, N] u D2 X { N}
pour N grand qu’on modifie un peu sur D2 X { N} de sorte que I’on soit & valeurs
dans X2 : on trouve H):D? — Xenf ~![m, — C; — G, o[ prolongeant §,; H} ne
recoupe pas les centres des n-cellules (autre que g, 5;,,) car n > 3 (c’est le point essentiel).
En ajoutant I’homotopie initiale entre A, et 3,, on construit H, étendant §2, qui a
les mémes propriétés.

Construisons alors une homotopie §, entre ¢, = ¢ et ¢, telle que §;(R") ne touche
plus les centres des n-cellules. On choisit des petits disques N;(A,) C Ny(2,), voisinages
de A, avec Ny(A,) N Ny(A,) = 9 si p + ¢g. Pour s €[0, 1/2], on modifie § sur N,(x,)
grace a4 ’homotopie H, de sorte que ¢,,(N;(A,)) soit tout entier dans un petit voisi-
nage V, du centre de g, 5, ; Papplication dN,;(\,) — V -centre est alors de degré nul
d’aprés le choix de a, et b, et, entre 1/2 et 1, on modifie §,, sur N;(A,) de sorte que
91(Ny(2,)) soit contenu dans V -centre. Nous avons ¢, —$o hors des Ny(A,) et, si
zeNy(2,), 3,(2) ef[m — G — @, oo[; il est alors claquuefcp ( )——|——> + oo unifor-
mément en s € [0, 1].

L’application ¢, qui évite les centres des n-cellules est homotope & ¢, a valeurs
dans X*~! et la considération de @ : X"~ X [0, o[ — X" montre que ¢, = 0 dans
7, (X", u).

2)  L’application £ :m,(X"*! u) - H, (X"*! u) est injective.

Soit & une (n + 1)-cellule de X d’application caractéristique

y: (D"FL 8" ()"(’n+1, }'Zn)
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Soit . : (D%*!, D" — (D**1, S") qui écrase S au poéle nord a de S” et est un homéomor-
phisme de (D3*!' —S%,D" —8""") sur (D" —{a},S" —{a}). Soit ¥ un chemin
de X" avec Y(0) = x(a) et f Y(t) ;== + o.

Soit ¢ : (R2*1, R") — (X»*+1 X") défini par

o(z) = xu(2) sifz|<sl et o) =F(z|—1) si|z]>1
Il est clair que I'image par h de ¢ est5 e H, | (X", X", ). Comme
Hn(X"+1’ X" u) = C”+1(X, u)

admet pour base les (n + 1)-cellules, cela montre par A,-linéarité que
him, (XML X" w) - H, (X X", u)
est surjective. Or le diagramme commutatif suivant

T (XL XN w) — w, (X% u) — 7w, (X"the) — w,(XTL X u) =0

b b lh

H, (X**, X" ) — H,/(X"u) — H,(X"",4) — H,/(X"", X" u) =0,

ou les lignes sont exactes, montre que k: w, (X"*! ) — H, (X"*1, u) est injective.
Comme =,(X"*Y 4) - =, (X,u) et H (X", 4) - H,(X,u) sont des isomor-
phismes, % :w,(X,u) - H,(X, ) est injective.

5.4. En plus du revétement universel X, nous considérons le revétement X — X
dont le =, est ker #; X — X est un revétement galoisien de groupe u(G) ~ Z* abélien.
La fonction f: X — R descend en une fonction F:X =R avec f(gi) = u(g) + f(&).

Lemme 5.4, — 1l existe ay tel que pour tout t deux points de f ~'[t, co[ sont joints par un
chemin dans f~'[t — a,, oof.

Démonstration. — Soient g, ..., &n des éléments de G tels que tout g € G s’écrive
8, 8ty - - - 8,5 soit ¥, le point base de X avec f(xo) = 0. Il existe A tel que pour tout
1 e[l, n] on puisse joindre %, et & % par un chemin dans f _1[— A, oo[. Soient x; et %
deux translatés du point base de X avec f(#1) < f(x5). Vu I'abélianité du revétement X,
on peut écrire % = g; ... g, ¥, avec XA 1 %(g;) > 0 pour tout & € [1,¢]. Il est alors
clair qu’on peut joindre %, & x, par un chemin dans £ ~'[ £(x;) — A, oo[. Soit B un majo-
rant de la variation de £ sur les relevés des cellules de X au nombre de N. On peut relier
x € X 4 un translaté du point base dans f ~'[ f(x) — NB, o[. On pose a, = A + NB.

5.5. Corollaire-définition. — L’ensemble f ~*[t, o[ n’a qu’une composante connexe par arcs
sur laquelle f est non bornée; on la note X,. Les autres composantes connexes par arcs de f ~'[¢, o[
sont contenues dans f ~[t, t + ay[, et Pon a f ~'[t + ay, 00o[ C X, CF [t ool.
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5.6. On dit que deux suites projectives de groupes (F;, f,) et (G, g;) sont pro-
isomorphes §’il existe des suites ¢, -0, j, — o0, des morphismes a,:F, -G, et

b,:G;,,, —F, et des éléments «, €F,, B, €G, tels que, si Jo  Fy., —~F, est la
composée des ﬂcches Jfi et de méme pour g, G7p+1 —>G,.p, on ait
vxeF, ., bya,  (x) = a; ' f, (%) a,

VyeG, ., 4, b,(0) =B;"5,() B,-

On dit que la suite (F,,f,) est semistable (resp. stable) si elle est pro-isomorphe 2 une
suite de surjections (resp. d’isomorphismes).

Lemme 5.6. — La suite (F,, f,) est semistable (resp. stable) si et seulement s’il existe une

suite 1, — oo telle que les restrictions f,) |, fpay - IM So w1 > Imf, sont des surjections (resp. des
isomorphismes).

Preuve. — Si (F,, f;) est pro-isomorphe 4 (G;, g,), ol avec les notations précédentes g,
est surjectif pour tout p, alors a,: Fip — G,.p est aussi surjective et il existe y, € F,.IM1
tel que

VJ)EszH’ apfp'(.y) =g; ap+l(Y;1.pr)'

. b s
Sixelmf), il existe x, eF, .,

_ _ -1
Xg EFI'I,” AVEC @, 1 Xy = gyi18yro¥e = Gyy1 [y i(Ypr1 X2 Yp+1)

et x =f11,fp’+l<Y1;+1 Xo Y;}H)-

avec x =f, % = «,(b,a,,, %) a, !, et il existe

D 3

Le reste est évident.

5.7. Sit, — oo est une suite croissante, si on choisit un point base a, € X, et un
chemin Yp de a, 2 4,,, dans X: , on obtient f : ”1(X:,+1,ap+1) —>7:1(Xp a,). Si
i, a,,, Y, est un autre choix, il est clair que les suites projectives (nl o)) €t
(nl(X a,),f,) sont pro-isomorphes. Par le systtme projectif (=, X,), on entend la

classe de pro-isomorphisme de toutes ces suites projectives.
Lemme 5.71. — Le systéme projectif (y X,) ne dépend que de G et de u: G —R.

Démonstration.

1) Dépendance par rapport au choix de f: X —~R. Si f;: X —R est un autre choix
donnant le systéme m, X1, alors f; — f vient de la base et est donc bornée par c; les
inclusions X, > X!_, et X1e>X donnent un pro-isomorphisme entre les deux
systémes.

t—c
2) Sl existe une équivalence d’homotopie entre X et Y préservant Iidentification
des =, avec G, alors les systémes =; X, et w; ¥, sont pro-isomorphes.

Soient £: X —~Y et £ : Y -~ X avec bh' ~iy et ' h~15. Soit £: X —-Y; on a

h(gx) = gh(x) d’aprés Phypothése. On choisit fy : ¥ - R, et 'on pose fx = fy o k. Soit
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H, ‘une homotopie entre /4’ et 1y et K, une homotopie entre &’ / et Ix, et soit a tel que

fr 8(_y) fy(y) @ pour y ey, ct_fo (%) —fx(x) > a pour x eX;onah: X, —>Y
et & : ¥, > X, _, et les composées X, +>X,_,, ¥, >Y,_, sont homotopes aux
inclusions, d’ou le résultat.

3) Si Y=3XvS2 le résultat est vrai car ¥ =X vS? (» eu(G)) et lon prend
Fv constante sur les sphéres 82, donc ¥, = X, v S (A< ¢).

4)  SiXest 51mp1101al Y = X U o, ol ¢ est un simplexe de dimension > 3; le résultat
est vrai car, si fY est linéaire sur chaque simplexe, (8 N fy '[#, o[, 85 N fy '[¢, oo[) est
2-connexe et m, ¥, = m; X,.

5)  Reste a montrer le résultat si X et Y sont deux complexes de dimension 2. On se
limite 2 des complexes de dimension 2 n’ayant qu’un seul sommet et dont le =, est
identifié 2 G; un tel complexe donne une présentation de G avec un générateur pour
chaque Il-cellule et une relation pour chaque 2-cellule. Réciproquement, une présen-
tation finie de G donne une classe d’homotopie simple de tels complexes. Soient X2
et Y2 donnant les présentations <Xy, ..., %,571, «.oy 7, > €6 P15 oo iy Iy S1s oo ey Sg 0
de G; il existe des mots Y,, ..., Y, en les lettres x;, X;, ..., X, en les lettres y, tels
que dans G on ait x; = X;(») et y; = Y,(x). Soit Z associé a

Cx, 51,8, = Y;(x), 5, = X( )

et soit X, associé a { x,9;7,; = Y,(x)>; il est clair que X; a méme type simple que X
et les 2-cellules collées & X, pour obtenir Z ont des applications d’attache homotopes a
zéro dans X,, donc Z a le type d’homotopie simple d’un bouquet de X, et de n + ¢
spheres S2, donc de X et de n 4 ¢ sphéres S% Pour la méme raison, Z a le type d’homo-
topie simple d’un bouquet de Y et de m 4 r sphéres S2, d’ou le résultat d’aprés 2) et 3).

Proposition 5.8.

il y a équivalence entre

1) le systtme projectif = X, est semistable;

2) il existe t,< t, <ty et go€G avec 0< u(gy) <ty — ¢ et m X,l et m X,2 ont méme
image dans w; X, ; ) A

3) il existe ay tel que pour t< t', ™ X, et ™y X, ont méme image dans 7, X

4) il existe ty avec w3 X, — ™ X surjectgf,

4") il existe ty tel que X,, partie de X au-dessus de X,, est connexe par arcs;

5)  pour tout t, ©, X, — n; X est surjectif;

5')  pour tout &, )A(J, est connexe par arcs;

6) HyX,2) =0;

7) M, (X) est connexe par arcs.

t—ay?

Remarques. — 1) Dans 2), I’existence de g, est évidente si u est irrationnelle.
2) Cette proposition, privée de 2), 3) et 7), se trouve dans [14] dans le cas o X
est une variété.

24
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Démonstration. — On va suivre le schéma suivant :

l — 2 <= 5 < 5 <= 4 <=, ¢4

N, Lo

1 =2 SiA(t;,) est une suite croissante telle que =, X‘bw et m X‘jm ont méme
image dans X‘b’ on prend #, = {;, ; = t; et t, = I, avec p assez grand pour qu’il
existe g, € G avec 0 < u(g,) < t, — t;.

2 = 3. Remarquons que m; Xh +uwg €6 T X,l ont méme imagch dans =, 5(,0
puisque ¢, + u(g0) < Iy; par récurrence on montre que ™ Xy, +tugg € T X , ont méme
image dans w, X, , donf que, pour tout g€G, m X, Loty € T1 Xy 4up ONE
méme image dans m; X, . Choisissons @, > ¢, —#, si u est irrationnelle et
ay >t —ty+ vy si u(G) =yZCR avec y> 0. Si ¢ eR, on peut trouver g € G avec
t—a; <ty +u(g) <t +ulg)<tet sit>t il existe 2 avec ' < ¢, + u(g) + ku(g,),
donc m, X, et =, X, ont méme image dans T, X,o +ug> donc aussi dans m X

3 = 1. La suite m; X,, montre la semistabilité.

4 <4 et 5« 5. Cest la théorie des revétements (la locale connexité par arcs
n’est pas nécessaire).

5 = 4 est évident.

4 = 5, car pour tout ¢, il existe g € G avec 5(,0 CcgX,.

5 = 2. Il suffit de faire la démonstration lorsque X n’a qu’un sommet; on numérote
et oriente les l-cellules en ¢,, ..., ¢, de sorte que, si g; € G correspond a ¢;, on ait
u(gy) >0, u(gy) = 0, ..., u(g) = 0. On reléve ¢; en ¢, entre ¥, et g, Xy; grace a ¢, et ses
itérés, on joint %, & oo dans X, par un chemin appelé y. Pour chaque i, on joint deux
points assez éloignés de y et de ¢; * g; ¥ par un chemin dans Xu(,l), et ’on obtient ainsi
des éléments vy, de m; X,. Il est clair que 7, X, est engendré par =, Xu(h, et les translatés gy,
avec 0< u(g) < u(gy).

Or comme =, X“(h, —m; X est surjectif, les y; sont homotopes dans X 2 desA lacets
de Xu(,l,, I’homotopie ayant lieu dans f ~'[— ¢, o[ pour un certain ¢, donc dans X_,_,,
(ap donné par 5.4), et on a la méme propriété pour gy; si u(g) > 0, d’ou 2) avec
ty=—¢—ay, 4 =0, &, = u(gy).

3 = 7. Soit g: R > X avec fo(s) TP + o et p(R) C X‘o. Soit s, # + o telle

que‘qz(R —[—=s.85]C X,ﬁ”. D’apres 3), ?I[_’lv’l] est homotope rel & a un arc v,
de X, ., par une homotopie a valeurs dans X, _, , homotopie que I’on dispose sur le
demi—éisque D, (s;). Le chemin q)l[_ 09, — 5 SULVL de Y1 suivi de q:o»l[,l',zl est a4 valeurs
dans X, ., et est homotope rel & & un chemin vy, de X, ., par une homotopie H, a
valeurs dans X, _, ., homotopie que Pon dispose sur D (s,) — D, (s;). En conti-
nuant ainsi, on construit ® : R% — X étendant ¢, avec f®(z) —— + co.

|g]>
7 = 6 est déja établi.

t—ay°
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6 = 4'. Soient x et x" € )'Zo qu’on joint a co dans )’Zo par des arcs y et y’ et entre
eux par un arc y, a valeurs dans X. Comme Hy(X, u) =0, Q;(X,u) =0 et donc
Yy, *y :R —~ X borde ¢:Y2 >X. Si I, est une valeur réguliére assez grande de
w:Y? > R, petite déformation lisse de ﬁ», alors w™'(¢,) contient un arc joignant un
point de y A un point de y’ dans X, et on relie x & ' dans X,.

Proposition 5.9. — Il y a équivalence entre

1) le systbme =, X, est stable;
2)  le systime w0, X, est semistable et il existe 5o < 5, < 5, et g, € G, 0< 2u(gy) < 5, — So
tels que

ker(m, X —-m X «) C ker(m, X ->m X, s
3)  le systéme w, X, est semistable et il existe ay tel que
VseR, ker(m, X, > =, X) Cker(m, X, > X

s—ap)

Preuve. — L’implication 1 = 2 est évidente.

2 = 3. Remarqquns quesis, + (R — 1) (gl) Sg, un élément y de =, X,lA+ (k—1) ulop)
qui s’annule dans w; X, _,,,,, donc dans T, X,o, gannule déja dans m X, ; donc
par action du groupe de revétement, si y € m X, \ 4 devient nul dans
™ X,IH, Do) il Pest déja dans =, X, + U+ Dugp*

Si s —s2 ku(gl) on choisit £ avec s; + fu(gy) < s< s+ £+ 1) u(g); on a
514 (B +¢) u(g) < s, donc si zem; X, donne 0 dans m; X,_ uep> 1l donne déja 0
dans =, X,.

Si x e ker(m; X, — m;, X), il existe ¢, avec la propriété que

x eker(my X, - m X, _ o)
il résulte de ce qui précede qu’on peut choisir ¢, = ku(g;). Donc 3) est vérifié avec
ay = ku(g,).

3 = 1. On choisit to< L<... avec t,,, — t, = max(a,, a,), o a, provient
de 5.8. Soit Im; _Im(-rcIX, » —>-rc1X,)

Comme Liyr— 42 ay, Im;, —Im,; est surjective;

comme tyyo — bipq = Gy, Imy, — Im, est injective.

Comme le systéme projectif n; X, ne dépend que de G et de u: G —R, on dira
que z est semistable (resp. stable) pour exprimer que le syst¢tme (w, X,) est semistable
(resp. stable).

Théoréme 5.10. — St u est stable, alors h: ny(X, u) — Hy(X, u) est un isomorphisme.

Démonstration. — Comme u est stable, il est semistable, donc .#,(X) est connexe.
En utilisant ® : X1 x [0, co[ — X2de 5.2, on construit des 2-cellules élargies E5 € Z,(X, u)
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dont les classes engendrent H,(X, ) sur A, et qui sont dans I'image de 4. Soit A € A,.
La construction de 5.2 peut s’effectuer (on n’a utilisé que la connexité de #,(X));
Iélément de my(X, #) dépend des choix faits, mais son image par & est A.EG, donc
k:my(X, u) - Hy(X, u) est surjective.

Sik:Y — X est 3-connexe, X a méme type d’homotopie qu’un complexe obtenu
a partir de Y en ajoutant des cellules de dimension > 4 et les applications induites
75(Y, u) — 7y (X, u) et Hy(Y, u) - Hy(X, ) sont des isomorphismes. Donc, pour démon-
trer le théoréme, on peut se limiter au cas d’une variété M de grande dimension (obtenue
par chirurgie & partir de la donnée de chirurgie triviale S*, fibré trivial sur X, triviali-
sation stable canonique de 7g).

Pour retrouver la situation du § 4, nous changeons # en — u. Supposons — u stable,
on veut montrer que

k:my(M, — u) - Hy(M, — u) est injective.

Nous commengons par quelques lemmes.
Comme #_, est connexe, nous considérons toujours « de Morse sans point cri-
tique d’indice 0, 1, z et un pseudo-gradient & générique pour «.

Définition 5.11. — On appelle équipement de taille L pour («, §) la donnée pour
chaque point critique ¢ d’indice 2 d’un disque A, de bord S_(¢) plongé dans la feuille
de S_(c) et tels que

A, "W*d,L) =@ pour tout point critique d.

Si I(d)>2, A, " W¥(d, L) = @ par généricité, donc la condition ne porte que sur
les points critiques 4 d’indice 2.

Lemme 5.12. — Soient M de dimension > 6, («, &) génériques et L donné. St — u est
stable ou si M _,, est 1-connexe, aprés avoir modifié o en o en faisant monter des points critiques
d’indice n — 1 et n — 2, il existe un équipement de taille L pour (o', £).

Démonsiration. — Soient &, ..., ¢, € M des relevés des points critiques d’indice 2.
Si — u est stable, on pose L, = L + € + a, ol @, est donné par la stabilité (5.9) et
t =F(2); 3W‘(Z';.,L1)CM,’._L1 nulle homotope dans M borde un disque D, dans
F Ut —L{,t, — L —¢] pour un certain L;. Soit L' = Max(L;), on peut supposer
les D, génériques par rapport & £ (si D, = = D,, D, est transversal 4 £, aucune trajectoire
de £ passant par un D; ne recoupe un D; avant la longueur L', D; n W¥(d, L") = O
si I(d) > 3, D, " W*d,L’') =@ si I(d) < n — 3); aprés avoir fait monter de L’ des
points critiques d’indice » — 1 et n — 2, on fait remonter les D; par les trajectoires de &
dans le niveau de S_(¢;) pour obtenir les A.

Si A _, est l-connexe, on fait le méme raisonnement en tronquant assez loin
D, :R% — M réalisant Phomotopie 4 zéro de W*(c,).
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Lemme 5.13. — Si (a, &) posséde un équipement de taille L, alors pour toute surface com-
pacte Y et tout h: (Y, dY) — (F ([t o), f 1), il existe k' :Y —f () égale & h
sur le bord (en général k' n’est pas homotope & k rel 0Y ).

Preuve. — Nous allons montrer que sik: (Y, 8Y) — (f ~([t, t + EL]),f (), il
existe /' égale & k sur 8Y avec &' (Y)CF ([t ¢ + (k — 1) L]). On déforme % de sorte
que wA(Y) N W¥d, L) = @ si I(d) > 3 et mh coupe transversalement les W*(¢, L) en
un nombre fini de points si I(¢c) = 2. On essaie de baisser % sur

Y, = BN (f N[t + (B — 1) L, t 4 £L)))

grice aux trajectoires de — &. S’il y a une liaison de ¢ d’indice 2 a £(Y,) de longueur < L
lors de la descente, Y se perce, mais on rebouche le trou grace a A, et ce remplacement
ne créera plus de probléme vu la taille de I’équipement.

Lemme 5.14. — St (a, E) a un équipement de taille L, alors, pour tout ¢,
7‘1f_1(]“ o, t]) —m M

est un isomorphisme ou encore f “1(]— oo, t]) est simplement connexe.

Preuve. — Soit S <> f ~1(]— oo, £]) qui borde D? <> M qu’on suppose transverse &
FY(#); soit Y = D2 n £ ~1([¢, o[) et on applique 5. 13 pour construire D? s f ~1(] — 0, £])
bordant S <> f ~1(]— oo, £]).

Si f “1(]— oo, ] est l-connexe pour tout #, — u est stable, on a donc

Corollaire 5.15. — St M _,, 1-connexe, — u est stable.

u

Corollaire 5.16. — Soit M de dimension > 6 et u:wm; M — R. Il y a équivalence entre

1) — u est stable;

2) il existe a, 1-forme de Morse dans la classe u sans point critique d’indice 0, 1, n, & pseudo-
gradient générique pour o et un équipement de taille L pour (o, &); _

3) il existe «, l-forme de Morse dans la classe u avec tous les f ~*(]— oo, t]) simplement
connexes.

Corollaire 5.17. — Soit G un groupe de présentation finie; Pensemble des u € Hom(G, R)
stables forment un ouvert de Hom(G, R).

Démonstration. — Nous allons montrer que ’ensemble des » tels que — u est stable
est un ouvert. Soit # avec — u stable; on choisit M de dim > 6, («, ) génériques ou
« n’a pas de point critique d’indice 0, 1, n et un équipement { A, } de taille L. pour (a, ).
Soit Q un petit voisinage de la réunion des voisinages de Morse et des A,. Comme
H{(M — Q) — H'(M) est surjective, si ' est assez proche de , on peut trouver «" dans
la classe u’ égale & « sur Q et telle que § est pseudo-gradient générique pour «'. Les A,
forment alors un équipement de taille L pour (o', £) et — ' est stable.
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Lemme 5.18. — Soient M de dimension > 6 et u: m;y M — R. On suppose M, 1-connexe.
Soient o une 1-forme de Morse dans la classe u sans point critique d’indice 0, 1, n — 1, n, et £ un
pseudo-gradient générique pour «. On suppose que (o, &) a un équipement de taille L. Alors, pour
tout t, f~ “Y2) est simplement connexe.

Corollaire 5.19. — Dans cette situation, si ’on fait monter des points critiques d’indice n — 2,
les niveaux restent 1-conmexes.

Démonstration de 5.18. — Soit CCf~1(z) qui borde D? <> M ; D2 et les trajectoires
de £ partant de C donnent g : R2? —M avec fg(z) e + 0. Comme my(M, ) = 0,

on trouve G : R% — M avec fG(z) T + étendant g et, en se restreignant au bord

d’une grande demi-boule centrée en 0 dans R’ , on construit
bt (B Q) > (F ([ + o), (@)
Le lemme 5.13 donne alors un disque bordant C dans f~1(¢).

Proposition 5.20. — Soit M de dimension > 5 et u: =;(M) — R; il y a équivalence entre
1) wet — u sont stables;
2) il existe o de Morse dans la classe u avec f ~'(t) simplement connexe pour tout t.

Démonstration. — L’implication 2 = 1 est évidente : F1]— oo, €] et £~ [t, o[ sont
l-connexes, sans que 1’on puisse utiliser Van Kampen. Si C est un cercle générique de
F'(1— w, 1]), il borde un disque D dans M disjoint des points critiques, qu'on peut
supposer transverse & f ~1(¢), et un cercle de £ ~(¢) N D minimal sur D s’élimine grace
a la simple connexité de f ~1(¢).

1 = 2. On va montrer plus précisément que si # et — u sont stables et si («, &)
est générique, ol «y n’a pas de point critique d’indice 0, 1, n — 1, n, il existe « obtenue
a partir de «, en faisant monter des points d’indice » — 2 et descendre des points d’in-
dice 2 (2<n — 2), telle que & soit pseudo-gradient générique pour «, les FY(#) étant
tous l-connexes.

Cela donne 1 = 2 car alors .#, et .#_, sont connexes et, comme dim > 5, on
peut trouver («g, ).

Comme — u est stable, aprés avoir fait monter des points d’indice » — 2, on
construit un équipement (immergé si dim M = 5) de taille L pour les points critiques
d’indice 2. Pour construire alors un équipement de taille L pour les points critiques
d’indice n — 2, on est amené A faire descendre certains points d’indice 2 de L, ce qui
risque de détruire ’équipement de ces points. En fait, on va faire descendre simultané-
ment tous les points d’indice 2 de L’ et I’équipement de taille L des points d’indice 2
se conserve.

Soit alors GC f~!(¢) qui borde D% s M disjoint des points critiques qu’on sup-
pose pointer vers le haut le long de G et transverse a f “1(#).SoitY, =D n FH([t, o)
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et soit Y_=Dnf(]—oo,¢]). Y, =D NnF-(#) = CudY_. Une application
de 5.13 et de son symétrique donne

ke :Y, >f7Ut), hy|sy, = inclusion
h_:Y_ — f “8), k- [ay_ = inclusion;

d’od £:D — f~ ~1(¢) bordant C.

Fin de la démonstration du théoréme 5.10 : Preuve de injectivité de
ki mg(M, — u) - Hy(m, — u)

st — u est stable. — La variété M est de dimension > 8 et on suppose, grace a 5.12
et 5.14, que («, £) est générique, « sans point critique d’indice 0, 1, n et F—1]— oo, [
simplement connexe pour tout £ Soit g : R? <> M dans le noyau de £.

1)  Nous supposons d’abord que fg ’a qu'un point critique qui est un maximum m
et ‘fg(m) = 0.

Comme Q,(M, — u) — Hy(M, — u) est un isomorphisme, il existe une variété
connexe orientée Y3 avec dY® = R? et une application vy : Y3 <> M avec ( ﬁ)“’[t, oo[
compact pour tout £ et vy l oy = &-

Soit g, avec v(Y) Cf‘ 1— 0, a,]. On suppose y transverse é,fN‘l(- 1); (f~y)“1(-— 1)
est une surface compacte qui disconnecte Y. Il y a une composante qui borde le cercle
gRH) N F ~!(— 1) et peut-étre d’autres composantes sans bord. L’ensemble F “(—=1)
n’est peut-étre pas connexe s’il y a des points critiques de « d’indice n — 1, mais
f~1— o, — 1] est simplement connexe. En ajoutant 3 Y des anses de dimension 1
dont les Ames sont plongées dans f~ ~1(]— o0, — 1]), on construit Y’ <> f, “1(]— o0, a,]) et
une surface compacte connexe F plongée dans Y' N f~ “1(]— o0, — 1]) séparant Y’ et
de bord g(R%) Nf~!(— 1). Puis, en faisant des chirurgies d’indice 1 plongées dans
f~“1(]—— 00, — 1]), on construit Y"’ L>f~“1(]-—- o0, — 1]), aY" = g(R?), et un disque A,
plongé dans Y”' r\f_l(]— o0, — 1]) séparant Y’ et de bord g(R?) nf“(— 1). On
pose Y' = Z, U, Y;, ot Y, C F1(]— o, — 1]) et ou la 3-variété compacte orientée
Z,CfY(]— o, ap]) a comme bord la sphére Z; = (g(R*) nf~([— 1,0])) U A,. La
sphére Z,, homologue a 0 dans f ~1(]— oo, 4]), borde une boule B, dans f~ “1(]— o0, ay))
(car my f “H]— o0, ay)) > H, f~ “1(]— o, ap]) est un isomorphisme). On recommence
avec Y, eth_‘(—— a,), ol a, > 2 est tel que AICf"(]— ay, — 1]), de sorte que

oY, Nf Y — a) = g(R) N f Y (— ay),
d’ou B,CfY(]— w0, — a)]) avec @B, = A, U (g(R?) N f~([— a, — a,])) U A,. On

obtient ainsi une suite @, 7 + o, une suite de disques A,C f~ = 8,415 — a,]),
oA, = g(R?) r\fN“(—- a,), et une suite de boules B, Cf‘l(]—- o, — a,_,]) avec

B, =A,_, U (g®R) nfY(—a,, —a,_,]) VA,
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(Eofx la cgnstruction de G:R% <> M étendant g et tel que FG(2) e T ® et
JGRE) Cf 71— o, a]).
2)  Supposons fg:R? >R générique.

On dit qu’un col, au niveau f, de f’g, est de type I si g(R?) N f~ ~1(¢y — €) a moins
de composantes que g(R?) N fv “1(ty + €) et de type II dans le cas contraire.

Nous allons déformer g pour supprimer les cols de type II. Soit ¢ un col de type II
au niveau f, et soit X; CR? la composante de ( fg)‘l(]— o, t, — &]) qui est entourée
par la composante de ( j})’l(to) contenant ¢ et non par la composante correspondante
de (fg)~(t, + ¢); X, est compacte. Soit m le minimum absolu de fg sur X,. On cons-
truit v : [— @, a] < g(R?) tel que y(0) = g(¢), y(a) = g(m),ﬁ a un seul point critique.
sur ]— a, a[, origine, qui est un maximum, et f:}(— §) = f«}(s) pour tout s. Comme «
n’a pas de point critique d’indice < 1, on peut suivre par continuité un arc joignant y(— s)
4 v(s) dans leur niveau. On construit donc une membrane AC M transversale a «,
s’appuyant sur y et descendant jusqu’au niveau de g(m); on déforme alors g en g’ pour
supprimer ¢ et m et fg"(x) < ng(x), pour x € R2 Si I’on effectue cette déformation pour
tous les cols de type II, on obtient g, : R? < M sans cols d’indice II et f}l(x) Tae T

Nous supposons donc que fg n’a que des cols de type I, donc que fewa pas de mini-
mum; nous choisissons Y? bordant g(R?) grace au

Lemme 5.22. — Soit Y8 <> M connexe orientable non compacte avec f- [t o) NY
compact pour tout ¢ et f~ |Y générique et ] oy Sans minimum. Il existe Y' < M, 0Y' = 0Y, Y’ ayant
les mémes propriétés que Y et en plus telle que f~ |Y, soit sans point critique d’indice < 1.

Preuve. — Soit s un point critique d’indice 1 de N |y au niveau #,; S_(s) est formé
de deux points a(f, — <) et b(t, — ¢) de (Y — 9Y) N f ~1(ty, — €) qui sont joints par un
arc y(¢, — €) dans f “!(ty — &) — Y. Comme o n’a pas de point critique d’indice < 1,
lorsque ¢ décroit, on peut suivre par continuité ces éléments en

a(t), b(t) € (Y — 8Y) nf~(¢)

et v(#) les joignant dans N2 ~1(¢) — Y tant que a(t) ou b(¢) n’arrive & un point critique
d’indice 0 de f |Y (a(t) et b(¢) peuvent arriver au méme point critique).

Soit m un minimum de f |Y. Comme Y est connexe et non compacte, il existe un
point critique s d’indice 1 au niveau f, tel que ( f | Y)"}(]— oo, t, — €]) a une compo-
sante compacte Z, contenant m et une composante non compacte Z, avec a(t, — ) € Z,
et b(ty — €) € Z,. On est alors sr que a(t), b(¢), y(f) existent jusqu’a ce que a(t;) =m
et alors 4(¢;) € Z,. On é€limine alors s et m grace a la membrane engendrée par y(f).
On construit donc Y, tel que f |y, W’ait pas de minimun. Pour chaque point d’indice 1
de f lYl’ la membrane descend jusqu’a — oo et grace a ces membranes on modifie Y,

en Y’ avec f [Y, sans point critique d’indice < 1.
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Soit m, le maximum absolu de f |y et m; les autres maxima; donc f('m,.) — —
¢il y a une infinité de maxima. Soit X, =Y n7~1(¢), X, = g(R%) Nnf~1(f). D’apres
le choix de Y, lorsque ¢ décroit, X, ne subit que les transformations suivantes : apparition
d’une composante ou d’une composante de bord, somme connexe sur le bord et chirurgie
d’indice 0 sur Pintérieur. Soit 5, un col (de type I) de fg au niveau qui correspond
a une somme connexe sur le bord pour X,; donc, dans X,._., on a un arc propre J(s;)
qui coupe la composante de X, _, qui le contient. On peut suivre par continuité cet
arc en J,(s;) pour ¢t< ¢ avec J,(s;) disjoint des J,(s;) déja présents et J,(s;) coupant
la composante de X, qui le contient (il suffit de faire attention lorsque X, subit une
chirurgie d’indice 0). Ces familles d’arcs donnent des membranes P,CY. Soient Y,
les composantes connexes du complémentaire dans Y de la réunion des P;; le bord de
I'adhérence Y; de Y dans Y, 9Y;, est un plan car les 9Y; N f ~1(¢) sont tous connexes.
Posons g;(R?) = 8Y,. Le sup(f |g;) est atteint en un maximum de £ |y ou en un maximum
de f'g, donc sup( f IT,) — — oo0. D’apres 1), on remplace chaque ?j par

G,(R%) Cf~1(1— o, sup(f|)])

et les G;(R%) se recollent le long des membranes P, pour donner G:R% M,
FG(2) T2 — © et IG(RY) = g(RY).

Corollaire 5.23. — Soit X un complexe fini et soit u: G = =y (X) — R; il y a équivalence
entre

1) A, (X) est contractile;
2)  u est stable et C,(X, u) est acyclique.
Cela résulte de 5.3, 5.10 et 5.15.

Corollaire 5.24. — L’ensemble des u € HY(X, R) tels que M ,(X) est contractile (resp.
M (X) contractile et (X, u) = 0 dans Wh(G, u)) est un ouvert de H(X, R).

Cela résulte de 5.23, 1.17 et 5.17.

5.25. Démonstration du théoréme en dimension 6. — Soit o une forme de Morse sur M®

dans la classe u avec 4,(M) et #_,(M) contractiles ol « n’a que des points critiques
d’indice 2, 3, 4.

1) Suppression des points critiques d’indice 2. On raisonne comme en 4.6 pour 1’élimi-
nation intermédiaire; on trouve d,, ¢, d’indice 3 et 4 et un pseudo-gradient générique &

pour lequel [4),5] =14 (x<0) et [d),&] = («<0) pour j> 2. Soit
L =fldo) — /%)
Sans bouger £ et en montant des points d’indice 4, on construit un équipement de taille L

pour les points critiques d’indice 2, donc les F(#) sont 1-connexes (5.18). Si¢ et £ sont

25
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des liaisons de longueur < L entre ¢; et d, avec g(f) = g(¢'), () = — &(¢'), on trouve
un pré-disque de Whitney A (avec A N W*(b, L + &) = @ si I(§) = 4) qui vérifie les
hypothéses de 3.6 sauf que An W¥(¢;, L) n’est peut-étre pas vide mais intersection
transverse formée d’un nombre fini de points. Pour chacune de ces liaisons de longueur

L'<Ldeg; a &, on choisit un petit disque BC A autour du point correspondant de
A N W¥¢;, L). On considére le cylindre de trajectoires de — & s’appuyant sur B de
longueur L’ + &, on rebouche le bord inférieur par un exemplaire paralléle a ch, on

[N

met tout cela transverse a &, puis, aprés avoir encore monté des points d’indice 4 de
L 4 &, on remonte le tout au niveau de A; on obtient un vrai disque de Whitney A’

avec les mémes conditions que pour A, mais en plus A" A W¥(¢,;, L) = @ pour tout j.
On suit alors les démonstrations de 3.6 et 4.6.

2)  En changeant le signe de «, on est ramené au cas ou « a uniquement des points
critiques d’indice 2 et 3. La partie 2 de la démonstration de 4.7 s’applique; la partie 1
aussi aprés création d’équipement de taille L (ce qui ne nécessite plus de bouger «)
d’aprés ’argument précédent.
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