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EXTENSIONS DU GROUPE ADDITIF
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Introduction.

Soient G et H deux schémas en groupes commutatifs sur une base S. Le groupe
Ext}(G, H) des extensions de G par H a fait 'objet de nombreuses études. Son calcul
a notamment été effectué par J.-P. Serre dans [62, chap. VII] lorsque G et H sont
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lisses et sont définis sur un corps de base. Il montre que ce calcul repose sur la connais-
sance de la partie primitive (pour la comultiplication induite par la loi de groupe de G)
du groupe de cohomologie H}(G, H) du schéma G, a valeurs dans le faisceau représenté
par H, et d’'un groupe de 2-cocycles symétriques, a la Eilenberg-Mac Lane, calqué sur
celui permettant de résoudre le probléme similaire pour des groupes abstraits G et H.
Lorsque la base est un corps parfait de caractéristique p>o0, le groupe Ext!(G, H)
est désormais bien connu, sans hypotheses de lissité sur les groupes G, H (voir [51], [18]).
De plus, une premiére étude des groupes Ext'(G, H) d’extensions supérieures de G par H
a été entreprise par F. Oort, en utilisant une définition de ces extensions « a la Yoneda ».

On a adopté dans [g] une approche différente qui consistait a plonger de la maniére
usuelle G et H dans une catégorie de faisceaux abéliens sur S et a définir le groupe
Ext/(G, H) comme i-éme foncteur dérivé de Hom. On sait que ces deux définitions
coincident dans la plupart des cas lorsque ‘=1 : c’est une conséquence élémentaire
de la théorie de la descente. De plus, on a montré dans [g] que, lorsque la base est un
corps parfait de caractéristique p, ces groupes d’extensions ne différent au plus que
par leurs composantes de p-torsion; celle-ci est généralement beaucoup plus grosse pour
les Ext’ foncteurs dérivés, comme le montre ’exemple de [10].

En général, on sait fort peu de chose sur les Ext’ supérieurs; on trouvera dans [11]
un théoréme d’annulation valable pour une grande classe de groupes G et H, en des
degrés relativement bas (1<:<2p—r1). Ici, la démarche est inverse : on considére le
cas particulier du groupe additif G,, dont la bigebre est la plus simple qui soit, et ’on
a mené les calculs des groupes Ext'(G,, G,) pratiquement jusqu’au bout, & deux lacunes
pres. Tout d’abord, on se borne a calculer les Ext dans la catégorie des faisceaux de
F,-vectoriels, et non de tous les faisceaux abéliens. Par exemple, si Pon prend i=r1,
ceci revient a éliminer toutes les extensions, puisque I’on sait que les extensions abéliennes
sont engendrées par l’extension :

0->G,>W,->G,—~o0
et que le groupe des vecteurs de Witt W, n’est pas d’ordre p. D’autre part, on n’a pas
su déterminer la structure d’algeébre de Ext*(G,, G,) induite par le produit de Yoneda,

dont on ne donne qu’une description conjecturale. Le résultat principal de notre travail
est le théoréme suivant (pour un énoncé plus général, voir le théoréme (1.3)) :

Théoreme. — Soient k le corps fini F, @ p éléments, et G, le groupe additif sur k,
considéré comme faisceau en F,-vectoriels pour Pune des topologies usuelles (Zariski, étale, f.p.p.f.)
sur un site sur k comprenant parmi ses objets Uespace affine A}, pour n quelconque. Alors :

Ext¥*Y(G,, G,)=o0 pour  j=o
Ext¥(G,, G,) =k[F]/(F?9*Y)  pour j>o0
v,( ) désignant la valuation p-adique sur les entiers rationnels.
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EXTENSIONS DU GROUPE ADDITIF 41

La signification géométrique de ces groupes d’extensions est obscure a I’heure
actuelle et il semble bien qu’elle ne pourra étre élucidée qu’une fois étendu le concept
d’objet géométrique (c’est-a-dire d’objet destiné a étre étudié par les géometres) de
fagon & y englober les catégories de Picard (voir [g], XVIII) et, mieux, les « n-catégories
de Picard », objets dont la définition précise n’existe pas pour Jinstant. Rappelons a
titre d’illustration qu’a toute catégorie de Picard stricte €, telle que le groupe II;(%)
des classes d’isomorphismes d’objets de % soit un groupe abélien A (resp. telle que
le groupe II,(¥) des automorphismes de l'objet neutre O de %, soit un groupe
abélien B), on sait associer un invariant %(%)eExt?(A, B) qui caractérise cette catégorie
équivalence prés (voir [63]). Le méme énoncé reste vrai par faisceautisation lorsque €
est un champ de Picard strict, A et B étant maintenant des faisceaux abéliens.

Remarquons également que 'on posséde une assez bonne interprétation géomé-
trique, au sens traditionnel, d’un groupe Ext?, puisque 'un des théorémes principaux
de la these de L. Illusie [34, chapitre VII, théoréme (4.2.1)] est que I'obstruction au
relévement & S d’un Sj-schéma en groupes commutatifs plat G, (S, étant un sous-schéma
fermé de S défini par un Idéal de carré nul) est un élément de Ext%(G,, L), ou L est
un certain objet de la catégorie dérivée des faisceaux construit & partir du complexe
cotangent de G, sur S,. Il existe d’ailleurs une démonstration non rédigée de ce théoréme,
due a P. Deligne, qui utilise le formalisme des catégories de Picard mentionnées ci-dessus.

Pour en revenir au cas particulier du groupe additif, il semble que la nullité du
groupe Ext?(G,, G,) des extensions dans la catégorie des faisceaux abéliens (qui & pro-
prement parler n’est pas du ressort du théoréme qu’on se propose de démontrer ici,
mais plutét de [11]) soit connue de divers auteurs, notamment de J. Tate. On en trouve
une trace dans les calculs de 3-cocycles symétriques de Heaton [33] et d’Effroymson [23].
Ces calculs sont notamment a la base du théoréme de déformation des groupes formels
de Lubin-Tate [41], leur signification étant désormais clarifiée par le résultat de L. Illusie
que Pon vient de mentionner.

Quant aux groupes Ext(G,, G,) avec i>2, ils n’interviennent pour linstant
en géométrie que sous la forme suivante, qui doit étre considérée comme la principale
application de notre théoréme a I’heure actuelle : soit G2* la restriction du faisceau G,
au site des schémas parfaits au-dessus d’un corps parfait £ de caractéristique p>o. On
remarquera que ’homomorphisme de Frobenius F : G2 — GI*® est bijectif. Or le
théoréme énoncé ci-dessus implique notamment que tout élément de Ext(G,, G,) est
tué par une puissance de F. Il est facile d’en déduire le corollaire suivant, par un argument
de passage a la limite.

Corollaire. — Dans la catégorie des faisceaux abéliens sur le site parfait au-dessus de k (pour
la topologie étale ou zariskienne), on a Ext"(GP*™ GP*™)=o0 pour n>1.

Ge corollaire est un point technique important dans la démonstration que J. Milne
a récemment donnée d’un théoréme de dualité plate pour les surfaces [48]. On en
trouvera une démonstration directe a partir des quatre premiers chapitres de ce travail
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42 LAWRENCE BREEN

dans un exposé de l'auteur au Séminaire de géométrie algébrique d’Orsay (1976-1977)
intitulé Extensions du groupe additif sur le site parfait (& paraitre).

On va calculer ici les groupes Ext' par la méthode des résolutions canoniques,
déja employée dans [g] et [11] : afin de calculer Ext(G, H) on considére les groupes
d’hyper-extensions Ext!(X(G), H), ot X(G) est un complexe de faisceaux tel que

(0.1) H,(X(G))~G

et que chaque composante X(G); de X(G) soit de la forme Z[Y] avec Y un faisceau
représenté par un schéma de la forme

(0.2) Y~G™
ou
(0.3) Y~G"xA" ou A est un faisceau constant (%).

Les suites spectrales usuelles d’hypercohomologie permettent alors, dans les
bons cas, de calculer Ext"(G, H) a partir des groupes de cohomologie H*(Y, H) des
schémas Y.

Tant qu’on se contentait, comme dans [g], [11], de calculer les groupes Ext’
pour ¢ petit, il suffisait de prendre pour X(G) le complexe des chaines sur le faisceau
simplicial K(G, n) associé au faisceau G. C’est un complexe relativement simple a décrire,
qui satisfait a (0.1), (0.2), et dont ’homologie est bien connue. Mais pour le calcul
qui nous concerne ici, il s’est révélé indispensable d’utiliser une résolution canonique X(G)
de G, satisfaisant aux conditions (0.2) ou (0.3). Une telle résolution canonique a été
définie par S. Mac Lane [43], en utilisant une construction cubique. L’objet qui nous
servira ici est une version simpliciale de celle-ci, qui satisfait & (0.3) mais qui est malheu-
reusement bien plus difficile a décrire que la précédente (voir la remarque (3.2)
pour quelques variantes).

Signalons & ce propos un progres technique important. Soit X un faisceau simplicial
de connexité suffisamment grande dont les composantes sont du type (0.3); alors le
faisceau simplicial Z[X] engendré par X est N-quasi-isomorphe, pour N assez grand,
a un faisceau simplicial du méme type (voir la proposition (6.5) pour une assertion
précise). Ceci se trouve déja énoncé (dans le cas ponctuel ot la question de la représen-
tabilité n’apparait évidemment pas) dans [36] et, sous une forme plus directement
utilisable, dans I’article de D. Anderson ([2], II).

Cette remarque est assez inattendue, dans la mesure ou elle est évidemment fausse
pour un faisceau simplicial constant associé & un schéma X, puisque le faisceau Z[X]
n’est alors pratiquement jamais représentable. Elle permet de se libérer du carcan que
représente la condition (0.3), donc de remplacer X(G) par des résolutions canoniques
dont la description est élémentaire; on peut s’attendre a ce que leur utilisation connaisse
un grand développement a ’avenir.

(Y Z[Y] désigne le faisceau abélien libre engendré par Y, noté Zy dans [3], Z(Y) dans [34].
42



EXTENSIONS DU GROUPE ADDITIF 43

On verra que les calculs effectués ici font appel, a la différence de [g] ou seul le
calcul des groupes d’homologie d’un espace d’Eilenberg-Mac Lane intervenait, & une
grande partie de l’arsenal de la topologie algébrique. Il est tout d’abord indispensable
d’utiliser la description moderne de I’homologie des espaces d’Eilenberg-Mac Lane
(donnée par Milnor), c’est-a-dire de connaitre la structure de I’algébre duale de I’algébre
de Steenrod. On utilise en outre, pour achever la démonstration en caractéristique impaire,
des résultats trés calculatoires, dont la complexité est en partie cachée par des renvois
a des références : d’une part un théoréme de S. Kochman sur Ja nature des produits
de Massey supérieurs dans le complexe des chaines d’un espace de lacets itérés, et d’autre
part les relations de Nishida entre les opérateurs de Dyer-Lashof sur de tels espaces
et les transposées en homologie des opérations de Steenrod. C’est la complexité méme
de ces calculs qui nous oblige a considérer simultanément le complexe X(G) a la Mac
Lane, qui est du type bar-construction sur une algebre, et pour lequel les résultats qu’on
vient de citer sont disponibles, et les résolutions plus élémentaires mentionnées ci-dessus
pour lesquelles (0.3) n’est plus satisfait. Ceci nous contraint a une vérification, de nature
technique, de la compatibilité entre ces diverses résolutions. Son seul mérite est d’expliquer
la résolution de Mac Lane, qui apparaissait jusqu’ici assez peu naturelle, malgré la
description extrémement compacte qu’en a donnée L. Illusie dans [34]. Pour faciliter
la compréhension de celle-ci, on a esquissé dans un appendice la construction assez
ardue, mais pourtant nécessaire, qu’Illusie effectue dans ([34], VI, 11) du foncteur stabilisé
associé a un foncteur non additif. Cet appendice contient également des sorites sur les
accouplements de foncteurs dérivés dont on a besoin ici, et qui ne figurent pas dans [34].

Les méthodes employées expliquent la nature un peu hybride de ce travail. Alors
qu’il s’adresse par son résultat aux géometres (pour lesquels, d’autre part, le cadre des
topos dans lequel on s’est placé est naturel), il utilise des outils familiers aux seuls topo-
logues. Il nous a donc paru indispensable, afin de ne pas décourager le lecteur par des
renvois systématiques a la littérature, de faire des rappels fastidieux pour les spécialistes.
Ainsi le premier paragraphe ne fait qu’énoncer, dans un cadre axiomatique, les pro-
priétés élémentaires de l’algebre des sections et de la cohomologie de I'espace affine
et du schéma constant associé au groupe Z/p. Quant au second, il résume le formalisme
de la catégorie homotopique des faisceaux simpliciaux développé par D. Quillen [53],
L. Illusie [34] et K. Brown [12], ainsi que le formalisme, dit & Dold-Puppe, des foncteurs
dérivés des foncteurs non additifs. On rappelle alors au § g la construction de la résolution
de Mac Lane. On y a également réuni les principaux résultats classiques sur ’algébre
de Steenrod et sa duale. Ce n’est qu’au moment ol ’on entreprend le calcul des termes
initiaux de la suite spectrale fondamentale aboutissant aux groupes Ext'(G,, G,) que
Pon s’éloigne des sentiers battus.

Cependant il convient de signaler que le premier de ces calculs, a savoir celui des
groupes de cohomologie H*(K(G,, 7), G,) des faisceaux d’Eilenberg-Mac Lane K(G,, n)
a déja été effectué sous une forme ou une autre par divers auteurs. Tout d’abord, lorsque
n=1, ces groupes ne sont rien d’autre que les « groupes de cohomologie de ’analyseur
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A

classique a coefficients dans les entiers modulo p » étudiés par M. Lazard dans [40],
et 'on généralise ici sa démonstration au cas de n quelconque. D’autre part, au langage
prés, ces résultats ont été également obtenus, par d’autres méthodes, par S. Priddy [52],
et l'interprétation que I’'on donne ici de ces groupes comme groupes d’opérations cohomo-
logiques dans un topos éclaire bien ses résultats. Signalons a ce propos que des opérations
de Steenrod en cohomologie €étale ont été introduites par Michéle Raynaud [56]. A vrai
dire, ’auteur a renoncé a son projet initial qui était d’entreprendre de maniére générale
Pétude des opérations de Steenrod dans les topos. En effet, ce travail a déja été effectué,
dans un cadre légérement différent, par D. B. A. Epstein et il a paru préférable de ne pas
reprendre cette étude délicate, afin de ne pas allonger démesurément ce texte (voir [27]).

Observons également que le phénoméne de la non-trivialité des extensions supé-
rieures du groupe additif repose en derniére analyse sur un fait bien connu de tous ceux
qui ont eu a étudier les opérations de Steenrod en cohomologie a coefficients dans un
faisceau ([27], [8]) : l'opération de Steenrod P (resp. Sq°) de degré o s’identifie 2
lopération cohomologique induite par ’homomorphisme de Frobenius sur les coefficients,
et non a 'opération identique comme c’est le cas en cohomologie a coefficients dans Z /p.

Le dernier point de convergence avec des calculs connus est le suivant : il semble
que ’énoncé de la proposition (7.7) ne différe guére de calculs effectués par D. Kraines,
dans un tout autre contexte ([38], th. (3.3)). Plutét que de traduire son assertion, formulée
dans un autre langage, il a paru préférable de donner une démonstration directe, dans
notre cadre, du résultat qui nous importait.

Il sera clair a la lecture de ce travail que 'auteur a été influencé par ’étude
accomplie par L. Illusie de la catégorie dérivée des faisceaux simpliciaux. On pourra
également se référer a la catégorie homotopique associée a la catégorie des faisceaux
simpliciaux introduite par D. Quillen et étudiée par K. Brown ([53], [12]). Ces diverses
catégories fournissent le formalisme qui est a la base de notre étude. On sait que le but
de la topologie algébrique (classique) est le calcul d’invariants homotopiques, plutdt
que la mise en place, pourtant nécessaire, du formalisme de la catégorie homotopique.
On doit considérer ce travail comme un premier pas dans I’étude des invariants analogues,
pour la topologie algébrique dans le cadre faisceautique. On mesurera la complexité
et Ja richesse de la nouvelle situation au fait que le calcul des groupes d’extensions de
groupes abéliens (abstraits) s’effectue en quelques lignes.

Je remercie les membres du « Laboratoire de Mathématiques de 1'Ecole Poly-
technique » pour leur hospitalité lors de la préparation de ce travail. La rédaction
définitive en a été entreprise dans le cadre de I'E.R.A. 451 du C.N.R.S. a I’Université
de Rennes. La frappe a été effectuée par Mme J. Liger avec un soin pour lequel je lui
suis reconnaissant.

Qu’il me soit permis d’exprimer ici ma gratitude & D. Anderson, A. K. Bousfield,
L. Illusie, B. Mazur, S. Priddy, G. Segal et W. Singer pour leur aide. A des titres divers,
ils m’ont prodigué des conseils précieux et des encouragements amicaux tout au long
de ’élaboration de ce texte. Je suis également reconnaissant 2 P. Cartier pour sa lecture
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attentive d’une premiére version du manuscrit. La forme que revét la version définitive
doit beaucoup a ses pertinentes remarques.

1. Généralités.

Soient % un univers, T un %-topos (on omettra toujours % dans la notation).
Choisissons un objet final ¢ de T ou, ce qui revient au méme, un morphisme u : T — (ens)
de T dans le topos ponctuel (voir [3], IV, (4.3)). Pour tout ensemble I, muni de I'une
des structures algébriques usuelles (loi de groupe, d’anneau, etc.) on notera I I'objet
constant de T qui lui est associé.

Pour un nombre premier p>o fixé, soient ¢ un objet de T muni d’une structure
d’Anneau commutatif de caractéristique p, et R =Homg(e, 0)=u,(0) PI’anneau des
sections globales de @. Le morphisme d’adjonction :

(xr.x) o: R=u'u0->0

munit ¢ d’une structure de R-algebre. De plus, ’homomorphisme canonique « : F,—~R
induit un morphisme canonique d’Anneaux :

(r.2) «a: A—>R

(A désignant P’anneau constant associé a F,), d’ol, par restriction des scalaires, une
structure de A-algébre sur @. Il sera commode de désigner par G, 'objet de la caté-
gorie T* des A-modules de T obtenu a partir de @ par oubli de la structure multiplicative,
et par D T'objet de T sous-jacent, éventuellement pointé par la section nulle. Le choix
des notations G, (groupe additif) et D (droite affine) sera justifié par I’exemple (1.4).

Pour tout objet X de T, 2(X) désignera « ’anneau des fonctions de X », soit
Hom, (X, 0). On observera que la structure d’anneau de &2( ) induit un produit externe :

(1.3) 01 D(X)® D(Y) - D(XXY)

pour toute paire d’objets X et Y de T. En particulier, en prenant X =e¢, on obtient
une structure naturelle de R-algébre sur 2(Y), et donc, par restriction des scalaires,
de F,-algebre.

Soit M un F,-module de type fini. Par abus de langage, on appellera « R-dual »
de M le R-module M*=Homg,(M, R). On a, bien sfir, un isomorphisme canonique
de R-modules (M™ désignant le F,-module dual de M) :

M*~M" &g, R.
On conviendra d’autre part de noter M®G, le A-module M®, G, de T. Ces notations
étant choisies, remarquons qu’il existe un homomorphisme naturel de R-modules

(M) : M* > Z2(M®G,) obtenu en associant & un élément feM* la fleche composée

suivante (ou g est le morphisme canonique provenant de la structure de R-module
de @ décrite précédemment) :

MeG, %5 ReG, > G,.
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(M) se prolonge de mani¢re unique en un homomorphisme de R-algebres,
fonctoriel en M :

(1.4) ¢r(M) : Symg(M’) - Z(M®G,),
Symg(P) (ou Sym(P) lorsque cela ne préte pas a confusion) désignant I’algébre symé-
trique associée a un R-module P.

On fait ’hypothése suivante sur @ :

At : Pour tout F,-module de type fini M, @or(M) est un isomorphisme.

Remarque (x.1). — Tout choix d’une base de M permet d’identifier M®G, avec
le produit G} de n copies de G,. Compte tenu de cette identification, Ar se récrit :
Ar’ : L’homomorphisme de R-algébres :

of * Rlxy, ..., x,] > 2(D"),

qui envote x; sur le i-éme morphisme de projection, est un isomorphisme.

Formulons une seconde hypothése sur ’objet @ :

A2 : Pour tout objet X de T de la forme X =M®G, (M étant un F,-module de type fini) on a
HYX, G,)=o0 pour g>o.

En particulier, pour M=o0, M®G, s’identifie & I'objet final ¢ et ’on postule
notamment que HY(e, G,) est nul pour ¢>o.

A titre d’initiation au théoréme principal, on va maintenant rappeler le calcul
classique du groupe Hom(G,, G,)=Homy(G,, G,) lorsque 0 satisfait & A1 : par hypo-
thése, tout morphisme dans T de D dans lui-méme correspond & un polynéme F(x)eR[x];
dire que c’est un homomorphisme pour la loi de groupe de G, revient a affirmer, vu
la remarque (1.1), que ce polynéme satisfait dans Rfx, 3] a :

S+ =/ +/()-
11 est bien connu que c’est le cas si et seulement si f(x) est de la forme f(x)=g(x?) avec

g(x)eR[x]. Ainsi 'anneau des endomorphismes de G, est décrit par le

Lemme (x.2). — L’anncau des endomorphismes de G, s’identifie & ’anneau de Hilbert-
Witt H des polyndmes non commutatifs en une variable ¥ sur Panneau R, la multiplication étant
caractérisée par :

(x.5) Fa=a°F
et donc définie, plus généralement, sur des mondmes, par la régle :
(1.6) (bF) (aF¥) = ba® Fiti

pour tous a, beR, o désignant le Frobenius absolu sur R.
Le mondéme F* correspond au morphisme d’élévation a la puissance p-iéme de 0.
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Il résulte de ce lemme que les produits de Yoneda a gauche et a droite induisent
sur chaque groupe Ext!(G,, G,) une structure de (H, H°)-bimodule. Nous sommes
maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal de ce travail.

Théoréme (1.3). — Soit O un objet en anneaux, de caractéristique p premiére positive, d’un
topos T. Supposons que O satisfasse aux conditions A1 et A2 définies ci-dessus. Alors :
1) Ext¥+Y(G,, G,)=o0 pour tout j>o.
2) On a pour tout j>o un isomorphisme de (H, HC)-bimodules :
Ext¥(G,, G,)~H[L;, j>o,

oit I, est Uidéal bilatére de H engendré par FPI+1 oy  désignant la valuation p-adique sur
J g 44 g q
les entiers rationnels.

Donnons tout de suite I’exemple qui motive le choix de la notation employée :

Exemple (1.4). — Soient S =Spec(R) un schéma affine de caractéristique p>o,
T le topos des faisceaux sur le gros site fidelement plat de présentation finie sur S (f.p.p.f.),
et 0 le faisceau structural. On sait que le faisceau d’ensembles sous-jacent D est représenté
par un objet du site, a savoir la droite affine A}=Spec R[X] sur S. Plus généralement,
avec la notation de A1, soient My, le faisceau quasi cohérent sur S associé au R-module
Mp=M®R, W(Mj) le faisceau de Og-modules correspondant sur le site f.p.p.f. sur S
([19], I, (4.6.1)), qu'on considére comme un A-module par restriction des scalaires.
On a un isomorphisme :

WM, > M®G,

et Pon sait que pour tout M de type fini W(My) est représenté par le schéma affine
Spec(Symg(M*)), compte tenu de ([19], I, corollaire (4.6.5)). Il résulte alors du lemme
de Yoneda que :
P(MB®G,) = G,(Spec(Symg(M"))) ~ Symg (M)

ce qui montre que Al est satisfait.

La démonstration de A2 est plus profonde : le « théoréme go de Hilbert » de
Grothendieck affirme, dans sa forme additive, que pour tout schéma X et pour tout ¢>o0 :
(I 7) I_I}.ppi(X’ Ga szt(X’ Ga)zHiZar(X’ Ga)'

Or on vient de voir que tout faisceau X de la forme X =M®G, est représenté par
un schéma affine, ce qui entraine par le théoréme de Serre ([30], (1.3)) :

H,, (X,G,)=0 pour i>o,

donc A2 est satisfait.
Voici deux variantes de ’exemple (1.4) :

Exemple (x.5). — Dans la démonstration de A1 dans ’exemple précédent, on a
seulement utilisé le fait que M®G, était représenté par un objet du site, ainsi que
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la définition du faisceau structural. De plus, on vient de voir que A2 était valable pour
des topologies moins fines que la topologie f.p.p.f. Ainsi, on peut prendre pour T le
topos des faisceaux sur le gros site étale (resp. Zariskien) sur S, @ étant toujours le faisceau
structural. Un sous-site quelconque de ceux-ci convient également, pourvu qu’il contienne
I’espace affine de dimension quelconque n au-dessus de S. Par contre le petit site des
schémas étales sur S (resp. des ouverts Zariskiens de S) ne convient pas, puisque @ n’est
plus représenté par un objet du site.

Exemple (x.6). — On peut méme prendre la topologie chaotique, autrement dit
considérer le topos T des préfaisceaux sur la catégorie (Schyg) des schémas sur S = Spec(R),
0 étant de nouveau le faisceau structural. Dans ce cas, si I'on se restreint a la catégorie
des schémas affines au-dessus de S, T s’identifie a la catégorie €y des foncteurs covariants
de la catégorie des R-algébres dans celle des ensembles. Les A-modules (resp. les
Z-modules) de T correspondent aux foncteurs a valeurs dans la catégorie des F,-espaces
vectoriels (resp. des groupes abéliens). @ est maintenant le foncteur « oubli de structure »
de la catégorie des R-algebres dans celle des ensembles, muni de sa structure naturelle
d’objet en anneaux de caractéristique p de T, donc

G, : (R-alg) — (F,-vect)

est le foncteur « oubli de structure partiel ». @ satisfait & A1 pour les mémes raisons
que dans ’exemple 1. A2, par contre, est ici élémentaire : en effet le foncteur sections
globales est exact dans une catégorie de préfaisceaux, ce qui entraine 'annulation des
groupes de cohomologie supérieurs. Observons pour terminer qu’un élément f de
Hom;(M®G,, N®G,) est exactement une application polynomiale de M dans N. Le
point de départ pour I’étude de telles applications dans [57] est d’ailleurs la démons-
tration de A1 qui vient d’étre donnée.

Signalons qu’il existe également une version relative du théoréme. On remarquera
tout d’abord que pour tout objet Y de T on sait définir (en appliquant la construction
de (1.4) au topos T|Y) un morphisme :

or (M) : SYmR'(M;v) - HOInT]Y(M®GaIY, G,|Y)
ot R’ est la R-algébre Homy(Y, @). La premiére hypothése relative est :
At rel. : Pour tout F,-module de type fini M, et pour tout objet Y du topos T, g (M) est un
isomorphisme.
Quant a la seconde, c’est évidemment :

Az rel. : Pour tout objet X de T de la forme X =M®G,, on a RY,(f*G,)=0 pour ¢>o,
S étant le morphisme structural de X.

On désigne par H le faisceau O0[F] des polynémes non commutatifs en une variable F
sur '’ Anneau 0, la loi de multiplication étant & nouveau donnée par (1.6); I est I'Idéal
bilatére engendré par F#¥*1 On a alors le
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Théoréme (x.7). — Soit O un Anneau commutatif de caractéristique p>o d’un topos T
satisfaisant aux conditions A1 rel. et A2 rel. Alors :
1) Ex¥*YG,, G)=o0, j>o0;
2) &x¥(G,, G,)=HJL, j>o.

Le théoréme (1.7) se démontre de facon tout a fait similaire au théoréme (1.3) en
faisceautisant a chaque stade de la démonstration. Aussi nous bornerons-nous dans ce qui
suit a la démonstration du cas absolu. La version relative est utile dans la mesure o elle
permet d’étudier les groupes Ext!(G,, G,) lorsque ’hypothése A2 rel. est satisfaite, alors
que A2 ne I’est pas : on dispose en effet de la suite spectrale de passage du local au global :

Ep?—Hr(e, £x4(G,, Gy)) = Ext?*4(G,, G,)

et le théoreme (1.7) permet donc d’en étudier le terme E,. On se trouve notamment
dans cette situation lorsque, dans I’exemple (1.4) ci-dessus (et sa variante (1.5)), on
prend pour base un schéma S de caractéristique p>o qu’on ne suppose plus affine.

Passons maintenant en revue diverses conséquences de I’hypothése A1. Celles-ci
sont bien familiéres dans le cadre de I’exemple (1.4). La discussion suivante n’est alors
que ’étude des bigeébres associées aux schémas en groupes G, et A, ainsi que les comulti-
plications sur les algébres affines associées aux lois d’anneaux sur @ et A. On étudiera
également les bigébres duales, au sens de Cartier.

Il convient tout d’abord de remarquer que, pour deux F,-vectoriels de type fini M
et N, le produit externe p: Z2(M®G,)®; Z(N®G,) > Z((MRG,) x(N®G,)) défini
en (1.3) est un isomorphisme. Ceci résulte de la commutativité du diagramme suivant,
dans lequel on a négligé d’expliciter certains isomorphismes évidents :

Sympy (M) ®Symg(N) 2> Symg(M*x N*)
¢(M) ® ¢(N) @(M x N)

P2MOG)®P(NSG,) >  D((MxN)®G,)

olt ¢ est l'isomorphisme canonique Symg(AXB) — Symg(A)®Symgz(B) lorsque A
(resp. B) est le R-module libre M* (resp. N*). Le lemme suivant est une conséquence
immédiate des considérations précédentes.

Lemme (x.8). — La comultiplication
PMOG,) —> 2(MOG)x(M®G,)) 2> 2(M®G,)®2(M®G,)

induite par la loi de groupe m de M®G, correspond, via les isomorphismes ¢p (1.4), @ la
comultiplication

(x.8) m* : Sym(M*) - Sym(M* X M*) - Sym(M?*) ®; Sym(M*)
induite par Dapplication diagonale A : M* — M*x M".
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On peut également associer a tout homomorphisme de F,-vectoriels u : M®; N —P
un morphisme A-bilinéaire dans T, en utilisant la loi d’anneau v: 0®0—0 :
u: (MOO)X(N®0O) —> (M®0)® (N®0) — MON®0©0 23 Poo,
la premiére fleche étant la projection canonique et la seconde la permutation des
tenseurs. Celui-ci induit un homomorphisme d’algebres :

e e 2(m) : 2(PR0O) > 2(MOO)X(N®O)) > Z2(MRO)@D(NRO).
Lemme (1.9). — Le diagramme suivant est commutatif, ot i : E—~SymgpE est Pinjection

canonique et la fleche horizontale intermédiaire est Punique homomorphisme d’algébres rendant le
carré inférieur commutatif :

2(POO)

™10 D(u)

2(M®0)®;, 2(N®O0)
°PR(P)T T‘PB(M) ® Pr(N)

Sym(P*) —% > Sym(M’)®, Sym(N*)

]| Jiei

u*

P M*®p, N*

Démonstration. — Par fonctorialité de ¢y, on peut supposer que u=Iygy. Il suffit
de vérifier que le carré composé commute, ce qui revient & montrer que pour tout meM*
(resp. neN¥), le diagramme suivant est commutatif, ¢(m) (resp. ¢(n), resp. ¢(m®n))
désignant I’élément ¢(M)(m) (resp. ¢(N)(n), resp. o(M®N)(m®n)) :

(MO®O)X(N®0) —> MON®O

@(m) x @(n) P(m®@n)

Ox0 — 5 0

Cette derniere assertion est élémentaire.

Soit M un F,-vectoriel. Nous allons maintenant donner une description similaire
de I’anneau des fonctions 2(M)=Hom;(M, @) du A-module constant M de T associé
a M. Par définition de M, on a :

(x.9) 2(M)=Hom,, (M, R)
=Homg n(R[M], R)
(ou R[M] désigne la R-algebre du groupe M).
Soit (M) : Symy(M*) - Hom,, (M, R) I’homomorphisme d’algébres induit par
Iinclusion de M* dans Hom,,(M, R). Soit m un élément de M~ ; son image (notée

A

également m) dans M™®g, R=M" satisfait a la relation m’=m dans Hom(M, R).
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De maniére générale, soient P un F,-module, P le R-module obtenu par extension
des scalaires. Notons v(Pg) I'algébre quotient de Symg(Py) par I'Idéal J=]J(P) engendré
par les éléments de la forme mP—m, pour tout mePCP;. On vient d’observer que
Yr(M) se factorise en un homomorphisme d’algébres :

r(M) : v(M*) > 2(M).

Le lemme suivant, qui est ’analogue de Ar pour le faisceau constant M, est vrai
sans hypothéses supplémentaires.

Lemme (x.310). — Pour tout F-vectoriel de type fini M, yg(M) est un isomorphisme.
Une fois choisie une base X, ..., X, de M, Je lemme est un cas particulier du
lemme suivant, qu’on démontre par récurrence sur z.

Lemme (x.xx). — Soit S une F,-algébre. L’homomorphisme de S-algébres :
ot S[Xy, - XX =X, -, X —X,) > Hom, (F7, S),

. . - . n e o .
qui envoie X; sur la composée de la i-éme projection F,—F, et de DPinclusion canonique, est un
isomorphisme.

A un F,-vectoriel M, on associe ’homomorphisme :
B(M) : Ma~M®, A 223 MG,

avec d=g¢oa (voir (1.1), (1.2)). On vérifie que le diagramme suivant est commutatif,
la fleche horizontale inférieure étant I’homomorphisme canonique :

2(8(M))

2MeG,) 2 gm)
Pr(M) Xr(M)

Sym(M*) ——— v(M?)

Puisque B(M) est un homomorphisme de groupes, la comultiplication sur 2(M) induite
par la loi de groupe sur M correspond via I'isomorphisme yz(M) & la comultiplication
sur v(M*) induite par passage au quotient par J & partir de ’homomorphisme d’algébre m"
défini en (1.8).

Le lemme (1.10) et ’hypothése A1 ont une généralisation commune :

Corollaire (x.12). — Sotent O un objet de T satisfaisant & Phypothése A1, et M, N deux
F,-vectoriels de type fini. Alors Ihomomorphisme d’algébres :
po (xr(N) X 9r(M)) : v(N")®Sym(M")

- Z2(N)®2(M&G,) - 2(NX(M®G,))

est un isomorphisme.
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Ceci résulte des isomorphismes d’adjonction :

Hom;(NX(M®G,), G,)=Hom(N, #om,(M®G,, G,))
=Hom, (N, Hom;(M®G,, G,))
= Hom,,,(N, Sym(Mp))
et du lemme (1.11).
En particulier il résulte du corollaire (1.12) que le produit externe :

01 IN)®D(M®OG,) > D(Nx(MOG,))

est un isomorphisme.

On observera que la fleche @ : A—0@ est un homomorphisme d’anneaux et donc
que, pour tout homomorphisme z: M®N-—P de F,-modules, le diagramme suivant
est commutatif :

MXxN ——> M®N ——> P

1x a(N)l l

Mx(N®0) —> MON®O 25 PO

B(M)xll
u

MOOXN®O

Si on applique le foncteur contravariant 2( ) & ce diagramme, on obtient un dia-
gramme de R-algébres qui correspond, via les isomorphismes ¢p et yy, au diagramme
suivant, ou les fleches verticales sont les surjections canoniques :

_ Sym(M*)®Sym(N* )

>

(x.10) Sym(P*) — v(M*) ® Sym(N*)

|

v(P*) — v(M*) ®v(N¥)

On remarquera que les fleches horizontales se déduisent toutes de n; par passage
au quotient.

Complétons cette description des conséquences de nos hypothéses en remarquant
que ’hypotheése A2 a elle aussi une généralisation faisant intervenir les faisceaux constants :

Proposition (x.13). — Sotent M et N des F,-modules, O un objet de T satisfaisant & A2.
Alors H'(M®O)XN, O)=0 pour i>o.

Ceci résulte de la formule de Kiinneth, qui est facile & démontrer dans le cas qui
nous intéresse. La platitude du A-module Ay engendré par un objet quelconque X
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de T entraine notamment 'isomorphisme suivant, dans la catégorie dérivée des A-modules
de T (les produits tensoriels étant pris sur A) :

L
AM®0®AN: Aygo®Ay= A(M@(D) xN
d’oll une suite spectrale :
E} = Ext'(Ay g0, Ext)(Ay, 0)) = Ext'T (Ao 0)xn» 0)-
Or les foncteurs Ii>&xti(Ay, I) sont les foncteurs dérivés du foncteur :
Ibssom(Ay, I)=1" (avec n=rgN).
Ils s’annulent donc pour j>o, ce dernier foncteur étant exact. On en déduit, par A2
et par Padditivité des foncteurs Ext’, que Eii=0 pour (i, j)=* (0, 0), d’ou I’annulation
de P’aboutissement en degrés positifs, ce qu’il fallait démontrer, compte tenu de ([3],
V, (3.5))-
Pour terminer, on explicitera les structures duales de celles décrites ici. Commencons

par rappeler que ’on a, pour tout R-module M, un accouplement canonique de P’algébre
symétrique et de I’algebre a puissances divisées I'y(M) (que ’on notera parfois I'(M)) :

(x.11) Ty (M) ®g Sym(M) —~R

(ou M désigne le R-module Hom(M, R)). Il permet d’identifier, pour M de type fini,
chacune de ces algeébres, munie de la comultiplication induite par la diagonale sur M,
avec la bigebre duale graduée de ’autre. De plus la bigébre duale (non graduée) de
Sym(M) gidentifie au moyen de (1.11) 2 la bigébre formelle I'( M), complétée de I'(M)
pour la topologie linéaire pour laquelle ’ensemble ordonné des Uy= P I;(M) forme

i>N

un systéme fondamental de voisinages de o. IA’(M) n’est autre que le produit I1T,(M)

des parties homogenes I';(M) de I'(M). Rappelons, pour fixer les idées, que la comulti-
plication u sur I'(M) transposée de la multiplication sur lalgebre symétrique est
définie par :

p(m)=_ 2 xi(m)@x;(m).

La transposée de ’application #n; associée en (1.10) & un homomorphisme z: M®N—P
est peu agréable a écrire. C’est une fleche :

(x.12) ng : D(M)®T(N) — ['(P)

nulle sur les composantes de la forme I;(M)®T;(N) avec ¢#4j et caractérisée sur
sa restriction :

(ng); : T;(M)®T(N) — Iy(P)
a I(M)®T;(N), par ng(y;(m)®v;(n)) =v;(u(m, n)). En fait, pour i=2j:sj=§tj :
(x.13) Py (Y, (M) - - - 14, () ©, (7). v, (my)) =2 gn,.,-(u(mi, 7))
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ol a=(a;) parcourt I'ensemble des matrices de type rXx% a coefficients entiers non

k r
négatifs tels que s;= Zlaij et t= Z a; (voir [6]).
j= i=1

Passons maintenant a la bigébre v(M*). Vu (1.9) et le lemme (1.10), sa big¢bre
duale est bien évidemment la R-algebre R[M] associée au groupe M, munie de la
comultiplication induite par la diagonale sur M. La transposée de I’application :

v(P*) - v(M") @v(N¥)
associée en (1.10) a un homomorphisme n: M®N-—P est 'homomorphisme :
(1.14) R[M]®R[N] =5 R[MxN] —> R[M®N] -4 R[P].

Il reste a expliciter la transposée de ’homomorphisme canonique y : Sym(Myg) — v(Mpg).

Proposition (x.14). — La transposée de y, est Uapplication exponentielle :
exp : R[M] — I'y(Mg)
définie sur les générateurs de R[M] par :
(x.15) exp(m) =Sy, (7)

(o2 m désigne I'image de m dans Mg).

Démonstration. — On commence par remarquer que exp est un homomorphisme
de R-algebres, ce qui résulte de la relation :

Yi(m -+ n) =i+12= kYi(m) ®Yj(”)

dans Plalgébre a4 puissances divisées. De plus I’homomorphisme exp est compatible a
la comultiplication sur R[M] (resp. I'(M)) induite par la diagonale sur M. Ceci permet
de vérifier la formule :

(exp(m),f} ={m, X(f))

dans le seul cas ou feMgy=Sym!'(M). C’est alors immédiat.

Ecrivons pour terminer le diagramme transposé de (1.10); compte tenu de ce
qui précede, c’est :

R[M] ®R[N] —Z> R[P]

: |

(x.16) R[M] ® [(Ny) —> £(Py)
I'(Mg) ® T'(Ng)

ou n, (resp. ny) est la fleche définie en (1.14) (resp. (1.13)) et les fleches verticales non
identiques sont les exponentielles (1.15). Quant & n,, il résulte de la commutativité du
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diagramme et de la définition de n, qu’elle est définie, pour tous meM et n,, ..., n,eNg,
par :

(r.17) ny([m]® v, (ny) . .. Ytk(”k)) =y, (#(m, ny)) . .. Yt,,(u(ﬁ, m))-

Remarque (x.15). — Il est préférable d’éviter dans ce qui suit tout recours aux
anneaux topologiques. Observons donc que pour tout z>0, la fleche n, de (1.16) définit
par restriction un homomorphisme :

R[M]®T*(Ng) — T'(Py).
Puisque I‘(M)='€>B0 (M), ceci s’étend en un homomorphisme de modules gradués :

R[M]®I'(Ng) - I'(Pg),

R[M] étant concentré en degré o. La fleche n; de (1.10) s’interpréte comme la transposée
de celui-ci, au sens des modules duaux gradués.

Remarque (x1.16). — Toutes les considérations qui précédent demeurent valables
lorsque P’on se place dans la catégorie T° des objets X de T pointés par une section
x :¢—>X. En particulier @ (resp. M®G,) est pointé par ’élément neutre pour sa loi
de groupe, ce qui permet de définir ’anneau Z,(X) des applications pointées de X
dans @ (resp. anneau Z,(M®G,)). L’homomorphisme ¢p(M) (1.4) se restreint en
un homomorphisme :

¢x(M) : Symg (M) > Z,(M®G,)
Sym™( ) désignant I’idéal d’augmentation dans I’algébre symétrique. On définit d’autre

part les groupes de cohomologie réduite comme foncteurs dérivés du foncteur « section
pointée ». Ceci revient a poser, pour (X, x) un objet de T" :

HI(X, G) =ker(H{(X, G,) > Hi(, G,)).
I1 est facile de voir que les hypothéses A1 et A2 impliquent les variantes pointées
suivantes :

A1 pt. : Pour tout F,-module de type fini M, of (M) est un isomorphisme.
A2 pt. : Pour tout X de la forme M®G,, H!(X, G,)=o.

On en déduit des résultats similaires a tous ceux énoncés ci-dessus. On remplace
2( ) par 9 ), HY ) par He( ), Sym( ) par Sym*( ) et v( ) par P'image
v*( ) de Sym™ par la projection canonique Sym( ) —v( ). Dualement, il convient
de remplacer lalgébre R[M] engendrée par le R-module M (resp. I'(M)) par son
quotient :

(x.18) R*[M]=R[M]/R[o]
(resp. T+(M)=T'(M)/T°(M)).
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2. Algébre simpliciale.

On rassemble ici, pour la commodité du lecteur, les principaux résultats d’algebre
simpliciale qui seront utilisés par la suite. Ils ont généralement pour origine le mémoire
de A. Dold et D. Puppe [21]. La description qu’on en donne ici est largement inspirée
de la thése d’Illusie. Celui-ci a en effet adapté une partie de cette théorie au cadre des
topos (on aura aussi intérét a consulter a ce propos [53] et [12]). C’est a lui que nous
empruntons la délicate description des foncteurs stabilisés qui termine ce chapitre.

Soit X un objet simplicial d’une catégorie €. On notera d;* (resp. s7) la i-eéme fléche
de face (resp. de dégénérescence) de source X,. On simplifiera la notation en d; (resp. s,)
lorsqu’il n’y a pas de confusion possible. Pour tout foncteur F :%¥—%, on notera
également F, sans autre précision, le foncteur de la catégorie Simpl(%) des objets
simpliciaux de % dans Simpl(2) défini par :

(FX);=F(X))
avec les opérateurs face et dégénérescence évidents.
Commengons par rappeler qu’a tout objet simplicial X d’une catégorie abélienne .27,

on sait associer fonctoriellement de deux maniéres différentes un complexe de &7, a

différentielle de degré —1, nul en degrés négatifs. D’une part, on définit le complexe
associé X de X par :

)’anxn pour tout =,

la différentielle d: X, - X,_, étant définie par d =2(—1)i dj. D’autre part, le complexe
normalisé NX de X est défini par : !

(2.1) (NX),,:igoker(d,.”: X, X, ),

la différentielle sur (NX), étant la restriction de d, a (NX),. On observera que NX
est un sous-complexe de X, et en fait on a un scindage :

X =NXeDX,
DX étant le sous-complexe dégénéré de X, défini par (DX)n=LiJim(JZ‘_1). En fait

on vérifie par le calcul que DX est homotopiquement trivial, ce qui implique le lemme
suivant : ‘

Lemme (2.1). — L’inclusion NX—>X est une équivalence de chatnes.

Passons maintenant a la construction fondamentale de Dold-Puppe. Soit C. (/)
la catégorie des complexes de &/ nuls en degrés négatifs. Pour la démonstration du
théoréme suivant, on renvoie a [21].

Théoréme (2.2) (Dold-Puppe). — Le foncteur N : Simpl(Z) — C(Z) posséde un
quasi-inverse K.
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Définition (2.3). — Soit P un objet de /. On définit, pour n>o0, un objet d’Eilenberg-
Mac Lane K (P, n) dans Simpl(Z) par :
K (P, n)=K(P[r])

P[n] étant le complexe concentré en degré n de valeur P.

Remarques (2.4). — a) K(P, 0) n’est autre que Pensemble simplicial constant P
de valeur P.

b) K(P,n),=o0 pour i<n.

¢) K(P,n);=PL I étant I'ensemble des applications surjectives f : (i)—(n) dans
la catégorie usuelle A. En particulier card(I)=(%).

d) Soit T¢ le foncteur translation de degré -1 sur C.(A). Le théoréme précédent
permet de le transporter en un foncteur translation sur Simpl(A) et 'on écrira X[i]
pour KT'N(X). En particulier, K(P, n+41)=K(P, n)[7].

¢) Pour n<o, on définit de méme un objet cosimplicial K(P, n) de A en renversant
toutes les fleches dans K(P, —n).

Topo-logie

Le cadre dans lequel nous étudierons la théorie homotopique et homologique
des K(P, n) est le suivant : soit T un topos; on va définir, d’apres Illusie, la catégorie
dérivée des faisceaux simpliciaux de T. C’est une généralisation commune de la notion
de catégorie dérivée, due a Verdier, et de la catégorie homotopique telle qu’elle est décrite
dans [28].

Soit X un objet simplicial de T, pointé par une fleche x:e—>X (e désignant
I’ensemble simplicial constant associé a I'objet final ¢ de T). Par faisceautisation a partir
de la définition usuelle des groupes d’homotopie d’un ensemble simplicial, on associe
a la paire (X, x) un objet 7;(X, x) de T muni d’une structure de groupe (resp. de groupe
abélien) pour i>o (resp. :>1), qu’on appelle le ;-éme faisceau d’homotopie de X.
On dit qu’une fleche f:X—Y dans Simpl(T) est un quasi-isomorphisme (resp. un
N-quasi-isomorphisme) si les applications induites m;(f) : m;(X, ) > (Y, f(x)) sont
des isomorphismes (resp. sont des isomorphismes pour ¢<IN et un épimorphisme pour
t=N). Deux fleches f, g : XY sont homotopes s’il existe une application IXX—-Y
dans Simpl(T) satisfaisant a la condition usuelle (I étant le faisceau constant simplicial
de T associé a I’ensemble simplicial « intervalle unité » usuel).

Ceci posé, on définit comme d’habitude la catégorie Hot. (T) des objets simpliciaux
de T, les morphismes étant les classes d’homotopie d’applications simpliciales, et on a la

Définition (2.5). — On appelle catégorie dérivée des faisceaux simpliciaux sur T la caté-
gorie D.(T) localisée de Simpl(T) par rapport aux quasi-isomorphismes.

En fait, lorsque T a assez de points, ’ensemble des quasi-isomorphismes admet

un calcul de fractions a gauche dans la catégorie Hot.(T) et D.(T) est équivalente
a la catégorie localisée de Hot.(T) par rapport aux quasi-isomorphismes.
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Lorsque X est un groupe simplicial, la définition précédente, assez peu maniable,
des faisceaux d’homotopie de X, équivaut a la suivante, qui est indépendante du choix
du point de base :

(2.2) m(X) = H(NX)

(on remarquera que le terme de droite a un sens méme si X n’est pas abélien). En
particulier, on a par construction :

(2.3) (K (P, n)) = H(NK(P, n)) = Hy(P[a]) =P, i—n
=o, 1%n
ce qui justifie la terminologie employée.
Soient maintenant XeSimpl(T), R un anneau de T. Par analogie avec le cas
ensembliste, on définit les groupes d’homologie de X par :

H(X, R)=H;[R[X]7),

R[M] désignant le R-module de T engendré par un objet M de T, et ( )~ le foncteur
« complexe associé » défini ci-dessus. Compte tenu de (2.2) et du lemme (2.1), on a :

H,(X, R) =H,(NR[X]) = =(R[X]).

On définit de méme, pour X pointé par x :e—>X, les groupes d’homologie réduite
de X (avec la notation de (1.18)), par :

(2-4) Hi(X, R)=Hy(R*[X])> = (R*[X]).
Il résulte de ces définitions que pour tout anneau R, P’application canonique :
(2.5) e: X—>R[X] (resp. X—R"[X])
induit sur les groupes d’homotopie des homomorphismes, dits de Hurewicz :
(2.6) #,: (X, x) > H;(X, R)
(2.7) (resp. o, : m(X, x) - F,(X, R)).
Exemple (2.6). — Soit S" la sphére simpliciale pointée, obtenue a partir du

n-simplexe type A(n) en contractant son bord A(z) en un point. Désignons également
par S" le faisceau simplicial constant de T qui lui est associé. Il est facile de vérifier sur
la définition de K(R, n) que :

(2.8) R*[S"] 3 K(R, n),

d’olt un homomorphisme :

(2.9) H# : 8" K(R, n).

Signalons, pour en terminer avec les groupes d’homologie, que I'on a, dans le cadre

des topos, un théoréme de Whitehead :

Théoréeme (2.7) ([34], I, (2.2)). — Soit F : XY un morphisme de faisceaux simpliciaux
dans un topos T possédant assez de points. Si f est un quasi-isomorphisme (resp. un n-quasi-isomorphisme
pour n>2), alors R[f] est un quasi-isomorphisme (resp. un n-quasi-isomorphisme).
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Foncteurs dérivés

Nous aurons a étudier par la suite les groupes d’homologie réduite a coefficients
dans R des objets d’Eilenberg-Mac Lane de T. Il est intéressant de remarquer que ces
groupes s’interprétent comme des foncteurs dérivés du foncteur R*[ ]. Commengons par
rappeler briévement la théorie des foncteurs dérivés des foncteurs non additifs ([21], [34]).

Soient donc A et B deux anneaux du topos T, F un foncteur du champ des
A-modules dans le champ des B-modules. La prolongation naive F:C.(A) - C.(B)
de F aux complexes (nuls en degrés négatifs) ne préserve pas les homotopies & moins

que F ne soit additif (*). La bonne définition du prolongement est la suivante : pour tout
XeC.(A), on pose

FX =NFKX ;

F préserve maintenant les homotopies. On désigne par LF : D.(A) - D.(B) la prolon-
gation de F a la catégorie dérivée D.(A) des complexes de A-modules.

Proposition (2.8). — Lorsque F commute aux limites inductives locales, le foncteur dérivé
gauche LF de F existe.

On trouvera une démonstration de cet énoncé dans ([34] (1.4.2.2)). Le lecteur
y trouvera un résultat plus général concernant la catégorie dérivée des complexes bornés
supérieurement. Lorsque 'on se limite au cas des complexes nuls en degrés négatifs,
on n’a pas besoin d’introduire dans la démonstration les objets simpliciaux mixtes de
loc. cit. et celle-ci s’en trouve considérablement raccourcie. On se bornera ici a la
remarque suivante : cette proposition équivaut a P’assertion que pour tout objet X de
D.(A), le pro-objet {F(X')} de D.(B) (ou X’'—X parcourt les classes d’homotopie
de quasi-isomorphismes de but X) est essentiellement constant de valeur F(X') pour
n’importe quel X’ & composantes plates.

On définit les foncteurs dérivés L,F : D.(A)—B pour tout i>o0 par :

L,F =H,.LF.

Lorsque F est contravariant, on définit de maniére analogue des dérivés droits RIF.

Exemples (2.9). — a) Soit T le topos ponctuel. Pour tout A-module P, L,F(P[r])
n’est autre que le foncteur dérivé gauche L;F(P, n) de Dold-Puppe. Pour T quelconque,
on utilisera indifféremment 'une ou 'autre notation.

b) Soient (T, R) un topos annelé quelconque, P un groupe abélien de T. Pour
tout n>o0, les dérivés gauches du foncteur R*[ ] sont calculables : on vient de
remarquer que :

H;(LR*(P[x])) = H;(R*X')

(1) A la différence de [3], [34] et pour préserver les conventions adoptées en topologie, nous considérons
les complexes comme étant munis d’une différentielle de degré — 1.
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ou X'—K(P, n) est un quasi-isomorphisme, et X’ est a composantes plates. Or, il résulte
du théoréme (2.7) que R*X’'— R*tK(P,7n) est un quasi-isomorphisme. Ainsi :

LR+(P[a]) = (X', R) = (K (P, n), R)

et ’on a identifié les foncteurs dérivés de R*[ ] aux groupes d’homologie réduite des
objets d’Eilenberg-Mac Lane correspondants.

On sait que, dans le cas ponctuel, l'intérét principal des espaces d’Eilenberg-
Mac Lane est qu’ils représentent la cohomologie, dans la catégorie homotopique [13].
On verra qu’il en est de méme dans le cas d’un topos quelconque T. Commengons par
rappeler que si A est un anneau de T et P un A-module, on définit les groupes d’hyper-
cohomologie (resp. d’hypercohomologie réduite) a valeurs dans P d’un objet simplicial X
de T (resp. d’'un objet simplicial X pointé par une section x :e—X dans T), par :

H"(X, P)=Ext}(A[X]~, P)
A (X, P)=Ext}(A*[X]"~, P)
ol ~ a été défini ci-dessus, et le terme de droite est I’hyperext habituel dans la catégorie

des A-modules. On trouvera une discussion compléte de ces groupes dans [17]. Contentons-
nous ici d’illustrer la définition par un exemple élémentaire.

Exemple (2.10). — Soit X, un objet simplicial de T. Supposons que pour tout ¢
on ait :
(2.10) Hi(X;,P)=0 j>o.
Alors H'(X, P) s’identifie au n-iéme groupe de cohomologie du complexe Hom, (A[X,]™, P).
En effet, sous cette hypothése la suite spectrale d’hypercohomologie :

Ei,j=Hj(){i> P) = Hi+j(X: P)

dégénere.

Il revient au méme de dire que sous ces hypotheses, on peut définir les groupes

de cohomologie de P’objet simplicial X comme dans le cas classique du topos ponctuel.
Toute classe de cohomologie z est notamment représentée par un cocycle :

zeHom(A[X,]7, P).
Voici deux cas particuliers qui nous concernent dans lesquels ces hypothéses sont

satisfaites.

a) X est Pobjet simplicial constant de T associé 2 un ensemble simplicial X et
H(e, P)=o0 pour tout ¢>o. Ainsi, dans ce cas, on a par la formule d’adjonction :

(2.11) H{(X, P)=H(X, P(e))

pour ¢>o, leterme de droite désignant le groupe de cohomologie ordinaire de ’ensemble
simplicial X.
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b) Soit @ un objet en caractéristique p d’un topos T. Avec la notation introduite
en I, on a un isomorphisme :

(2.12) K(F,, n)®G,= K(G,, n).

Ainsi, lorsque 0 satisfait 2 A2, K(G,, n) posséde la propriété (2.10).

Si objet O de T satisfait a A1 et A2, les remarques précédentes permettent de
calculer les groupes d’hypercohomologie H*(K(G,, n), G,) (resp. d’hypercohomologie
réduite H'(K(G,, n), G,)).

On vient en effet de voir que ces groupes s’identifient aux groupes de cohomologie
du complexe des cochafines :

Hom, (A[K(G,, )]™, G,)  (resp. Hom,(AT[K(G,, n)]7, G,)).
Par A1 (resp. A1 pt.), on a, compte tenu de (1.4), des isomorphismes canoniques :
Hom, (A[K(G,, n)]”, G,)~ Sym(K(R, —n))~

(2.13) Hom, (A*[K(G,, n)]~, G,)~ Sym™ (K(R, —n))~.

De méme, par le lemme (1.11) et ’exemple (2.10), on sait décrire de plusieurs facons
le complexe des cochaines usuelles de K(F,, n) :

(2.14) Hom(F,[K(F,, n)]~, F,) ~ Hom(A[K(A, )]~, 0) ~v(K(R, —n))~

>°p

et on a des isomorphismes analogues pour les chaines réduites, v étant remplacé par v*.
L’inclusion z: K(A,n) - K(0,n) induite par le morphisme canonique A—@ correspond,
via (2.13) et (2.14), a la fleche :

Sym(K(R, —n))™ - v(K(R, —n))~

induite par ’aplication canonique Sym( )—v( ).
Par passage a la cohomologie, on a obtenu le lemme suivant :

Lemme (2.11). — Soit O un objet de T satisfaisant & A1 et A2. On a alors des isomorphismes
d’algébres gradudes.

(2.15) H'(K(0, n), 0)~R*Sym(R, —n)

(2.16) H'(K(F,, n), R)~H"(K(A, n), 0)~R*v(R, —n)

Pisomorphisme (2.15) faisant seul intervemir les hypothéses A1 et A2. Lapplication induite en

cohomologie par le morphisme canonique @ : K (A, n) — K (O, n) correspond au morphisme :
R*Sym(R, —n) - R*v(R, —n)

induit par la projection canonique de Sym( ) sur v( ). Les énoncés demeurent valables,

mutatis mutandis, en cohomologie réduite.

On déduit du corollaire (1.12), du lemme (2.11) et de la formule de Kiinneth,
la généralisation suivante de ce lemme (ici A désigne le smash-produit) :
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Corollaire (2.12). — Soient my, . .., m,, n une suite d’entiers. On a alors sous les hypothéses
précédentes les isomorphismes suivants d’algébres graduées :

H'(K(A, my)X. .. xXK(A, m)xK(0, n), 0)
~R'VR, —m)®...®R*V(R, —m,) ®R*Sym(R, —n)

H (K (A, m)A. . AK(A, m)AK(O, n), 0)
~R*VF(R, —m,)®...®R*v" (R, —m,) ®R*Sym* (R, —n).

Revenons-en maintenant a la situation générale, afin d’énoncer le théoréme de
représentabilité de I’hypercohomologie. Celui-ci est tout a fait similaire au théoréme
de représentabilité usuel de la cohomologie par les espaces d’Eilenberg-Mac Lane.

Proposition (2.13) ([34], chapitre I, (3.2.1.16)). — Soit T un topos possédant assez
de points. Alors, pour tout objet simplicial X de T (resp. pour tout objet simplicial pointé (X, x))
et pour tout groupe abélien ¥, on a des isomorphismes foncioriels en X et en F :

(2.17) H*(X, F) - Hompp (X, K(F, 7))
(2.18) H"(X, F) - Hompuey (X, K(F, n))

TP désignant le topos des objets pointés de T.

En particulier il existe une classe fondamentale i cHK(F, g), F) correspondant
par cet isomorphisme a I’application identique de K(F, ¢). Si I'on appelle opération
(hyper-)cohomologique de type (F, n, G, n 4 m) une transformation naturelle de foncteurs:

®: H'(,F)->H""( ,G),

on déduit comme corollaire de la proposition, en utilisant le lemme de Yoneda, que de
telles opérations correspondent bijectivement aux éléments du groupe H**"(K(F, n), G).
Précisément :

Corollaire (2.14). — L’application ®+>D(3,) est une bijection de ensemble des opérations
cohomologiques de type (F, n, G, n+m) sur H**™(F, n), G).

On renvoie a [13] pour la définition des opérations cohomologiques stables, la
généralisation au cas des topos étant immeédiate.

Produits

On sait que lorsque R est un anneau (commutatif) de T, les groupes d’hyper-
cohomologie H*(X, R) (resp. ﬁ*(X, R)) possédent une structure d’algeébre définie par
le cup-produit. L’outil technique qui permet de définir celui-ci est le théoréme d’Eilenberg-
Zilber, et plus précisément la donnée des applications d’Eilenberg-Zilber et d’Alexander-
Whitney qui, dans le cas classique, relient les cochaines sur un produit d’espaces topo-
logiques au produit tensoriel des complexes de cochaines sur les espaces en question.
D’autre part, compte tenu de la représentabilité de 'hypercohomologie (2.17), un tel
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produit est déterminé par 'accouplement (dit « du cup-produit ») des objets d’Eilenberg-
Mac Lane correspondants. De maniére précise, soit T un topos annelé par R. On va
associer a tout homomorphisme d: A®B—>C de R-modules une famille d’applications
dans Simpl(T) :

dyn: K(A,m)xK(B,n) >K(C,m+n) (mn>o)
telles que, pour tout X (resp. Y) de Simpl(T), I’application évidente :

HomD.(T)(Xs K(A, m)) XHomD.(T)(Y) K(B, n))

— Homy, (X XY, K(C, m+n))

induite par d,, , corresponde, compte tenu de (2.17), au cup-produit externe des classes
d’hypercohomologie.

Mieux, d,, , se factorise en une application pointée :
(2.19) d, . K(A,m)AaK(B, n) > K(C, m+n)

permettant de définir, via (2.18), le produit externe des classes d’hypercohomologie
réduites :

A (X, A)oH (Y, B) > H' (XA Y, Q).

Vu les remarques précédentes, il n’est guére étonnant que le théoréme d’Eilenberg-
Zilber intervienne dans la définition des applications 4, ,. Commengons par observer
que la définition des foncteurs N, donnée en (2.1), peut étre généralisée. On définit
de maniere évidente des foncteurs N (normalisé) et ~ (n-complexe associé) de la caté-
gorie n-simpl(%) des objets n-simpliciaux d’une catégorie abélienne ¥ dans la caté-
gorie n-C.(%) des n-complexes de € (concentrés en degrés positifs) et 'on démontre
la généralisation suivante du lemme (2.1) :

Lemme (2.15). — Le foncteur N : n-simpl(%) — n-C. (%) possede un quasi-inverse K.

Des foncteurs « ensemble simplicial diagonal » A :z-simpl(%) — simpl(¥) et
« complexe total associé » f:n-C.(‘K) — C (€) relient ces objets a ceux qu'on a

étudiés précédemment, via la généralisation suivante du théoréme d’Eilenberg-Zilber,
due a Cartier (voir [34], I, (1.3.2)) :

Théoréme (2.16). — Soit X un objet n-simplicial d’une catégorie abélienne €. Alors on
a des homomorphismes uniques & homotopie prés de complexes inverses P'un de Uautre a homotopie
Sonctorielle prés :

(2.20) o : f)’Z-»(Axr
(2.21) g (AX)~—>f}~(.
Remarque (2.16). — a) Dans I’énoncé du théoréme, on peut remplacer le fonc-

teur ( )™ par N. On obtient alors un énoncé qui est également correct, et qui est compa-
tible avec le précédent, via 'inclusion i mentionnée dans le lemme (2.1).
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b) On a des énoncés en apparence plus généraux en considérant des diagonales
partielles 7n-simpl(%) — m-simpl(¥) (m<n) et les complexes totaux partiels corres-
pondants. Lorsqu’on itére ce procédé, et que l'on considere les diagonales partielles
m-simpl( %) — p-simpl(¥) (n>m>p), les applications ¢ (resp. ¢) correspondantes sont
« associatives » (resp. « coassociatives ») a homotopie prés en un sens qui est explicité
dans ([34], chapitre I, (1.2.2.3)) pour 2 (resp. m, resp. p)=3 (resp. 2, resp. 1). On a
également un énoncé de « commutativité » (resp. de « cocommutativité ») a homotopie
prés, correspondant a la permutation des indices de ’objet X de n-simpl(%).

¢) Il existe un choix classique de fleches ¢, ¢ dans leur classe d’homotopie qu’on
appelle ’homomorphisme des « shuffles » et ’homomorphisme d’Alexander-Whitney.
Avec ces choix de fleches les diagrammes d’associativité et de coassociativité dont il vient
d’étre question sont strictement commutatifs, ainsi que le diagramme de commutativité.
Quand au diagramme de cocommutativité faisant intervenir la fleche d’Alexander-
Whitney, on sait qu’il ne fait que commuter & homotopie prés (a vrai dire de maniére
tres forte) et c’est d’ailleurs ce fait qui est a la base de I’existence d’opérations de Steenrod
en cohomologie. Il n’est pas possible de le rendre strictement commutatif de maniére
fonctorielle en choisissant une autre fleche qui soit homotope a celle-ci. Cette remarque
a une grande importance pour la suite (voir la remarque (7.8) & ce propos).

Citons P’application suivante du théoréme (2.16) :

Lemme (2.17). — Soit A un anneau simplicial associatif (resp. M un A-module simplicial).
Alors le complexe associé A (resp. M) posséde une structure naturelle d’algébre différentielle graduée
associative (resp. de A-module différentiel gradué) induite par la structure d’anneau simplicial :

w: ARA A de A
(resp. la structure de module v : AOM — M de M).

Démonstration. — La structure d’algébre sur A est définie par la fleche composée
suivante (® désignant le produit tensoriel externe d’objets multisimpliciaux) :

AeA=[(ABA)~ %> A(ABA)~ = (A®A)~ T> A™,
Nous sommes maintenant en mesure d’expliciter la fleche 4, ,. C’est la composée :
(2.22) K(A, m)xK(B, n) —> K(A, m)®K(B, n) oy K(C, n+m)

ou la premiére fleche est 'application canonique =(x, y))=x®y et ou 9, , est déterminée
par sa normalisée N(9, ,), compte tenu du théoréme de Dold-Puppe. Quant a N(9, ),
c’est la fleche composée :
N(K(A, m)®K (B, n)) —%> NK (A, m)®NK (B, n)
— A[m]®B[n] % Gm +n)

ou ¢ est la fleche d’Alexander-Whitney et d[m, n] la fleche induite par d. On déduit
de la remarque (2.16) des assertions d’associativité et de commutativité, On a notamment
la proposition suivante :
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Proposition (2.18). — Soit R un anneau commutatif (resp. M un R-module). Les deux
premiers diagrammes suivants sont commutatifs, et le troisiéme est a homotopie prés, pour tous
m,n,p>0 (d désignant une quelconque des applications d, , et © le morphisme de permutation
des facteurs) :

K(R, m)AK(R, n)AK(R, p) 23 K(R, m)AK(R, n+p)
(2.23) ld/\l ld
K(R, m+n)AK(R,p) —— K(R,m+n+p)
K(R, m)AK(R, n)AK(M, p) 2% K(R, m)AK(M, n+p)
(2.24) ldAl ld
KR, m+n)aAK(M, p) ——> K(M,m+n-+p)
K(R, m)AK(R, n) — > K(R, n) AK(R, m)
(2.25) a /
K(R, n+m)
Accouplements de foncteurs dérivés : suspension

L’accouplement du cup-produit permet de définir, par composition avec I’appli-
cation de Hurewicz (2.9), un morphisme de suspension reliant les divers objets d’Eilenberg-
Mac Lane associés 2 un R-module M du topos T :

(2.26) o1 SIAK(M, ) 2 K(R, 1)AK(M, n) 25 K(M, n+1).

Plus généralement, on définit des applications de suspension itérée :

(2.27) ¢ : SAK(M, n) -~ K(M, n+1)

de la méme maniére. On en déduit un morphisme de suspension en homologie réduite :
(2.28) S: H, (KM, n)) - H,, (KM, n+1))

par adjonction a partir de P’application induite par ¢ en homologie :

(2.29) f,(sY) @ H(K(M, n)) > H,  ,(S'AK (M, n)) - I, ,(R(M, 7+ 1)).

La construction que I’on vient d’effectuer pour les groupes d’homologie a4 valeurs dans
un anneau R (qui sont, comme on I’a vu en (2.9) &), les foncteurs dérivés de R*[ 1)
est également possible pour d’autres foncteurs dérivés.

Soient F, G, H trois foncteurs de la catégorie des S-modules dans celle des R-modules.
On suppose que :

(2.30) F(o) =G(o) =H(o) =0

et que pour toute paire de S-modules M et N, on ait une application 2, fonctorielle
en Met N :

(2.31) A : FIM)®G(N) - H(M®N).
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En utilisant les morphismes 4, , : K(A, m)®K(B, n) - K(C, m +n) associés 2 un homo-
morphisme de S-modules d: A®B—->C donné (2.22), on obtient un accouplement
de complexes :

FK(A, m)~®GK(B, n)~ 2 H(K(A, m)®K(B, n))~
—> HK(C,m+n)~
ol la premiére fleche est la composée de la fleche d’Alexander-Whitney (2.21) et de la
fleche induite par A, et la seconde est H(d,, ,) ™. Mieux, dans la catégorie dérivée, on en
déduit, lorsque F, G et H commutent aux limites inductives locales, un accouplement :

LF(A[m])®LG(B[1]) - LH(C[m 1))

d’ot, par passage a I’homologie, un accouplement des foncteurs dérivés gauches
correspondants :

(2.32) LF(A[m])®L,G(B[x]) — L , ;H(C[m + n]).

Remarque (2.19). — Supposons que ’on se donne six foncteurs Fy, ..., Fg satis-
faisant aux conditions précédentes, et de plus un énoncé d’associativité :

A2 ®1

F,(M)®F,(N)®F,(P) 2% F,(MON)®F,(P)

1® Ay A

F,(M)®F,(N®P) —* _, F,(M®N®P)

entre les applications 2; (2.31) correspondantes. On en déduit, compte tenu de la
proposition (2.18), que les applications dérivées (2.32) induites satisfont a la condition
d’associativité correspondante.

Exemples (2.20). — a) Soit un foncteur F : (F,-mod)—(R-mod) satisfaisant
F(o)=o0. On a alors une application fonctorielle en X et Y :

(2-33) R¥[X]®R F(Y) - F(X®,Y)
définie par adjonction. D’ou une application :
(2-34) LR* (A[m]) 8LF(B[x]) - LF(C[m+])
associée a un homomorphisme d:A®B—C et induisant en homologie :
(2.35) H,(K (A, m), R)®L,F(B[n]) - L, ;F(C[m +n]).
En particulier, pour F=R*[ ], (2.33) n’est autre que I’application canonique
RHY[X]®R*[Y] - RT[XAY] - R*[X®Y] et 'on retrouve ainsi application :
(K (A, m), R)®F,(K(B, n), R) - i, ;(K(C, m +n), R)

induite en homologie réduite par d,, .
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b) Soit un foncteur F : (S-mod) - (R-mod) satisfaisant a (2.30). Si 'on compose
(2.35), dans le cas m=1, A=S, avec 'homomorphisme induit par I’application de
Hurewicz 4 :S'— K(S, 1) définie en (2.9), on obtient un morphisme :

i

(2.36) R*(S")®LF(B[n]) - LR*(S[1])® LF(B[r]) -~ LF(B[z + 1])

d’ou, par passage a I’homologie et par adjonction, un homomorphisme de suspension :
(2.37) L;F(B[n]) > Ly, ((F(B[z+1]))

qui s’identifie a celui défini dans [21] dans le cas général, et notamment en (2.28) pour
F=R*[ ]. Les homomorphismes supérieurs L,F(B[n]) — L, ;F(B[n+m]), définis de
méme par adjonction a partir des éléments des groupes d’homologie d’Eilenberg-Mac

Lane ITIi +;(K(A, m) ; R) au moyen de la fleche (2.35) (dans le cas ou B est un A-module),
ont été étudiés en détail par A. K. Bousfield dans son manuscrit clandestin [7] (voir

également ([52], 7)).
¢) On a défini en (1.12) une fléche :

@)t : TMBT(N) -~ (M®N)

associée a I’homomorphisme identique % : M®N - M®N. L’application :
[+ (M) 8T+ (N) - I+ (M®N)

induite par passage au quotient définit, par le procédé décrit ci-dessus, un morphisme () :
Lf‘+(A[m])é>Lf+(B[n]) — LI+ (C[m +n))

associé a un morphisme de F,-modules d: A®B—C.

Les exemples a) et ¢) sont reliés par I’observation suivante :

L’application composée :

a~ [5 - ~ w) A
R [M]®T+(N) 22 p+apei+(N) YL f+(MeN)

coincide avec Papplication définie en (2.33) lorsque F est le foncteur I't. On le vérifie
facilement a l'aide de la description explicite de (u*)' donnée en (1.17). Ainsi, au
diagramme (1.16) correspond le diagramme commutatif :

i
R*K(A, m)®R*K(B, n) —» R*K(C, m+n)

|

I . N
(2.38) R+K(A, m)® LI+ (B, n) —— LI*(C, m +n)

7

l
LT+ (A, m) ® LT+ (B, n)

() Comme ce morphisme n’est introduit qu’a titre d’illustration, on n’élaborera pas ici un formalisme de
la catégorie dérivée des foncteurs non additifs & valeurs dans une catégorie de modules topologiques, pourtant
nécessaire pour lui donner un sens.
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ou les fleches verticales sont induites par ’application exponentielle et ou z, est I’appli-
cation induite sur les chaines a coefficients dans R par lapplication d,,, n, 'appli-
cation (2.34) pour le foncteur F=I'(—®R) et n, application mentionnée ci-dessus.

Ce diagramme intervient de la fagon suivante dans ce qui suit : soit @ un objet
de T satisfaisant aux axiomes A1 et A2, muni de sa structure naturelle de A-algébre.
On a alors un diagramme commutatif, pour m, z>o0, ou les flecches horizontales sont
du type (2.19) :

K(A, m)AK(A, n) —=» K(A, m+4n)

| l

(2.39) K(A, m) AK(0, n) 2> K(0, m+n)

K(0, m)/l\K(@, n) /

d’ou, en passant aux cochaines réduites a coefficients dans @ et en utilisant (2.13) et
(2.14), un diagramme d’algébres cosimpliciales :

vHE(R, —m))@v+H(EK(R, —n)) ~—— vH(K(R, —m—n))

! !

(2.40) v (K(R, —m)) ® Sym* (K(R, —n)) ~*— Sym*(K(R, —m—n))
Sym*(K(R, — m))®Sym*K(R, —n)

les fleches 7 étant induites par les fleches nf du diagramme (2. 39). Or le diagramme (2. 40)
n’est autre que celui obtenu a partir de (2.38) par passage au dual.

Foncteurs dérivés stables

Par le lemme de suspension de Freudenthal, on sait que pour tout ensemble
simplicial X, (rn—1)-connexe, l’application évidente w;(X)—>n,, (SX) est un isomor-
phisme pour :<2n—1 et un épimorphisme pour i=2n—1 (on utilise dorénavant la
notation traditionnelle SX pour désigner S'AX). Il en résulte directement que o (2.26)
est un (2n—r1)-quasi-isomorphisme, d’oll en particulier, par le théoréme de Hurewicz,
que la suspension S (2.28) est un isomorphisme (resp. un épimorphisme) pour i<2n
(resp. i¢=2n). En particulier, pour ¢>o0 fixé, le systéme inductif ﬁ,, +i(K(M, n)), indexé
par n, avec pour morphisme de transition les homomorphismes de suspension, est essen-
tiellement constant, la valeur de la limite étant atteinte dés que n>i. On définit [25]
les groupes d’homologie stables de M a coefficients dans un groupe abélien A, par :

H(M, A)=lim, (K(M, n), A).
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On vérifie que les accouplements de cup-produit sont compatibles, 2 homotopie
pres, avec les morphismes de suspension (pour un énoncé précis, voir [68]); dans la
terminologie usuelle, on dit que les objets d’Eilenberg-Mac Lane associés a un anneau
commutatif A forment un spectre en anneaux. En particulier, les morphismes induits
par d,,, en homologie a coefficients dans un anneau R :

H, (KA, m); R)OH, (KB, n);R) > H, i1 (K(C m+n) s R)
sont compatibles a la suspension, d’ol, en passant a la limite, un homomorphisme :
(2.47) a*: Hy(a; R)OH!B; R) - H,(C5 R).

Ainsi on a, compte tenu des énoncés d’associativité et de commutativité de la propo-
sition (2.18), la proposition suivante :

Proposition (2.21). — Soit A un anneau commutatif (resp. M un A-module) d’un topos T.
Pour tout anneau commutatif R, les accouplements du cup-produit induisent sur ﬁ”(A; R) (resp.
ﬁit(M ; R)) une structure d’algébre graduée associative et commutative (resp. ume structure de
module gradué sur cette algébre graduée).
Plus généralement, on définit des foncteurs dérivés d’un foncteur F : A-mod —B-mod
satisfaisant F(o)=o0 par :
LEFOM) = lim Ly, F(R M, 1)

la limite étant prise suivant les applications de suspension définies en (2.37). Les accou-
plements (2.38) sont de nouveau compatibles avec la suspension a homotopie pres,
d’olt un énoncé généralisant la proposition (2.21). Bornons-nous a Pexpliciter dans le
seul cas qui nous concerne, celui de I’accouplement 7,.

Proposition (2.22). — Soient A un anneau commutatif de T, M un A-module. La fléche ny
du diagramme (2.38) induit par stabilisation sur LET (M) une structure de module topologique
différentiel gradué sur H®*(A ; R). Par restriction & la composante T* de T, ny induit sur Let (M)
une structure de module différentiel gradué sur H*(A ; R) pour tout i>o.

Stabilisation dans la catégorie dérivée

Remarquons que, pour =z fixé, on a, au niveau des foncteurs dérivés L,F(A[m])
d’un foncteur F donné, un objet plus fin que ces derniers, a savoir 'objet LF(A[m])
de la catégorie dérivée (dont les L,F(A[m]) sont les groupes d’homologie). Il importe
de savoir qu’on sait de méme définir, pour tout foncteur F : (S-mod) - (R-mod) un
foncteur stable F** & partir duquel on peut retrouver les constructions précédentes. En
particulier, on souhaite que H;(F®(M)) coincide avec le foncteur dérivé stable L{*F(M)
défini ci-dessus, et que LF*(M) soit la limite inductive (dans un sens qu’il convient de
préciser) des LF(M{[#n]) suivant des applications de suspension. Enfin, & un homomor-
phisme d: AQB—C (resp. a des foncteurs F, G, H munis d’un accouplement A (2.31)),
on souhaite pouvoir associer un accouplement A* : F*(A)®G*(B) -~ H**(C) induisant
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par passage a I’homologie des accouplements sur les foncteurs dérivés stables du type
de celui explicité dans la proposition (2.22).

L’idée évidente consiste a définir par adjonction a partir de (2.36) une application
de suspension de degré +1 :

(2.42) LF(M[r]) - LF(M[r 4 1])

et de définir F“(M):li_m)LF(M[n]). Malheureusement, dans ce cas les accouplements
induits : "

F**(A)®G*(B) — H*(C)

ne sont plus strictement associatifs, comme 1’étaient ceux des propositions (2.21) et (2.22).
En effet, ils ne commutent avec la suspension qu’a homotopie prés (ceci étant une
conséquence de la non commutativité stricte du diagramme (2.25)), si bien qu’en
passant a la limite, on n’obtient que des accouplements associatifs 2 homotopie pres.

Pour remédier a cet état de choses, Illusie construit un nouveau complexe F*(M), et
méme mieux, un R-module simplicial possédant les propriétés suivantes :

P1) Pour tout S-module M (et plus généralement pour tout MeSimpl(S)), il existe un
quasi-isomorphisme de R-modules simpliciaux :

(2-43) o(F, M) : F“‘(M)*%IEF(M[n])[—n]

naturel en F et M. Ici le systéme inductif :
co.>FM[n])[—n] > FM[r+1])[—n—1] > ...

indexé par la catégorie I (dont les objets sont les ensembles finis {n} et les morphismes sont les
applications croissantes injectives) est obtenu & partir du systéme inductif naif par un procédé que
Pon décrit en appendice. En particulier, en passant & I’homologie, o(F, M) induit un isomorphisme :

(2.44) H(F*(M)) ~H, , (F(M, n)), i<n.
P2) Les applications N (2.31) induisent par passage & la limite des applications :
F*{A)®G*(B) — H*(G).
Ces applications sont associatives lorsque les applications X le sont (au sens de la remarque (2.19)).
La construction de ces foncteurs stabilisés est assez délicate, aussi renvoyons-nous
a lappendice pour des indications sur celle-ci. Dans ce qui suit, seule I’existence de

tels objets importe, et non leur forme particuliére. Bornons-nous ici & en donner des
exemples qui correspondent & ceux déja étudiés.

Exemple (2.23). — Soit F : (S-mod) — (R-mod) un foncteur satisfaisant F(o)=o.
On a une application de R-modules simpliciaux induite :

R**(A)®F*(B) - F*(C).
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En particulier, R**(S) est un anneau simplicial associatif, commutatif & homotopie
prés, dont ’homologie est ’algébre H(S, R). De méme, pour tout S-module M, R* (M)
est un R*#(S)-module simplicial. Enfin la fleche n, de (2.38) se stabilise en :

R (A)® [ (B) — I'+(C).

Lorsque ’on se restreint 4 la i-éme composante de I, pour éviter 'usage d’algébres
topologiques, on se borne a considérer I’application induite :

(2.45) R®(A)®I"t(B) — Ist(C).

Remarques (2.24). — a) Pour alléger la notation, on écrira dorénavant S®(R)
pour S*#(R), ce qui est compatible avec les notations de [34]. On désignera par §“(R)
Palgébre graduée associée a P’anneau simplicial S**(R) (voir le lemme (2.1%)).

b) Pour tout R-module P, on a une application canonique ¢ : R*[P]—P. On
en déduit en stabilisant une application R*[P]—Id*[P] (Id désignant le foncteur
identique). Or Id*[P] n’est rien d’autre que Pensemble simplicial constant P, d’o une
augmentation ¢ : R*[P]—P. Celle-ci est compatible aux structures multiplicatives. En
particulier, ’augmentation ¢:R*[R]—R est un homomorphisme d’anneaux simpliciaux.

¢) Soient M et N des A-modules. Une conséquence immédiate de la condition P1
est que I'on a, pour z fixé, un n-quasi-isomorphisme :

(2.46) Rhom(A®*(M), N) ~Rhom(A(K(M, z))[—n], N).
En particulier, pour tout <z :
(2.47) H'(A®*(M), N) ~H"*"(K(M, n), N)

et les groupes de cohomologie de A**(M) s’identifient donc bien aux groupes de cohomo-
logie stables des objets d’Eilenberg-Mac Lane K(M, =).

Examinons le cas particulier de la remarque (2.24) ¢) qui nous servira par la
suite. Il utilise pratiquement toutes les notions introduites jusqu’ici. Soit ¢ un anneau
de caractéristique p de T satisfaisant aux hypothéses A1 et A2. Alors :

(2.48) H'(A®(0), 0)~H"*"(K(0, n), 0) avec r<n (2.47)
~R"*" Sym(R, —n) (lemme (2.11)).
Par le théoréme des coefficients universels, ce dernier groupe s’identifie au R-dual gradué
du groupe :
L:tFFp(Fp) :Ln+rF(Fp: n)

En résumé on a démontré, compte tenu du corollaire (2.14), la

Proposition (2.25). — Soit @ un objet en anneaux de caractéristique premicre p>o0 d’un
topos T, satisfaisant aux hypothéses A1 et A2. Le groupe des opérations hypercohomologiques stables
de degré r, H*( , 0) > H*t"( |, 0), sidentifie au module R-dual gradué du r-iéme foncteur dérivé
stable Li*T' (F,) du foncteur T,.
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Plus généralement, on a I’énoncé suivant dans la catégorie dérivée :
(2-49) Rhom(A®(0), 0) ~Sym%*(R)
~Homg, (T, (F,), R)
Hom' désignant le Hom gradué.

Remarque (2.26). — a) La graduation par le degré sur ’algeébre symétrique induit,
via (2.47), (2.48), une graduation, qu’on appellera graduation par le poids, sur le groupe
des opérations cohomologiques (resp. le groupe des opérations cohomologiques stables)
a coefficients dans @. En particulier le R-dual du groupe L{*T*(F,) s’identifie au groupe
des opérations cohomologiques de poids : et de degré r a coefficients dans @. A titre
d’exercice, calculons les opérations de poids 1 : on sait que I"'(M)~M; ainsi :

L*I"(F,) ~L*Id(F,) ~F,[o]

(voir la remarque (2.24) b)) ; ainsi les seules opérations cohomologiques de poids 1
a coefficients dans @ sont de degré o et elles forment le R-module libre de rang 1 des
opérations induites par les homomorphismes des coefficients r: ®—0 (reR).

Terminons en signalant qu’on trouvera dans ([25], 14, 16) une description terre
a terre de I'(K(Z, 1)) ; la terminologie « graduation par le poids » que nous employons
est compatible avec celle qui y est introduite.

b) Il convient également de signaler au lecteur qu’il existe une autre version de
Palgebre associée a Z**(R). C’est une algébre différentielle graduée Q (R), due 2 Mac
Lane, qui est bien associative comme on le souhaite, et dont la définition est élémentaire.
C’est elle que Mac Lane utilise dans sa construction originale de la résolution canonique
d’un R-module [43], et il démontre dans [24] qu’elle posséde les propriétés homologiques
requises (voir également [26]). Malheureusement, Q (R) est définie par un procédé
cubique, et son emploi nécessiterait que ’on refasse le formalisme des objets d’Eilenberg-
Mac Lane dans ce cadre peu employé a I’heure actuelle, nous entrainant ainsi encore
plus loin de notre sujet (voir cependant [42] pour un début de ce formalisme). On ne
peut éviter le fait qu’une construction simpliciale du stabilisé soit plus complexe qu’une
construction cubique : la difficulté a4 définir des produits dans le cadre simplicial tient
a la complication des fleches d’Alexander-Whitney et des « shuffles » qui figurent dans
le théoréeme d’Eilenberg-Zilber, et donc en derniére analyse au fait que le produit de
deux simplexes types admet une décomposition simpliciale relativement délicate, alors
que le produit de deux hypercubes admet une décomposition cubique tautologique.

3. Une résolution canonique d’un faisceau abélien

Soit (T, R) un topos annelé et P un R-module de T. On va construire fonctoriel-
lement en P un complexe M.(P) de R-modules de T, augmenté vers P et qui posséde les
deux propriétés suivantes :

P3) L’augmentation ¢ : M,(P)—>P est un quasi-isomorphisme (autrement dit
M,(P) est une résolution de P).
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P4) Chaque composante M;(P) du complexe est de la forme R*[R*xP‘], ou
s, t sont des entiers qui dépendent de i.

Pour plus de détails sur la construction de M.(P) que nous allons maintenant
décrire, voir [43], [34].

Rappels sur la bar-construction (voir [25], [13], [44])

On sait qu’a toute R-algébre A augmentée vers R par v : A—>R, on associe une
résolution canonique plate B(A) > R de R dans la catégorie des A-modules a droite,
la bar-construction (non réduite) définie de la maniére suivante : on pose B(A),=A® "+
et ’'on munit B(A), de la structure de A-module a droite définie par le facteur de droite
du produit tensoriel ; on définit la différentielle d, : B(A), — B(A),_, (resp. 'augmen-
tation ¢ :B(A),—>R) par les formules suivantes :

n—1
(3-1) d(a3,®...®a)= 3 (—1)'"1¢y®...®a,_;a,_;,,®...®aq,
i=1
+(=1)"*1n(a) ¢, ®. .. ®a,
(3.2) <(ao) =7(ao)-
Pour diverses variantes et plus de détails sur la bar-construction, voir [44].
Soit maintenant M un A-module 4 gauche; le complexe B(A)®, M est donc
!
un représentant de ’'objet R®, M de la catégorie dérivée des R-modules. En particulier,
par passage a I’homologie :

(3-3) H,(B(A)®, M) Tor(R, M).

Plus généralement, lorsque A est une algébre différentielle graduée augmentée
vers R, B(A) défini ci-dessus est de maniére naturelle un bicomplexe :

(34) B(A)r,szks(A®(r+1))

k,(B) désignant ici (et dans toute la suite de ce travail) la partie homogéne de degré s
de I’algebre graduée B. La premiere différentielle est donnée par les formules (3.1), (3.2).
Quant 2 la seconde, c’est la différentielle usuelle sur A®"+9 déduite de la différentielle
donnée sur A. B(A) est maintenant une résolution de R dans la catégorie des A-modules
a droite différentiels gradués et pour tout A-module différentiel gradué M, le complexe

!
total associé au bicomplexe B(A)®, M représente R®, M et 'isomorphisme (g.3) définit
une bigraduation sur le terme Tor#(R, M).

Si Pon filtre le bicomplexe B(A)®, M par le premier indice, on obtient une suite
i
spectrale aboutissant 3 H,(R®, M). On déduit immédiatement de la construction que :
(3-5) E; (=R, (H,(A®P*1))

et, puisque d!:EL—E! est induite par la différentielle de B(A), elle est définie par
des formules du type (3.1) et I’on a un isomorphisme si ’on suppose H.(A) platsur R :

(3.6) (Ex., dy) ©B(H,(A))®; M.
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Cette remarque permet de calculer le terme E2 :

(3.7) E2, =,(Tor™X(R, H,(M)) = H,(R®, M)).

Remarques (3.1). — a) On remarquera que B(A) est en fait le complexe associé
a un A-module simplicial Z(A) (on définit les opérateurs de dégénérescence :

S, 0 B(A)y— B(A)nis
par :
Siay®...®a)=0,®...010...9aq,

I’élément unité étant placé en i-éme position).

Ceci permet d’effectuer toute la construction précédente dans le cadre simplicial.
On en déduit Pexistence, sous des hypothéses de platitude convenables, pour toute paire
de modules simpliciaux E, F sur un A-module simplicial, d’une suite spectrale :

E2, =, Tor™¥(H, (E), H,(F)) = H,(E®, F)

(le produit tensoriel dérivé étant ici pris dans la catégorie des A-modules simpliciaux),
dont (3.7) est un cas particulier (voir [55], [34])-

b) On a Thabitude d’appeler bar-construction réduite de ’algébre A augmentée
par 7 :A—->R le complexe B(A)=B(A)®,R. La formule suivante est un cas parti-
culier de (3.3) :

(3.8) H,(B(A)) ~Tor}(R, R)

et ’'on dispose d’une suite spectrale du type (3.7) aboutissant a ce terme. Signalons
qu’il est de tradition de noter [ay, . .., a,_,;] (ou [ay]. . .|a,_,]) 'élément ¢,®...®q, ;@1
de B(A),. Ceci explique la terminologie « filtration par le nombre de barres » utilisée
pour désigner la filtration induisant la suite spectrale (3.7).

Terminons ces préliminaires par I’observation suivante, inutile dans la construction
de la résolution canonique, mais qui nous servira par la suite (voir chap. V). Si I’on fait
I’hypothése supplémentaire que I’algébre A est commutative (resp. que l’algebre diffé-
rentielle graduée A est anticommutative), alors le complexe (resp. le bicomplexe) B(A)
est muni d’un produit qui en fait une algebre différentielle graduée commutative (resp.
bigraduée anticommutative) : on prend pour multiplication I’application composée
v=B(u)op :

(3-9) B(A)®B(A) > B(A®A) B, B(A)
otl la premiére fleche est la fleche des « shuffles » (2.20) appliquée a Pobjet bisimplicial :
A(A, A)=B(A)®B(A)

® désignant le produit tensoriel externe des objets simpliciaux B(A) (voir la
remarque (3.1) a)). Puisque A est commutative, la multiplication p : A®A—A est
un homomorphisme d’algebres, ce qui permet de définir B(u) par fonctorialité de la
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bar-construction. Les propriétés d’associativité et de commutativité de ¢ décrites dans
la remarque (2.16) impliquent que v est associatif et anticommutatif. En particulier
lorsque, de plus, M est une R-algébre, la suite spectrale (3.7) est munie d’une structure
multiplicative, les différentielles étant des dérivations. Pour une formule explicite de
multiplication sur la bar-construction B(A) associée a une algébre différentielle
commutative A, d’ol notamment une formule explicite pour la multiplication dans EI,
compte tenu de (3.6), voir [25].

Construction de la résolution canonique

On reprend les notations du début de ce chapitre. Puisqu’on suppose que T posséde
assez de points, il suffit de vérifier la propriété Pg dans le cas du topos ponctuel. Soit
Ret(R) Palgebre différentielle graduée augmentée vers R (resp. R*(P) le R*(R)-module
différentiel gradué) associée a I’anneau simplicial R*(R) (resp. au module sim-
plicial R*(P)) décrit au chapitre II (exemple (2.23)). On considére le bicomplexe :

M ..(P)=B(R*(R)) @i, R (P)
augmenté vers P (en degré (o, 0)) par la fleche
B(R**(R)) ®gug R*(P) > R®z P > P

induite par les augmentations ﬁ“(P)—>P (resp. T{“(R)»R). Notons M,,(P) le
complexe total associé a .#,,(P), muni de I’application induite :

e: M,(P)->P.
Par définition :
M, (P)=k(R*(R)®OR*(P))
la premiére différentielle étant celle de (3.1) et la seconde celle de lalgebre diffé-
rentielle R*(R)®*®R*(P). En particulier M,(P) satisfait bien a la propriété P4, vu
la description de R*(R) et de R*(P). Pour vérifier que M,(P) est bien une résolution
de P, on renvoie a [43], [34]. Contentons-nous d’observer que M, (P) représente le produit

! ~
tensoriel dérivé R®g.g R*™(P) et que 'on se réduit, par exactitude du produit tensoriel
dérivé, au cas élémentaire ou P=R.

Remarques (3.2). — a) On trouvera dans ([g1], VII) (voir aussi [10]), une résolution
partielle de P de longueur 2 par des objets de la forme Z[P?]. C’est essentiellement Z*(P)
(ou plutdt, avec la notation évidente, ZK (P, n)[—n] pour n=2) ce qui fait P'affaire
si 'on est en degré 1 puisque I’on sait que :

H#P; Z)= .

0 1=1
D’autre part, H(P;Z)~P/2P ce qui montre bien que dés le degré 2, Z*(P) ne
convient pas et qu’il faut le remplacer par M, (P) si ’'on veut obtenir une résolution de P.
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b) En fait on peut définir une résolution canonique de P par des objets de la
forme Z[P*] (et non de la forme Z[P°xZ‘] comme c’est le cas pour M,(P)). On ne
sait pas décrire explicitement une telle résolution, mais Eilenberg et Mac Lane en ont
démontré I'existence dans [24], théoréme (6.2) (une autre démonstration non publiée
est due a Deligne). Ces auteurs démontrent, dans un contexte sensiblement plus général,
comment associer de maniere essentiellement unique a tout groupe abélien M un
complexe K(M) (par un procédé appelé la « construction librement acyclique associée
a la catégorie des groupes abéliens ») possédant les propriétés de fonctorialité requises
(loc. cit. (5.0)-(5.3)) et qui de plus, est une résolution de M lorsque M est libre. Il résulte
par dévissage en employant le théoréme d’additivité (11.1) de loc. cit. que K(M) est
en fait une résolution de M pour M quelconque. On observera que Pexistence d’une
telle résolution canonique permet de supprimer une hypothése génante dans le théoréme
d’annulation des Ext’ de [11] (voir notamment la remarque 3 de lintroduction).

¢) La complexité de la résolution M(P) provient de ce que I’algébre asso-
ciative R*(R) est difficile & décrire. Dans sa définition, Mac Lane emploie un complexe
cubique Q (R) dont la définition est aisée, mais on se heurte alors aux difficultés signalées
dans la remarque (2.26) 5). Une autre méthode consisterait & remplacer R*(R) par
une algébre A plus simple qui ne soit associative qu’a homotopie prés. On sait que
Stasheff a défini en [64] la « tilde construction », d’une algébre non strictement asso-
ciative. Cette construction, qui est I’analogue de B(A), conviendrait sans doute dans
notre contexte.

La suite spectrale fondamentale

Revenons maintenant & nos hypothéses initiales : soient donc T un topos possédant
assez de points, ¢ un anneau de caractéristique p>o0 muni de sa structure naturelle
de A-module, qui satisfait aux hypothéses A1 et A2. Le quasi-isomorphisme :

£(0) : M,(0) > 0

dans la catégorie dérivée des A-modules induit un quasi-isomorphisme :

(3.10) Rhom, (0, 0) - Rhom(M,(0), 0).

En vertu de la propriété P4 de M,(0) et de I’hypothése A2 sur @, on a :
(3.11) Rhom(M,(0), 0) ~Hom(M,(0), 0).

I1 résulte de la définition de M,(0) et de I'isomorphisme (2.48) que l'on a :
]
(3.12) Hom, (M, (0), 0) ~Homg,(F,®%¢, T*(F,), R)
I'*(F,) étant muni de la structure de F;*(F,)-module décrite dans 'exemple (2.23). Or
i : )
Hom'(F,®gg¢, [*!(F,), R) = @oHom(Fp®F;t(Fp) I**(F,), R)
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puisque la décomposition I'*(F,)= @ I**(F,) est compatible avec la structure de
>0

F;'(F,)-module de I'*(F,). En passant 2 la cohomologie on obtient le théoréme suivant :

Théoréme (3.3). — Pour tout j>o, la graduation par le degré sur Palgébre symétrique
(resp. @ puissances divisées) induit une graduation sur Exti(0, 0). La composante de poids i, que
Pon notera Exti(0, 0);, est isomorphe au module R-dual du F,-module

! .

Ainsi le théoréme fournit un procédé de calcul des groupes Ext(0, 0). En effet, on a
vu plus haut que ce groupe d’homologie est I'aboutissement d’une suite spectrale.
Précisément, dans le cas qui nous intéresse, la suite spectrale décrite en (3.6), (3.7)
prend la forme suivante :

Proposition (3.4). — Pour tout i1>0 il existe une suite spectrale du premier quadrant de
H(F,, F,)-modules gradués :

i i .
(3-13) E2 =k, TorH+(Fp, Fo(F,, LI*TY(F,)) = H,, (F,®ge, I *“(Fp)-

Remarque (3.5). — On prendra garde qu’on se trouve ici en présence de la seule
composante de poids ¢, alors que la bigraduation (r, s) dont il est question dans cet énoncé
concerne le degré des groupes d’homologie qui interviennent.

Remarques (3.6). — a) Rappelons que le terme E} ;| de cette suite est :
(3-14) E} .=k, (HX(F,, F,)®"®LITY(F,))
muni de la différentielle d* décrite en (3.1).

b) Il sera parfois commode de considérer directement la suite R-duale de (3.13),
aboutissant a Ext*(0, 0);. C’est la suite :
(3.15) Eg* —h, Extige, ¢, (LETH(F,), R) = Ext+4(0, 0);.
Le terme Ep® est le R-dual du E} , de (3.13) autrement dit :

Ep® =k,(H*(F,, R)®"®R** Sym‘(R)).

L’algebre de Steenrod

Il nous faut maintenant calculer le terme E? de la suite spectrale (3.13). Commen-
cons par rappeler que la structure du groupe H:¥(F,, F,) est bien connue. En effet
H}(F,, F,) a pour dual gradué le groupe de cohomologie stable H*(F;'(F,), F,) et
I’on a vu (cor. (2.14) et (2.47)) que ceci n’est rien d’autre que le groupe des opérations
cohomologiques stables de type (F,, F,). Si 'on munit ce groupe, gradué par le degré,
de la structure multiplicative correspondant & la composition d’opérations cohomologiques
stables, on est en présence de I’algebre de Steenrod A.

Rappelons brievement quelle est la structure de A. Celle-ci différe selon que la
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caractéristique p est paire ou impaire. Pour p#2, A est 'algebre associative graduée
engendrée sur F, par des éléments P* de degré 2i(p—1) pour i>o0 et par un élément B
de degré 1, satisfaisant aux relations suivantes :

(3.16) PP=1
(3.17) B*=o.

Relations d’Adem : pour a<pb,
[a/p]

(3.18) PP = 3 (—1)* (Y0 Petoipt
t=0
et pour a<pb,
[a/p]
(3-19) PoBPt = 3 (—1)*t{(P D -h)gpets—ipH
t=0
[e—1/p]

+ B () TR T P

Dans ces formules, le symbole () désigne la réduction dans F, du coefficient binomial.
Lorsque p=2, A est I’algébre associative graduée engendrée sur F, par les carrés
de Steenrod Sq* de degré i>o, satisfaisant aux seules relations :

(3.20) Sq°=1.
Relations d’Adem : pour o0<a<2b,
[af2] . o
(3-21) 8q°8q°= 2 (i257)8q" " ~'Sq’.
Ji=

Dans tous les cas, on a un isomorphisme d’algébres graduées :
(3.22) ¢ : A~H*(F}YF,), F,)

et Pon identifie au moyen de cet isomorphisme les P (resp. B, resp. Sq') aux opérations
cohomologiques stables correspondantes. On notera également par ces symboles les
opérations cohomologiques de type (F,,q, F,, ¢-+2i(p—1)) pour p=2 (resp. de
type (F,, ¢, F,, ¢4 1) pour p+2, resp. de type (F,, ¢, Fz, ¢+1) pour ¢>o variable).

Pour la construction de ces opérations et pour leurs principales propriétés, on
renvoie & [65]. On donnera d’ailleurs plus loin un apergu de leur construction dans
un cadre un peu plus général. Bornons-nous & signaler les propriétés suivantes de ces
opérations :

1) P°=1 est Popération identique.

2) L’opération 8 (resp. Sq') n’est autre que l'opération de Bockstein usuelle en
cohomologie.

3) Soit xeH¥(X, F,) avec p+2. Alors Prx=x”.

4) Soit xeH/(X, F,) avec j<2k. Alors Pfx=o.
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En caractéristique 2, ces propriétés deviennent :

3') Pour tout xeH"(X, F,), Sq"x==x2

4') Pour tout xeH™(X, F,;) avec m<n, Sq"x=o.

5) (Formule de Cartan). Pour toutes classes de cohomologie xeH*(X, F,) et
yeH*(Y, F,), on a, lorsque p+2

(3.23) P"(xuy):@Piquk—iy

(resp. (3.23 bis) Sq*(xUy)= D Sq'xUSq* ™'y lorsque p=2)
U désignant le cup-produit externe des classes de cohomologie.

On désigne, pour p+2, par P! le mondéme BP2p%... P%*p%+1 dans A ou I
est la suite :

(3-24) T=(e1, 51, €5, 52, -+ +5 5> Sy 1)

les ¢ (resp. s;) étant des entiers qui satisfont aux conditions :
(3.25) §=0,1, 1>1I

(3.26) 5§21, 1>1.

Par convention, on pose B'=p, B’=1. On définit le degré d(I) (resp. la longueur /(I),
resp. I'excés e(I)), de la suite I par les formules suivantes :

(3.27) A= e+ Sag(p—1)
(3.28) I(I) =k lorsque ¢&,,.,=0, [(I)=k+41 lorsque ¢ ,=1
(3-29) e(I)=25,+<,—d(]J)

lorsque I est une suite de la forme I=(gy,s;,J) (J étant également une suite de la
forme (3.24)).

On dit de plus qu’une suite I du type (3.24) est admissible lorsque 'on a les
relations suivantes pour tout >1

(3-30) G2 PSiv1 iy
Enfin, on fait correspondre 2 la suite vide I=(0) le monéme P'=1. Par convention :
(3-31) (@) =/(0) = e(2) —o.

On démontre alors (voir [65]) la

Proposition (3.7). — Les monémes P! correspondant aux suites 1 admissibles forment une
base (additive) de I’algeébre A.
La terminologie qu’on vient d’introduire permet de décrire la variante non stable

de (3.22) ; C’est le calcul classique des anneaux de cohomologie des espaces d’Eilenberg-
Mac Lane.
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Théoréeme (3.8) ([13], [46]). — Pour tout n>1, H*(K(F,,n), F,) est isomorphe a
Palgébre commutative libre sur F, engendrée par les éléments PYi,, o 1 est admissible et satisfait
en outre d lune des deux conditions suivantes :

e(I)<n

e(l)=n e e=I.

(On rappelle que %,eH"(K(F,, n), F,) est la classe fondamentale, et que lalgtbre
commutative libre est le produit tensoriel de I’algebre symétrique sur les générateurs
de degré pair et de 'algebre extérieure sur les générateurs de degré impair.)

Pour un apercu de la démonstration du théoréme (3.8) dans un cadre un peu
plus général, voir [46]. Le lecteur remarquera que la version stable (3.22) du théoréme
est une conséquence de celui-ci, compte tenu de la proposition (3.7).

Lorsque p=2, la situation est un peu plus simple : on définit un monéme Sq'
de A, pour une suite d’entiers positifs (éventuellement vide) :

I =(sy5 005 8),
par : Sq'=Sq"...Sq%*
Sq°=1.
On définit le degré (resp. la Jongueur, resp. ’excés) de I par les formules :
(3-32) dI)=Zs;
(3-33) (1) =k
(3-34) e(I)=s;—d(J) pour I de la forme I=(s,])

et I’on adopte les mémes conventions que précédemment (3.31) lorsque I est vide. On
dit ici que I est admissible s’il est vide ou si

(3-35) 522, 1<i<k—I

Avec ces nouvelles définitions la proposition (3.7) reste valable en caractéristique 2.
Quant au théoréme (3.8) il prend maintenant la forme suivante :

Théoréme (3.9) (Serre) [61]. — Pour n>1, Palgébre H'(K(F,, n), Fy) est Palgébre
symétrique sur F, engendrée par les éléments Sq'i,, oi I est admissible et e(I)<n.

La démonstration, tout comme I’énoncé, est moins technique dans ce cas qu’en
caractéristique impaire ; on renvoie, pour cette démonstration, a la référence citée, en
observant qu’elle fournit une bonne introduction aux notions rappelées ici.

L’algebre duale de Ialgébre de Steenrod

A la structure d’algébre associative et commutative p. sur H*(F,) définie en (2.41)
correspond par dualité une structure de cogébre coassociative et cocommutative :

i A>A®A
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sur I’algébre de Steenrod A, que nous allons maintenant expliciter [49]. Puisque la
structure d’algébre de H:'(F,) est induite par I’accouplement du cup-produit, il en
est de méme de la structure duale de cogébre sur A. Identifions un élément xcA, a
Popération cohomologique stable de degré u, et également & toute application corres-
pondante d’espaces d’Eilenberg-Mac Lane x:K(F,,m+n) - K(F,,m+n+u), avec
u<min(m, n). Compte tenu de la représentabilité des classes de cohomologie par des
classes d’applications d’espaces d’Eilenberg-Mac Lane, u'(x)= X 5®2z, oul'élément y;

iti=u
(resp. z) de A; (resp. A;) correspond a l'unique application :

% K(F,, m) > K(F,, m+71)
z : K(F,,n) = K(F,, n+4j)
rendant commutatif le diagramme suivant, dans lequel les fleches verticales sont les
accouplements du cup-produit :
Viinz)

<V K(F,, m—+1)NK(F,, n+j)

i+j=u

K(F,, m) A\K(F,, n)

v
K(F,,m+n) — K(F,,m+n+u)

On peut traduire la commutativité de ce diagramme en une assertion qui concerne
les foncteurs représentés par les différents espaces qui y figurent, & savoir :

Proposition (3.10). — Soit x une opération cohomologique stable de type (F,, F,), de degré u;
alors p*(x)=29,®z o les{ y;} (resp.{ z}) forment Punique collection d’opérations cohomologiques
0]

( nécessairement stables ) de type (F,, F,), y; étant de degré ¢ (vesp. z; de degré j), et satisfaisant &
la condition suivante : pour toute paire de classes de cohomologie «c H™(X, F,) et BeH(Y, F,),
on a Péquation suivante dans H*T" (X XY, F,) :

x(aUB)=iz‘;,(—l)'"j)’i(“)UZj(ﬁ),
le symbole U désignant le cup-produit externe des classes de cohomologie.

Exemple (3.xx). — Les formules suivantes sont des conséquences immédiates de
la proposition (3.10) et de la formule de Cartan (g.23) et (3.23 bis) :

(3-36) w (P =ZP@p
(3-37) w(Sq¥) = §Sqi®sqk~i.

La proposition (3.10) implique que la définition de la comultiplication sur A
donnée ici coincide avec celle de Milnor dans [49]. Milnor considére également I’algébre A,
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duale graduée de la cogeébre A (pour la structure comultiplicative qu’on vient d’étudier).
A, s’identifie comme algebre 2 HY*(F,, F,). Alors que la structure de I’algébre de Steenrod
est trés complexe, vu le caractére peu naturel des relations d’Adem, Milnor a montré
que la structure de ’algébre A, est trés élémentaire.

De maniére précise, pour p=2, soient &, I’élément de A, dual, par rapport a la
base des monémes admissibles, du monéme P% (k>0), et 7, le dual de P% (k>0), ou
I'on définit les suites admissibles J, et J; par :

.Ik=(0, Pk_l, 0, pk—29 cees 0, pl, o, I)
J;‘=(O,ﬁk~1, 0>pk_2a L) 0,[’1, 0,1, I)-

En particulier deg§,=2p*—2 et degrt,=2p—1. Considérons de méme en carac-
téristique 2 des éléments £, de degrés 2¥—1, duaux des mondmes Sg%, ou I, est la suite
admissible :

L=(2F"14 2% ..., 2,1) k>o.

Théoréme (3.12) (Milnor [49]). — Pour p#2, A, est isomorphe, comme algébre, a
Palgébre commutative libre engendrée sur F, par les & et les 7. A, est Palgébre symétrique engendrée
sur Fy par les &, pour p=2.

Milnor détermine également la comultiplication sur A, induite par la structure
d’algébre de A, mais nous n’aurons pas l'occasion d’utiliser ce résultat.

4. Foncteurs dérivés de T.

Il nous faut maintenant calculer les termes L¥T'(F,) qui figurent dans la suite
spectrale (3.13), C’est-a-dire les foncteurs dérivés stables gauches de I'. On a vu que
les modules R-duaux de ces groupes n’étaient autres que les groupes des opérations
hypercohomologiques stables de type (0, 0). On est donc amené a entreprendre I’étude
de ces opérations, et 'on verra qu’elle est tout a fait paralléle a celle des opérations
cohomologiques de type (F,, F,) résumée ci-dessus. On commencera par les opérations non
nécessairement stables, ce qui revient, comme on I’a vu, a étudier le groupe H*(K (0, ¢), 0)
avec ¢ fixé. Pour tout ce chapitre, on aura intérét a consulter [52], [27].

On va définir des opérations de Steenrod P* de type (0, ¢, 0, ¢+ 2i(p—1)) et Q' de
type (0, ¢, 0, ¢+ 2i(p—1)-+1) pour tout i>o0, lorsque le corps de base est de caracté-
ristique p+2; de méme, pour p=2, on définira des Sq' de type (0, ¢, 0, ¢ +1) pour
tout :>0. En fait, une construction générale de ces opérations, valable dans toute
catégorie abélienne satisfaisant a certaines hypothéses, a été donnée par Epstein dans [27].
La situation qui nous concerne est suffisamment proche de celle qui prévaut dans le cas
classique pour qu’il ne soit pas nécessaire de faire appel a ce formalisme général. On sait
quil suffit de définir des classes de cohomologie P'jeH!**P=1(K(0,q), 0) (resp.
Qi eHIT 2P~ 41K (0, q), 0), resp. Sq'icHITY(K(0,q),0)). On se bornera i en
esquisser la définition, puisqu’elle est directement calquée sur celle de Dold [20]
dans le cas ponctuel (voir également [39]).
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De maniére générale, soit X un objet simplicial de T de la forme X=Y®0 au
sens du chapitre I, ot Y est un ensemble simplicial (on a vu en (2.12) que c’était le cas
pour X=K(0,q)). A tout xeH!X, 0) on commence par associer de la maniére
suivante une classe de cohomologie II-équivariante Qxe H (L XX, @) ou II désigne
le faisceau abélien constant sous-jacent a A, et L la résolution simpliciale standard du
faisceau constant Z (muni de I’action triviale de II) dans la catégorie des IT-modules :
un cocycle dans la classe de X correspond 4 un morphisme de complexes de faisceaux
abéliens :

% Z[X]™ - 0[q].

Soit Q% le cocycle correspondant au morphisme :
G f~
(4-1) Z[LxX]~ — Z[X]~® > 0[4]®" —> 0[pq].

Ce morphisme est II-équivariant si I'on fait agir II sur les différents objets de (4.1)
de la maniére suivante : II agit par sa définition sur L, il agit trivialement sur X et
sur O[pq], et, sur Z[X]~ ®? et O[¢]®?, a travers P’action du faisceau constant X, associé
au groupe symétrique par permutation des tenseurs. La fleche II-équivariante f; est
définie par :

fi= (_I)p(p—l)/2;'®p

et p est la p-iéme itérée de la loi d’anneau de @. Le point délicat est la définition d’un
homomorphisme de complexes II-équivariant G : Z[L x X]~ — Z[X]~ ®?, naturel en X,
qui s’identifie en degré o a ’homomorphisme :

Gy 1 Z[LyxX,] - Z[X]~®?

défini par Gy(ly, %) =x2?. Pour la démonstration, qui est la méme que dans le cas
ponctuel (et qui en est d’ailleurs une conséquence immédiate), voir [20], [39].

On note Qx la classe de cohomologie équivariante représentée par le cocycle Q ¥
et ’on vérifie qu’elle est indépendante du choix du représentant %' de la classe x. Puisque
IT agit trivialement sur X :

oHY(Lx X, 0)=HMKx X, 0)

ou K=L/IT=K(II, 1) est le faisceau simplicial constant associé¢ a l’ensemble sim-
plicial K=K(Z/p, 1). Par le théoréme d’Eilenberg-Zilber, on a un quasi-isomorphisme :
Hom(Z[K x X], 0) - Hom(Z[K]®Z[X], 0)
et par le corollaire (1.12), ce dernier complexe est isomorphe a
Hom,,,(Z[K], F,)®¢, Hom(Z[X], 0).
Par Kiinneth, on obtient :

(4.2) H(KxX,0)= @ H(K, F,)®H/(X, 0).

i+j=pq
Ici H'(K, F,) désigne le groupe de cohomologie ordinaire (c’est-a-dire défini avec des
cochaines a priori non nécessairement polynomiales) de I’espace d’Eilenberg-Mac Lane K,
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ou, ce qui revient au méme, le groupe de cohomologie associé, au sens de la cohomologie

des groupes, au groupe cyclique Z/p. On sait qu’il existe une F,-base additive usuelle

de H*(K, F,) formée d’éléments w, pour tout k>0, avec deg(w,)=~k (ce calcul étant

d’ailleurs celui qui permet de commencer la récurrence dans la démonstration usuelle

du théoréme (3.8)). On définit de maniére unique des classes de cohomologie :
D,(x)eH*~¥(X, 0)

par la formule :

(43) Qr=Zu,OD(x).

Les Pix (resp. Q'x, resp. Sq*x) coincident, & constante prés, avec les D,(x) convenablement
réindexés. Pour une formule précise, a une faute typographique pres, voir ([27], § 7.1) ;
on se référera également a ([46], p. 182), ou Popération Q' est notée BP* (voir & ce propos
la remarque (4.2) &) ci-dessous).

Enongons maintenant les principales propriétés des opérations que nous venons
d’introduire. On remarquera qu’elles coincident, & une exception prés, avec les propriétés
des opérations de Steenrod usuelles et il en est de méme de leurs démonstrations. Nous
omettrons donc ces derniéres, en nous contentant de renvoyer le lecteur aux références
citées ci-dessus. Commencgons par signaler I'unique différence avec le cas classique.

Lemme (4.1). — Lopération cohomologique de degré zéro P° (resp. Sq°) est induite par
Phomomorphisme de Frobenius F : O—0O sur les coefficients.

Cette apparente différence n’en est en fait pas une, la relation classique P°=1
(resp. Sq’=1) provenant de ce que le Frobenius s’identifie, lorsque les ensembles
de coefficients sont les corps F,, a I’application identique. Ainsi, méme ce lemme se
démontre par la méthode usuelle (voir ([39], IX, (6.2) ¢))).

Voici les autres propriétés de ces opérations : '

1) Les P (resp. Sq) satisfont aux relations d’Adem (3.18) (resp. (3.21)). Il existe
en outre trois relations supplémentaires du méme type, que l'on trouvera explicitées
dans ([27], théoréme (9.8)); I'une d’entre elles n’est d’ailleurs que (3. 19), si ’'on considére
que les expressions du type BP qui y figurent désignent les opérations Q. En particulier,
P° (resp. Sq°) commute a toutes les opérations de Steenrod.

2) Soit X un ensemble simplicial de T. Pour tout xeH!(X, @), on a Pix=x?
lorsque 2¢=s (resp. pour tout xeH"(X, @), ona Sq"x=x* pour tout n). D’autre part,
Pix=Q'x=o0 lorsque 2i>s (resp. Sq'x=o0 pour i>n). '

3) (Formule de Cartan). Pour tout x, yeH*(X, @), on a, pour tout 2>o :

(4-4) P(xuy) = Z PruPy (p+2)
(4-5) Q(x03) = T (QruP—H+(—1) " Pxu Qi) (p+3)
(4-6)  Sq'xwy)= X SqxUSq"TYy  (p=2)

U désignant le cup-produit externe de¢ classes d’hypercohomologie a coefficients dans @.
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Supposons p=#2. Soit J une suite d’entiers, vide ou non, du type (3.24), satisfaisant
a la condition (3.25) et a la condition :

(4-7) 5;>>0 pour tout i

qui remplace (3.26). On lui associe un monéme P’ en les opérations de Steenrod
comme on l’a fait au chapitre III, avec la convention (nécessaire puisqu’on n’a pas
défini ici de Bockstein B) que chaque terme du type BP* qui apparait dans le monéme
paPupe, |, Pkp%+1 désigne formellement 1’élément Q. On définit le degré (resp. la
longueur, resp. I’excés) de J par les mémes formules (3.27)-(3.29) que précédemment,
et la définition d’une suite admissible est & nouveau (3.30). A la suite vide, admissible
par convention, on fait correspondre le mondéme constant 1, représentant 1’opération
cohomologique identique.

Remarques (4.2). — a) La condition d’admissibilité (g.30) implique que si s5;=o0,
alors s;=¢;=o0 pour tout j>i : ainsi un monéme est-il admissible si et seulement
s’il est de la forme :

Pi = PI(PY)i

avec P! une suite admissible au sens classique (c’est-a-dire ne faisant pas intervenir de
terme P°). Dans ce cas, on a :

d(J)=d(I)
1(J) =I(T)+j
e(J)=e(I).

- b) Lidentification formelle de Q avec BP¢, qui intervient, pour préserver 1'uni-
formité de la notation, dans la définition des monomes admissibles (et qui permet de
retrouver les relations d’Adem et la formule de Cartan mentionnées ci-dessus a partir
des formules classiques correspondantes) peut préter & confusion. On sait en effet qu’il
existe une opération de Bockstein (que nous noterons B) en cohomologie a coefficients
dans O : c’est I'opérateur bord associé en cohomologie & la suite exacte de dévissage
du groupe de vecteurs de Witt de longueur 2 (voir [51]) : '

0—0—>W,(0)—0—o.

P est une opération cohomologique de degré 1, et lon vérifie, en considérant la définition
de la loi de groupe dans W,(0), qu’elle est de poids p au sens de la remarque (2.26) a ).

11 résulte alors du théoréme (4.3) c1-dessous (voir également la remarque (4.5) b)) que
Pona B=cQ® olicest une constante, puisque Q° engendre ’espace vectoriel des opérations
cohomologiques de degré 1 et de longueur 1. De plus { s’envoie par passage aux fibres
sur le Bockstein classique, et il en est de méme de Q° ([46], p. 183). Ainsi ¢=1, donc :

B=Q.
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La relation d’Adem ([27], (9.8.4)) pour a=o0 s’écrit donc :
BPP=Q'P*  pour i>0

(cette formule étant tautologique pour i=o0).

Il y a donc lieu de distinguer Q* de BP", ce qui explique qu’a la différence de [46]
et de [52], nous emploierons le moins possible la notation BP* pour désigner 'opération Q'.

¢) H'(K(0, ¢q), 0) est muni d’une structure naturelle de H-module a gauche, ou
H=End(0) est ’anneau de Hilbert-Witt défini au lemme (1.12). Celle-ci est induite
par ’homomorphisme des coefficients correspondant a chacun des éléments AeH. En
particulier, par restriction des scalaires au sous-anneau RCH, H'(K(0, q), 0) est de
maniére naturelle une R-algebre graduée (pour une étude plus approfondie des actions
a gauche et a droite de H sur H*(K(0, ¢), 0), voir la remarque (4.11)).

Le résultat principal de ce chapitre est ’analogue suivant du théoréme (3.8) :

Théoréme (4.3) (voir également [52], théoréme (4.01)). — Pour p premier £2, n>1,
H(K(0, n), 0) est isomorphe en tant que R-algébre graduée a Ialgébre commutative libre sur R
engendrée par les éléments P'(n), oi J parcourt Densemble des monémes admissibles satisfaisant
en outre & lune des deux conditions suivantes :

e()<n

e(J)=n e g=1,

t,eH" (K (0, n), O) désignant la classe fondamentale.

Indiquons briévement quel est ’énoncé correspondant pour p=2. Dans ce cas,
on définit de maniére évidente des mondémes Sq' associés aux suites I=(sy, ..., 5,)
avec ;>0 (et non plus 5;>>0 comme précédemment). A cette différence pres, les
définitions et les formules du chapitre III restent encore valables et 'on a le

Théoréme (4.4). — Pour p=2, n>1, H'(K(0O, n), O) est algébre symétrique engendrée
sur R par les éléments Sqli, avec 1 admissible et e(I)<n.

Démonstrations des théorémes (4.3) et (4.4)

Les deux théorémes se démontrent par récurrence sur n. Les groupes de cohomologie
commutent au changement de base plat. On peut donc supposer que R=F, (resp. Fy).
Le calcul pour n=1 a été effectué par M. Lazard dans ([40], théoréme (12.1)) sous
I'appellation de « cohomologie de I’analyseur classique & F,-coefficients ». A partir de
la, on peut reprendre la démonstration du théoréme (3.9) donnée par Serre [61] (voir [46]
pour une démonstration de ce type valable en toutes caractéristiques). On considére
donc la suite spectrale E,=F, en cohomologie associée a la fibration, d’espace total E
acyclique :

K(0,n—1) - E - K(0, n).
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Comme on ne tient pas & développer le formalisme des fibrations dans une catégorie
de faisceaux (pour lequel on renvoie a [12]), on observera que cette suite spectrale peut
étre définie de maniére simple en filtrant « par le nombre de barres » la bar-construction
(non réduite) associée a l'algébre différentielle graduée Z[K(0O,n—1)] des chaines
de K(0,n—1). On construit alors une suite spectrale abstraite E’ faisant intervenir
la cohomologie de K (0, n—1) (connue par ’hypothése de récurrence), la cohomologie
de K(0, n) telle qu’elle découle de la conclusion du théoréme, et dont ’aboutissement
est trivial (tout comme I’aboutissement de la suite spectrale E,=F,, puisque l’espace
total E associé a la fibration est acyclique). Le théoréme de comparaison des suites
spectrales permet maintenant de conclure.

Remarques (4.5). — a) Les théorémes (4.3) et (4.4) peuvent étre démontrés de
plusieurs autres maniéres. Tout d’abord, plutét que de citer le résultat de Lazard pour
n=1 et de procéder par récurrence, comme on ’a fait par commodité, on peut démontrer
directement ces résultats a partir des théorémes (3.8) et (3.9), en employant la technique
utilisée par Lazard pour n=1. Rappelonsd’autre part que les foncteurs dérivés gauches
de I' coincident essentiellement avec les foncteurs dérivés gauches de I’algeébre symétrique :
c’est ce qui résulte de Ja formule de décalage de Bousfield-Quillen ([54], (7.21), [34],
I, (4.3.2)). Or on sait ([21], proposition (4.16)) que ces derniers coincident avec les
groupes d’homologie des espaces d’Eilenberg-Mac Lane, ce qui fournit une autre méthode
de calcul. Pour une derniére fagon de calculer ces groupes, ou plutét les foncteurs dérivés
drotts de I’algébre symétrique qui leur correspondent par dualité, voir [52].

b) On a défini (remarque (2.26) a)) une graduation par le poids sur
Palgébre H*(K(0, n), ©). On voit maintenant qu’elle coincide essentiellement avec la
graduation par la longueur sur les monémes admissibles. On vérifie en effet en examinant
la construction explicite des puissances de Steenrod P (resp. Q', resp. Sq') que, pour
toute classe de cohomologie xeH'(K(0, n), ) de poids j, et pour tout i>o, Pix
(resp. Qix, resp. Sq'x) est de poids pj. Or la classe fondamentale i, est de poids p° =1
(voir (2.26) a)). Il en résulte que pour toute suite admissible I, P'i, (resp. Sq'i,) est
de poids p* avec k=/(I).

L’application K(A, n) >K(0, n) associée a I'injection canonique « : A—@ induit
en cohomologie un homomorphisme de R-algebres :

A H'(K(0, n), 0) - H'(K(A, n), 0) ~H"(K(F,, n), R).

Il est caractérisé par ses valeurs sur les générateurs P’i, (resp. Sq'i,) de la R-algebre
H'(K(0, n), 0).

Or la classe fondamentale 7,eH"(K(0, n), ®)=Hom(0, 0) s’envoie évidemment
par A sur la classe 4, eH"(K(F,,n), R)=Hom(F,, R) correspondant a [linjection
canonique. D’autre part, on a vu que P*;,eH"(K(0, n), 0) n’est autre que FeHom(0, 0).

Il s’envoie donc sur F, SRS ReHom(F,,R). Or Fa=a, donc :
(4-8) A(P%,)=1;.
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Enfin la construction des opérations de Steenrod esquissée plus haut était calquée sur
la construction usuelle ; il est donc bien clair que par passage aux fibres, on obtiendra
les opérations de Steenrod usuelles de type (R, z, R, n-}s) correspondantes. Ainsi :

(4-9) MPT,) =Pedy

(4.10) M(Sq’i,) =Sq’r7;

ol J 4 est la suite admissible usuelle obtenue & partir de la suite admissible J en omettant
les entiers s; de valeur nulle.

Cette description de A, jointe a la formule de Cartan, permet de conclure que
les opérateurs P (resp. Sq’) qu’on vient de définir sont stables. On sait en effet que

ceci revient a vérifier que les homomorphismes S induits par la suspension en cohomologie
S*:H'(K(0,n+ 1), 0) > H(K(0, n), 0) satisfont a :

(4.11) §°(Pii, )= P,
Par définition S est induit en cohomologie par I’application :

SIAK (0, n) Z23 K (A, 1)AK (0, n) %> K(0, n+1)
(voir (2.26)). Or u se factorise en :

K(A, 1)AK(0, n) —> K(0, 1)AK (0, n) —3 K(0, n+ 1)

ou v, , est I'application du cup-produit définie en (2.19). Remarquons que pour tout
m,n>o, la fleche v, , : K(O, m)AK (0, n) - K(O, m+n) induit en cohomologie réduite

*

un homomorphisme v*=vj , satisfaisant par définition du cup-produit a la formule :
V(g ) = U\ I 1y

On en déduit par naturalité des opérations de Steenrod, en utilisant la formule de

Cartan (4.4), que pour tout >0

(4.12) V(P 4 ) = PV (i) = PI(6,01,) = %‘.P"imu Pk,

Ces formules, pour m=1, jointes a‘1|]a description de A donnée en (4.9), impliquent

les formules (4.11). On démontre de la méme manitre la stabilité des QF et des Sq'
en utilisant les formules Cartan correspondantes.

Lalgébre de Steenrod étendue et sa duale

Soit R un anneau de caractéristique premiére p=2. On appelle R-algébre de
Steenrod étendue I’ « algébre » (1) associative graduée 2% engendrée sur R par des
¢léments P de degré 2i(p—1) et QF de degré 2i(p—1)+1 pour tout i>o0, satisfaisant

(!) /g n’est pas A proprement parler une R-algébre, puisque 'image de R n’est pas centrale dans &g, vu
(4-13)-(4-14). On peut préférer le terme « anneau a opérateurs ».
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aux relations engendrées par la relation d’Adem (3.18), par les trois autres relations
d’Adem de ([27], théoréme (9.8)) mentionnées précédemment, et par les relations :

(4.13) Pa =a°P
(4-14) Qa=a"Q
pour tout a€R, o désignant le Frobenius absolu sur R. On pose &%, = .7 ; c’est l'algébre

étudiée par Priddy dans [52].
A tout élément P de o/, on associe le systéme projectif d’éléments :

Pi,eH' (K (0, n), 0)
pour 2 variable, d’ot, compte tenu de I'isomorphisme :

(4.15) H'(A*(0), 0) xlim H'(K (0, ), 0)

mentionné en (2.47), un élément :
PieH'(A®(0), 0).

On sait que ce dernier groupe classifie les opérations cohomologiques stables ; il est donc
muni d’une structure multiplicative correspondant a la composition des opérations
cohomologiques stables.

Théoréme (4.6). — L’application ¢ : Zp—H'(A®(0), O) définie par o(P)="Pi est
un tsomorphisme de R-« algébres ».

Démonstration. — C’est essentiellement une conséquence du théoréme (4.3) et de
Iisomorphisme (4.15). La relation (4.13) n’est autre que (1.5) lorsque ¢=o0, puisque
P? s’identifie avec F. Le cas général se rameéne au cas ¢=o0 de la fagon suivante : pour
tout aeR, I’élément ai,cH"(K(0O, n), O) est le cup-produit de la classe de cohomologie
de degré o, acH(K(0, n), 0)=Hom(A, 0®)=R, par la classe fondamentale i,. Par la
formule de Cartan, on a donc :

(Pia)i,= Pi(aui,) = X Pi(a) UPI—i(i).

Or Pi(a)=o0 pour j>o puisque a est de degré o, et P°(a)=4a° d’ou la relation. On
démontre (4.14) de la méme maniére, au moyen de (4.5).

Pour terminer la démonstration, on vérifie ’analogue de la proposition (3.7%),
a savoir que les mondmes admissibles P! forment une base additive de &/ (considéré
comme R-module a gauche) ce que 'on fait comme pour la proposition (3.7).

Remarques (4.7).—a) Lorsque p =2, on définit de maniére analogue une « algebre »
associative &/ : celle-ci est engendrée par des éléments Sq* de degré i>o, satisfaisant
aux relations d’Adem (3.21) et aux relations Sq‘a=a°Sq’. Le théoréme (4.6) reste
valable, mutatis mutandis.
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b) On vient de montrer que toutes les classes de cohomologie stables sont combi-
naisons linéaires de celles qui s’obtiennent & partir de la classe fondamentale en lui
appliquant des opérations de Steenrod itérées. La version stable de la remarque (4.5) 5)
peut donc étre formulée de la maniére suivante : les seules classes de cohomologie stables
non nulles de type (&, 0) ont pour poids une puissance de p. Autrement dit les LET%(F,)
(resp. R®*Sym‘(R)) sont nuls pour i#p' (¢>0). De plus, considérons le scindage :

angaodg’ '
Y désignant la composante de o/ engendrée par les monémes de longueur ¢ (2 la
différence du cas classique, les relations d’Adem sont maintenant homogénes pour la
fonction longueur /( )) ; I'application ¢ est compatible a cette graduation et a la gra-
duation par le poids sur les dérivées droites de I’algebre symétrique, et la --éme composante
de ¢ est donc un isomorphisme :

(4.16) o, 1 AP 5 R**tSymP(R).

Il sera commode, dans ce qui suit, de considérer ./ comme R-algébre au sens
usuel, au moyen de la formule :

(4-17) r.P=P.r=rP pour reR, Pesty.

Autrement dit, la structure de R-module 4 gauche est celle qui est induite par la structure
multiplicative de 2/, alors que la structure de R-module & droite en différe, vu les
relations (4.13), (4.14). On appelle ceci la structure de R-alg¢bre banale sur o7 et
c’est toujours elle que I'on considére, sauf mention expresse du contraire. Si 'on veut
préserver la multiplication a droite de 2/ par des scalaires dans R, on doit considérer 27
comme un (R, R)-bimodule, ou mieux une (R, R)-bi-« algeébre » (ce dernier terme
n’étant pas pris dans le sens usuel d’algébre muni d’une comultiplication), la multi-
plication a gauche par un scalaire étant définie comme précédemment, et la multiplication
a droite par les relations qui découlent de (4.13), (4.14), c’est-a-dire :

(4-18) Pr=1r°P

pour Pes/f), reR. On appellera ceci la structure d’algeébre fordue sur /. Remarquons
a ce propos que pour R=F,, la situation est plus simple, puisque le Frobenius o est
Papplication identique. Dans ce cas les structures banale et tordue coincident.

Un des avantages de la structure banale est qu’elle commute au changement des
scalaires. En particulier, on a un isomorphisme de R-modules :

O : RO, o > oty
défini par Ox(r®P)=rP. On prendra garde que 0y n’est pas compatible aux structures

multiplicatives.
On a vu plus haut que les accouplements du cup-produit :

V. © K(0, m)AK(O, n) - K(0O, m+n)
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induisaient en cohomologie des applications v* définies par les formules (4.11) et (4.12),
conséquences immédiates de la formule de Cartan. Il est donc aisé de décrire la version
stabilisée de ces formules. Soit en effet /;®; 2 le produit tensoriel pour la structure
banale de R-algébre sur &/ (on prendra garde que ce choix de structure conduit a
des formules du type :

ProQ=Per*Q

pour P, Qeustp, reR et /(P)=1:). Tout comme dans le cas classique, on observe que
la comultiplication :

(4.18) A oy~ Ag®@p oy
obtenue en stabilisant les v* (et en utilisant 'isomorphisme ¢ du théoréme (4.6)) est

compatible aux structures de R-algébre banale sur &7; et Sp®p. A est donc
caractérisé par les formules suivantes, ou ’on pose par convention P‘=Sq‘=o0 pour ¢<o.

(4.19) A(P) = 3 POPI~*
k>0

(4.20) A(Q) =k§0 (QZ‘®P£—k+Pk®Qf_k)
(resp. : -
(4.21) A(Sq)= T Sq‘®Sq'*

lorsque p=2).

Les formules (4.19)-(4.21) sont des conséquences immédiates de (4.4)-(4.6). 1l
convient également de préciser quelle est la version stabilisée de ’homomorphisme A (4.9) ;
on désigne par Ag le quotient de &7 par I'idéal a gauche Ji engendré par I’élément P°—1.
Ag n’est pas une algébre (3 moins que R =F,, auquel cas J est bilatére), mais possede
notamment une structure de R-module induite par la structure de R-module banale
sur og. Soit ¥ : Ap —> H*(F:*(F,), R) Ilapplication définie sur la classe [PTleAp d’un
élément Ples/p par la formule :

(4.22) W([PT]) = Pl

ou P7’ est la limite projective des Pi,eH*(K(F,,n), R) (pour les notations 7, et I,
voir (4.9)-(4.10)). On a vu dans loc. cit. que le diagramme :

Ay —> H(A%(0), 0)
(4-23) A

Ap —> H'(FS(F,),R)

était commutatif, la fléche verticale de gauche étant la projection canonique, que I'on
notera également A. D’autre part les formules (4.9), (4.10) montrent que A envoie
un monéme admissible sur un mondéme admissible et que tous les monémes admissibles
au sens classique sont dans I'image de A. Il en résulte que ¥ est un isomorphisme de
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R-modules gradués. Ceci est d’ailleurs une assertion classique pour R=F,; Az=A
est alors I’algébre de Steenrod classique et ¥ n’est autre que Iisomorphisme (3.22).
Le cas général s’en déduit directement par extension des scalaires.

Précisons la structure de A; soit A;: o/ —>A; la restriction de A & la compo-
sante /% de o/, et notons AY) le sous-R-module de Ay engendré par les mondmes
admissibles classiques (c’est-a-dire correspondant a des suites ne comprenant que des
entiers strictement positifs) P! de longueur <i. Les formules (4.9), (4.10) impliquent
que Al est Pimage de A; dans Ay, et que 'image d’un mondéme admissible P! est un
monéme admissible classique Pled. Le lemme suivant est désormais évident :

Lemme (4.8). — Lapplication 1, : o8 Al est un isomorphisme de R-modules.

Remarquons d’autre part que Pon est maintenant en mesure d’expliciter le
diagramme induit en cohomologie stable par le diagramme {2.40). C’est le diagramme
suivant :

AR®A, <—a—'AR

mT Tg

AR®‘9{R "—Z— "MR-

o A

@Ay,

ol A est défini ci-dessus (4.19)-(4.21). Ces formules suffisent 2 caractériser A et 9, compte
tenu de la surjectivité de A et de la commutativité du diagramme. En particulier la
flecche A fait de s/ un Az-comodule & gauche, dont la structure est caractérisée par
des formules identiques a celles-1a, mais out les tenseurs qui interviennent sont interprétés
comme des éléments de Ap®ofg.

Enfin, lorsque I’on restreint A 4 la composante 7 de .2/, on obtient une comulti-
plication (encore notée A) o —» SP@AF, d’olt un diagramme commutatif :

AR® AR 4—3— AR

IS

. o' .

(4-24) 1® 1;112 RTM
Ap® ) <A o)
N ®’T /A
AP AP
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Ainsi &7 est muni d’une structure de Agz-comodule & gauche et celle-ci s’identifie par
transport de structure & la structure de Ag-comodule induite sur AY par restriction
a AY de la comultiplication classique 0 sur Ag. Notons pour terminer que la commu-
tativité du diagramme entraine que ’application o’ se factorise en :

AP AVRAY - Ar®AY.
11 est donc loisible de considérer Af) comme une cogébre (isomorphe a 7f).

On a vu (proposition (3.12)) que P’algeébre Ap était R-duale d’une Fj,-algebre A,
de structure élémentaire. Il reste & décrire le diagramme dont (4.24) est le R-dual.
Puisque I’énoncé commute au changement de base, on se bornera au cas ou R =F,.
Soit AY) I'algebre duale de la cogebre AP =AY. L’isomorphisme ¢; (4.16) s’identifie,
via 'application A; du lemme (4.8), au transposé d’un isomorphisme :

(4.25) %+ LT*T7(F) 5 AP,

D’autre part A® est une sous-cogeébre de A et donc :
™ 1

(4.26) Ai)—A*/A(i)

ou Aj} désigne Porthogonal de A” pour I'accouplement de dualité sur A. De méme
Y désigne Palgebre duale de la cogebre Al =A% et ces deux algebres sont évidem-
ment isomorphes.

Lemme (4.9). — Pour tout i>0, A} est Pidéal de A, engendré par les éléments &> T
(j>1, k>1) (resp. les éléments &; tels que j>i si p=2).

Démonstration. — Dans la correspondance définie dans ([65], p. 85) entre les suites
admissibles I satisfaisant aux conditions d’admissibilité (3.30), (3.35) et les suites d’entiers
naturels I' =(gy, 7,,€,,7;, ...) soumis a la seule condition :

g=0,1 pour tout i,
une suite I de longueur <: correspond a une suite I’ satisfaisant a :
g,=0 pour tout s>,
r,=0 pour tout ¢>i.
Compte tenu de ce dictionnaire, le lemme est une conséquence immédiate du lemme 8

de [49]. On obtient donc, vu la proposition (g.12), ’énoncé suivant :

Proposition (4.10). — Pour tout 120, on a, pour p=2, un isomorphisme de F,-algébres :
(427) A@:Sym(gla ---,2’;)®FPA<?0, -*w?i—l)

o deg(®)=2p"—2, deg(%)=2p'—1 (resp. AP~Sym(Z,, ..., %) ot degf =2'—I
lorsque p=2). De plus, soit A\ : A, AW la transposée de Dinclusion AP : A¥ A ;
alors : :
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. ¥, s<i

(4.28) W)= .

o s>

W) W=l T
. T,) =—

4-29 * \ "¢ o tZl

la formule (4.28) demeurant valable en caractéristique 2.

Remarque (4.11). — La sous-« algebre » des éléments de degré o de 7 est engendrée
sur R par P° et elle s’identifie, compte tenu des relations (4.13) pour i=o0, i l’anneau
non commutatif H des endomorphismes de 0. Cette « algebre » opére sur &7 tout entier
par multiplication & gauche (resp. & droite) dans ./, ce qui correspond évidemment
a la composition a droite (resp. & gauche) des opérations cohomologiques par les opéra-
tions de degré o correspondantes.

En particulier, on peut considérer la multiplication & gauche (resp. a4 droite) par
Pélément P°. C’est une opération o-linéaire (resp. linéaire) pour la structure de R-module
banale de o7, et puisque P est de poids p, sa restriction & /¥ est de la forme o7 —»Zi+Y,
Ces opérations sont caractérisées par le fait qu’elles envoient un monéme admissible P
de &Zf sur PP°=P°P. En particulier, la multiplication & droite par P° s’obtient par
R-dualité & partir d’une application f : A+ Al Celle-ci n’est autre que la projection
naturelle définie, avec les notations de (4.27), par f(%; +1)=f(%)=o.

5. Les termes initiaux de la suite spectrale fondamentale

Nous sommes maintenant en mesure d’expliciter les termes E! et E* dans la suite
spectrale (3.13). Il résulte de la remarque (4.7) &), et de la description en (3.14) des
termes E', que tous ces termes sont nuls lorsque le poids ¢ n’est pas une puissance de .
Introduisons donc la terminologie suivante : on notera :

]
‘Ex, = H(F,®gtr, (T7)*(F,))

(resp. ‘E* = Ext*(0, 0),;) la suite spectrale (3.13) (resp. (3.15)) de poids i=p/,
pour tout ¢>o. Compte tenu de l'isomorphisme transposé de (3.14) et de I'isomor-
phisme (4.25), on peut maintenant préciser les termes E' et E? de la suite spectrale
fondamentale : pour tout ¢>o0 on a :

(5-1) B, 2k (APT®AD)

7, 8 —

(5-2) ‘Er, 2k, Tor,*(F,, A7)

AY étant munie de la structure de A-module dont la transposée est la structure de
A-comodule sur AY décrite dans le diagramme (4.24). Le théoréme (3.12) et I'isomor-
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phisme (4.27) permettent de décrire explicitement ces termes. On a notamment,
pour p+2

(5-3) B2, =, Tor$rmies: 185w (F, Sym(Z,, ..., T)OA(%, ... % _y))
(resp. pour p=2
(5-4) 'E? 2k, Torpmt(Fy, Sym(Z,, - ., 8)))-

Proposition (5.1). — Pour p#2, t>o0, on a un isomorphisme de modules bigradués

B2 ~AF 1y Erpns - )OO (T, Tygys -2 2), OB E, est de bidegré (1,2p™—2) et T, de
bidegré (1, 2p"—1) (d’ott plus généralement ~;(%,) de bidegré (j, 2jp"—j)). Pour p=2, on a
‘B2 ~A(E 1s Erpas - --) O E, est de bidegré (1,2™—1).
Démonstration. — On calcule le terme (5.3) en résolvant F, a la Koszul par le
Sym(&,, ...)®A(1,, ...)-module gradué :
X, =Sym(;, ...)®A(1y, .. .)®OA(E;, ...)®(7,, .. .)
muni de la différentielle d définie par :
d(E,)=d(z,)=o0
d(En)=En
d(5)) = 7517
(voir [13]).
Par produit tensoriel sur Sym(&;, ...)®A(t,, ...) avec

Sym(Zy, ..., T)OA(%y,s . Ty
on obtient le complexe :

Sym(Ey, .. L E)OA(Tgy vv vy Ti_)OA(E), Epy .. )OO (T, Ty, - - )
muni de la différentielle définie par :

d(E,)=d(r,)=0

(5-5) d(zm>={‘t°'” et
0 m>t

_ T, n<t

iE) ={0 i

Si P'on récrit ce complexe sous forme du produit tensoriel du complexe :

(Sym(Ey, ..., &)®A(E, - -, E))O(A(Tos -+ 5 7)) ®T (%o, -+ -5 Ty_ 1))
muni de la différentielle définie par les formules (5.5) et du complexe :

Alfp1 Brgns - )OT (T Tya, - -)

muni de la différentielle nulle, on obtient immédiatement le résultat par passage a
I’homologie, le premier de ces deux complexes étant acyclique.
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Remarques (5.2). — a) Il est facile de décrire explicitement les générateurs %,
et v;(z,) de ‘EZ, puisque ‘EZ, est I’homologie de ‘E}, (pour la différentielle d' de la
suite spectrale), et que ’on connait une description explicite du terme E! (5.1). On trouve
que g, (resp. v,(7,)) est la classe (dans E?) du cycle &,®@1ekym_o(A,@AY)='E},n_,
(resp. du cycle 7,®...07,@1€kyn ;(ADQAY)='E!, ._).

En particulier A”=F,, °EL, =B(A,) et °E:,=H,(B(A,)) (avec les notations de
la remarque (3.1) b)) et, si on utilise la notation traditionnelle pour des éléments de
la bar-construction réduite B(A,) associée & une algébre différentielle A,, on peut écrire
que £, (resp. v;(%,)) est la classe dans °EZ, du cycle [£,] (resp. [z, ..., %,]).

b) L’action de End(0) sur ./ décrite dans la remarque (4.11) provient d’une
action sur le foncteur dérivé stable RSym®(R). En particulier, 'application f qui y
est décrite provient d’une application f: (I?**)*(F,) - (I'*)*(F,) compatible a la
structure de F}*(F,)-module. On a donc un morphisme de suites spectrales :

l
B == H(E,®g5, (T ) (F,)
4
f 1ef

! :
‘Ef, — H(FP®F;t(Fp)(FP)“(Fp))

Or on connait la description de f au niveau E* : elle est conséquence immeédiate de (5.1)
et de la remarque (4.11). Il est facile d’en déduire ce qu’est f au niveau E? en reprenant
la démonstration précédente. On trouve que f:‘T'E?—‘E? ¢’identifie via la propo-
sition (5.1) a l’inclusion naturelle.

En caractéristique 2, le théoréme principal (1.3) est une conséquence directe de
la proposition (5.1). En effet, tous les termes de l'algtbre ‘E2,~A(¢,, ,,...) sont de
degré total pair, puisqu’il en est ainsi des générateurs ,,.

Ainsi la suite spectrale fondamentale est dégénérée (puisque toute différentielle
dans la suite spectrale est de degré total —1), d’ou I'isomorphisme de modules gradués :

i _ _
(5.6) H.(F2®F§t(l=2)(th)St(Fz)):A(EHu Eiiar +on)

(chacun des générateurs %, du terme de gauche étant gradué par le degré total 2™).
La suite R-duale de la suite spectrale fondamentale (décrite dans la remarque (3.6) b))
est également dégénérée et I'isomorphisme (5.6) induit un isomorphisme de R-modules
gradués :

(5.7) Ag(Ei1s Erpss - ) ~Ext*(0, 0),y

&, désignant I’élément de degré 2™ transposé de ¥,,. On a donc démontré la proposition
suivante :
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Proposition (5.3). — Lorsque p=2, on a, sous les hypothéses A1 et A2, un isomorphisme

de R-modules gradués :
Ext*(0, 0)~ @ Ap(Eii1s Epas - 0)

avec deg(&;)=2". =0

Il ne reste plus qu’a mettre cette proposition sous la forme de I’énoncé du
théoréme (1.3). Si 'on se reporte a la définition des éléments £;, on peut expliciter
Paction a gauche et & droite de H =End(0) sur Ext*(0, 0). Désignons pour éviter toute
confusion, par & ; (pour s>j>o) le terme & dans la (j-1)-iéme compo-
sante Ag(Ej,,, ...) de Ext’(0, 0). L’action de H est caractérisée par celle de FeH et
celle-ci s’obtient par transposition, en ce qui concerne la multiplication a droite, a partir
de la description du morphisme f donnée dans la remarque (5.2) 4). On calcule de
maniére similaire la multiplication a gauche par F. En définitive, on obtient les relations :

" <

(5-8) e, =g B o POV T
0 pour r>s

Autrement dit, pour tout j>o, Ext¥(0, 0) est le (H, H°)-module monogéne engendré

par Pélément £ ... &’ de degré 2j, les entiers o;=o0, 1 étant caractérisés par la

décomposition 2-adique de j :
= X o, 2%
J S i+1
Ceci termine la traduction, compte tenu des relations (5.8).

Structures multiplicatives

La suite spectrale fondamentale a malheureusement un comportement plus
compliqué en caractéristique impaire. Nous verrons par Ja suite que les seules diffé-
rentielles non nulles sont d; et d,_,, et celles-ci ne coincidant plus en dehors du cas
envisagé ci-dessus, le terme E? calculé dans la proposition (5.1) ne pourra plus étre
identifié avec I’aboutissement.

Pour pouvoir progresser dans I’étude de cette suite spectrale, il faut remarquer
qu’elle posseéde une structure plus riche que celle envisagée jusqu’a présent. Comme
on Pa remarqué dans les rappels sur la bar-construction (chapitre III), le terme
‘B2, ~k, Tor*(F,, AY) de la suite spectrale est muni d’une structure naturelle d’algebre
(compatible avec la bigraduation) induite par la structure d’algébre commutative
graduée de A,. C’est d’ailleurs celle-ci que I’on a pris soin de faire figurer dans I’énoncé
et dans la démonstration de la proposition (5.1). On souhaite maintenant démontrer
que la suite spectrale (3.13) tout entiére est munie d’une structure multiplicative induisant
sur le terme E? celle que Pon a déja explicitée. Comme on I’a vu, le terme Fpé) F;t,Fp)I‘pt(Fp)
dont I’homologie est I'aboutissement est bien du type « bar-construction » mais
on ne peut malheureusement pas lui appliquer directement les considérations du cha-
pitre ITI. En effet algébre associative F;'(F,) n’est pas commutative, condition nécessaire
pour définir une multiplication par le procédé (3.9).
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Il existe deux facons de contourner cet obstacle. La plus directe est d’observer
que lalgebre F3*(F,) posséde de trés bonnes propriétés de commutativité 3 homotopie
prés (voir la remarque (2.16) ¢) et la proposition (2.18)). Or on trouve en ([14],
proposition (3.4)) une liste de conditions de commutativité 2 homotopie prés que doit
satisfaire une R-algeébre différentielle graduée A augmentée vers R pour qu’il soit
possible de définir sur la bar-construction B(A) une structure d’algébre différentielle,
compatible avec celle de A. Il reste alors a vérifier que l'algébre F;'(F,) satisfait bien
a ces conditions, ce que ’on peut faire en utilisant la représentabilité des cochaines
par les objets d’Eilenberg-Mac Lane correspondants, pour se ramener a vérifier une
assertion de commutativité du cup-produit des cochaines d’un espace, & homotopies
supérieures pres. On trouvera la vérification de cette derniére assertion dans Particle [47]
de Milgram, sous le nom de « higher associating homotopies ».

Ces conditions de commutativité sont malheureusement compliquées & écrire, ce
qui donne un caractére assez fastidieux a la démonstration qui vient d’étre esquissée.
Aussi procéderons-nous d’une autre maniere, qui a I’avantage d’étre plus conceptuelle.
Elle consiste 4 remplacer la résolution de Mac-Lane M,(P) d’un R-module, employée
au chapitre III dans la construction de la suite spectrale fondamentale, par une nouvelle
résolution canonique pour laquelle la structure multiplicative est plus facile a définir.
La construction de cette nouvelle résolution, de sa structure multiplicative, et sa compa-
raison avec M, (P), feront ’objet du prochain chapitre. On conseille au lecteur d’omettre
celui-ci en premiére lecture en se contentant de I’assertion qu’une telle structure multi-
plicative existe, compatible avec celle que ’on connait sur le terme E% On y fait librement
usage des notions rappelées dans ’appendice.

6. Une nouvelle résolution canonique.

Soit (T, R) un topos annelé. Au foncteur oubli
F : (R-modules) — (ensembles pointés)

et 4 son adjoint & gauche R™ correspondent des transformations naturelles :
(6.1) ®: RtF—id
(6.2) ¥ : id—>FR*.

On désigne, pour tout R-module P, par (R*, F)P la construction simpliciale
standard correspondante (voir [29], App., [34], I, (1.5)) :

(6.3) R+m+0P | ZR+R+P S R*P.
<=

Le complexe associé [(R*, F)P]™ est augmenté par ®(P) vers P et il fournit une
résolution fonctorielle de P qui ne satisfait pas a la condition P4 du chapitre III. Pour tout
n>0, on définit un R-module bisimplicial N(P, n) =(R*, F)K(P, ) en résolvant chaque
composante du R-module simplicial K(P, #) comme en (6.3). De maniére précise, posons :
(6.4) N(P, ), ;=(R*)+K(P, n),
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ou les opérateurs face horizontaux (correspondant au premier indice) sont définis
comme en (6.3) et les opérateurs verticaux sont induits par la structure simpliciale
de K (P, n). Soient #7(P, n) le bicomplexe N(P, n)~ associé a N(P, n) et f./V (P, n) le
complexe simple correspondant. Pour tout j<o, le complexe associé au module sim-

plicial N(P, »), ; est une résolution de K(P, n);, ce qui implique le lemme suivant, compte
tenu de (2.3):

Lemme (6.1). — f./V (P, n) est une résolution de P[n] (P concentré en degré n).

Remarques (6.2). — a) On notera @ : f A (P, n) - P[n] I’homomorphisme d’aug-
mentation correspondant.

b) Pour n=o, f/V (P, n) coincide essentiellement avec la résolution de P associée
a (6.3).

¢) Soit N(P,n)=AN(P,n) lobjet simplicial diagonal associé a N(P,n). La
transformation naturelle ® induit un homomorphisme simplicial @ : N(P, n) - K(P, n).
Par le théoréeme d’Eilenberg-Zilber-Cartier (2.16), le complexe associé N(P,n)~ est
homotopiquement équivalent a P[z] et N(P, ») est une résolution simpliciale de K(P, n)
au sens de ([21], (4.1)).

d) Soient P et Q) des R-modules de T. Il résulte du lemme que, pour n>o0 fixé,
la suite spectrale d’hypercohomologie obtenue en filtrant le bicomplexe A"(P, n) par
le premier indice est de la forme suivante :

(6.5) Er9(n)=Ext?™"(R* YK (P, n)~, Q) = Ext? (P, Q),

une fois réindexée pour tenir compte du lemme (6.1). Observons que, par définition
des groupes d’hypercohomologie, on peut récrire le terme E; sous la forme :

EP4(n)=Hi+"(R* @K (P, n), Q).

Pour obtenir une structure comultiplicative sur la suite spectrale (6.5), il suffit
de procéder de la maniére suivante : a tout homomorphisme de R-modules m : A B—C,
on associera pour i%,j>0 un morphisme de bicomplexes :

(6.6) A N (A, )N (B, j) >AH (G, 14])
d’ou, par passage aux complexes simples associés, un morphisme de complexes :
[As: [#(ADS[H(B,j) > [H(C,i+j))

rendant commutatif le diagramme suivant :

[# A pefr®,)) oy [7@ i+

2R [}

v
A[i]®B[j] ——— C[i+j]
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La structure multiplicative sur la suite spectrale (6.5) associée & un accouplement
m: A®B—C s’en déduit (voir plus bas).

La construction du morphisme A, ; s’effectue de la maniére suivante, le symbole ®
désignant ici le produit tensoriel interne de R-modules simpliciaux (resp. multisimpliciaux)
et ® le produit externe correspondant. On va tout d’abord définir un morphisme de
R-modules bisimpliciaux :

(6.7) 0: N(A,))®N(B,j) - N(G, i +J)

associé & m : A® B—C de la fagon suivante.
Soit : ;
6, : RTPTIK(A, )@RYP+UK (B, j) > RTP+HIK(C, i +j)
un morphisme d’ensembles simpliciaux défini par récurrence sur p : on prend pour 6,
le morphisme :
0, : RTK(A, i)®R*K(B, )

&, RHK(A, )AK(B, ) 2 R*(C,i+j)
composé de 'isomorphisme canonique et de ’application induite sur les chaines réduites
par Papplication 4 ; (2.19). On pose 6,=R*[0,_;ox], ou :

n: RTPK(A,)ART?K(B,j) - R*?K(A, i)® R*?K (B, ;)
est la projection canonique (le morphisme 6, ainsi défini a bien pour source :

R+EP+UK (A, ) @R+ P+VK (B, j) »R+[R*K(A, i)AR*?K (B, j)]).

On vérifie d’autre part que les 6, sont compatibles avec les opérateurs face et dégéné-
rescence définis en (6.3); ce sont donc les composantes d’'un homomorphisme simplicial.
Soit § : [N(A, {)®N(B, )]~ - N(G, i +j)~=A#"(C, i +) le morphisme de bicomplexes
associés. On remarquera que la source de 0 est la diagonale partielle de type (13), (24)
dans le module quadrisimplicial N(A,z)®N(B,s). Le théoréme d’Eilenberg-Zilber-
Cartier (voir la remarque (2.16) b)) permet de définir une fleche ¢ (on prendra la
fleche des « shuffles » pour fixer les idées) de type suivant :

@0 [y g (NCA, DEN(B, 1))~ > [N(A, ) ©N(B, /)]~

f(13)(24) désignant le bicomplexe obtenu en sommant les indices 1 et g (resp. 2 et 4)

dans le quadricomplexe associé a N(A, :)@N(B, ). On définit maintenant le mor-
phisme A;; (6.6) comme étant le composé Boo.

Comparaison des résolutions canoniques

La suite spectrale (6.5) n’est utile que dans la mesure out 'on sait calculer le
terme E?4(n)=Ht"(R+®K(p, n), Q). Le cas qui nous intéresse est celui oo R=A,
P=Q=0 (avec 0 un anneau de T de caractéristique p>o satisfaisant aux hypothéses A1
et A2), et Pon a déja étudié dans ce cas les termes EQ9(n)=H1(K(0, ), 0) (théo-
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rémes (4.3) et (4.4)). Le calcul des termes Ef*¥(n) avec p>o0 est plus délicat. Observons
par exemple que nos hypothéses sur ¢ ne nous permettent pas, en I’état actuel des
connaissances, de calculer les groupes Ef»?(0) =ﬁq(A+p(0) , 0) lorsque p>o. Le lecteur
s’en convaincra en se plagant dans le cadre de ’exemple (1.4) : on a vu que @ est alors
représenté par la droite affine, mais A?(@) (resp. AT?(0)) n’est pas représentable par
un schéma pour p>o0). Plus généralement, pour r>1 et n>o0, chacune des compo-
santes X; de I’objet simplicial X,=A"K(0, n) est de la forme A"(¢*), compte tenu de la
remarque (2.4) ¢), et on ne sait donc pas calculer les groupes de cohomologie H*(X;, 0).
Le miracle est que 'on va néanmoins parvenir a calculer les groupes d’hypercohomo-
logie H*(X,, 0) en bas degré, en identifiant X, (par un quasi-isomorphisme partiel)
avec un autre objet simplicial de T.

En toute généralité, soit R un anneau de T. Dans ce qui suit, on identifie I’ensemble
d’Eilenberg-Mac Lane K(R, m) & R*[S™], au moyen de I'isomorphisme défini en (2.8).
Pour tout objet simplicial X de T, on désigne par ¥"(X) : K(R, m)AX — R*(S"ArX)
Papplication composée :

RF[S"AX 225 RH[S™ARF[X] —=> RH[S"]@R+X =5 R+[S"AX]

ol ¢ a été défini en (2.5), = est la projection canonique et la derniere fleche est I'isomor-
phisme canonique. L’application ¥"(X) a été étudiée par D. Anderson dans [2].

Exemple (6.3). — L’application ¥™(S") : K(R, m)AS"— R*[S"AS"]~K (R, m +n)
coincide, au signe pres, avec I’application K(R, m)/\S"i S"AK (R, m) e KR, m+n)
ou T permute les facteurs et ¢" est la suspension itérée (2.27).

Soit P un R-module de T. On abrége ¥™(K(P, n)) en ¥, ,(P) (ot méme ¥, ,
§il n’y a pas de risque de confusion). La fleche fondamentale pour I'application que
nous avons en vue est la fleche :

Pi,in(P) 1 K(R, 1) AK(P, i) — RYK(P, i) + 1)
définie, pour tout i#;,7,>>0, par :

9i,i(P)=R*(c")o¥;

11,1'2(

P).
Plus généralement on définit, par itération, pour toute suite d’entiersnaturels (75, .. ., %, 4),
une application :
(6.8) @i ina(P) 1 KR, i)A L AK(R, ,)AK(P, 7, ) - R*7(K(P, n))
ol n=2j
’ K(R,)A.. .AK(P, 7, )

Wi(K(R,iz) A. .. AK(P,ir 1)

L RH[SUAK(R, i) . . .AK(P, 4, , )]
ML RHIK(R, iy +i)A . . .AK(R, i) AK (P, i, , )]

Pirai,inreensir st

" R*"[K(P, n)].
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On vérifie que les fleches o; ; satisfont aux propriétés suivantes :

Lemme (6.4). — Les diagrammes suivants sont commutatifs (® et ¥ étant les foncteurs (6.1),
(6.2) et d;; Paccouplement du cup-produit) :

K(R, i) AK(P, i) —= R+K(P, n)

D(K(P,n))
diy, iy
K(P, n)
S“AK (P, i) ———> K (P, n)
H AL 1‘{"(K(P, n))

K(R, i) AK(P, iy) —2R+K (P, )

On a des diagrammes commutatifs similaires faisant intervenir les applica-
tions cpil,...,ir-o-l(P).
L’intérét de la fléche @,

propos [36]) :

(P) provient de la proposition suivante (voir a ce

..,5r+1

Proposition (6.5). — Supposons que ;>0 pour tout j. Alors Iapplication ¢,
est un (n - min(s;) —1)-quasi-isomorphisme.
J

..... irea(P)

La démonstration se fait en plusieurs étapes. On I’explicitera pour r=1, le cas
général s’en déduisant aisément. Puisque T posséde assez de points, on peut raisonner
fibre par fibre, ce qui permet de supposer que I’on se trouve dans le cas usuel ou T est
le topos ponctuel. Commengons par rappeler le lemme fondamental suivant :

Lemme (6.6) (Freudenthal). — Soit X un espace (n—1)-connexe; alors I’ homomorphisme
de suspension S : 7,(X) — m;, (SX) est un isomorphisme pour 1<on—1 (resp. un épimorphisme
pour 1=2n—1).

On en déduit que 'application de suspension itérée :
o 1 SUAK(P, iy) - K(P, iy +1y)

est un (i, + 2¢,—1)-quasi-isomorphisme, et il en est donc de méme, par le théoréme
de Whitehead, pour R*(s*). On va maintenant démontrer que ¥; ; est un (27, +1,—1)-
quasi-isomorphisme. La proposition en résulte, par la définition de ¢; ;, puisque
min (i, + 21,—1, 21y +1,—1)=(t; +i5) + min(s;, 2,) —1. En fait on démontre I’énoncé
plus général suivant :

Proposition (6.7). — Pour tout X (n—1)-connexe, ¥™(X) est un (2m 4 n—1)-quasi-
1somorphisme.
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On commence par démontrer le cas spécial suivant de la proposition (6.7) :

Lemme (6.8). — ¥™(S") est un (2m + n—1)-quasi-isomorphisme.

Ceci résulte de Pidentification de ¥™(S") avec ¢"oT (voir I'exemple (6.3)) et
de la remarque précédente.

Pour démontrer la proposition dans le cas général, on commence par définir,
pour m>o fixé et pour tout ¢>1, des foncteurs %* sur la catégorie homotopique, a
valeurs dans la catégorie des groupes abéliens (resp. des groupes pour i=1), par :

(6.9) HP(X) = 5 s(K(R, m)AX).

m+i

Observons que les foncteurs £7’( ) forment une théorie de I’homologie (généralisée)
partielle, au sens de [68], [15]. Précisément :

Lemme (6.9). — Soit X Ly C; une cofibration, ou X est (r—1)-connexe et Gy (s—1)-
connexe. On a une longue suite exacte d’homotopie associde a cette cofibration :

R (X) = BP(Y) = 27(Cp) = KLy (X) — . ...

dés que 1<2m-+r-+s—3.
En effet :

K(R, m)aX 25 K(R, m)AY —> K(R, m)aC,

est également une cofibration, et 'on applique ([15], théoréme (1.6)).

Démonstration de la proposition (6.7)

Soit X = U X la filtration de X par les squelettes. On va démontrer par récurrence

s>n
sur s que ¥"(X®) est un quasi-isomorphisme partiel, le cas s=n—1 étant trivial, compte
tenu de ’hypothése de connexité sur X. On définit une nouvelle collection de foncteur /4
de la catégorie homotopique a valeurs dans (Ab) par :

R (X) =, 1 (RT(S"AX))
=H,,,(S"AX;R) (2.4)
=f,(X,R) (Kiinneth).

Ainsi les foncteurs 4" sont indépendants de m et coincident avec les foncteurs d’homologie
usuelle a valeurs dans R. Aussi satisfont-ils & une propriété d’exactitude similaire a
celle énoncée pour les &" dans le lemme (6.9), pour ¢ maintenant quelconque. L’appli-
cation ¥™( ) induit en homotopie une transformation naturelle de foncteurs gradués
o™t kP—hR. Il s’agit de montrer que «' est un isomorphisme en degrés inférieurs a
am-+n—I.

Soit VS§*— X*— X*** la cofibration induite par la décomposition de X par son
squelette. On peut donc lui associer un diagramme commutatif :
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— RP(VS) — AP(X) — FH(XH) — iy (VS') — £y (X°) — ...
lum(VS‘ ) lczm(X-’ ) lotm(XJ +1) la,,,(v 85) lay,,(x-' )
—> BPMVS?) — B(X®) — BM(X ) — B (VS®) — By (X°) — ...

La suite supérieure est exacte pour :<2(m-+4s—r1), et la suite inférieure pour tout 2.
Par le lemme des cinq et ’hypothése de récurrence, on est ramené au cas X =VS%,
d’ot, par le méme type de dévissage que ci-dessus, au cas X =3S* déja démontré au
lemme (6.8).

Remarque (6.10). — On reconnaitra la démonstration, due a G. Whitehead, du
fait que la théorie d’homologie généralisée associée au spectre d’Eilenberg-Mac Lane
coincide avec I’homologie usuelle. On a seulement pris soin, dans ce qui précéde, de
préciser quelle était la fleche «,,(X)=¥"(X) permettant de comparer ces deux
théories &, et A,. L’autre différence est qu’il nous est utile de travailler pour I'instant
directement avec les foncteurs £!* définis ci-dessus, plutét que de passer a la limite sur m
par suspension, de maniére a obtenir des foncteurs £ satisfaisant a la propriété d’exac-
titude du lemme (6.8) pour tout 7.

Supposons maintenant que P soit un objet en anneaux ¢ de T, muni de sa structure
de A-module, satisfaisant & A1 et A2. On sait désormais calculer les termes :

Ep*(n)=H*+"(A*"(K(0, n), 0))

de la suite spectrale (6. 5) lorsque 7 est petit par rapport a n. Précisément, soient ¢y, ..., 7, .,
des entiers positifs satisfaisant & X7, =n. La proposition (6.7) entraine que, pour tout
s<n-min(g) —1 !

(6.10) ﬁ”‘”(A”(K(@, n), 0))zﬁs+"(K(A, wA...AK(0, 1, ), 0).

Or on a vu au chapitre précédent comment calculer le terme de droite. Pour
résumer :

Proposition (6.xx). — Soient iy, ..., 1,  des entiers positifs satisfaisant & 2g;=n.

i
Alors, pour tout s<min(z;) —1, Papplication @, . ; . (0O) induit en cohomologie un isomorphisme
entre le terme EJ°(n) de la suite spectrale (6.5) et la partie de degré total n + s de I’algébre graduée :

f'(K(F,, i), R)®...0H (K (F,, i,), R)OH (K (0, i, 1), 0).
Remarque (6.12). — a) Pour obtenir le résultat optimal, on a intérét a choisir

n
les entiers 7y, ..., ., de manitre a ce que, pour tout j, on ait 4> [—] Ce choix

r+1

permet de calculer E}*(n) pour tout s< [;%] —I.

b) On notera d’autre part que ceux des termes E{ *(n) de la suite spectrale (6.5)
que l’on sait calculer sont indépendants du choix de I'entier n, pourvu que 7 satisfasse
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n o~y
a la condition s< [T—I-_I] —1. En effet on sait que chacune des algebres H*(K(F,, ), R)

(resp. F"(K(0, 7, +1)> 0)) est nulle en degré <4 (resp. 7,,,). Ainsi la composante de
degré n-+s de lalgébre qui intervient dans I’énoncé de la proposition est engendrée
par des termes de la forme ¢,®...®a,,; ou g; est de degré ¢ +-b; pour :<;<r+1.
Puisque Z(z +b;)=s+n<n+4min(;) —1 et que d’autre part Zz =n, on a nécessai-

rement b; <z pour tout j. Or, on a vu plus haut que les groupes Hi*+%(K(F,, ), R)
et H”+1+”’+1(K((9 i, 1), 0) étaient indépendants de ¢ (resp. i,,,), pour autant que
Pon ait la relation ;<i; (resp. b,,.,<t,,,) (voir la remarque (2.24) ¢)).

Les remarques qui précédent conduisent a penser qu’il est possible de comparer
les suites spectrales E*(n) puisqu’elles ont, pour n variable, leurs termes initiaux iso-
morphes pour certaines valeurs de 7, s, et qu’elles ont toutes le méme aboutissement.
Observons d’autre part que ceux des termes Ef*(n) que I’on sait calculer sont isomorphes
aux termes E° correspondants de la suite spectrale (3.15) obtenue en résolvant ’objet @
de T par la résolution de Mac Lane M, (0).

En fait, il est possible de comparer les suites spectrales E}°(n) et E}° tout
entiéres en introduisant une nouvelle (et derniére) résolution canonique fN(P, o) d’un
R-module P. Il s’agit du complexe total associé & I’objet simplicial N(P, o) suivant,
augmenté vers P :

(6.11) (RH™(P)...(R**(P) 5 R%(P) 5P,

les opérateurs face et dégénérescence étant définis par stabilisation a partir des opérateurs
correspondants de (6.3). Rappelons en effet (voir la fin du chapitre II et ’appendice)
que l'on compare un foncteur dérivé LF(M, n)=FK (M, n) au foncteur stabilis¢ F*(M)
en modifiant légérement le systéme inductif FK(M, z) indexé par =, pour le remplacer
par un systeme inductif FK(M, (zn)) indexé par la catégorie I décrite dans 1’énoncé
de la propriété P1 au chapitre II. On va maintenant appliquer la méme construction
aux modules bisimpliciaux N(P, ) définis en (6.4) : on construit un diagramme :

N(P, <0))<0> 3 N(P, <1))<—1> F N(P, (2))<—2> = ...
ou N(P, (n>){—n) est objet (n- 1)-simplicial :
(6.12) ...RT2ZK(P, (n)){—n)> T RYK(P, (n)){—n),
chacun des objets RTIK(P, (n)){—n) étant la version n-simpliciale de R*K(P, n)

décrite dans P’appendice. On obtient par stabilisation un objet simplicial N(P, c0) qui
n’est autre que (6.11), muni d’un quasi-isomorphisme :

(6.13) o(P) : N(P, ) — BmAN(P, ()){—n>.

En particulier le complexe total J../V P, ©) obtenu & partir du bicomplexe A"(P, o)

associé a N(P, o0) est une résolution de P, puisqu’il en est ainsi de chacun des f./V (P, n)
(et donc de leurs avatars AN(P, (n))<{—n)).
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Si I’on applique le foncteur Hom(—, Q) a f A (P, ), filtré par rapport au premier
indice du bicomplexe A47(P, o), on obtient une suite spectrale :

E;®(w) = Ext"**(P, Q)

avec E°(c0) ~Ext’(R"t1*P, Q). D’autre part on sait (voir l’appendice, propo-
sition (8.1)) que le systéme projectif E]'*(n) indexé par n est essentiellement constant
de valeur EP°(N,), o N, est un entier quelconque >s, et que :

E{*(o0) ~E{*(N).

Par exemple, lorsque P=Q =0 est un A-module satisfaisant & nos hypothéses habituelles,
la proposition (6.11) implique que 'on a E]*(c0) ~k, (AL '®.4); remarquons que
ceci est le terme E}* dans la suite spectrale définie au moyen de la résolution de Mac
Lane (dont on trouvera une composante pour le poids explicitée en (5.1)).

Proposition  (6.13). — Les suites spectrales E} et E7(0) correspondant aux
bicomplexes M,,(P) et /' (P, c0) sont isomorphes.

Démonstration. — 11 suffit de définir un morphisme de bicomplexes :
(6.14) Rle] : A, (P) —> AN (P, 0)
induisant un isomorphisme sur les termes E; correspondants. Or les applications :
Pis,ovirer - KR w)A L AK(P, 4, ) > RT(K(P, 7)),

définies en (6.8) pour (4, ..., 1) variable vérifiant 2#=n, sont compatibles
J

avec les différentes applications de suspension, d’oit un morphisme :

CP*...* : K(R, <21>)<_11>A .. /_\K(P) <ir+1>)<—ir+1>
- R¥[K(P, (n))]<{—n)
d’un systéme inductif indexé par I"*! dans un systtme indexé par I, compatible au
foncteur d’addition I"*'—I (a désigne le smash-produit externe d’ensembles pointés

multisimpliciaux). En appliquant le foncteur R*[ ], on obtient donc un diagramme
commutatif :
L CH

R*[K(R, (i))[K—ip®. . .OR¥[K(P, {4, ) ]{—t 41> Thrrnire] pros [K(P, <n>)[<—n>

! !

limRKR®...®LimRKP fim R{¢) limR’+!KP
T g T

I I

R¥(R)®...®R*(P) Ser” (R7+1) (P)

les fleches verticales inférieures (resp. supérieures) étant les quasi-isomorphismes (resp. les
quasi-isomorphismes partiels) qui interviennent dans la proposition (8.1) de ’appendice,
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auquel on renvoie également pour la notation et pour des précisions sur toute cette
démonstration. Or la fleche horizontale supérieure est un quasi-isomorphisme par la
proposition (6.5) et le théoréme de Whitehead, ce qui termine la démonstration, a ceci
prés qu’il reste a vérifier que les fleches R[¢]®, pour r variable, forment un morphisme
de bicomplexe (6.14). Ceci est une conséquence de la commutativité des diagrammes
que 'on obtient en appliquant le foncteur R*[ ] aux diagrammes commutatifs du
lemme (6.4) (voir (8.6)-(8.8)).

On est maintenant en mesure de définir la comultiplication promise sur Ej*(oo)
(et donc, par transport de structure, une comultiplication sur la suite spectrale E}*).
On a associé en (6.7) a chaque m : A®B—C un morphisme de R-modules bisimpliciaux :

(6.15) 6,;=0: N(A, ))®N(B, /) - N(C, i +J)

compatible aux différentes suspensions. Par le yoga usuel d’Illusie (voir I’appendice)
on remplace N(A,7) par AN(A, (¢)){—i), d’ot un morphisme d’un systeme inductif
indexé par IxI dans un systéme inductif indexé par I, compatible au foncteur évident
4+ IXI-ST

0,5 1 AN(A, <0D){—i)®AN(B, (j3)<{—j> = AN(C, <i+j)){—i—j);
en passant a la limite des systémes inductifs, on obtient un morphisme de modules
bisimpliciaux : .

0 : N(A, ©)®N(B, ) - N(C, )

tel que le diagramme suivant, dans lequel les fleches verticales ont été définies en (6.13),
soit commutatif :
0

N(A, 0)®N(B, o) N(C, o)

o(A) ® o(B) e(C)

lim(6;;)

HmAN(A, (i>)(—1)®LmAN(B, (j>){—j> “— HmAN(C, (i+j))<{—i—j>
I I I

0 induit par passage au bicomplexe associé un accouplement de bicomplexes :
(6.16) 0: AN (A, 0)®AN (B, ) > A (C, o)

qui va permettre de définir la comultiplication sur E;*(c0). Revenons au cas qui nous
concerne, ol l’accouplement que l'on considére est la loi d’anneau m : 0®0—0
associée 4 un objet O satisfaisant & nos hypothéses A1 et A2. Les morphismes de
bicomplexes A;; (6.6) (resp. 6 (6.16)) induisent des morphismes de bicomplexes :
Hom(4A,; ;, 0) : Hom(A7(0, i +j), 0) — Hom(A"(0, 1)®A(0, j), 0)

(resp. Hom(6, @) : Hom(A"(0, «), 0)) — Hom (A" (0, ©)@A4"(0, ), 0)).

107



108 LAWRENCE BREEN

Soit E*(5,7) (resp. E*(c0, 00)) la suite spectrale obtenue en filtrant le bicomplexe
Hom(A(0, 1)®A47(0, 7), 0) (resp. Hom(A" (0, c0)®A (0, ), O)) par le second indice.
Les morphismes précédents induisent des morphismes de suites spectrales :

(6.17) w(i,d)  EX(i+g) > ErG, )
(resp. (00, ®) : Ex(e0) > Ei*(oo, 0)).
Soient d’autre part :

6; ;1 Hom (' (0, i), 0)®Hom(4"(0, j), 0) - Hom(H'(0,1)®A(0, j), 0)

Papplication qui envoie un élément f®g sur le morphisme composé :
N(0, )N (0,5) 125 000 5 0 ()

et p, . l'application correspondante. Ces fleches induisent des morphismes de suites
spectrales :

0.(if)  : EF(@)®EX(G) - BrG,J)
0.(00, 0) : E*(o0) ®E*(00) — E2*(00, 00)

et ¢,(z,7) est un isomorphisme en E, 14 o lon sait calculer les termes du but et de la
source en utilisant la proposition (6.11) (C’est-a-dire sur les termes Ep°(i)®Ep‘(j)
avec s<i, t<j). Les systtmes projectifs E()®E(j) (resp. E:*(i, 7)) indexés par
I°xI° (resp. I°) sont essentiellement constants. Par passage & la limite on conclut que
p.(00, 00) est un isomorphisme. Ceci permet de définir une application composée :

0, = p,(00, )" top, (00, ) : E*(00) - E*(c0) ®E*(0)

qui est la comultiplication souhaitée.

Proposition (6.14). — La comultiplication 9, : E;*(c0) — Ei*(c0) ®Ef*(00) ainsi définie
coincide (via les identifications de la proposition (6.13) et de (5.1)) avec la comultiplication sur
AY '@y induite par la comultiplication sur Ag (resp. &fR) définie en (3.36)-(3.37),
(4.19)-(4.21).

Nous ne démontrerons pas cette proposition, qui résulte de la description explicite
de la fleche 6 par un calcul explicite qu’on épargne au lecteur. L’intérét principal de
la proposition est qu’elle permet d’identifier la comultiplication au niveau E, : pour décrire
celle-ci, on va se limiter & la composante ‘Ei*(c0) de poids p* de la suite spectrale E*(co).
Rappelons quel en est le terme ‘Ej*(c0) (voir la remarque (3.6)) :

(6.18) 'Eg #(o0) ~k, Extz*(A(*‘), R).
De méme, le terme E? de la suite duale s’écrit :

(6.19) E7 (o) =k, Tor;*(F,, Al).

(1) Avec la convention de signe usuelle dans la définition de f®g.

108



EXTENSIONS DU GROUPE ADDITIF 109

La proposition précédente implique que la multiplication sur ‘E%, duale de la comulti-
plication @, n’est autre que la multiplication naturelle induite sur le terme (6.19) par
la structure d’algebre commutative de A,, dont on a mentionné la définition dans les
rappels sur la bar-construction au chapitre III, et c’est bien ceci que ’on s’était proposé
de vérifier (voir la discussion des structures multiplicatives a la fin du chapitre précédent).
En particulier Ja structure d’algébre de ‘E2 (00)='EZ, est précisément celle qui figure
dans la proposition (5.1). ‘

7. Etude des différentielles supérieures.

Nous allons maintenant utiliser P'existence d’une structure multiplicative sur la
suite spectrale ‘Ey,, démontrée au chapitre précédent, pour calculer les différentielles
supérieures d* dans celle-ci ; on suppose p#2.

Proposition (77.1). — Soit t>o. Alors di=o pour 2<j<p—1 dans la suite
spectrale 'E%,.

Démonstration. — On a défini un morphisme de suites spectrales f:‘+'El — ‘E,
(voir la remarque (5.2) b)) et observé qu’il était injectif au niveau E2 Il suffit donc
de démontrer la proposition pour ¢=o. Rappelons que dans ce cas la suite spectrale
s’identifie par construction (voir remarque (3.1) &) et proposition (3.4)) a celle que
Lon obtient en filtrant le bicomplexe B(F:(F,)) (bar-construction réduite associée a
Palgebre différentielle F;*(F,)) par le premier degré (« nombre de barres »). Son abou-
tissement est donc ’homologie de ce bicomplexe et le terme E' (resp. E?) est bien le
complexe B(A,), bar-construction réduite associée a I’algtbre différentielle graduée
A,=H,(F#(F,) (resp. ’homologie H,(B(A,)) ~Tor*(F,, F,) de ce complexe), comme
on a eu loccasion de le constater ci-dessus (voir notamment la remarque (5.2) a@)).
Or on peut définir sur la bar-construction réduite B(C,) d’une F,-algébre différentielle
graduée quelconque G, une comultiplication :

1 : B(C)—B(C,)®B(C,)
en posant, pour 4eGC,

(71) v]([al’ L] a"])zigo [019 MR ai]®[ai+13 LR} an]'

Cette comultiplication est compatible a la filtration de B(C,) par le nombre de barres
et induit donc une comultiplication sur la suite spectrale associée a cette filtration qui,
sur le terme E'=B(H,(C,)), est définie par la méme formule (7.1) (les g; étant main-
tenant des éléments de H,(C,)). De plus, lorsque I’algebre C, est commutative, cette
comultiplication est compatible & la structure d’algebre de B(C,) (voir [25], II, page 74).

Le cas qui nous intéresse est celui o C,=F}*(F,), H,(C,)=A,. Il résulte de
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la description explicite des éléments £, et v,i(7,) de E! donnée dans la remarque (5.2) a)
que Pon a dans E? les formules suivantes :

(72) ﬂ(zm)=zm®1 + I®Zm
(7-3) 10%(7)=_ +21=ij(’7") ®,(%y)

et celles-ci suffisent & caractériser y au niveau E’, puisque les éléments £, et v,(%,)
engendrent 1’algebre H,(B(A,)). La proposition est alors une conséquence directe du
lemme suivant, appliqué successivement aux algébres E*=H,(B(A,)), E? ..., EP—2
munies des différentielles @’ correspondantes.

Lemme (7.2). — Soit U=A(%;, ...)®L(%,, ...) la F,-algébre bigraduée par
deg(g,)=(1, 2p™—2) et deg(y;(z,))=(J, 274" —J), munie de la structure de bigébre définie
par les formules (7.2) et (7.3). Alors toute différentielle d’ sur U, de bidegré (—j, j—1), compatible
a la structure de bigébre de U, est nulle pour 1<j<p—1.

Démonstration. — 11 résulte des formules (7.2), (7.3) que la bigebre bigraduée
duale de U* n’est autre que :

U*=A(E, ...)®Sym(c, ...)

ou & (resp. 7)) est lélément dual de £, (resp. 7,), munie d’une comultiplication
v : U - U*®U* définie sur les générateurs de U* par les formules :

(7-4) V(&) =E,®1+ 10,
(7-5) V() =1®1 +181.

La différentielle d; transposée de d’ envoie les éléments primitifs de U* sur des éléments
primitifs, puisque d; est compatible a v. Or, les seuls €léments primitifs de U* sont les
duaux des indécomposables de U, c’est-a-dire les &;, et les (1})” pour tout s>o, de
bidegrés (1, 2p™—2) et (p°, (2p"—1)p°) respectivement, duaux de &, et v,.(%,). En
particulier, le premier degré de ces éléments primitifs est toujours une puissance de p.
Ainsi d;, qui est de bidegré (j, 1—j) est nécessairement nulle sur les générateurs &,

et 7, de U*, ce qui termine la démonstration du lemme.

Il nous faut maintenant examiner la différentielle d?~* dans °E?~*. Il sera agréable
de commencer par raisonner comme ci-dessus dans la suite spectrale duale E}*. Il nous
suffira de connaitre d, ; sur les générateurs de

(7.6) E;y_=Ey=A(®], ...)®Sym(t, ...).

L’argument de primitivité employé dans le lemme précédent implique que
(7.7) d,_s(t)=0
pour tout z, puisqu’il n’y a aucun élément primitif dans E}*_, de bidegré (p, 2" —p 4 1).

Par contre d,_,(;) a quelque chance d’étre non nul puisque c’est un élément de ’espace
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vectoriel E2:%7"~? engendré par I’élément primitif (t],_,)?. Le but principal de ce chapitre
est la démonstration de la formule suivante, pour tout m>1

(7.8) dy_1(Er) = a(th— 1)

(e désignant un scalaire non nul). Les formules (7.7) et (7.8) permettent alors de
calculer E, facilement. On verra ensuite que toutes les différentielles d; sont nulles pour
Jj>p, ce qui terminera ’analyse de la suite spectrale.

En fait, on va calculer directement la différentielle dans E*, plutét que dans sa
duale E, comme on l’a fait pour les différentielles de plus bas degré. La formule a
démontrer est alors, pour a0

(7-9) 7 ¥y (T —r)) = -

En I’état actuel des connaissances, on ne dispose d’aucun procédé permettant de calculer
une telle différentielle directement. En effet E* est, comme on I’a vu, une suite spectrale
associée 2 la filtration par le nombre de barres de la bar-construction réduite B(C,) associée
a Palgebre différentielle graduée C,=F;'(F,)

(7.10) E?=Tor™%)(F,, F,) = Tor%(F,, F,).

Or, C, est dans le cas présent une algébre sur laquelle on a peu de prise. Aussi convient-il
de la remplacer par une algebre différentielle graduée plus élémentaire, pour laquelle
les propriétés de la suite spectrale (77.10) correspondante sont mieux connues. On prendra
pour remplagante de G, l'algebre C,(X) des chaines (& coefficients dans F,) associée a
un H-espace convenable X. Dans ce cas (7.10) prend la forme :

(7.11) F2= TorH*(x’Fl')(Fp, Fp); = H,(Bx, F,)

et n’est autre que la suite spectrale dite d’Eilenberg-Moore (ou de Steenrod-Rothenberg,
voir [58], [59]) permettant de calculer ’homologie du classifiant By de X a partir de
celle de X.

L’espace X que l'on va considérer est donné par :

(7.12) X = ILK(F,. 27),

que ’on munit d’une multiplication définie de la fagon suivante : soit F le foncteur de
la catégorie homotopique dans la catégorie des groupes abéliens, qui & tout espace Y
associe la série formelle 1+a,®+. .. 4ay% +... avec geH(Y, F,), la loi de groupe
étant la multiplication des séries formelles. Il résulte du théoréme de représentabilité
de la cohomologie par les objets d’Eilenberg-Mac Lane (rappelée dans la propo-
sition (2.13)) que Pespace X représente le foncteur ensembliste sous-jacent a F, ce qui
définit sur X une loi de H-espace u : XXX —X. Pour simplifier la notation, posons :

(713) K1=K(Fp> 21)
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et appelons 9, : K,—>X (resp. ¢,:X—K,) linclusion (resp. la projection) naturelle.
Alors le diagramme suivant est commutatif, comme il résulte de la définition de u (la
fleche horizontale inférieure désignant I’accouplement du cup-produit) :

XxX —» X
T
(7.14) On X0om Ensm
KnXKm — I{n+m

Notons maintenant C,(Y) le bicomplexe F,[Y]™ des chaines modulo p associées a un
espace Y. Le diagramme précédent induit par passage aux chaines le carré supérieur
du diagramme commutatif de complexes suivant :

C(X)®G,(X) —— > C(X)
an®9nT lsm-m
CK,)®C(K,) ——— C(K,,.)
T_2n @T_2m lT-zn-zm
(7.15) C.(K,)(—2n)®C,(K,)(—2m) —— C(K,,,)(—2n—2m)

!

limC,(K,)(—#)®lmC,(K,)(—m) —> lImG,(K,,,)(—n—m)
I I I

o(Fpl 1,Fp) ®e(Fpl 1,Fp) To(Fp[ 1,Fp)
F(F,)® F(F,) —— F(F,)

T_,, désignant le morphisme de translation de degré —a2n, et o(F,[ 1, F,) le quasi-
isomorphisme partiel de complexes associé a la fleche correspondante décrite en (2.43).

Les propriétés de commutativité de la loi de H-espace p sur X (qu’on se gardera
bien de confondre avec la loi de groupe induite par la structure de groupe abélien
simplicial de chacune des composantes K; de X) sont décrites par le théoréme suivant
de G. Segal, dont on trouvera la démonstration dans ([60] (proposition (1.1))).

Théoréme (77.3). — L’espace X, muni de la loi de H-espace p décrite ci-dessus, a le type
d’homotopie d’un espace de lacets infini.

Or, dés que X est un double espace de lacets, I'algebre H,(X, F,) est commutative
et 'on sait que la suite spectrale (7.11) est munie d’une structure multiplicative qui, sur
le terme E? décrit en (7. 10), coincide avec celle qui est induite par la structure d’algébre
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commutative de H,(X, F,). Lorsque X est soumis & la condition plus restrictive d’étre
un triple espace de lacets, cette suite spectrale a d’autres belles propriétés. Tout d’abord,
l’algebre des chaines modulo p C,(X) est munie d’un cup-1-produit au sens de Dyer-
Lashof :

Ut GX)@G(X) > Gy 44(X)

(voir [g7], déf. 2, [46], § 6), ce qui permet d’associer de maniére récurrente a un élé-
ment xeHy, (X, F,) de degré impair des éléments g; dans C,(X) :

ay=x
I .
ai=—_(xL11ai_1) 1<g<p.
i

On montre (voir [46], remarque (6.9), [37]) que ces éléments satisfont aux relations :

(7.16) do= X a_;
1<ji<i
dans Plalgébre G,(X) et que la classe {x)PeH,,, »(X,F,) du cycle
"p=ls§<pajap—j

est indépendante du choix des éléments g¢,cC,(X) (1<¢<p) satisfaisant aux rela-
tions (7.16). L’importance de la classe <(x)? provient du fait suivant, démontré par
May dans ([45], théoréme 6) (on travaille dans la suite spectrale (7.11)) :

Proposition (7.4). — Soit xeH,y, (X, F,). Si lon désigne par v,(x) la classe dans
E vy »=Elzp_p de Pélément [x,...,x] de E}, _ =ky, ,H(X)®? (k, désignant,
comme toujours, la partie homogéne de degré t de Ialgébre graduée considérée), alors :

4" (g (%)) =[<x>7]
o [y] désigne Pimage dans EY 7' d’un élément yeE; ,~H (X).

Or la proposition (7.4) a été en fait démontrée par May dans le cadre général
d’une suite spectrale (7.10) associée a une algebre différentielle graduée quelconque C,.
Elle reste donc valable lorsque C,=F;*(F,) et nous fournit donc un procédé de calcul
des éléments d”~*(y,(7;)) dans la suite spectrale fondamentale E;,, puisque la définition
de v,(x) que l'on vient de donner est compatible avec celle des éléments v,(7;) donnée
précédemment (voir la remarque (5.2) a)). Compte tenu de la commutativité du
diagramme (7.14), le calcul d’une classe [(x)”] (donc de Pélément d?~'(y,(x)))
peut se faire indifféremment dans la suite spectrale (7.11) associée a 1’algebre C,(X)
ou dans la suite spectrale (7.10) associée a F'(F,). Plus précisément, pour tout n>s,
on a I’énoncé suivant :

Proposition (7.5). — Sotent xeH,, . _(K(F,,2n), F,) e x'eHy, 4 (X, F)
(resp. x""eH,,_,(F;'(F,))) son image par 8, (vesp. par stabilisation). Alors (x"" )P est la classe
dans Hy,, o(FH(F,)) du stabilisé de Pélément (c,,),((x' YP)€Hyy, s g o(K(F,, 2np), F,).
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En particulier, la proposition (7.4) implique maintenant que I’élément
&Py, (¢") B by

est la classe du stabilisé de I'élément (e,,),(<*">*) =(g,p)4(d,_1(v,(*))) (y,(x") désignant
comme d’habitude la classe dans Ef5)  de Pélément [«, ...,x] de E;,, , dans
la suite spectrale (7.11) associée a C,[X]), et 'on peut donc, comme on I’a annoncé,
faire le calcul de d”~'y,(x) dans 'une ou l'autre des suites spectrales considérées. Or,
si toutes les propriétés des suites spectrales utilisées jusqu’a présent étaient valables
pour chacune de celles-ci, il en est une qui n’est connue pour l'instant que pour la suite
spectrale (7.11), alors qu’elle n’est qu’au stade conjectural dans le cas de la suite spectrale

générale (7.10) (voir [46], remarque (6.9)).

Théoréme (7.6) (S. Kochman [37], corollaire 20). — Soit X un triple espace de lacets.
Alors Uopération homologique :

<P Hy (X, Fy) > Hyy 5(X, F)

définie ci-dessus s’identifie @ Popération de Dyer-Lashof — BQ°.

(Rappelons que les opérations de Dyer-Lashof sont & I’homologie d’un espace de
lacets itéré ce que les opérations de Steenrod sont a la cohomologie d’un espace
quelconque. Pour leur définition précise, voir [22], [37], [46].)

Il résulte du théoréme (7.6) et de la proposition (7.5) (et des remarques qui
suivent celle-ci) que la formule (7.9) est conséquence immédiate de la proposition
suivante :

Proposition (7.7). — Pour tout i>o0 et tout n>p', soient x,cHyy, i _1(K(F,, 2n), F,)
une classe d’homologie dont la stabilisée est v eHy, ((F(F,))=kyi_s(A,), et x; Pimage
de x; par 9, dans Hy,, | i (X, F,) (X désignant a nouveau Pespace (7.12)). Alors :

(epn)- (—BQHP(x)) +o0.

Démonstration. — On notera, pour tout j>o, par P! opération homologique
dont la transposée est 'opération (cohomologique) de Steenrod PJ, et par B I'opération
de Bockstein en homologie. Si ¢,eH,, (K,)~F, désigne, avec la notation (7.13), la
classe canonique associée a I’élément 1€F,, et i est son image par 9, dans Hy(X),
il suffit de démontrer la formule :

(7.17) (epn)o (P PP . . PPRQrHPx) =1

puisque Jes opérations Pi sont naturelles et commutent notamment avec (g,,),. On
examine le cas ol i=o0 séparément ; il faut alors démontrer que :

(7.18) (Epn)(P.BQ T 7) =1
Or il résulte des relations de Nishida ([50], [46], théoréme (9.4)) que :
P,BQ* () = QUPIB(x;) = Q'B(7)
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puisque P est application identique. Or B(ty)=1 par définition de t,eA,, d’ou :
QB(x) =Q'% = (1)",

la derniére égalité résultant des propriétés usuelles des opérations de Dyer-Lashof puisque

deg ¢, =2n. Enfin, la commutativité du diagramme (7.14) implique que (c,,).(2)? = iy,

d’ott la formule (7.18).

La démonstration de la formule (7.17) pour i>o0 se fait de la maniére suivante :
les relations de Nishida impliquent que pour tout s>o

(7-19) PY(BQP(x()) =BQ 7 (%] _y)

puisque 'on a les relations Br,=Pit,=o0 lorsque k>0, i+~ alors que P* 'z, =1z, ..
La formule (7.17) se démontre par récurrence sur ¢ en utilisant les formules (7.19)
et (7.18). Ceci acheve la démonstration de la proposition (7.7) et donc la démonstration
de la formule (7.8), qui, avec (7.7), caractérise la différentielle 4, ;.

Remarque (7.8). — On a vu que Palgébre Fj(F,) était « aussi commutative »
que P'algebre des chaines sur un espace de lacets infini. La proposition précédente montre
les limites de cette commutativité ; en effet, si I'on pouvait remplacer F}*(F,) par une
algebre différentielle graduée commutative G, qui lui soit quasi isomorphe en tant qu’algébre,
la différentielle 4?7~ dans la suite spectrale (7.10) associée a C, satisferait & la formule
d*'(y,(Tu_1))=0, ce que contredit (7.9). Pour une discussion de ce phénoméne dans
un tout autre langage, voir ([5], introduction et VI, 4).

Il est maintenant facile de calculer le terme E, dans la suite spectrale (7.10)
puisqu’on dispose des formules (7.7) et (7.8). Soit Qx(#,, ..., x,) ’algébre de polynémes
tronqués R[x,, ..., x,]/(#], ..., x), munie de la bigraduation définie en attribuant un
bidegré (1,7) au générateur x;. On abrége Qpf, en Q.

Proposition (7.9). — E,~E,~Q (1,7}, ...), o 7 est de bidegré (1, 2p'—1).

Démonstration. — On montre tout d’abord que E,~Q (7, ...), ce qui est consé-
quence immédiate du fait que (E,_,,d,_;) est le classique complexe de Koszul. La
comultiplication sur E, est de nouveau donnée par (7.5), et 'argument de primitivité
employé dans la démonstration du lemme (7.2) montre directement que toutes les
différentielles supérieures d; (j>p—1) sont nulles sur les générateurs t; de E,.

Ceci termine notre calcul : par exemple, le terme E® de la suite spectrale duale
est Ialgebre

E*~Q,(7, 715 -+ -)s

compte tenu de la formule (7.5) définissant la comultiplication dans E_. De méme,
Pinjectivité du morphisme de suites spectrales f!:'E! —°E: au niveau E?*=E?P~!
(voir la remarque (5.2) b)) permet de déduire de la proposition (7.9) les propriétés
correspondantes de la suite spectrale ‘EZ,. On trouve :

(7.20) EPRE ~Q (% Tryns - - )
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7, ayant le méme bidegré que ci-dessus, et donc :
3 ~ *

(7.21) Eo>Qu(th T st -+ 1)

Il reste a rassembler ces informations. Puisque :

Ext'(0, 0)~E 2 Qp(t], 74y, - - -),5

on a démontré I’analogue de la proposition (5.3) :

Proposition (7.10). — Soit O un objet satisfaisant aux hypothéses A1 et A2, sur un anneau
de base R de caractéristique premiére impaire. Alors, on a un isomorphisme de R-modules gradués :

EXt*((p: 0) :gBOQR(T:, Tt+1’ .- ')’

les générateurs < des termes de droite étant gradués par le degré total deg(t;) = 2p°.

L’action de End(0) s’explicite comme dans le cas de caractéristique 2 : si Pon
note 7, ; (pour s>j>o) le terme 7} dans la (j+ 1)-iéme composante Qg (7}, 7} 4, .. .)
de Ext*(0, 0), 'action de FeEnd(0) est caractérisée par les formules :

(7.22) 5 F=Fe,—%, pour r<s
(7-23) T oF =F1} y=0 pour r>s.

Ainsi, pour tout j>o, Ext¥(0, 0) est un (H, H%-bimodule monogéne engendré par
un élément o, =7, ..., 7, 5! de degré 2j, les «, étant les entiers qui interviennent
dans le développement p-adique de j :

J =i§0 w1, 0<o<p.

Les relations (7.22)-(7.23) entrainent les relations :
Foold 1o — o Foli +1— g

et Flo—=p,F'+0 pour ¢<y,(j)+1, d’ou le théoréme (1.3).

Remarque (7.11). — a) Une fois la proposition (7.9) démontrée, il n’y a plus lieu
de distinguer le cas ou la caractéristique est paire des autres, ce qui explique que I’énoncé
du théoréme (1.3) englobe ces deux cas. Comme on I’a vu, il n’en est malheureusement
pas de méme de la démonstration.

4) On peut donner un énoncé plus compact du théoréme (1.3), du moins lorsque
la base R est le corps fini F, : Ext"(0, @) est isomorphe (en tant que End(0)=F,[F]-
module gradué) au F,[F]-module gradué sous-jacent a l’algébre graduée commutative
Sym(F)®g, T'(Q)/I, ot F est de degré o, Q de degré 2 et I 'idéal engendré par les
éléments Fi*'y, (Q) pour tout j>o. C’est une simple traduction du théoréme (1.3),
lorsque l'on note v,;(Q) l'élément <.

Ceci justifie la conjecture suivante, lorsque la base est le corps F, :

Conjecture (77.12). — Ext*(0, O), muni de sa structure d’algébre graduée définie par le
produit de Yoneda, est isomorphe, en tant qu’algébre graduée, a Ialgébre Sym(F)®T'(Q)/I.
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Remarque (7.13). — Si, comme on vient de le voir, on ne sait pas calculer la
structure multiplicative de Ext*(0, 0), il n’en est pas de méme de la structure comulti-
plicative induite par la loi d’anneau de @ : la construction de la comultiplication sur
la suite ‘spectrale fondamentale montre que cette comultiplication :

v: Ext'(0, 0) - Ext*(0® 0, 0) ~Ext*(0, 0)®Ext*(0, 0)

est donnée sur chacun des générateurs de la composante Q z(<}, 7}, 1, ...) de Ext*(0, 0)
par la formule (7.5).

Dans ce travail, on s’est borné a étudier les extensions de G, dans la catégorie
des faisceaux de F,-vectoriels. Indiquons briévement quelle est la situation lorsque I’on
se place dans la catégorie des faisceaux de groupes abéliens. Il y a dans ce cas deux
maniéres de procéder. La premiére consiste a aborder la question de front et a refaire
tous les calculs précédents en remplagant F, par Z. Il faut notamment remplacer I’algébre
A,~H,(F(F,)) par lalgébre H,(Z*(Z)). Or, si cette algebre (P'algébre d’homologie
entiere du spectre d’Eilenberg-Mac Lane K(Z)) est connue (voir [16]), on n’en possede
pas de description élémentaire analogue a celle donnée par Milnor pour A,, bien que
ce soit une sous-algébre de celle-ci. Le calcul du terme E! (et a fortiori E¥) de la suite
spectrale est donc plus délicat.

L’autre maniére de procéder est plus élémentaire. Elle consiste & considérer la
suite exacte suivante, qui relie les extensions de faisceaux de F,-vectoriels aux extensions
de faisceaux abéliens sous-jacentes : '

. = ExtimY(G,, G,) - Ext;,"}(G,, G,) - Exti"¥(G,, G,)
- Ext (G,, G,) - Exty(G,, G,) - Ext'\ " {(G,, G

) > ...

Puisque Exti(G,, G,)=o0 pour ¢ impair, ceci se réduit & une série de suites exactes
a quatre termes (pour tout j>o0)

0> Ext¥—1(G,, G,) — Ext¥~%(G,, G,) - Ext¥(G,, G,)
— Ext¥(G,, G,) — o.

Il ne reste plus qu'a calculer la fleche centrale Ext¥~2(G,, G,) - Ext3(G,, G,), qui
est une sorte de Bockstein. Il semble que ce soit Ja multiplication par I’élément Q de
degré 2, dans I’algebre Ext} (0, 0). Ceci permettrait de conclure, si ’on savait démontrer
la conjecture (7.12). Quoi qu’il en soit, ces deux approches fournissent des résultats
trés partiels en bas degrés, qui concordent avec les résultats déja connus (voir [11],
proposition 2). On est amené a formuler la conjecture suivante qui, a la différence de
la conjecture (7.12), n’est méme pas connue lorsque I’on oublie les structures multipli-
catives (on suppose de nouveau que la base est le corps fini F,).

Conjecture (77.14). — Sous les hypothéses du théoréme (1.3) sur O, Exty(0, 0) est isomorphe
en tant qu’algebre graduée a :

Sym(F)® A(z,, £)OT(Q)[J
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J étant Pidéal engendré par les éléments

F&i, 7oy, Fitiy,(Q), Frlny(Q)
(pour tous 1, j>0). Les degrés des générateurs sont donnés par les formules suivantes : deg(F)=o,
deg(wo) =1, deg(d,)=2p—1, deg(Q)=2.

Appendice : spectres et stabilisation

La question de la construction des foncteurs stabilisés F**( ) d’un foncteur F,
satisfaisant aux propriétés d’associativité énoncées dans la propriété P2 du chapitre II
est liée a la question de la construction, dans la catégorie des spectres (au sens des
topologues), d’un smash-produit qui soit associatif. On sait que c’est la 'un des points
les plus délicats de la théorie des spectres, et qu’il a été examiné par divers auteurs (voir
notamment [4], [67], [1], III, [4], [32]). La construction d’Illusie employée ici, qui
s’applique pour l'instant aux seuls spectres d’Eilenberg-Mac Lane, a le défaut de faire
intervenir des objets n-simpliciaux et de définir F*( ) au moyen d’un trés gros
diagramme. Ces défauts sont rachetés par le caractére simplicial de la construction
trés bien adaptée au cadre des topos. L’aspect fonctoriel et la rigidité de la construction
font que les énoncés d’associativité qui nous concernent découlent formellement des
propriétés correspondantes des objets d’Eilenberg-Mac Lane mentionnées dans la
proposition (2.18). La seule autre définition de type simplicial d’un spectre est due
a Kan ([35], [66]) et le smash-produit (dont on trouvera la définition, fort délicate,
dans [36]) ne possede pas, semble-t-il, de bonnes propriétés d’associativité.

Voici une esquisse de la construction d’Illusie, qui peut servir de guide pour la
lecture de [34], VI, § 11. On commence par associer & un A-module P, au moyen du
théoréme de Dold-Puppe (lemme (2.15)), le A-module simplicial K(P, (n>) dont
le normalisé est le n-complexe P[1,...,1], concentré en multi-degré (1, ..., 1).
Remarquons que pour deux A-modules P et (), et deux entiers p, ¢>0, ona un isomor-
phisme de modules (p -+ ¢)-simpliciaux :

(8.1) K(P, (p)@K(Q, () ZK(POQ, {p+ )

(® désignant comme toujours le produit tensoriel externe). En particulier, ceci permet
de définir un morphisme de suspension (n - 1)-simplicial en utilisant (8.1) pour n=1

et le morphisme canonique A®P 5P
AL

S'AK(P, (n)) — K(A, (1))AK(P, (n))
— K(A, (1))®K(P, (n)) - K(P, (n+1))

(ot A est le smash-produit externe), d’ol par adjonction une application de « degré 1 » :
K(P, <n)) > K(P,<{n+1)) qui identifie K(P, {n)) avec la partie de K(P, (n4 1))
dont le premier indice est 1. De méme, une application similaire :

K(P, <np)AS' - K(P, {n+1))
permet d’identifier K(P, (z)>) a la partie de K(P, {(n+1)) dont le dernier indice est 1.
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Ces deux applications de suspension sont homotopes, et la question qui se pose
dans toute définition du smash-produit de deux spectres est de savoir comment les
relier. La solution adoptée par Illusie consiste & observer que, dans le cas des objets
d’Eilenberg-Mac Lane qui nous intéresse, il existe en fait n4-1 applications de suspension
(de degré +1) :

d: K(P, (nd) - K(P, (nt+1))

obtenues en identifiant K(P, (n)) a la partie de K(P, {n+ 1)) dont le j-iéme indice
est 1. Si Pon applique le foncteur F que ’on souhaite stabiliser, on obtient z 4 1 fleches
FK(P, <n)) - FK(P, (n+1)). Il est maintenant commode de translater chacun des
objets n-simpliciaux FK(P, (n)) par {(—n)=[—1,..., —1], ce qui est possible,
puisqu’on sait le faire dans la catégorie des n-complexes et que I'on dispose du théoréme
de Dold-Puppe déja cité. On obtient ainsi un diagramme indexé par Ja catégorie I
des ensembles finis (avec les applications croissantes injectives pour morphismes) :

FK (P, <0))<0> Z FK(P, <1))<{—1> F ... FK(P, <m))<—n> =

Le n-ietme terme G(n)=FK(P, (n)){—n) du diagramme est un objet n-simplicial et
la i-¢me flecche G(n) - G(n+1) envoie G(n); . ; dans G(n+1); . o .. ;. Elle
se prolonge en un morphisme d’objets (z+ 1)-simpliciaux G'(n) - G(n4 1), G'(n) dési-
gnant Pobjet (n- 1)-simplicial constant le long de son ¢-¢éme indice obtenu a partir
de G(n). Par application du foncteur (z - 1)-diagonale, on obtient finalement un mor-
phisme d’ensembles simpliciaux AFK(P, (n))<{—n)> - AFK(P, <n+ 1>){—n—1>; en
rassemblant toutes ces fléches on construit ainsi un systéme inductif FK(P) d’ensembles
simpliciaux indexé par I :

AFK (P, <0))<0> = AFK(P, (1>){—1)...AFK(P, {m)){—n)

.....

C’est ce diagramme qui, dans la théorie d’Illusie, remplace le diagramme naif :
FK(P, 0) > FK(P, 1) > ... > FK(P, n)

(S désignant la fleche de suspension de degré -+ 1, qui n’est d’ailleurs définie que sur
les complexes associés aux FK(P, n)).
On pourrait maintenant passer a la limite et définir en premiére approximation
tPY 13 . . .. y
e (P)—hTm)FK(P), ce qui serait adéquat pour les applications qu’on a en vue. En

fait Tllusie préfere tout d’abord remplacer limFK(P) par sa résolution standard (définie
T

par exemple en [28]). C’est un module simplicial dans la catégorie des modules sim-
pliciaux, autrement dit un module bisimplicial. Illusie réserve la notation F*(P) a
Pobjet diagonal associé et nous nous conformerons & cet usage.

Il reste a vérifier que 'homologie de F*(P) est bien le foncteur dérivé stable de F
en P. Le point de départ est 'observation que chacun des FK(P, <{x)) a le type d’homo-
topie de FK(P, 7). Ainsi I’homologie du complexe associé a chacun de ces termes coincide
bien, a translation par n prés, pour P projectif, avec le foncteur dérivé gauche L;F(P, n)
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de Dold-Puppe. Quant aux morphismes de transition, ils sont tous homotopes entre
eux, et ils coincident au niveau de I’homologie avec I’homomorphisme de suspension :

S: Ly ;F(Pn) > L,y F(P,n41).

Le systeme inductif obtenu a partir de FK(P) par passage a I’homologie est donc
essentiellement constant de valeur :

LEF(P)=L, F(P,n) (i<n).

On démontre alors la proposition suivante, mentionnée dans I’énoncé P1 du chapitre II.

Proposition (8.1) ([34], notamment VI, proposition (4.6.12)). — Soit un foncteur
F : (A-mod) — (B-mod).

1) Pour tout A-module P (et plus généralement pour tout A-module simplicial P), il existe
un quasi-isomorphisme canonique de B-modules simpliciaux :

¢(F, P) : F(P) > L imFK(P).

2) L’application canonique L imFK(P) — limFK(P) est également un quasi-isomorphisme.
T T

3) Pour tout n, Papplication FK(P, (n)){—n)>— 1_1§FK(P) est un n-quasi-isomorphisme.
Autrement dit : !

H,(Lim FK (P)) ~H, , ,FK (P, n)

pour tout 1<n.

En fait 1) résulte de la définition de F**(P). D’autre part, par abus de langage,
on a noté dans le texte par p(F, P) I'application composée des quasi-isomorphismes
mentionnés en 1) et 2).

Mentionnons enfin que le point non formel dans la démonstration est g), qui
est essentiellement 1’énoncé de la commutation de ’homologie au passage a la limite
inductive. Ceci n’est pas immédiat, puisque la catégorie d’indices I n’est pas filtrante,
et nécessite une démonstration assez délicate.

Pour ce qui est de la démonstration de la propriété d’associativité P2 du chapitre II,
on renvoie a [34]; bornons-nous a remarquer a ce propos que la propriété d’associativité
résulte de manieére purement formelle de la proposition (2.18) et du fait que I’on n’a
pas fait de choix arbitraire de la suspension FK(P, <n)) -~ FK(P, {n+ 1)), mais au
contraire inclus les z+4 1 candidats naturels dans la définition de F*(P). Attirons
enfin I’attention du lecteur sur I’analogie suivante ; Illusie construit a partir des familles
de fleches induites sur les chaines par les accouplements du cup-produit :

R[p] : R*K(R,)®R*K(R, j) > R*K(R, i +})

une structure d’anneau simplicial R*(R)®R¥(R) - R%(R) sur R¥(R) (et par le
méme procédé une structure de R*(R)-module sur R¥(P), pour tout R-module P).
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D’autre part, on a affirmé au cours de la démonstration de la proposition (6.13) qu’on
pouvait associer aux fleéches :

(8.2) R+[K(R, i)]OR*[K(P, /)] - R**K (P, i+j)
définies en (6.7), une application stabilisée :
R*%(R)®R*(P) — (R2)*(P).

Les deux constructions se font par le méme procédé, au sujet duquel il convient d’apporter
quelques précisions, inspirées par ce que l'on connait des spectres dans les diverses
situations topologiques, et qui ne figurent pas dans [g4].

On travaille dans un topos fixé. Soient $‘” ’ensemble & deux éléments de T,
pointé par 'un d’entre eux, et S’ la 1-sphére simpliciale pointée de T, engendrée par
un 1-simplexe non dégénéré. On définit la n-sphére n-simpliciale en posant :

S =SB ASD
et Pon a un isomorphisme R*[S]~K(R, (n)) de R-modules n-simpliciaux, et donc

un morphisme de Hurewicz £ :S* — K(R, <(n}). Les S, pour n variable, forment
un diagramme S indexé par la catégorie I, lorsque I’on définit la j-iéme fléche :

i Qe n+1)
& S =S

par : dj(Xi1> v X)) =(Xips e X,.],_l, e, X,.j, cees X )
On remarquera que 4 envoie un élément de multidegré (i, ...,4,) sur un
élément de multidegré (i, ...,%4_q, 1,2, ...,%,). Appelons diagramme spectral un

objet de ce type, et diagramme bispectral un objet du méme type indexé par la
catégorie IxI, le terme X;; indexé par (7,j) étant un ensemble (¢--j)-simplicial. Le
smash-produit externe XAY de deux diagrammes spectraux est de maniére naturelle
un diagramme bispectral de terme général X;AY;. On appellera accouplement des
diagrammes spectraux XAY dans Z un morphisme de diagrammes XAY—Z compatible
avec le foncteur somme -+ :IxI-—I.

Exemples (8.2). — Pour toute paire de R-modules P et Q, la fleche composée
de la projection canonique K(P, (p>)AK(Q, {¢g>) = K(P, (p>))®K(Q, (g>) et de
Papplication (8.1) définit un accouplement du cup-produit :

veq ¢ K(P)2AK(Q) —~K(P®Q),

K(P) désignant le diagramme spectral d’Eilenberg-Mac Lane, de terme général K(P, (n)).
Par composition avec le morphisme de Hurewicz, cette fleche permet d’associer a
tout R-module P un accouplement de suspension :

o : SAK(P) 223 K(R)AK(P) =3 K(P).

Enfin, les variantes multisimpliciales des fléches (6.13) vont permettre de définir
de la méme fagon un accouplement ¢, : K(R)AK(P) - RK(P); c’est le composé :
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K(R)AK(P) -~ R*[S]AK(P) 2% R+[S]ARTK(P)
R*[o]

—> R*[S]®R*K(P) —> R*[SAK(P)] —> R*[K(P)].

‘Toutes ces fleches sont des morphismes de diagrammes bispectraux, sauf la derniére qui
est un accouplement de diagrammes spectraux. La fleche composée en est également un.

Considérons maintenant des diagrammes spectraux (resp. bispectraux) en R-modules
du topos T (plutét que les diagrammes en ensembles que ’on vient d’examiner). On
définira un accouplement de diagrammes spectraux en R-modules A®;B—C en
remplagant dans la définition d’un accouplement le produit ensembliste externe pointé
par le produit tensoriel externe. Par exemple, un accouplement o« :XAY—Z de
diagrammes spectraux induit par passage aux chaines un accouplement des diagrammes

de R-modules associés :
Rla]

R[X]@R[Y] > R[XAY] 25 R[Z].
Les accouplements vy p et @p induisent notamment des accouplements :
R*(vgp) : RTK(R)®QR*K(P) -~ RTK(P)
et : R*[®;] : RTK(R)®@R*K(P) - (R*)2K(P).
Il résulte du lemme (6.4) que des diagrammes suivants sont commutatifs (@ et ¥
désignant les foncteurs (6.1) et (6.2)).

R+*K(R)®R+K(P) 3 (R*)2K(P)

(8.3) ' —_ R [@(K(P)]
RTK(P)
RH[®p]
R*K(R)®R*K(P) (R*)2K(P)
(8.4) DK(R)®1 D(R{K(P))

R*{o]

K(R)®R*K(P) —» R*[S]@R*K(P) —> R*K(P)

R*[S]@RTK(P) s R+K(P)

(8.5) RY#]®1 R*¥(K(P)

v v
R*[K(R)]@R*K(P) % (R*)2K(P)
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La méthode de stabilisation des foncteurs définie par Illusie peut maintenant étre
résumée en une phrase. G’est une machine qui permet d’associer (par le procédé de passage
a la limite décrit au début de cet appendice), a un diagramme spectral de R-modules A
(resp. 2 un accouplement de diagrammes spectraux de R-modules AQB—C) un
R-module simplicial A* (resp. un morphisme de R-modules simpliciaux A®*®yB* — C%),
d’une maniére qui préserve I’associativité des accouplements. En particulier, pour
F : (S-mod) —(R-mod) et P un S-module, on pose F*(P)=[FK(P)]**. Les accou-
plements associatifs R*[vp o] (resp. R*[®,]) induisent donc bien des morphismes.
R*P)®R*(Q) - R*(P®Q) (resp. R¥R)®R*(P) - (R*)*(P)) possédant les pro-
priétés d’associativité requises. De plus les diagrammes (8.3)-(8.5) induisent des
diagrammes commutatifs :

R*R)®R*(P) — (R*)*(P)
(8.6) R RA®]

(R)*(P)

(R)*(R)®@gR*(P) —> (R%)*(P)

(8.7) 2®1 O[RH ]
ROz R*(P) = RY(P)
R®,R*(P) —= 5 R*(P)
(8.8) #®1 RH¥]

R*[o]

RE(R)ORH(P) =5 (R?)%(P)

dans lequel on s’est servi de la remarque (2.24 5)) pour identifier id*(R) avec le
R-module simplicial constant R. Ces trois diagrammes sont ceux auxquels il est fait.
allusion a la fin de démonstration de la proposition (6.13).
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