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COHOMOLOGIES ET DEFORMATIONS
DE CERTAINES ALGEBRES DE LIE Z-GRADUEES

Faouzi AMMAR

0-1 SYSTEME COMPLETEMENT INTEGRABLYE BT EQUATION ISOSPECTRALS DE LAX

Définitions et notations :

Soit M une variété diffdérentiables -
Une structure de Poisson sur M, est définie par la donnée d'une application
bilinéaire antisymétrique de C (M) x C”(M) dans C™(M) notée :
(f ' g) —_— I} ' ],vérifiant les conditions suivantes :

L
a/{} ,g.{}={}', }h +{} ,h}g

b/ Identité de Jacobi :



b/ Identité de Jacobi :
oo Bl B b e
La variété M est appelée variété de Poisson .
A toute fonction f € CT(M), sur la variété de Poisson M, on peut associer son
champ de vecteurs hamiltonien Xf, il est défini par la proprété suivante :
Pour toute fonction g e,C“KM), on & Xf.g = -{% , :}
Exemples :

a/ Une variété symplectique (M ,J5.) est une variété de Poisson :
pour tout couple (£ ’ g) d'é1ément de d”(M), le crochet {% , g:}est donné par :
{f , & =.Jz,(xf , xg)

ol Xf et Xg sont les champs de vecteurs hamiltoniens, de hamiltoniens f et g
données par :
af = i(Xf)J’L dg = i(xg)SL

b/ Soit G une algdbre de Lie de dimension finie ; ¢* son dual pour

tout couple (f , g) d'éléments de C“TG*) et tout x € G* .
On pose : {f , g}(ﬂ) = é(, [df(q) ’ dg(°()J>
Cela définit une structure de Poisson sur G*, dite structure de Kirillov-

Kostant-Sauriau .

Equation isospectrale de Lax :

Soit un ensemble de matrices de la forme :



a .o
1 o] 82 (o] (o} (o}
(o} a:_) o] 8.3 (o} esee O
L=} '
:1. -] - < . @ - & - °

) .) ) ) ) .)an—1

. . . . v.)a ' 0
) ) ) J /oy
ou a,, ...... a, sont drs entiers positifs, le3 valeurs propres de L soni

réels et simples .

Lax considére les équations différentiziles de 1, forme :

(1Y L = [P , g]

B 0 )
2,8, 0 ‘ .
o 0 0 a8z ) i
-a18.2 0 ° . - -
P = fo) . . o ]
c - #n-22n-1
0/ \ ) '/‘ 0) 0 o
4 . . -a a * (o] * 6
: ' n-2 n-1
-/ s/ /S 7 |
1'équation (1) s'écrit sous la forme suivante :
* 2 2
2 —1 ( - =4 2 ..... -
(@) oy = alagy o) k=1, 2, » =
do =an_: [e}

alors les codfficients du polyndme caractéristique de L sont des intégrales

premidres du syctdme (2)

On va introduire quelques notations utiles par la suite .

Soit G une algébre de Lie réelle de dimension finie, G et G~ deux de ses



+ - . - RN R
sous algeébres telles que G = G + G comme espaces vectoriels mais non:tomme

algébres de Lie .

On désigne par G*, ¢t et G—* les duaux respectivement de G, ¢" et G

Tr+* : G* —_— ¢ désigne la projection canonique, transposée de l'injectiorn
G

. . . +
tion canonique i : G ———> G
* .
l'espace G est somme de deux sous espaces :

¢ - cteet, ott- {§ €c" /¢§, =0 Ve G+} annulateur de G

+% +%*

AT

. m -4 . . -1
La restriction de + 8 G est un isomorphisme de G ~ sur G 7 G est
G
A |
identifié 5 G .

-
De méme on peut identifier G au sous espace vectoriel c*
On concidére sur G' 1la structure de Poissorn définie précédemment .
D . o +* -1 .
Puisque on peut identifier G' avec G , on a maintenant une structure de
Poisson sur G .
On peut donc faire apparaltre deux structures de Poisson distinctes sur e
correspendant & deux structures d'algébrec de Lie sur G ; La structure de
départ et celle obtenue comme somme directe d'slgébres de Lie ¢t et 67 ;
+ -
G. =G G
o @
(. @/~ R * (s .
On désigne pax'tf et 3(G™7) les sous algdbres de "G ) définies respective-*
ment par :
. -
K-<r €cMe")/Vx € ¢, ad -0 b
af(x) = j
- _ oor ¥ VY x -4 x _
h (e -{fec (¢7) / €6 7 ad pix) = o}

ol ad* désigne la représentation coadjointe de G dans End(G*)

&fest donc le centre de l'algébre de Lie de Poisson C“(G*) muni de la structure



de Kirillov-~ Kostant-Spuriau .

{f ' 8 («%= -(ad;f(q) ), dgl)>

On remarque que f € C"(G*) est élément de ¥ si et seulement si elle 2st cons—
tante sur chaque orbite de l'action coadjointe de G sur G* définie par :
02 ={&d;°(/ g eG}oﬁ G est le groupe de Lie de l'algébre de Lie G

0-2 THEOREME D'ADLER, KOSTANT ET SYMES : [1]

On se place dans les hypothéses indiquées ci-dessus
p . -4 * - .
1/ En designant par j : G ~—> G 1l'injection canonigue,

(v e -4
on a,pour tout couple (f , g) d'éléments de § et tout x € G~ ,

{E‘ °©Jj,ego0 J} =0
2/ pour toute fonction f ¢ §,le champ de vecteurs hamiltonien sur G~
associé & f o j, vérifie en tout « €6G

(*) Xfa, ="IE_ N (ad\_;‘a+ af(x)x) = -'ﬂ(;_ _L(ad;TG-df(«)“)

Cette seconde expression est l'analogue de 1'équation de Lax, en effet

®=X_. (%) ; On note b = T df (o)
o

¢* le dual de Gs'identifie & G grace & la forme de Killing de G .
(#) devient & = EX , b] ol [,:' est le crochet de G .

Détaillons le cas ou G = sl{n , R)

¢ le dual de G s'identifie & G grice & la forme de Killing de G ;
On prendra pour ¢t 1l'algébre des matrices triangulaires supérieures et pour

G™, 1l'algtbres des matrices triangulaires inférieures de trace nulle .

G_.Le -t +.L

n a alors G** = tG =G , et d'autre part l'action adjointe



s'identifie & l'action coadjointe, donc Xfoj@x) = EX,'“-_dfG*)] .
G

Si on prend alors pour hamiltonien HE{x) = %trog ; dH(x) =
X = EQ,WT («ﬁ
o
on retrouve ici une équation du type de Lax .
Un systéme de ce type est le célébre réseau de Toda .
Soit un nombre fini de masses penctuelles se déplagant librement sur 1l'axe
réel, soumises & un potentiel en exponentielle .
Soient ., k=1, ..... , n les positions des points et Yyer k=1, ..... , N

les impulsions .

N I B 1
Ce systéme est régi par le hamiltonien H = $ 3 __ y z:: e

on convient que xo = X =0

n+1

Le systéme Hamiltonien associé est donc :

t)H

" k=1, ...., n

Yy

\SH
yk = - — K = 2, ..... ’ n-1

X

e = Vg
. Te-17F X Epey
yk=e - € l=1, eeesy N

H. Flaschka a introduit le changement de coordonnés

Hx -x, .,)
a =+ e k Tk k=1, ...., n=i



m .
|

= (b - by, ay

o .
i}

k= %-1 7 %

Le systéme d'équations différentielles peut s'écrire sous la forme de Lax

e fe. 1]

J— g -
- e
1 8y ° 1 °
1 . ° .
L: P= . .
8n1 °. S O
1 b ° ..0 o )
n
— L -

by

Les intégrales premiéres sont obtenues & partir des polynomes caractéristi-

que de L
n n n-k
B (N = det(AI - 1) =‘T:(>~- Ax) =% I\

I, sont alors constants de mouvement

les coéfficients I1, ..... v I

Ce résultat a été obtenue pour la premiére fois par Lax

0-3 PRESENTATION DE NOS PRINCIPAUX RESULTATS

Soit G une algébre de Lie semi simple, on considére sur G les deux
structures introduites par Adler, Kostant et Symes .
Si G se décompose en somme directe d'éspaces vectoriels G = G" + G, o G et
G~ sont deux sous algébres de Lie on lui associe GO =c' ® G somme directe

d'algébres de Lie, ce qui revient & annuler les crochets de la forme LX s YJ

avec X €0t et YE G



Nous allons démontrer qu'il existe une suite de déformations de Gc vers l'alge-
bre de Lie G semi-simple ; Plus précisément on peut déformer GO suivant une
déformation formelle & 1'ordre 1 en une algébre de Lie résoluble GU’[? est

une matrice(n-1)x(n—ﬂ,si n-{ est le rang de d] .

Pour certains choix particuliers de U, on peut ensuite déformer GU suivant une
déformation polyndmtale formelle de degré n-1 sur l'algébre de Lie G .

Nous montrons que dans le cas ol G est 1'algébre de Kac-Moody

G = si(2 ,R)®CE, t'i'

il existe une suite de deformation de GO vers l'algébre de Lie qn_plus préci-
sément : on peut déformer GO suivant une déformation formelle & l'ordre 1 en

une algébre de Lie (o N est une famille de paramétres) .

G
B1R
Pour certaines valeurs du S,on peut ensuite déformer G:Lsuivant une déformatiorn
formelle qui converge au sens faible (voir chapitre IL)

Nous montrons dans le chapitreEi]que ces exemples sont des cas particuliers

d'une situation générale .

Considérons une algébre de Lie muni d'une graduation E = &)E& ou la décompo-
keZ

sition est telle que [Ek , Ep] < Ek+p Yk, pel

Posons E+ = @ Ek et E- =& Ek
L93) k¢o0

on a ainsi E = E_ + EO + B,
E+ et E- sont respectivement des idéaux .

Considérons les algtbres de Lie dont les tables de multiplication sont sché-

matis€és par les tableaux suivants :



\: +

D B C

N
S

NN

\

7
7

N
N\

]
txt

Les algébres D, B et C sont des structures d'algébres de Lie sur E, une zone
hachurés dans un tableau représente les crochets de Lie dans E, une zone

non hachuré représente les crochets nuls .

+, 0 et - représentent réspectivement des éléments arbitraires de E+, Eo et
E- .

L'algébre de Lie D n'est autre gque la somme directe de E+ + Eo et E_
I1 n'y a pas de condition & priori pour que l'algébre B soit obtenue par
une déformation formelle & 1l'ordre 1 de l'algébre D .

On mettra par contre en évidence une condition nécessaire pour que 1l'algébre
C-soit obtenue par une déformation de l'algébre B .

Ceci fournit le premier exemple de déformation formelle convergente hors les
exemples biens connus issus de la géométrie symplectique et de la théorie
des star produits [2] .

Le chapitre':Ercontient les calculs cohomologiques nécéssaires au cas 4'une

algébre de Lie semi simple de dimention finie, 1le chapitre]I.contient les

calculs cohomologiques nécéssaires au cas d'une algdbre de Kac-Moody affine

non tordue ¢ = s1(2 , R) ® le , t_1] .



Le chapitre ]I[ contient le principal résultat qui consiste & prouver
l'existence d'une suite de déformations de 1l'algebre de Lie GO vers
1'algébre de Lie G dans le cas général d'une algétre de Lie graduée sur
Z .

Le chapitre IV a pour but de montrer, en utilisant le calcul cohomologi-
que, que pour les deux exemples d'une algebre de Lie semi-simple de
dimension finie et de G = s1(2 , R) (OC [ , t“], la suite de déforma-
tions donnée au chapitre IIT est unique, autrement dit il n'existe pas
d'autres déformations qui nous permet de retrouver la structure de G &

partir de celle de GO .

- 10 -



CHAPITRET

1-0 INTRODUCTION :

Dans tout ce chapitre G désigne une algébre de Lie semi simple
réelle de dimension finie n .
Considérons une décomposition de G en somme directe d'espaces vectoriels
G_= N~ +H+ N+, ou H est la sous algébre de Cartan de G et H + N une sQus
algébre de Borel notée K .
Soit GO =N @ (H+18) oue® désigne la somme directe d'algébres de Lie, ce
qui revient & annuler les crochets de N avec N+ et H .
On construira une famille d'algébres résolubles Gy indéxée par une matrice
U qui va jouer un r8le intermédiaire dans les déformations .
Notre but dans ce chapitre est de calculer H2(GO . GO) et H2(GU , GU), la

connaissance de ces espaces est essentielle pour 1'étude des déformations

1-0-1 Rappel sur les algébres de Lie semi-simples :

Soit G une algébre de Lie semi simple réelle de dimension finie
et G = N" + H + N~ sa décomposition de Cartan associée 34, un systime de

racines, soient en & les racines simples (1 = dim H), toute racine

1
s'écrit donc sous la forme & = D n.
' i=1

1,

les n, sont toutes positives ou toutes négatives ; L'espace des racines est
un espace euclidien muni d'un produit scalaire { , )

Soit A 1'ensemble des racines positives et & 1'ensemble des racines

-1 -



négatives .

W2 g N = L C_ o
xXEA e
Le groupe de Weyl est représenté par les réflexions [7] Sq y ceses S«
1 1
(x; »p) («, »p)
So(i(ﬂ) = P- 2 O(i ; on note 2 —— —(qi, p>

(ql ’ d) <(‘(‘ '°<l) )

1 1

les racines peuvent &tre ordonnées ; Si A est la plus grande racine ;

1
A= §__1 n,x; alors n; # 0 pour tout 1 { i él .

Une base de racines §= Ayy eeey qu est une base de 1'espace des racines
telle que toute racine ﬁs'écrit p= Z—niqi, les n, sont tous positifs ou
tous négatifs .

Base de Chevalley :

Onh construit une base de Chevalley & partir d'une base des racines

§= X 1gi<n—1},4}°‘, xXel; Hqi,ociéé} tel que

—H ,H =O . ., . -

a/ « qj—l 81141 3$n1
- P

v/ Hqi,xq =<q,qi>x°( 1éi\<n—1 ; oge§
B J

e/ ‘qux =ZH"(1 ou9<=§i-_ qu

d/ Si x et p sont des racines indépendantes (= £ J_rfz)

soit P - T, ..... , ﬁ + quw (la ~suite induite par ’%)

[X“,ijzosiq=o

[Xq , XP]= +H(r + 1) X“""F si«+P est une racine

- 12 -



1-1 CAS OU G EST DU TYPE A1

On présente indépendamment ce cas particulier traité & part dans

les travaux de Leger et luks .
O munit l'algébre de Lie G de la base suivante :

%"‘, X_q' Ho} ol o est une racine simple positive verifiant <a(,o(> =2

onaE1 ,x]:zx ;Ei , X :l:-zx ;‘-x.,x ]:H
o P =Y =3 - -X =4 - =

Soient N 1a sous algébre engendrée par X o

N~ la sous algébre engendrée par X_c(

et H la sous algébre engendrée par H o
Soit 1l'algébre de Lie G0 =N @ (H + N+) ; @ désigne la somme directe d'alge-

bre de Lie ; GO est munit du crochet suivant :

[xq, x_q]:o; EI“,xq‘szq; [Ho(, X_q]=o

-—

Ce qui revient & annuler dans 1'algébre de Lie G les crochets de N* et H

ainsi que ceux de N et N

Proposition 1 :

H2(GO , GO) est de dimention 1 et engendré par la classe de coho-

mologie représentée par le cocycle C(Hq., de) = UX_‘*oh U est un réel non

nul .

Démonstration de la proposition 1 :

Calculons ZZ(G , GO)
Soit C une 2-cochaine de Go 34 valeur dans GO définie par :

C(Xg» X_) = aX  + bX_, + cH

12 SRS 'Y o

-13 -



c(x_o( . H“) = dX_+ eli_q+ fH,,

c(x

o Hq) = g, + hX__ + il

o

C est un 2 cocycle si et seulement si §C = 0 ol § est 1'opérateur cobord

o

§C(X, » X 4 By = Ic(x“, x_q)!. Hd] + [C(X_u. Hck) , X“:'+
l—C(H"" x) x_{‘+ C(Far %) B+

—C(E(_q, H{! , X) +C(Eiq, %] r X

[c(xq , X_o() . H‘j = -2aX
E:(x_q, H) » xq_J = 26X
[c(xq, 5) x-{ -0
c( E{q , x“], X_) = 2aX_ + 2bX__ + 2¢H,_
C(E{q, x_q], HBy) = 0
=0

c( E’“’ H“], X)

La condition de cocycle est donc équivalente & :

c(xq, x_q) = aXg
ClX_ s H) = dXg+ eX_o
C(Xgy Hq) = g+ hX_, + iH

on déduit que ZZ(GO ) est un espace de dimension 6

Calculons B° (go)_ :

Soit T une 1 - cochaine de Gy & valeur dans Gy définie par :

(X ) = A X +B

8 X_‘

1 + Gyl

X

T(X_q) = AX_+ ByX__ + CoH,

T(Ha) = &

-

3X°( + B3X-—~a\ + C3H x

- 14 -



Un élément de BZ(GO) est le bord d'une 1 - cochaine ; ST définie par :

§7(x, » X_) = -'r[xo( . X_q]‘k [xq . T(X_ag] - E{_q, T(IL‘):,
on a alors :
ET(X » X ) = =20,y

dT(X_ , Hq) = 2B1X_°‘+ 2C,B, - 25X,

_&r(x__ , Hq) = -28,X

&

B2(GO) est alors de dimension 5

donc H2(G , Gn) = Z2(G ) est de dimension 1
0 0 0 2
B (GO)

I1 est engendré par une classe de cohomologie r’_lreprésentée par le cocycle

C défini par : c(x_a(, H ) =UX_
x X U est un réel non nul

0 si non
c.qg.f.d
On notera GU 1'algébre de Lie G munit du crochet suivant :

[X‘X’X__lzo;E( ,H]:UX ;E{ ,H]:-ZX
- T T - x ' X x

Proposition 2 :

i/ si U = 2,dim B2(G Gy) = 2

U ?

HZ(GU , GU) est engendré par deux classes de cohomologie [F1] et fbé} repré-

sentée par les deux cocycles suivants ;

9
N
e
bd
g

]

Hc(les autres termes étant nuls
C2(X_“ , H) = X_, les autres termes étant nuls
. - . . Z
ii/ si U = -2 dim H (GU , GU) =3
Hd(GU ' GU) est engendré par trois classes de tohomologie [?1] ’ [?2] ,[?3]

représentés par les cocycles suivants :

-15 -



1(Xq ’ X_d) = Ho‘ les autres termes etant nuls
C2(wa ’ Qx) = de les autres termes étant nuls
C3(X(x ) = X les autres termes étant nuls

111/81U;l-{ -} dlmH(GU,G)-1

H2(GU ’ GU) est engendré par une classe de cohomologie rbé] représentée par
L

le cocycle C2(X_°<, gx) = X_o(les autres termes etant nuls .

Démonstration de la proposition 2 :

On utilise les mémes notations que dans la démonstration précédente

Id . 2
Déterminons Z (GU : GUl :

Soit C une 2-cochaine , C est un 2 - cocycle si et seulement si

Ui Ua
t A~ - e — = —
d'ou b = 5 f >

On rappelle que C(X_ , X_«) = aX_ + bX__ +cH

c=0s8iT # 2 et si U =2 on peut prendre c arbitraire .

siU#21le cocycle s'écrit alors :

C(Xyr X3 = aX, + BX__
Ua
C(X_q, Hq) = d)(z"r + eX_x+ > ‘H“
2b
C(X H)=gX <+ X - -
__('-X’ c() gyt h %~ T Ex

2
Z (GU) est donc de dimension 6

Si U =2 le cocycle s'écrit alors :

- 16 -



C(Xq,X_q)=aX°(+bX:°‘+ cH,,
c(x H)=dX, 6 + eX +28 g
-’ ! T T - 2 o
2b
f(X“,Hq)—qu+hX_“-U H

Zz(GH) est donc de dimension 7

B2(GU) est déterminé par :

ST(Xp » X_o)

2B K+ UB X

SP(X_ v B ) = (2 + UPGK, - UBX_ + UDH

__bT(X v B =28% - (U + 2)pX_ - 28,
. . 2
si U = -2 dim B (GU9 =3
. . 2
si U £ -2 dim B (GU) =5
il y a trois cas & étudier :
i/ si U = 2,dim H2(G,, , Gy) = 2
Uu'** "0
B2 (

GU , GU) est engendré par les classes de cohomologie [F;] et Eé] repré-
i 4

sentés par :

C1(KX ’ X,*) = By les autres termes étant nuls .

CZ(Xo(’ 3“) = X_‘xles autres termes €tant nuls .
13/ si U = -2,din B (G, , Gy) = 3

!

2 3 R - .

H (GU , GU) est engendre par les classes de cohomologie lFtJ’ [§2J et [?3J

représentés par :

¢, (x

1 les autres termes étant nuls ,

X X_&) = HO\

Qé?o(, qx) = X _les autres termes étant nuls ,

CB(X_“‘, %K) = Xg&les autres termes étant nuls .

- 17 -



1-2

iii/ si U ,4{2 , -21dim (GU , GU) =1

J
H2(GU , GU) est engendré par une classe de cohomologie [C] représentée par :
C(X_ , Hq) = X—a( les autres termes étant nuls .

c.qg.f.d

CAS OU G N'EST PAS DU TYPE A1

1-2-1 Calcul de H2(GO G

Proposition 3 :

Soient A la plus grande ra¢ine, RX,_ 1'éspace engendré par X_ et

A hN

K = Nt + H une sous algébre de Borel de G .

2 - 2 2/ = -

B°(Gy , @) = Hom(H , Der N7) ®E"(K , RX,) € H'(N" , N7)

avec Der N~ 1l'espace des dérivations de N dans N~ qui est donné par le
théoréme de Kostant (Leger et Luks 3 )

Théoréme de Kostant

Y = 7 .
E' (N , N ) est engendré par les cocycles suivants :

i/ si o« est une racine simple négative ; Dq est définie par
i

Ddi(xo() =n, X, avec X= % Dy

ii/ Soit A 1la plus grande racine de G, s8i X est une racine simple

négative, on définit D% par :

]
D (X,) =X si p=x
R TV P
= 0 si non
(x,p)
Sq est la réflexion définie par Sq(ﬁ) = ﬂ -2 — X
(“y“‘)

- 18 -~



H’(N , N7) est naturellement une algébre de Lie pour le crochet des dérivations

Calculons sa table .

lD , D l D oD (X)-D oD (X))
4 o % (=4 fo s (>'¢ o o
k 1 k 1 1 k

(nyn) - nlnk)’& =0

L'espace des dérivations engendré par %X est une algébre abéliénne isomor-

phe & H .
[ka R Dc‘] (X‘;) = (mk - 1)Xso(('>‘) si o = F
=0 si non

ol m_ est la k°™® composante de %i(-x)

1 '
d'ou E)“k , D\{l = (mk - 1)Dy

Démonstration de la proposition 3 :

Calculons H2(G , G )
0 0
Go =N ©L ou@® est la somme directe comme algébre de Lie .

Les deux sous algébres de Lie K et qO/N- sont isomorphes, d'ou la suite exacte

courte d'algébre de Lie N~ > G, —> K associée & la suite spectrale de
Hochschild-Serrei:8.]pour la cohomologie & coéfficients dans la représentation

adjointe :



a/

en fait cette suite spectrale dégéndre grace & la présence de somme directe :

0,2 o
E. = HO(K , H2(N‘ , Go)) = Inv H (N” , G.)
5 0 K 0

, 2= . . .
c'est & dire les éléments de H (N~ , GO) invariants par l'action de K .

1,1 2,0 _
E = (k,E5 (N ,6)) etE =E(K, BN, )
2 2

0,2
Calculons E

2

’ 0,2 5

Lemme 1 : E =H (N~ , N7)

2

Démonstration du lemme 1

Go est une somme directe de K-modules pour la représentation adjointe,

on peut alors décomposer H2(N_ , GO) = H2(N- , K)()If%N- , N7)

0,2 2, - 2, - 2, - -
E2 = Inv B (N, Gy) = Inv B (N , K) @ Inv B° (N , N'),

1l'action de K sur N~ est triviale, K agit trivialement sur la cohomologie

B2 (

- - 2/im - 2, - -
N~ , N) et donc Inv,E (N° , N7) = H'(N , §7)
d'autre part H2(N- , K) = Hom(Hz(N_) , K),1'action de N~ sur K étant triviale
H,(N”) est la deuxiéme groupe de homologie de N & coéfficients triviaux .

H2(N—) a été calculé par Kostant

Théoréme de Kostant (3)

Soient x et P deux racines simples négatives distinctes et o + gf3 est
la plus petite racine dans (1ai}-suite induite par =) H2(N-) est engendré par

les éléments du type Xﬁ N %x+qﬁ° ]

K agit trivialement sur H2(N—)’ on vérifie facilement gue Z(K) le cenire de &
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v/

est nul d'ol Invy Hom(Hz(N-) , K) =0

2,0
Calculons E
2
2,0 s)
E = B°(k , H(N, G,))
2
mais HO(N- ’ GO) = InvN- (GO) = InvN— (N-) @ InVN-— (x)

RX @K
ou RX_» désigne 1'espace vectoriel de dimension 1 engendré par X_\ avec

A la plus grande racine .

2,0 2 2
d'ou E =H(K , RX_\®K) = B°(K , ¥) @ E°(K , RX_,)
5 _
Lemme 2 :

H(k) = B°(H) = 5 &

Démonstration du lemme 2 :

K/N+ est isomorphe & H d'olu la suite exacte

Nt > K > H

On associe & cette suite exacte la suite de Hochschild-Serre pour la coho-

mologie & coefficients triviaux .

+q

B i H(H, E(F) =8 (K)

2

Y

H2(K) est déterminé par les trois termes de cette suite :
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g =g, E())
2
g _ g, B )
2

2,0
E = H(HE, HO(NY))
2

(5 , B2(v))

Invy (HO(N+)) =0

'z, 8'(x))

0 d'aprés le lemme 6

et H2(E , EO(N))=E"(H) = 4 H

Lemme 3 :

Démonstration du lemme 3 :

B =K, K er(E, R,

B (K) @ RX_y

2
1

Hom('E‘H , RX_%) d'aprés le lemme 2

BE°(K , K) = 0 d'aprés la proposition suivante :

Proposition Leger et Luks : [4]

Soit K une sous algébre de Borel d'une algeébre de Lie semi-
simple sur un corps de caractéristique 0 .
%

Alors H (K , K) = 0 et H(K , K) = 0 .
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1,1
¢/ Calculons E
2

Lemme 4 :

Soit Der N~ 1'espace vectoriel des dérivations de N~ dans N, alors

1,1 _
E = Hom(H , Der N )
2

Démonstration du lemme 4 :

1,1
Par définition 8 = H'(K , H (N
2

Comme G, est la somme directe de deux sous algébres GO = N @ K, on peut écrire

m' (N 58, @K

, )

H(N , N)®H (N, K)
On notera par abus de notation H1(N- , N7) = Der (N7)

1,1 -
E = est la somme de Hj(K , Der N7) et de H1(K , H1(N , K))
2

L'action de K sur N~ étant triviale, on a -
1 L2 1 L -
H(k, B(N, X)) =H (K, Hom(H'(N7) , K))
Il est alors clair que :
gl(x , Hom(H, (¥7) , X) = Hom(, (§) , ' (x , %))
mais H1(K , K) = 0 d'aprés la proposition ci-dessus, donc H1(K . H1(N’ , K)) =0

1,1 _
E est alors €gale & H1(K , Der ) = Hom(H1(K) , Der N') car 1'action de K
2

sur N~ est triviale .

K

Mais H (K) = = H car E<. , K] = N donc H' (K , Der N”) = Hom(H , Der N°)

c.q.f.d
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1-2-2 Calcul de E°(G, , 6y) :

A chaque matrice U = (Uij)i’j =1 ... n-1 on associc une
algébre de Lie GU qui contient la somme directe de N+ ® N~ comme

sous algbbre des commutateurs et dont 1'abélianisé s'identifie & H .

On a donc une suite 0 ——> Nt en > GU > H > 0

et 1'action de H sur X' ® N~ est définie par :

—
Xu( ’ H°‘i:l = <°( , ql> Xq si o< est une racine simple positive

-

[x .8 |(=v..x
% Ty

On note :

D, = |D, €Der(¥) / 0, (Xp)

-—

XSA(A) sio = et €N , simple

0 si non j

{
|
;

>
!

-

]

[N

D, = | D, € Der(n7) / D;(XF))

5 = XS(—A) sio = f) eto&GA. ’ simple
o

= 0 si non

on note la plus grande racine A =§ n,%N

Proposition 4 :

2 ’ 1.+ 1
H (GU ’ GU) = InVH(H (N) ® D2) & Ian(H (N) ® D1) @ IanW

ot W = [Pe Hon(E, (W) @ B, (), .E) /F(X, . X_)

w

H, sisen simplel

]

0 si non ‘

"

pour toute matrice U telle que :

{Ukj ,é<o¢k,s_qj(_>\\>;§;. Upay A<Hpreg > 5 Uy AL X
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Ukj =<o<k,:w<j - S"j(%)>; Uki+Ukj =Xy >\>;<u«k,u\l> +<ov.k,cxj> =

anUkl ;<°(k’°‘:i> + Ukj - ZUklnl = O}

L'algébre de Lie GU est munie de la base suivante :

sy X € D HQg » O < §1avec la table de crochets :

-
IX‘" i |

. N
XO('HO(i]=<o"qi>X0( sie N

s ] E ol B

Xo( , H-*i—' = 45 n, UlJ Xo( sivEDN ;= 5= —njcxj , n,j est un entier
r . + A

X“,XP’]=0510(6A et P €

X+Hp

[ -
X, ng] =X siatp @Det o, i €A

0 si non

W

Démonstration de la proposition 4 :

A la suite exacte courte 0 —> N'@N~ —> GU -~ H—>0
on associe la suite spectrale de Hochschild-Serre pour la cohomologie

de la représentation adjointe .

P,q

p e - PHq
J =E(E,E(NeN ,c) =8 (6, G

Pour calculer H2(G GU) il faut d'abord déterminer les trois termes

U’
0,2 -
g -5H, B(xten , )
2
1,1 1 1wt -
E =H(H,H(N®N,GU))
2
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a/

2,0 2 O/t
E =H(H,H(N@N‘,GU))
2

on va demontrer & la fin de ce paragraphe que cette suite spectrale

dégénére .

2,0
Calcul de E

2

2,0
Lemme 5 E =0

2

démonstration du lemme 5 :

2,0
2 =B, PN er, )
2

HO(N+'G)N_ , GU) est 1'ensemble des €léments de G, qui sont invariants

U

par l'action de N* @ ¥~ , c'est le centre de N7 ® N7, soit l'espace

engendré par X, et X ol A est la plus grande racine .

2,0
On a alors E = K
2

2 2
(B, X )e@H(E, X))

Le lemme 5 découle du lemme suivant :

Lemme 6 :

Soit H une algébre de Lie abélienne, M un module de dimension
1 engendré par m, tel gue H opére non *rivalement sur M alors
* .
H (H ’ M) =0 pour * =1, 2, ..., n=dim H

Démonstration du lemme 6 :

Soit C un k~cocyzle de Hk(H , M) défini par :

C(HO, ceey Hk—1)~=€7(HO’ ceey Hk-1) ol €est une k forme .

- 26 -



v/

Sc(Hy» +--» H i1

~
S, ..., E

) = (i) e (R, .., B

xest un élément de H 1le dual de H de base EO

A v
H opére non trivialement sur M donc # 0, on peut poser « = &

0
Cs'éerit sous la forme :
S
G(IIO, eo ey Hk-1)= / al i Ei MNoee a l
0 $11 e iy é n-1 1 k-1 1 K1
~
«c=0si0=¢. /
0 O<i 1 s ai . Ei .....Ei
100 2K 1o e M k=2
donc C est un bord de
j a. . . . E. E.
2 . 1 . s 1 1 ~ 1 C¢q-f-d
0 ¢ i, e g o \(n-1 1 k=2 1 k-2
1,1 0,2
Calcul de E et E
2 2
Le lemme suivant donne des résultats préliminaires aux cal-
1,1 0,2
culs de E et E
2 2
Lemme 7 :
- - B + -
B' (N ®N , G;) = D, & Hon(H,(N") , RX ) & D, ® Bom(E,(¥") , RX))
2/t - 2.+ + ) QR o 1E f +y
(N @N , 6) =81 ,¥V)er(¥)ed a8 (¥)ezr) e
BV, V) o B (1) ©D, ® B°(N) o 2(87) @ W
Demonstration du lemme 7 :
E~G
U/N+ &N
on a alors la suite exacte O —s N e N > G > H > 0

en tant que suite des coéfficients :
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© oA

O/ 4t - 5O 1t - + - I1 1 /gt -
PPy ery ,Hi) —HEN N ,NeN)—>H(N @N ,GU)

J S I
SRt er, §) — > BN er , NMer) —>

J )
(e N, 6 — 25 ¥t er , 5 —>PNeN ,Ner)
d'oll les deux suites exactes courtes

0—> Im1I, —> g 0terN, G,) —> Ker 5, —> 0
—> coker 51 —ﬁHz(N'*@N- , GU) —> Ker 52-——) 0

Determinons Im I1':

Hixter ,verx)=8®erx ,x)er® ax ,N)

B (§*

, M e () e, e
1 (o= - 1/t Of,.— -
H(F" ,N)eH(N)®HE(N , N)
1'image par I1 de H1(N+ , &) resp de H1(N- , N7) est représentée par
les dérivations D1 resp D,

gyt , ) = z2(xt) = RX, et 08", §7) = 2(N7) = BX , -

Les espaces Hom(H1(N+) , RX_)) et Hom(H1(H') . RXX) s'envoient de fagon

évidente dans H2(N+ e N, GU)

. _ + -
d'ot In I, = D, @ Hom(H1(N ) , X, )@ D, & Hom(H1(N ), IRx%)

Determinons Ker 1

(N @ X, n) = Hon(E, (N) , B) & Hom(H, (N7) , H)

car H est un module triviale sur N' & N~

Soient [f] 'S Hom(H1(N+) , H) une classe de cohomologie représentée par
. o v

£ H1(N ) —> H définie par f(§x ) = & a . H’j

i J 1J

et [€] € Hon(H, (N7) , H) une classe de cohomologie représentée par
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g : H (N~) ——> H définie par g(x_qi) = ZJ- bss Ha(j
S,£) = (8, [2).8", [E] tel que S, [FleE (8", ¥*) et 57 [rlen’ (N)au' (87,87)

5;' f(x"‘i , X‘ﬁ) = - % 8; {5+ B) X_‘,), donc 6;' £ € 5 (§*) ® Der(N")
5;' f est le produit tensoriel d'un élément de H1(N+) avec un 1-=-cocycle
de N~ & valeur dans N donc 5: [f:, ne peut pes é&tre nul dans

H1(N+) @ B (N~ , ¥°) de la méme facon 5: [gJ ne peut &tre nul dans

B (v) @ ' (8, ¥

donc Ker 81 =0

On deduit que coker 5, = H' (N* , ") e H (1") @ D, ® Hom(H,(N*) , H) &

1
D, ® E(N) B (N, v e Hom(H,(N7) , H)

Determinons Ker 5? :

PMtern ,xer)=®or ,)e (N eN , N) avec

P(rrer , ¥ =0, M er () s (N, 1) e IF(N) &
B, ) e BP(n) @ BN, ¥)

et HE(N* @ ™, H) = Hom(H,(N") , H) ® Hom(H,(N") , H) @
Hom(H1 () @ B, (¥7) , H)

car H est un module trivial sur N' & N~

Soit LY’] une classe de cohomologie représentée par P H2(N+) —>> B

tel que ‘P(Xqi.xqj) = % ali{j qu
s,1¢]= (53061, &, [e) te1 que 5, [¥]e (8", ¥¥)

s [Yle s @ 8 (v, ¥7)
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" k . .
52 ‘f’(){mi , qu , X-@) = '% (o(k ' B aij }(_‘3 on déduit que

5; Y e H*(N*) ® Der(N")

S;‘f est le produit tensoriel d'un élément de H2(N+) avec un 1-cocycle
de N~ & valeurs dans N, donc S;E‘F:I ne peut pas s'annuler dans

B2(v*) ® B2(N" , N¥7)

la méme conclusion serz obtenue pour une classe de cohomologie [‘f"l c
Hom(HQ(N-) , H) en utilisant 1'involution qui envoie N' sur N~ d'ou
Hom(Hz(N+) , H) ® Hom(HZ(N-) , H) n'est pas inclus dans Ker 82

Reste & voir les classes de cohomologie dans Hom(H1 (N+)® H1 (¥°),H)
Soit [CJ représente par C : H, ) g B, (W) —> H

S e R =)%b:p}1,
s,Lc]= (8]c] + s5[c]) tel aue 8)[c] e B (N) @ 2N, W)
s.[c]er () e (", ¥*)

Sé C est définie par :

5. (X, X

2 a’ _f}’

donc il existe F € C2(N+ , N7) tel que :

'N
o
-
H

2 [Hﬁ_ : x_s] - %Lﬁ , X_i,;' &

Teh =p T > S

r .
S;_ C(Xa y & X )= Xq ® F(X_ ) s 52‘_CJ est nul si et seule-

_V’ ’ _S ’JJ ’ X_s

ment si la classe [F] de cohomologie de F est nulle dans H2(N+ , N
2( +

d'aprés le calcul de H(N' , N¥) fait par Leger et Luks [3]

' . B )
82 Lcj,-l- 0 sauf si aap- 0 pour p# ¥
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a " B
de la méme facon 82[0] # 0 sauf si a p: 0 pour « £ %
O

Ker 52 est définie alors par:

o -
Ker ., = W = | C € Hom(H, (¥ ) ® H, (N ) , H) tel que c(;g)(,x_m) = H_
o« racine simple

Lemme 8 :

1,1
E =H(,D) e (£, sun(E ") , R )e
, , -

1 -

B (8, Hom(H (N7) , RX,)

Pour toute matrice U telle que :
N 2 . -
Ukj LG S-uj( M G Uy ALy %) Ukj ALy 2 ™D

Demonstration du lemme 8 :

1’1
E = H1(H , H1(N+® N, GU) est égale en utilisant le lemme
2

précédent a H1(H , D1) ®H1(H , Hom(H1(N+\ . RX_A)) @ H1(H , D2) ®
H1(H , Hom(H‘I(N-) , RXA))

D1 est la somme directe de H modules de dimension 1

L'action de K sur D1 est non triviale, donc d'aprés le lemme 6

H'(E,D)=0et H(H, D

2 J

) = 0 sauf si U ={x , S _(_,\)>

1 -
d'aprés le méme lemme H (H , Hom(H1(N ) RX)\)) = 0 sauf si

1 .+ _ .
Ukj = -(qk ,.\) et H (H, Hom(H1(I\ ), RX-x)) = o sauf pour U tel que :

_ _ | N
T Uil n:L —<o(i ’ .Jgj> on note A= T nloal

.1 -
=0 U tel + U =
E'(H , Hom(H, (N™) , RX,\)) .sauf pour el que K3 X 5 A

1
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Proposition : (Leger et Luks) l4J page 1024

Invg BN, N*) =70 5 Invy BS(N", §7) = 0

Lemme :

0,2

y [ 1/t 2fq=
E2 =IanH(N)®D1@IanH(N)®D2®IanH(N)®RX)\®

¢t
Invy B (V') ® RX |

pour certaines valeurs de la matrice U qu'on va determiner .

Demonstration du lemme 9 :

0,2
E = Invg B2(x* , ) @ Inv

, B ) e D, ® Ian(HZ(N') ©RL )

H
2/ - - 1(+ .
® Invg B (N7 . §7) o Inv (H (N') ® D) @

2rygt
Invy(H (N7) @RX_)\)

mais Invy H'?(N+ , N7) = 0 et Invy H2(N— , NN ) =0 d'aprés la proposi-

tion précédente (Leger et Luks)

a/ Inv H1(N-) ® D, est engendré par X_a‘l e D;x tel que

H

I
o
<«
o
i

H ! -1 i, j=1 ... n-
uk(x_q_abq) .n-t i, jo=1 n-1

bt

)
®
S

g
|

= (U, +<x, 5, S, (A) —,>) X &D
o - cxj ki % u\j 3 —xg g
]
pour j fixé X ® D est invariant par H & condition que
- X

%

. ’
b/ Inv H1(N+) ® D, est engendré par X Q& D tel que
H 2 o(i -o(j

?
B (X, ®D_ )=0 k=1...n1 i, j=1...n1

8"t %3

- 32 -



]
pour j fixé Xu( ® D est invariant par H & condition que
. -
1 J

g vy + Uy = T Uy my = 0si 5 (M) = 5 nyey

Y4 Invy Hz(N_) ® RX, est engendré par X_ . X_ ® X}

A x4 ot
i, 3 =1 ... n-1 tel que

H (X__«X .®X>‘)=-—Uki—Ukj+(c-:k,)\>=O

“k -ui _QJ
X - X X;X _est invariant par l'action de H & condition que
—o4 ~oy A
= N4 y = -
Uki+Uk,j _<o<k s NS i, =1 ... a-
a/ invy H2(N+) ® RX_)\ est engendré par }Ex ~ X ® X_>\

i

i, =1 ... 01 telquelH (X .X )®X _ =0
ARy &5 -\

X . X ©@X__ est invariant par l'action de H & condition que

"'xi '.XJ A
F v ap) + % s gy = my yy st A= T ompe
Etudions les homomorphismes de bords
0,2 0,2 dy 2,1
E —— E — E
3 2 2
0}2 0’2 d3 3,0
E —> E — E
20 3 3
3,0 1,1 )
E =0 (d'aprés le lemme 6) : E = 0 pour U vérifiant la condition (1)
2 2
2,1 : 0,2 0,2
pour la méme raison E = 0, donc E =E
2 o0 2

la suite spectrale dégénére .
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CHAPITRE IL

INTRODUCTIOKN :

Cé chapitre contient le calcul cohomologigque nécéssaire pour
le cas ou G est une algébre de Kac-Moody .

On note G = s1(2 , R)
C [} ’ t”] l'algébre des polyndmes de Laurent en t et t-1

t C [}] polynomes en t sans termes constants

71 ¢ [}’4] polynomes en t~' sans termes constants
On note G =G Q®C Et ’ t°1:| l'algeébre de Lie de Kac-Moody affine non
tordue .

¢ =Nt ®H®N une décomposition de Cartan de G on lui associe la dé-

“

composition suivante pour G .
G =N +H+0X ouN et N deux sous algébres définies par :
N+=(G®tC[t:|)@N+ ;N':(th"cft"])en‘

~

On note X = H + X

G est munie de la base définie par Feigin DSJ construite & partir de la

base bien connue de s1(2 , R) :

vool o - fo ol
0 - 1oJ

0

4

0 lo
i t :-1- M =1 M =
soient e; = % . o P esp g =% P ey Lﬁm

o
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m € Z, vérifient l:ei ’ e'ﬂ =°‘ij ei+j ou Cle =-1, 0, 1

(3-i) mod 3

-~

o associe & G l'algébre de Lie GO = K@ N~ obtenue comme somme directe

de K et de N~, ce qui revient & annuler dans G les crochets entre les

é1éments de NV et ceux de H et de N & chague famille de paramétres

St= {i-sm v 8349 0 B35 € ‘Nf

On associe une algébre de Lie résoluble Qn_qui contient la somme directe

- A

de N* @ N” comme sous algébre de commutateurs et dont 1'abélianisé

s'idertifie 2 H . On a la suite exacte

0 —— 1 @n” > Gp —> H > 0

et l'action de H sur N @ N~ est définie par :
EO ’ e-31+1:| T TB3i41 Co3i41 ) [eo ’ e-3i-ﬂ = Bo3ia1 Co3ia

teo ’ e-Bi:l = 8.3y €3y
Notre but dans ce chapitre est le calcul de H2(§) , é)) et de

H2 ~ -~
(Cq » GR) .

3-1 CALCUL DE H2(GQ L Gy)

On énonce tout d'abord quelques résultats utiles par la suite

Théoréme de Feigin-Fialowski : LSj

‘. . N o4 .
L'espace des dérivations externes de Ik a valeurs dans N noté

1<

Der(N+) est représenté par adH ®tcC [‘t
¢ 4t

a~ A

- ’ . . + N + 7 3
autrement dit une dérivation de N & valeurs dans N s'ecrit :
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d . N
d tP — Pe C |t
ad e+ " ou [J

Proposition : (Kuks [6:' )

Le k°™€ groupe d'homologie & coéfficients triviaux Hk(N+) est
engendré par les cycles suivants :
1 ‘94.... ‘e3k+1 H e2‘e5Ao.o ‘eBk‘1

Proposition 5 :

N

,) = Hon(H , Der N*) & Hom(H1(fr o)) @

2 -~
H (co ,
A- 2 AT- o\_
Hom(H , Der ¥7) @ H°(X™ , N7)

Demonstration de la proposition 5 :

~

. + ) . .
A la suite exacte courte N — GO —> K on associe la suite

spectrale de Hoschild-Serre [8:]pour la représentation adjointe

P4 P a Q. . P+~
E =<=H(K,HN ,6))=—H (G, G 3
2 0 0
2/ - p .. .
H (GO . GO) est déterminé par trois termes :

092 FS a -~ 1’1 Y “~
B ooH (&, B, G) 3 E =H(k, (N
2 2

. &)

et B = (K , B2(N" Gy)
2

Comme on a une somme directe d'algebres de Lie, la suite spectrale
dégénére au niveau du terme EZ .

Cette proposition va résulter d'une suite de Lemmes préliminaires .

Lemme 10
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A

i/ Bk, B =80, O

1
o5}
(]
=]
N
jos]
m.-b
—
=
1
=
~3
"

ii/ B2(K , ®

Demonstration du lemme 10 :

i/ Regardons la suite spectrale de Hoschild-Serre associé

4 la suite exacte N~ > K > H

0,1 1,5 A 1,4 -l

E  =InvgH (N* , NT) =H' (KT, N7)

1

1’0 1 Oo\+ A+ -~

E =H(HE, BYN" , §N7)) = 0 car 2(N) = ©

1

0,1 0,2 0,2
on a l'homomorphisme de bord E —> E mais E = 0 donc
1 1 1

0,1 0,1 $ e Al
E = E =H (N, N7)

1 [« o]

ii/ Observons la suite spectrale de Hoschild-Serre associé
2 la suite exacte N¥ > K > H
0,2 20+ S+
on a E = Invg H (N, N') = 0 (voir page : 46 )
2

2,0 2 O/a+ 24
E = H(H, B'N" , N")) = 0 car Z(N") = 0

2

1’1 1 1 A+ A+ 1 A+ A+
E =g (H, H(N" , N")) = Hom(E , H (N  , N")) car E est un module
2

. 4+
trivial sur N

Regardons les homomorphismes de bords

1,1 3,0 3,0 1,1 1,1 5 a
E —>E sE  =0doncE =E* =HY
7 2 2 2 wo
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Lemme 11 :

i/ B (x) =

|
o

ii/ H (K) =

|
(@]

Demonstration du lemme 11

. k i1 by
o ——— K I\ =K
i/ H1 (k) [K : E] 0 car L , _J
ii/ K se décompose de la fagon suivante N* -—> K —— §H

HZ(K) est donné par :

By(H , B (N))

0 car H (') = 0
0 0

H,(E H (N')) = 0 évident

B (8, Hy(N')) = Invyg Hy(N")

+ ,
H2(N ) est engendré par € ~ €4 5 € a €5

e .(e1 - e4) = .?e1 a e4 TN .(e2 - e5) = e, - e

jo N
[e]
o]
Q
—
=
<
e o]
T
jas]
N
—
=
+
~r
g
|
(@]

' (x , k) =D

ou D'est la sous algébre de Der N composée des dérivations de la

forme t C[{] %;

Demonstration du lemme 12 :

"

H1(K , K)est obtenu & l'aide de la suite exacte longue des
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coéfficients associée & la suite exacte suivante :

~
+
2> K > H

N
Soit HO(X , H) —‘S—Q-¥->H1(K , v —L5 E'(x, k) —> E'(X , H)

:

2k , ¥

H

ona:H—295g (N, ) —Lou(x, ) —I>8' (X, §)

L

2k , ¥

H

d'oll la suite exacte courte :

0 > D >H1(K,K)—-—%Ker31-—>0
Le lemme va résulter de Ker 81 =0

-

H'(K , H) = Hom(H1(K) , B) car H est un module trivial sur ¥ puisque
[K , K:l = N, H1(K) = H est engendré par e
Un é1ément [‘P] de g (K , B) se définit par une fonction de H & valeurs

dans H telle que :

(e

O) = ag ; sit e Ker&| il existe une cochaine g € Cﬂ(K ’ N+) tel
que 81‘€= :Sg ol Sest 1'opérateur cobord .

Soit g(eg) =Li(Ai e3541 * By €359)

on & : 81‘P(°O ' e3m+1) = 'E3m+1 ,‘(’(eo)] = 2€3m4

Saley o egpy) = -8l E’o ’ °3m+ﬂ ) + [eo ' g(e3m+1il N [°3m+1 ' g(eo)]

-

-g(e 3m+1) + gle 3m+1 [3m+1 , &l % )J

- —E3m+1 ’ 8(90)] =" % Aie3(mei+r) * Bi®3(n+i)
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Dans 1'expréssion de Sg(eo , €3 ) il n'y a pas de termes en e

m+1 3m+1

donc a = 0 d'ou ¥= 0 et donc Ker 31 est identiquement nul .

~

K , X) = Hom(d , Der N')

a_ 2“ A a
, GO)) = H°(K , InvN—(GO)) par la méme

remarque que précédemment, 1'action de N sur K est triviale et le

centre de ﬁ- est nul : donc Invﬁ-(Go) =K et E2 = He(ﬁ , ﬁ) qui
est égale 3 Hom(H , Der N')
c qg. f . d
Lemme 14 :
1,1 - -
E2 = Hom(H1 (x7) , ﬁ) ® Hom(H , Der(N7))

Demonstration du lemme 14 :

-~

(R, 5@ , X)) =5 (X, Hua(N) , X))
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Hom (H, (N") , H' (K , X))

1

]

Hom (H1(N-) , D) d'aprés le lemme 12

H1(K , Der N7)

On a aussi H1(K , H1(N- , N7))

Hom(H1(K) , Der N7)

Hom(H , Der N™)

toujours & cause de l'action triviale de ﬁ sur ﬁ' et donc sur sa
cohomologie .

c.q.f . d

Lemme 15 :

0,2 ..
B = 5N, N7)
2

Demonstration du lemme 15 :

092 2 a -~ 2 a ~ 2 a ~
E2 = Invg B (N, G) = Invp B° (N, ¥') @ Invy B°(N™ , K)
X - 2 A- A- 2 h- A- . -~ A-
mais Ian E°(N" , N7) = BS(N" , N7) car 1'action de K sur N~ est
triviale .
R 2 A— “
Ian E(NT , K) =0
O,2 2 a “
d'od E = H°(N" , N7)
2

c.q. f . 4d

2
2-2 CALCUL DE H (qn , Gn) :

G, se décompose selon la suite exacte courte

-~ ~

0 —— N N N > H 5> 0
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A cette suite exacte courte on associe la suite spectrale de
Hochschild-Serre pour la représentation adjointe .

Le calcul de HZ(Qﬂ_, Qﬂ) va se déduire des trois *ermes suivantis :

e =88, BP( e N, Gy
>
1,1 a - -
E =H(H,B®®N, 6
2
2,0 ~ ~ -~
E -5, PN eN, Gj)
>

On peut €noncer la proposition suivante :

Proposition 6 :

5 R
H (c‘Q s cn\ = Hom(H , Der N

ol V ={c € Hon(H, (x) ® E, (N°) , EH)

C(e2 , e_2) = bﬁzf
et A:{(ad €y ad eo)}c Der I?I+ @ Der N~
La proposition 6 va résulter de lemmes préliminaires
Lemme 16 :
i/ W e, Gy =2t @0

11/ BB(FT @ N, Gy = 0t , M er (M) @t e

>

H, M er () e o
Hon(E, (") @ B, (N7) , B)

Demonstration du lemme 16 :

On 2 la suite exacte courte
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'y

0 —> £t

v
(@)

N > Gg > H

et la suite exacte longue des coéfficients
80 1 A+ A A+ a_ I1 1 A+ a_ J1
E——>HE(N @N ,N @F¥) ——H(N &N , Gy) —

~

~ Y ~ -~ -~ ~ I ~ r.Y
BH(ter , ) l—) Bater , it eN) —> (it en Go)

J - ~ ~ S ~ -~ -~ r.Y
— 250NN ,H) —2>Rter , i er)

d'ol les deux suites exactes courtes :

In I, — (N e N, Gg) — Ker §,

coker 51 — S PNt er, Go) — Ker 52
i/ Im I, =D + D7

(i) du lemme va résulter de Ker &1 =0

BH(yte N , H) = Hon(H, (N*) , #) @ Hon(E, (N7) , H)

1
Soit L‘PJ une classe de cohomologie de Hom(H1(N+) , H) représentée

par une application f : H, (N*) =———> H définie par ‘t’(ei) =3 e,

| ' - " - 1 - 1 - 1
S, [1= (5, [£]. 8 [ te1 que §,[F] € (7)) @ B (N" , W) et
§¢ [fles’(yt, ¥
81 ‘F(ei ’ e_J.) = a; l-eo ’ e_J] = a; ad eO (e_j)
t - 1 +\ 1 - -
51 [‘f’J ne peut pas s'annuler dans H (N) @ H (N~ , X7)
De méme si on considére [\F_J une classe de cohomologie de

Hom(H1(N‘) , H) donc Ker 81 =0

ii/ On a la suite exacte courte
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0 —> coker §, ——> E°(N' @ ™, Gy) —> Ker 5,

coker §, = BX(F* , M) @E' (1) @' @ (N, F)@E (N) @D
Le lemme va résulter de Ker 82 = Hom(H1 (I:T+) ® H1 (ﬁ-) , H)
(N @ N~ , H) = Hom(H2(ﬁ+) , ) ® Hom(H2(ﬁ’) , H) @

Hom(H1(f:+) ® H1(1§‘) , H)
Soit [f] une classe de cohomologie de Iiom(H2(ﬁ+) , H) représentée
par le 2-cocycle f : Hz(l‘\i+) ——> H définie par f(ei A ej) = a,.e
8,[6) = (5] $L15]) te1 que S,[E] € ¥ (F) @ B! (K™, §7) et

5, [] € B°(* , )

5; f(ei vey e_k) = 8y [eo , e_k] =2y ad e, e

donc .S;[f] ne peut pas s'annuler dans H2(ﬁ+)®H1(ﬁ- ) I“}-)

De méme si on considére [g] une classe de cohomologie de

Hom (HZ(I:I_) , H) donc Hom(He(ﬁ+) , H) et Hom(Hg(I‘\\I-) , H) ne sont
pas dans Ker 52 .

Reste & voir Hom(H1 (ﬁ+) ® &, (ﬁ') , H)

Soit [C] une classe de cohomologie de Hom(H1 () @ H, (1‘\3-) , H)
représentée par C = &i & &j ® € i, 3=1, 2

Le lemme va résulter du lemme suivant :

Lemme 17 :

[cSé(éi@eOE’: 0 i=1,2

Demonstration du lemme 17 :
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Soit £ =(af +b&)@ey; il existe g € c(N'oN" , Nen™)

définie par g(e1) =0

gle,)

M

—8.61

|
|3

g(ei) = Bie, , pouri} 3

.e. +
i%i-1 i7i-

51f = dg & condition que : [A3m = .A3m+1 = _ABm-1 =g

B3m+1 =03 B3m-1 = -BBm =-b
c q f. 4
Lemnme 18 :
1,1 1 + 1 -
E =H(H,D)®H(H,D)=0

2

Demonstration du lemme 18 :

+

D et D se décompose en somme directe de module sur H de

dimension 1, H est abélien,d'aprés le lemme 6 du chapitre I

1,1

E = 0 d'ol le lemme .
2
Lemme 1
2,0
E . =0
2

Demons+—2tion du lemme 19 :

Trivial car H est de dim 1
Lemme 20 :

0,2 .
5 est de dimension 2 et engendré par les cocycles suivants :
2
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C(e1 , e__1) = ae_ et C(e2 , e_2) = be

0 0

Pour SLtel que {a_1 #0; a_n £ 0 ; a_y + 8_3; # 8_554q
8y *aziy Fazy iy tas;Fa g,

a_s + a_j # _ja—j-Bm}

Demonstration du lemme 20 :

-j=3m *

012 2 A+ a -
E2 = Invg H(N @ N , Gp)

D'aprés le lemme 16 Hz(N+ &N |, Gn) est égale 3 :

+

B, M er ) erter (N ,MNer ) er e

Hom(H, (v ® i, (x7) , #)
a/ Ian Hz(I‘\}+ , I“}+)
Les 2-cocycles de N &4 valeurs dans N ont été déterminés par
Fialowski [ 6]
&1 R %j ®egsq + 51 R EB,jHI (2 —es + 5.2 . 533, ® esi o *
& . £3j+2 ®e_5; pour J >0

et pour tout m>O£1 ‘£j®jej+3m+62‘£j®jej+3m JEN

> e PN
ou (€i)i€N est un systéme de générateurs de (N ) (de 1a base de

Feigin)

I >0fe (g . 633‘ ® 933_1\ ~2(&, - &53 ®£33._1)

90(51 - E33+1 ® 933) = -2(& . &33+1 ®é3j)
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i>O0fe (€, - E3j ® e3j_2) = -4(&, . £33 ® es5 )

0

°o(€2 » E3502 @ me35) = 4l
J ?é 1 e (E'l IS EJ & jej+3m)
pour tout m>O0 90(52 A Ej & ‘jej+3m)
j £ B : -
e eo(by ~ &5 @ degizy) =
pour tout m» 0
eO(t'2 A &J. ® ,jej+3m) =
pour tout m> O
eo(éz . tj ® 'jej+3m

a

donc Inv H2(N+ , N+)

H

=0

b/ Invy H1(N—) ® D" = 0 sauf

g’ (N7) est engendré par e_1r € 5

>

) =

€5542 @ = %)
= -E_‘ ~ &J @ je

=2%A&J€Je

(=2 + j + 3m)

(g, . €

(=2 + § + 3m)

(¢, . t

= (5 + 3u) x

(€, - & ® Je
(=t + j + 3m)

(&'2 A f‘_j®je

H (N7) ® D* est engendré par e, ® - -g—t

e, ® :tt

J+3nm

J+3m

X

X

J+3m

X

J+3m

35 @ jej+3m)

33 ® jej+3m)

)

)

si j=3m

si j=3m+1

si j=3m-1

i un entier positif

d
dt

qui ne sont pas invariants par 1l'action de H sauf si a, =8a_, = 0

dans la famille Jt .

c/ Ian

g'(N) @ D" = 0
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H'(N*) est engendré par e;r e

H' (N") @ D™ est engendré par "e,1 ® s71gd g—t-
< i un entier positif
-id

1

1

cb _1 i —
l €2 vt dt
i t‘i

4=

ala
ot

- a -
eo(e1®t H3=e1®t

-1,-idy _ -t d
eo(e2®t t ?ﬁ)-e1®t t 3

<t

a/ Ian H2(N_ , N7) = ¢ sauf pour certaines valeurs de la

famille de paramétre Ji.
2 A- A- , .
H(N , N7) est engendré par les cocycles sulvants :
+

€4 - E—B,j ® € 3541 * 8._1 R t—33-1 ® —ezy ¥ t_2 N &__33. ® ©_354c

€ - E’—3j-2 ®—&—3.j , pour j» O

et pour tout m > O t_,' N t-j & -je-j-Bm + &_2 - t_J. QL --je_J._3m H
j# -

Détaillons les différents cas :

£_1 - &_33. ® €341 est invariant par l'action de H si

R S R P

&y - &_33_1 ® e_3; est invariant par l'action de H si

Byt Azi T As; 720

&_2 - £-3j ® €_5542 est invariant par l'action de H si
a_2 + a—3j = a_3J+2 J > 0}

& . Q- . i i 'acti H si
_o t—-')’J-—: Q €_3; est invariant par l'action de H si



i>o0

JE1 md>o

JF1T m>o0

3_2 + a—j = -Ja-j-3m

Invy Hom(H1(N+) ® H, (R~ ) , H) est engendré par les

&1 .E_1®eo H 52.&_1®e0

™~
>

6_2 ® eo s &2 - 6_2 ® eo

est invariant par 1l'action de H si

-
>

6-1 ® eo

est invariant par l'action de H si

d
é1 a 5;2 Q)eo
&

5_1 ® % 1'action de H si -1

est invariant par

N
>

&, . &

> _2(8 eo est invariant par 1l'action de H si -2

c.q.f. d

On considéere les homomorphismes de bord de la suite

0,2

E = E

- ~ - -

5 ¢ Invy H2(N+ &N, G.n) —_— H2(H , H1(N & N

Comme H est de dimension 1 et HZ(H) =0Oonad
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2=0

est invariant par l'action de H si

est invariant par 1l'action de H si

cocycles suivants :

a_y dans L

it

= a_s dans JSv

I
W

a_o

spectrale

)

'R



de méme d3 : E —_— B

370 XA a
£ =p(,P0Wer ,g) =0
3

car nous avons montrer gque BHrte i, GJ!.) =0

1,1 3,0 1,1 1,1
de méme E —— E =0d'eu E = E
2 2 b 2

done B2(5_ , G ) = Hom(H , Der X' @ Der N°) @ ¥
i1 o} A

car la suite spectrale dégénére .
On a ainsi calculé HZ(G G~) et HZ(G G,) qui donnent toutes
- 0“0’ ¢ n vl ¢

les déformations possibles .
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CHAPITRE L

3~0 DEFINITIONS PRELEMINAIRES :

Nous donnons ici les définitions nécéssaires pour la suite
voir [9_|pour plus de détails .

Définition 1 : Le crochet de R’ thardson Nijenhuis

Soit (M , V) 1'espace des applications multilinéaires dans un

espace vectoriel V, pour a )1 on désigne par Me(v) 1'espace des appli-

+1

cations (a + 1) linéaires de V2 dans V o a donc M(V) =@ Ma(V)

Si A eMB(V) et Belﬂb(V), on pcse A B =0 si a=-1, si non

) = Z(1)le(x,...,x_

(& MB)(xO, cees X
i=¢

a+b B(xi’ e Xi4p

b 4
a+b

abe1? e
On définit ensuite que OD: M(V)2 —> M(V) par :
ADB=AYB+ (-1)2* gy

(M(V) , D) est une algtbre de Lie graduée .

Notons ensuite o 1'opérateur d'antisymétrisation :
si A €l®(V), alors ,

(O((A))(xo, ceey X)) = (1 )Lglgnﬁ) A(XG'( TIRERY xq'(a))

a (a+1 )'

ou 5ign(S) es. la signature de la permutation de (a+1)-éléments §

On pose alors A(V) =x(M(V)) et 2%(V) = x(M?(V)) pour a> 1, ensuite on
(a+b+1
définit ':[ ]] V)2 —> A(V) par [I: -u =

A er’(V), B e ab(v)

)
x(A OB)
tart )t (p+1)! -
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Définition 2 :

Soit A1(V)%'1'espace des séries formelles en N\ & coéfficients
dans A1(V) (1'espace des applications bilinéaires antisymétriques de
V x V dans V) .
Soit G = (V , [,] ) une algébre de Lie .

On appelle déformation formelle de G une structure d'algébre de Lie sur

Vx définie par P)\é A1 (V)xtelle que PQ = L, ]

1'identité de Jacobi s'écrit pour P>~:

s, P, =0Vk€N
1+J= [[ Jﬂ
Soit -§P, L II =3 (P, ooty B y)

l+J
i,d >O
ainci le bord de Pk est une quantité qui s'exprime & 1l'aide de
Pov voney Py

Définiton 3 : Une déformation vraie d'ordre k
Une déformation de G d'ordre k est un élément EX.E'A1(V)>\

telle que PO = [:] et -§P, = J; VP Lk
5Pk+1 = Jk+1 =0

k .
ainci %\ = PO + 2 ﬂ?i est un crochet de Lie sur V pour toutes les
i=1

a/ L'obstruction & prolonger & l'ordre k + 1 une déformation &

l'ordre k est une classe de cohomologie l_Jk+1_] €H3(G , G)
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3-1

En particulier si HB(G , G) = 0, toute déformation & 1l'ordre k de G se
prolonge en une déformation formelle de G .
b/ si HZ(G , G) =0, alors G est rigide (P)_est une déformation
triviale) . En particulier toute algébre de lie semi-simple est rigide
R | . . . 2 )
ainci B’(G , G) intervient comme obstruction et H (G , G) comme classi-

fication des déformations .

INTRODUCTION :

Considérons une algébre de Lie munie d'une graduation

E=0 Ek' ou la décomposition est telle gue [Ek , Eﬂ < Ek+1

keZ
Yk, 1 € Z
Posons E+ =@ E et E =@ E . On a ainci une décomposition en somme
k - k
k»0 k(O

directe E = E+ 1) Eoe E_
De plus E+ et E_ sont respectivement des ideaux .
Considérons les algébres de Lie dont les tables de multiplication sont

schématisées par les tableaux suivants .

0 /422 2%;/
7

Q
NN

Les algébres D, B, C sont des structures différentes sur 1l'espace E .

Une zone hachurée dans un tableau représente les crochets de Lie dans E ;
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Une zone non hachurée représente les crochets nuls .

Enfin, +, O et - représentent respectivement des éléments arbitraires

de E+, EO et E_ .
L'algébre de Lie D n'est autre que la somme directe d'algébres de Lie

de E+ + E, et E_ ; L'algebre P n'est autre que E elle méme .

?

0

I1 n'est pas tout & fait évident que B soit une structure d'algebre de
Lie .

Vérification de 1'identité de Jacobi pour les triplets du type :

(+, +, =) ou alors (+, 0, -)

Les espaces munis de deux structures d'algebres de Lie distinctes con-
sidérés par Adler-Kostant et Symes dans 1'étude des systémes compléte-
ment intégrables[1 ] et les résultats rappelés dans 1'introduction)
sont tous du type considérés ici : on peut avoir des paires de struc-
tures de type (C , B) et (C , D) respectivement .

Notons PD’ PB et PC les crochets de Lie réspectifs de D, B et C .

On passe de PDé PC en rajoutant progréssivement des crochets manguant .

Ainsi, on passe de PD a PB en rajoutant les crochets de la forme

le_ ac oh el €E_, x €E .

En d'autres termes PB = PD +‘6D oh‘6D est la 2-cochaine définie par :
O R R S N

on a de méme PC = Pp + EB ol

Uﬁ(e+ +x+e_,el +x' +e')= L?+ , ei] - [%i , e_J
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32

On se propose d'examiner & quelles conditions on peut réaliser les
structures PB et P, comme déformations infinitésimales, ou éventuelle-
ment formelles de PD et Py réspectivement .

On peut aisément exprimer les conditions sous les quelles PD + t8; est
une déformation formelle & l'ordre 1 de PD (auquel cas, c'est une défor=
mation de PD qui converge de facon évidente, n'ayant que deux termes)

y

fait dans le cas particulier ou Eo est abélien .

Ces conditions se résument & [%_ ’ [?u ’ E.] = 0, ce qui s'aveére satis-

PREMIERE DEFORMATION :

Soit une algébre de Lie L = I + A + J ol I, J et A sont des
sous algébres de Lie telles que [A , I]C I et [A , é]C J
I + A et J + A sont donc aussi des sous algébres de Lie .
On désigne par L0 la somme directe des sous aslgébres de Lie I et J + A,
par PO son crochet de Lie et par 5y ° LO X LO -_> LO la Z-cochaine
définie par :
Ko(i +a,i' +a') = [} , ai] - [}' s %] (i,.i'€ I ; a, a' € A)

ou [,] est le crochet de Lie dans L .

Proposition 7

i/onaﬁ:P + ,P.+-5]=23L3 + [l - %) = 0
150 ot % o 0 o * %o |

o)

En particulier, PO +-30 est une structure d'algebre de Lie sur

g

ii/ Pt =P + tbo est une déformation formelle de P

0 0

1'ordre 1
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(i) et (ii) sont vérifides si et seulement si [% , [ﬁ , %1} =

sous cette condition, P, est donc une famille & un parameétre de struc-

t

tures d'algébre de Lie sur L .

Démonstration de la proposition 7

I1 est facile de montrer que :

%]‘0.60(5-1"’31*'.].1 ,i2+a2+32,13+a3+33)=

1 N .
-7!]-;60 , ‘éo‘u (11 +a, + 31 y i, 4+ +32 , ].3 + as +3’3)
(119 i2v 13 €I, 81, 32’ 8.3€A ’ j-‘r 32’ 33 eJ)

enfai‘t& K(l +a1+j1,i2+32+j2913+83+j3)=

cycl[[1’a2—|’°3“ _L ,Ecﬂ(i1+a1+j1,12+a2+32'
l3+a3+33)
la proposition en résulte immédiatement

Avec les notations de l'introduction, on vecit, en application de la

proposition, que PB est un crochet de Lie et 1'on constate que PD+tBD

est une famille & 1 paramétre de crochet de Lie si et seulement si

[E__ , E)O , EOJ] = o comme énoncé .

Gontre exemple :

L'hypothése [} ’ I] C I est essentielle pour que LO se déforme
On considére la décomposition de Iwasawa de sl(n ’ R) =L
LO =(A+J)@®I; ou@ est la somme directe d'algébre de Lie

= H un sous algébre de Cartan
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I = so(n’
J est 1'algébre de Lie engendrée par les X x>0

J = N* avec les notations du chapitre L

Considérons une base comme dans le chapitre sz ’ Ha& , X EL\_L

I=so(n) est engendrée par les X - X_s(et on a :
- - \ t p ] 2. .’
[%x ’ %x X_OJ = 2&q-+ X_o(ﬁtso(n/, l'hypothese n'est donc pas vérifiee .
-

On peut en fait muntrer dans ce cas la rigidité de L

Lemme21 : H2(L , L)=0p

Démonstration du lemme 21:

On cor:-dére la suite exacte courte so(n) > LO > H+N+

N

a cette suite o:r &ssocie le suite spectrale de Hoschild et Serre .

12(

LO , LO) est déterminé par les trois termes suivants :

8O + ¥, H(so(n) , L))

1 + 1
H(E + 8, B (so(n) , L))

B8 + N, B(so(n) , L))

so(n) est une algtbre de Lie simple donc d'aprés le théoréme de

Whitehead [8] HE' (so(n) , LO) et Hz(so(n) , L) sont nuls donc

0

1,1 0,2
E’™ =E =9.
2 e

Reste a voir le terme :
o

so(n) , L))

12(g + N* |, H
0

HO(SO(H) , LO) = Invgo(p) (so(n) ®H + N') = H + N*
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2 + +
donc HZ(H + N, Ho(so(n) , Lu)) =H(E+XN ,H+VN)
H + N est la sous algtbre de Borel de sl{(n , R) et d'aprés le théoreéme

de (Leger et Luks) 4

HP(E+X ,HE+5) =0
done E2(L , L)=0

0’ 0
c.q.f.d

Remarques :

i/ Cet exemple fait partie de ceux qui fournissent des systémes

complétement intégrables

ii/ Soit G est une algébre de Lie semi-simple, G = N+ H o+ N
sa décomposition de Cartan .
On peut appliquer & G les conclusions de la proposition 7 : on pose
E=G, A=H, I=N,J=N et[,]lecrochetdec
H est abélien d'oh [I A A]]:O
On considére le 2-cocycle définie par : Bo(i+a , i+a') = [},aﬂ -[i'ﬁg

(i,i'€1,a,a'€4),alors T, engendre une déformation formelle & 1'ordre 1

Exemple : Algébre de Virassoro

L est une algdbre de Lie de dimension infinie définie par :

L=G Ei : Ei = Rei avec tfi , ej] = (5 - 1) e,

J
ieZ
= = (H =K
Ly=@8 :Ll,=GF ;L =t
it i&!
L=L +B +L, ;L +BE =1 (Fus)
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On peut écrire chaque élément e, comme une dérivation de l'algébre des

d

polynomes de Laurant R[ ’ t-1:l en posant e, = ttt —
dt

I1 est clair que [Ek , El] C i

On peut appliquer & L les conclusions du paragraphe précédent .

On pose I = E , A = Eb H PO = [ ,-] le crochet de L

-

on remarque que [:A , A] =g d'ol _I—I , F’-& , 1‘:’] =0
, - -

—

et le 2-cocycles définie par :
l%(i+a,i+a')=[i,aj—[i',é (i, i'e I, a, a'€ 1)

alors d'aprés la proposition 7, Pt = PO + fi) est une déformation

formelle de Po a8 1l'ordre {1 .

3«3 SKCUNDE DRFURMATION :

Les notations sont celles de 1l'introduction . on se propose
sous certaines hypothéses sur E, de montrer qu'il existe une déforma-
tion de PB vers PC . Lorsque E n'est pas de dimension finie, cette
déformation est formelle non polynomiale . Cependant elle converge
"faiblement" en ce sens gque pour tout couple x , y dans Eig\(x ’ y)
est un polynome en A dont le degré ne dépend que des degrés des compo-
santes homogénes de x et de y .

Soit une cochaine C sur E . Nous appellerons support de C 1l'ensemble
S: E.22 défini par :

(P:Q)¢SCQ —erpvyeEq—: C(X)V)=O]
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Lemme 22 :

Soit une suite Ck (k €N) de cochaines sur E, si les support
de Qk partitionnent 22, alors la suite formelle :E::_. )E Gk converge
k €N

faiblement .

Démonstration du lemme 22

C'est évident .

Passons & présent & la définition de la déformation formelle de P_ vers

B

PC
On pose G, = Py et pour k) 0, on définit C, par @

¢z ) =[x 5] Se (xl .+ ) ()

Dans (*), {zl, | v\ désignent réspéctivement les degrés de x , y suppo-

sés homogénes et [, ] est .e crochet de Lie dans E .

6ek(\x\ cAyl) =181 (xt L, Ayl) € e

= o si non

ol ekC 22 est l'ensemble
((k, =k) +8(0, -1)) U((x, -x) +X(1 , 0))

((-k , ¥) + §(=1 , 0))V ((~x , x) + X(0, 1))

que 1'on peut visualiser commodément sur le schéma :
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(-k,k)

Si 1'on observe que le support eO de C0 est l'union des premier et troi-
siéme quadrants fermés, on voit que la famille des supports de la suite

Ck(k € N) est une partition de 22

Théoréme 1 :

La série C_ = )& C, converge faiblement et 1l'on a
N Yen K

C1 = PC

——

La série C_ = li___ )¥ C, est une déformation formelle de P .
XN xeN k B

Démonstration du théoréme 1

Montrons que l'on a
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QSCk(x,y, Z)=L___ ”-Cp,Cq:ﬂ(x,y, z) (* *)

pour tout k » 0, ou O est 1'opérateur de cobord de la représentation
adjointe de PB .
on peut se limiter & des éléments x, y, z € E homogenes .

Leurs degrés respectifs sont notés a, b, ¢

La signature d'un élément sera +,- ou O suivant son appartenance &

Compte tenu de la symétrie entre Bt et B et de 1'antisymétrie des co-
chaines ; il suffit de vérifier (* *) pour les (x 'y Y z) de signatu-
res (+, 0,0 35 (0,0,0 3+, +,4);(+,+,0; (+,+,-)
(+, 0, -)

Au vu de la définition (*), il est immédiat que le membre de droite de
(= *) s'annule pour les signatures (+ , +, +) et (+ , +, 0) ;

I1 est immédiat également que le membre de gauche de (* *) s'annule pour

(+,+,+)et(+,+,0); pour (+, 0, =) ona(2$ck(x,y,, z)) = 0

Ek(x,y) . z:]+[Ck(y. z) , ;E]+Ek(z , X) »y_J

R FERTYI I R I

CA[x 5], 2 +Ck([_'y.z:j,x)+i6k(Z.X),y_,

2(5Ck(x y J Z)

Fospaflr @A A 5)-

(identité de Jacobi)

I

Pour les signatures (+ , 0, ¢ et (¢, 0, O on obtient les deux mem-
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membres égaux & o .
I1 reste & vérifier (* *) lorsque la signature de (x s Y z) est
(+v+")°
Le calcul est long mais direct . On trouve la valeur commun suivante
pour les deux membres de (% )
c{-k,a+b=k:z [; , Ix y_‘

e
c=-k,a+b>k,b>k:2 ﬁé,ﬂ,%J
c=-k,a+b>k,a>kzzﬁ?,q,{]

d'oh le théorerne .
Ce théoréme permet de construire de nombreux exemples de déformations

formelles .

QUELQUES EXEMPLES :

Les algebres de Kac-Moody :

On sa.t, d'aprés V . Kac, associer canoniquement une algébre
de Lie GA a toute matrice A EMn(C) .
rappelons que GA s'éerit :

N +H+ N

(]
1

ol H est une sous algébre de Cartan, abélienne, et ou

N =@6 : N =G
o >0 % {0

L'action adjointe de H sur G, est diagonalisable et il existe des raci-~

A

¥*
nes simples .,1x]_E_H telles que tout poids o de cette action

1’

1
soit de 1la forme 2:_ nfxi ou les entiers Dyy eecey n, sont tous positifs
i=1
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ou nuls ou bien tous négatifs non nuls .

H est 1'éspace propre de poids @, tandis que G » pour o # 0, désigne

1'espace propré de poids o ; N (resﬁ N") est la somme des espaces de
poids positifs (resp négatifs) c'est & dire dont les coéfficients n,

ne sont pas négatifs (resp positifs)

Soient H1, cevey Houn gsystéme linéairement indépendant de H et

Kys +es+po ) Un systéme linéairement indébendant de H*, la matrice

A= (aij) est définie par (H; , qJ.):o(j(Hi) =8 Vi, 'jé, n

L'algébre G, peut encore se réecrire sous la forme @ Ek , et cela de
kgl

nombreuses fagons . Voici un exemple . Appelons longueur de o = Z;'nfxi

le nombre oo+ ... +n) = ~\. on pose Ek = %i\_k Q%

(Caa particulier EO = H) . I1 est clair que [Ek ’ E]] < Ek +1 .

On peut donc appliquer & G, les conclusions des paragraphes précédents .

A
d'une part, vu la proposition (7) 1l'algébre N &® (N+ + H) se déforme
suivant une déformation d'ordre 1 : on prend A = H, I =N, J = N',
comme H est abélien, la condition [& , [} , Ai] = 0 est automatiquement

vérifié .

Cette déformation d'ordre 1 se fait vers l'algébre PB

D'autre part PB se déforme formellement sur GA gréce au théoréme 1

a/ Algdbre de Lie de dimention finie :

Si GA est de dimension finie, par exemple, si c'est une algébre
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de Lie semi-simple, alors cette derniére déformation est en fait une
famille & un paramétre pciynomial de degré sup {k >0 / Ek # O}
d'algébre de Lie sur GA .

Dans le cas d'une algébre de Lie simple, ce degré est le rang de
1'algeébre .

b/ Algebre de Lie de dimension infinie :

Si GA est de dimension infinie, comme c'est le cas d'une algeée-
bre de Kac-Moody affine ou hyperboligue par exemple alors on a une défor-

mation formelle .

3~5 UNE CONDITION DE NON TRIVIALITE :

Proposition 8

Dans les conditions du paragraphe (3-3) si {?1 , E_] # Oou
si (?_1 , E+] #C). alors C1 n'est pas un bord pour l'action adjointe
de B . En particulier, C1 n'est pas un tel bord lorsque [?+ , E_] % 0
et lorsque E est engendré par E1 + E()+ E_1

Démonstration de la propositiorn 8

Supposons au contraire que C1 = 8T . Pour x de degré 1 et y

de degré -k (k},1) on a :

rx ’ y] l_ [T(X) ’ y-JB

E’-'B désigne le crochet de la structure B ol T(x)a désigne la compo-
sante de degré a de T(x) . Mais [% , y] est de degré 1 - k et

LT(X)_S , 37_] est de degré -(k + 1) {1 - k puisque s >0

Donc, si [?1 ’ E_J #(), alors C1 n'est pas un bord .
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On utilise la méme méthode pour €tablir que C1 n'est pas un bord si
lTE_1vE+J740.
Pour conclure, il suffit de constater que si § est engendré par

E_1GE>EO@E1 alors :
[E1 ,E_]:O , [E_1 ,EO]=0=> l:E+,E_]=o

La classe de cohomologie IC{] classifie la déformation infini-
tésimgle . Cette proposition nous fournit donc une condition de non
trivialité des déformations du type considéré dans ce chapitre .

On voit facilement que cette proposition s'applique aux deux exemples

ci dessus .
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CHAPITRE ™

4-0 INTRODUCTION .

4—1

Dans le chapitre IIL nous avons montrer 1l'existance d'une
suite de déformations dans le cas d'une algébre de Lie graduée qui
permet d'obtenir la structure de l'algébre de Lie G & partir de cel-
le de Gb .

Le calcul cohomologique fait au chapitre I permet de classifier les
déformations .

Nous montrons dans ce chapitre que la seule suite de déformation qui
nous donne la structure de G & partir de celle de GC)eSt celle intro-

duite dans le chapitre 1T pour les cas particulier de G algébre de

Lie semi simple de dimension finie et le cas ol G est 1'algébre de
Kac-Moody affine non tordue G = s1({ , R) @ C[t , t'ﬂ

Ces exemples font partie de ceux étudiés par Adler‘[ J dans les systé-
mes complétement intégrables .

PREMIERE DZFORMATION :

Soit une algibre de Lie semi simple réelle de dimension finie
on a vu dans le chapitre Ique

’) - -— -
H‘(GO , GO) = Hom(H , Der §~) ® H2(K , RX, ) @ EN , N)
seul le terme Hom(H , Der N7) contient des cocycles intéréssantes

pour les déformations que nous cherchons .
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Soit B une application linéaire de H & valeur dans Der N~ elle est
associé au 2-cocycle suivant B : H x N ———> N~ défini par :

B(H, ) = 5; ol1 Bi est un élément de Der N alors

B(H{x.,x ) =D.(X. )

1V,
J
B engendre une déformation infinitésimale qui sera formelle a 1'ordre

1 & condition que le crochet de Ridscharson-Nijenhuis de ® par lui

méme soit nul . On remarque que :

Te.ollts .5 .1 -G, 03, -5, 05) =[5, 3]0

. i
X J J

=1

On a vu & la page (19) la table des crochets de Der(N7)

D =
[CK. ' Qx{]
1 J

, . : .
D , D =m? D obum? est le i°™° composante de S_(x,)
‘xi “j i 5 i J

{
(@]
f ()
P
{°-
ILJ. l
1]
O

|
=]

A

On a alors deux types de déformations suivant que le cocycle§ est

1
défini & partir des dérivations du type %x ou du type Qx
i . i

autrement dit on a deux cas :

0it ¥ : H ———> Der N~ d<finie par

e
~
[ €]

S(H ) = a.. D i=1... n

et le cocycle associé ® : H x N~ ————> N~ défini par :

n=1 ' n-1
(B ,X )= a .D (X )=) a. X .
% TR T E Ty e g TH TS ) si s

0 si non
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u,. a, .
ij ij
ii/ Soit ¥ : H ——> Der N~ définie par
n-1

U(H“i) =$j;1 UsD, i=1 ... no

et le 2-cocycle associé 8 : H x N ~——> N

n-1 n=!
$(H, ,x_)=) U .D (X _)=> U .n X
- G~ B e -~ I
i=1 n-1

Soit U= (U,,) i, j=1 ... n-1 une matrice & coéfficient réelle
dans les deux cas décrites précédemment il existe une déformation
formelle 4 1'ordre 1 . En fait on a ]i-‘é ,‘6—“ =0

4-2 DEUXIEME DEFORMATION :

Soit GU l'algébre de Lie résoluble qui contient la somme
directe N' ® N~ comme sous algebre des commutateurs et dont 1'abé-
lianisé s'identifie 3 H définie au chapitre |
On a démontrer au chapitrquue :

“(

B(G, , Gy) = Ian(H’(N+) ®D,) d Ian(H‘(N+) ®D,) + Invy ¥

o W =| ‘P € Lom(H (V) @ B (N7), ¥) /P(X, , X_) = B sixed siuple

0 si non

Calcul de la déformation polynomiasle :

r

SoitAE =lu\ € 0/ % est la somme de p racines positives}

A; ={-a\ &0/ o est la somme de p racines négatives}
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On considére le cocycle C élément de Ian W défini par :

Ce cocycle peut &tre prolongé en la cochaine C1 définie par :
(X ,X_)=H o.€ENT
1 . . . i 1

i i i

six€ AT, pe A\D] etw+p €O

+
- (r + 1))&‘+

_‘O
—
>4
=55
~
]

P

=0 si non
et les trmes obtenus en échangeantl)? etl); resp(d et &7)
avec p- bof> W , p + go (lae -suite de racines induite par ?»)
voir la base de Chevalley [7]
On définit ainsi une suite de cochaines (Cp) 1 é; p { n-1
&

ptk

+k
C =§ H sik=2 o jo€
c_( X)) =L (3 + X _sixen’ et EA—\%}A-
prx’ P =TT u\+fﬁSl pe P =11
= 0 si non
%

+ . - o + +

CP(X"‘ , Xﬁ) == {r + 1))&+ps1q€ AP etPEA \ ¥=1Ai

= 0 si non
La suite (Cp) vérifie la propriété suivante :
[xa. x‘;‘} bek<|&| %)

ou e € Z 1 < k Q n-1 est 1l'enserble :

((k , k) + N0, =1))U ((x , =x) + 81 , 0))V

((<k , x) + N(=1 , 0)) U ((-k , k) + §(0, -1))
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ou l%xl et ,Y&’ désignent réspectivement les degrés de X et Y

On a vu au chapitre.]l[ que cette suite de cochaine vérifie :

: o
SCk(x 'Y ) = e r-Cp ' Céﬂ (x, 5., 2)

p,q)0

et donc (Cp) p=1... n-1 engendre une déformation & 1'ordre (n-1)
[ 0,=0 3 «EXe,
on obtient ainsi la structure de 1'algébre de Lie G pour A = 1

Schéma exp.icative :

Cp est définie sur un couple (X,Y) N \
avec X élément de la pome pseudo

)

diagonal et Y un élément gquelcon- L p me pseudo

.eue
que en dessous de la > pseudo diagonal

diagonal, et la sitation symétrique.

4-3 AUTRES DEFORMATIONS :

Les déformations engendrées par les couples de
1/,+
Ian(H ) ® D2)

|

on considere X @D
= -5
i Fi

avec ﬁi fixé

Soit c(gx , X ) =X

-

i Pi S

-3 (M)
o: vérifie aisaiment que le crochet de Richardson-Nijenhuis de C par

lui méme ect nul [C . C]] =0

donc C engendre une déformation formelle a l'ordre 1 de GU vers
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une algébre résoluble qui dépend aussi de la matrice U .
De la méme fagon Ian(H'(N_) ® D1):

|
on considere les cocycles X & Do( pour ij fixé

J

Soit C(X X )=X
o ' i S

on vérifie que [[C , djn =0

donc C engendre une déformation formelle & 1'ordre 1 de GU vers
une algébre résoluble qui dépend aussi de U .

La seule déformation qui donne la structure de G est celle donné
par le théoréme du chapitre précédent et qui provient de terze
Ian v .

4-~4 CAS OU G EST UNE ALGEBRE DI KAC-MOODY AFFINE NON TORDUE :

Dans le chapitre IT on a démontré que le deuxiéme groupe de
cohomoclogie de GO 4 valeurs dans GO est :

72 (

GO , GO) = Hom(H , Der IE+) @Hz(ﬁ— ’ 1“}-) ) Hom(H1(I:I-) » D, ) @
Hom(H, (N7) , D,)

oh D ={tp(t) g—t- / p(t) & Cit}}

Le deuxidme groupe de cohomologie de N~ & valeurs dans ﬁf,H2(ﬁ_, ﬁ_)

est déterminé par Fialowski énoncé au chapitre _{[

Le terme Hom(H1(ﬁ—) , Der(ﬁ-)) ne donne pas des déformations intérés-

santes.

Le terme Hom(H , Der N”) est formé d'applications linéaires de H a
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-~

valeurs dans Der N~ ; S; tel que‘g;(eo) = D, ou Di est dans Der RN~
on lui associe le Z2-cocycle Ki tel que Ki(eo , X) = Di(X) pour
tout X G,ﬁ'

Le crochet de Richardson de Xi par lui méme est égale au crochet
de Di par lui méme en tant que dérivation ﬁ:éi ’ Ziiﬂ = ‘I:Di , D].:J
qui est nul :'Ki engendre alors une déformation formelle & 1'ordre 1
‘Table de Der N

On a [_Di Y Dj] = (j - 1) Dit;

on a alors deux types de déformations :

i/ Pour D0 = ad' ﬁ' eo

)

€ (e , €_3m+1’ T B3t € 3m+1

'6O(e ) e mpq) = 8_3p 4 €z

1%(e , 9_1) = -a, e_,

t—(i+1 ) 4
dt

ii/ Pour Di =
'Ci(eo s € 3me) = 7B D_zng €o3(mei) + 1
6i(eo ’ e-3m—1) =70 b_3py €3(mei) - 1

. (e , e_3m) =0

¥.(e , e_1) =0

— -

Soit 57.:{-@1_3m+1 8z g v Bzny /ME NL

J
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I1 existe dans chaque cas une déformation formelle & 1'ordre 1
(Gn ’ PB) ou PB = PD +A51
Dans la suite on supposera que la déformation est associée au

cocycle ¥, obtenu dans (1)

Déformation de Gg :

On a vu & la proposition 5 que H2(G_ , Gﬂ) est égale &

A+ A_
Der N & Der N )
&V
Av

Hom(H ’

Der N+®Der N_)
A

La déformation engendré par des cocycles de Hor(H ,

ne donne pas la structure de G
Par contre V engendre une déformation infinitésimale qui peut étre
prolonger & une déformation formelle .

I1 existe une suite de cochaines (Cp)peN de premier terme C,

Ciley v ey) = ae,

C1(e2 , e_2) = beO

Colez v ezpig) = -2e_5p.5
Coleg v esp) = e spyz

C

1les s ez y) = —esps
1(63 ’ e-3m+1) = e-3m+1
1(34 ’ e-3m—1) = €.3(mp=1)+1

C1(e4 ' e—3m-1) = "3(mm1)
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Ciley v esy) = —e_zp,

La condition de prolongement est que : a =1 , b = -1

-—

Soit[Sp = {f3p+1 » e3p e3p_l}

La suite (Cp) vérifie la propriété suivante :

pe &

e, est 1l'ensemble ((k , -k) + ¥(0 , -1)) U ((x , k) + N(1 , 0))V
((=k , k) + N(=1 , 0))U ((-x , x) + ¥(o, -1))

ou le et IYI désignent respectivement les degrés de X et de Y

un élément de[lp est de degré p

On a vu au chapitre ;HI;que cette suite de cochaines vérifie

—

“(x,‘r,z) Y k

25C(X,Y,Z)=Z_“——CP,C

p,3>0
aonc (Cp)p€£N engendre une déformation formelle convergente .
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