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LES SUITES DE HOCHSCHILD-SERRE
EN COHOMOLOGIE NON ABELIENNE

Michel HACQUE

Institut de Mathématiques et Informatique de I'I.S.M.
Université Claude Bernard - LYON I
69622 VILLEURBANNE, France

INTRODUCTION

Dans la théorie classique de la cohomologie abélienne des groupes, les
SUITES EXACTES DE HOCHSCHILD-SERRE jouent un role fondamental, en
raison de leurs nombreuses applications, sous une forme implicite ou explicite, &
des domaines variés, parmi lesquels figurent en particulier la théorie des algebres
simples (voir par exemple {22], [5], [18] et les pages 130 a 132 de [13]), la théorie
des corps de nombres algébriques ([12], [1Q]), 1a théorie du corps de classe local

([11], [21D), et 1a théorie des Formations de Classes ([19], [14], [15], [1D.
A la suite des premiers travaux de R.C. LYNDON sur la Cohomologie des

extensions de groupes [16], l'existence et la caractérisation des SUITES
EXACTES DE HOCHSCHILD-SERRE, annoncées dans [18], résultent du
Théoréme 2 page 129 de [13], dont la démonstration repose sur l'utilisation de la
fameuse SUITE SPECTRALE DE HOCHSCHILD-SERRE.

Dans les applications, on utilise en général les SUITES EXACTES DE
HOCHSCHILD-SERRE sous la forme suivante.

Etant donnés un G-module M et un sous-groupe distingué K de G, alors :

(A) En basse dimension, il existe foujours une suite exacte de la forme :

0 — HI(G/K, MK) —ﬁ» HI(G, M) A, HI(K, M)G—ti) H2(G/K, MK)
b, H%(G, M)

dans laquelle r est I'homomorphisme de restriction, dans laquelle /3 et I3 sont les
homomorphismes d'inflation et dans laquelle ty est un homomorphisme déterminé
par la transgression.

(B) En dimension deux, si HI(K, M) = (0), il existe une "suite exacte

fondamentale” de la forme :



(0) — H3(G/K, MK) L, HX(G, M) 25 HX(K, M)G B, B(G/K, MK)
—I3—> H3(G, M)
dans laquelle rp est 'hnomomorphisme de restriction, dans laquelle I3 est I3 sont les
homomorphismes d'inflation et dans laquelle t3 est un homomorphisme déterminé
par la transgression.

(C) Plus généralement, en dimension m 2 1, en supposant que
H(K, M) = (0), pour ) < n < m, alors le sous-groupe constitué par les éléments
transgressifs de HR(K, M) coincide avec HN(K, M)G, I'image tm41(H™K, M)G)
est un sous-groupe de HM*+1(G/K, MK), et il existe une suite exacte de la forme :

(0) — H™(G/K, MK) m, HM(G, M) ™ Hm(K, M)G ‘mt! gm+1(G/K, MK)
{951 Hm+1(G, M)
dans laquelle ry est 'homomorphisme de restriction, dans laquelle Iy, et Ijp41 sont
les homomorphismes d'inflation et dans laquelle t;;4+1 est un homomorphisme
déterminé par la transgression.

Naturellement, la partie (C) exprime 1'intégralité du Théoréme 2 page 129 de
[13], dont les parties (A) et (B) ne constituent que des cas particuliers , mais qui
sont cependant les plus fréquemment utilisés dans les applications.

Par exemple, la richesse de la cohomologie galoisienne [19] résulte
essentiellement du fait que le THEOREME DE A. SPEISER [20] entraine
I'Hypothése de la partie (B) et par suite l'existence de la "suite exacte
fondamentale"” de la partie (B), dont G. HOCHSCHILD et J.P. SERRE ont donné
une interprétation [13] dans le cadre de la théorie des algebres Q-normales de
S. EILENBERG et S. Mac LANE [3].

On se propose d'établir la généralisation des SUITES EXACTES DE
HOCHSCHILD-SERRE et leur interprétation, dans un contexte infiniment plus
vaste, obtenu en remplagant la cohomologie abélienne des groupes (voir par
exemple [3], [4], [15], la Troisieme partie de [19] ou le Chapitre IV de [17]) par la
COHOMOLOGIE NON ABELIENNE DES ANNEAUX-GROUPES, dont la
théorie a é1é présenice dans le DIPTYQUE constitué par les deux articles [6] et [71,
c'est-a-dire, plus précisément , en remplagant 1a notion classique [19] de G-module
M par la notion nouvelle de PSEUDO-MODULE P = (G, T, 8), introduite et
étudiée dans les deux premieres ANNEXES [8] et [9] au DIPTYQUE précédent,
dont on a donné de trés nombreux exemples et dont on a montré qu'elle constitue la
généralisation de la notion classique de G-module, dans un cadre non
nécessairement abélien qui englobe en particulier 2 la fois le "cas des groupes”

et le “cas des anneaux" .



Le présent travail constitue donc la troisitme ANNEXE au DIPTYQUE
précédent et en particulier la "seconde étape” d'un projet dont la "premiére étape”
a été réalisée par I'étude [9] des EXTENSIONS Q-NORMALES, qui généralisent,

dans le contexte envisagé, les algébres Q-normales classiques.
Comme on a montré dans [§] que tout PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6),

détermine "fonctoriellement” son SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON
ABELIENNE :

H2(P) = HXG, )

et ses GROUPES DE COHOMOLOGIE CENTRALE :

A An
HY(P) = Hy(G, I (pour tout n € N),

pour des DONNEES DE BASE :
{P=(G,T,8);G'}

constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 8) et un SOUS-GROUPE
DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE
P'= (G, T, 0" et le GROUPE QUOTIENT G" = G/G', les "nouvelles” SUITES
EXACTES DE HOCHSCHILD-SERRE EN COHOMOLOGIE NON
ABELIENNE sont en fait des "suites exactes” qui font intervenir a la fois des
GROUPES ABELIENS provenant de la COHOMOLOGIE CENTRALE et des
ESPACES MUNIS DE GROUPES D'OPERATEURS provenant de la
COHOMOLOGIE NON ABELIENNE.

Par exemple, le Théoré¢me 4-3 établit qu'en basse dimension, il existe

toujours une "suite exacte” de la forme :
A

A
A A A
{1} —> H§(G", H)(G",1)) A HL(G, 1) —L [HA(G', 1)

A ~
t A Iy~
—% HZ.G", H(G')N) —3 HYG, T

A A
dans laquelle /1, ?1 et to sont des morphismes de groupes qui caractérisent une
suite exacte de groupes abéliens et dans laquelle 'OPERATEUR D'INFLATION



~ A
I 2 fait agir le groupe abélien H3.(G", HQ(G',") sur le SECOND ESPACE DE

COHOMOLOGIE NON ABELIENNE :

H3(G,T) = H2(P)

du PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0), de telle sorte que le groupe d'isotropie de

A
chacun de ses éléments est le sous-groupe du groupe abélien Hg"(G", Hg.(G',F))

A
constitué par l'image de 'THOMOMORPHISME DE TRANSGRESSION t 7.
Ce résultat constitue la généralisation de la Propriété (A).
Pour obtenir la généralisation de la Propriété (B), l'obstacle majeur réside

dans le caractére trés technique de 1'élaboration de la caractérisation de la

"seconde transgression" T 3 en COHOMOLOGIE NON ABELIENNE, obtenue
dans le Théoréme 6-3 et le Corollaire 6-4.

Une fois cet obstacle franchi, le Théor¢me 7-2 établit que sous la
CONDITION DE SPEISER :

A A
&) HI(P') = Hg(G', T) = {1}

il existe une "suite exacte fondamentale"” de la forme :

~ ~

A a4 ~
(1} — H2.(@G", B 3 H2(G, 1) L3 (A2(G, D)

~ A
t A In A
—3 H3.(G", H{(G' 1) —% HYG. T)

qui fait intervenir en particulier le SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON

ABELIENNE H}(G, I = H2(P) du PSEUDO-MODULE P = (G, T, ) et aussi

le SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE



HZ(G', I') = H2(P') du PSEUDO-MODULE P’ = (G', T, 8" et le sous-espace

d'invariants [HZ(G', T)]G = [H2(P")]C.

Ce résultat constitue la généralisation de la Propriété (B).
Une interprétation du résultat précédent est obtenue dans le Théoréme 7-3,
qui établit que sous la CONDITION DE SPEISER :

A A
(S) HI(P) = H{(G', D) = {1}

il existe une "suite exacte fondamentale” de la forme :

o~ ~~

(1) — H2.G", HY(G.) 2 B, 1) 3 [Ext(G, DG

~ A
A A
3 Buc", B ) -3 H3G, T)

qui fait intervenir en particulier I'ESPACE Extg(G, I') DES CLASSES DE
0-EXTENSIONS de l'anneau-groupe I' par le groupe G et I'ESPACE
[Extg(G' I')]G des CLASSES D'EXTENSIONS Q-NORMALES, de sorte que

I'APPLICATION DE TRANSGRESSION T3 est identifiable 3 ' APPLICATION
CLASSE DE TEICHMULLER.

Enfin, le Théoré¢me 8-1 établit la généralisation de la Propriété (C) en "hautes
dimensions", c'est-a-dire pour les dimensions m > 3.

En résumé, le Théoreme 4-3, le Théoréeme 7-2 et le Théoréme 8-1 établissent,
"en toute dimension”, les généralisations des SUITES EXACTES DE
HOCHSCHILD-SERRE, dans le contexte de la COHOMOLOGIE NON
ABELIENNE DES ANNEAUX-GROUPES, ou encore dans le cadre non
nécessairement abélien des PSEUDO-MODULES, qui englobe en particulier 2 la
fois le “cas des groupes" et le "cas des anneaux”.

L'existence de la "suite exacte fondamentale” du Théoréme 7-2 et son
interprétation par la "suite exacte fondamentale” du Théoréme 7-3, semblent
constituer les résultats les plus intéressants, puisqu'ils généralisent, aux
EXTENSIONS Q-NORMALES et 8 une COHOMOLOGIE NON ABELIENNE,



les propriétés classiques relatives aux algébres Q-normales et a la cohomologie

galoisienne.

1. LE CONTEXTE.

On se propose d'établir la généralisation des SUITES EXACTES DE
HOCHSCHILD-SERRE et leur interprétation, dans le CONTEXTE obtenu en
remplagant les "données classiques” constituées par un G-module M et un sous-
groupe distingué G' du groupe G, par de nouvelles DONNEES DE BASE :

{(P=(G,T,0);G'}
constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 8) et un SOUS-GROUPE
DISTINGUE G' du groupe G.

La considération des PSEUDO-MODULES nécessite quelques explications
préliminaires.

Dans toute la suite, on utilise la terminologie et les notations introduites dans
[6], [Z], [8], et [9], (et auxquels il est conseillé de se reporter pour un exposé
détaillé).

On rappelle néanmoins la terminologie et les notations de base, ainsi que
quelques résultats utiles.

Pour les raisons exposées dans 1'Introduction de [6€], on a ét€ amené 2
considérer de nouveaux OBJETS appelés des ANNEAUX-GROUPES.

Un anneau-groupe I est un couple I = [V ; M] constitué par un anneau V et
un groupe M qui est un sous-groupe du groupe multiplicatif V* des éléments
inversibles de I'anneau V.

Pour deux anneaux-groupes I' = [V ; M]etI" = [V' ; M'], I'ensemble
Hom(I', I'") des morphismes d'anneaux-groupes :

f:IN—sI"
est constitué par les morphismes d'anneaux f € Hom(V, V'), qui vérifient :
f(M) C M, c'est-a-dire qui induisent un morphisme de groupes, noté également
f e Mor(M, M").

Naturellement, ces conditions caractérisent une catégorie 8 appelée la
CATEGORIE DES ANNEAUX-GROUPES.

En particulier, pour tout anneau-groupe I' = [V ; M], le groupe des
automorphismes Aut(I') est caractérisé par la condition :

Aut(I') = Stab[Aut(V) ; M]



c'est-a-dire constitué par les automorphismes d'anneaux fe Aut(V), qui
stabilisent M, c'est-a-dire qui induisent sur M un automorphisme de groupes
noté également f € Aut(M).

Tout anneau-groupe I' = [V ; M] détermine l'anneau sous-jacent
V = An(l'), le groupe sous-jacent M = Gr(I') et le centre-groupe X = Zg(I'), qui
est le groupe abélien caractérisé par la condition :

X =Zg(l) =Gr(I') nZ[An(I)] = M N Z(V)

dans laquelle Z(V) désigne I'anneau centre de 1'anneau V.

La Proposition 2-4 de [6] établit 1'existence d'un diagramme commutatif et

exact canonique :

(1) —— ZgT) — Gr(1) — 2 Aut@) —Ls Aute(N) ——> {1}

1./

Aut[Zg()]
dans lequel ® est le morphisme de groupes qui, a tout a € M = Gr(I') associe
l'automorphisme intérieur ®(a) = <a> de l'anneau-groupe I' constitué par le
couple d'automorphismes intérieurs :
<a>y € Aut(V) et <a>M € Auti(M)

de la forme : x — axa-l, pour tout x € V ou pour tout x € M et dont l'image
constitue le groupe des automorphismes intérieurs Auti(I'), de sorte que le
Lemme 2-2 de [6] montre I'existence d'une suite exacte canonique
) (1} —> Aut(T) 2 Au) L5 Aute(h) — (1)
qui caractérise le groupe des classes d'automorphismes extérieurs Aute(T),
appelé également plus simplement le groupe des automorphismes extérieurs de
I'anneau-groupe T

En adoptant une terminologie qui généralise les notions de
"Kollektivcharakter” et de "Charakter” au sens de R. BAER (p. 377 de [2]), un
groupe G et un anneau-groupe I" déterminent 'ensemble pointé :

M = M(G, TN = Mor[G, Aute(I')]
des "caractére collectifs” du groupe G dans l'anneau-groupe I', et aussi
I'ensemble pointé :
Mor[G, Au(I')]

des "caractéres” du groupe G dans l'anneau-groupe I'.

Avec la terminologie et les notations de [6], [Z], [8], et [2], on rappelle

rapidement les propriété suivantes.



A
Le Lemme 4-5 de [6] établit que le groupe CI(G, T') des 1-cochaines

généralisées faibles de G dans I" opére a gauche par une action * sur 1'ensemble

A
C2(G, T) des 2-cochaines généralisées de G dans I et le Théoreme 4-8 de [6]

montre que les orbites, qui constituent I'ensemble H2(G, T") des "classes de
cohomologie faible” du groupe G dans I'anneau-groupe I', sont exactement les

fibres :
Ay :
Co(G, 1) =y (8)

de l'application de projection surjective :
A
x :C2G,T)— M =M(@G, TN

au dessus des “caracteres collectifs” 8 € M = M (G, I).

A
Le Théoréme 6-5 de [6] montre que le M -ensemble C2(G, T') des
2-cochaines généralisées de G dans T, le M -groupe Z3(G, T') des

A
3-COCYCLES (CENTRAUX) de G dans T et le troisieme M.-groupe H3(G, T')
de la COHOMOLOGIE CENTRALE de G dans I" sont liés par un diagramme

commutatif de 1a forme :
A T
C2G,T) — 73G,D
\ A
A
3) X T )

H2G,T) =~ M (G, T) — T

A
- H3G,T)

dans lequel (A) est le morphisme surjectif de M -groupes abéliens canonique et

A =
dans lequel les M -applications T, T et T sont respectivement I' APPLICATION
COCYCLE DE TEICHMULLER T, I'APPLICATION CLASSE DE

TEICHMULLER T et ' APPLICATION OBSTRUCTION DE TEICHMULLER T.

Par définition, l'ensemble R = R (G, T') des "caractéres collectifs"
REALISABLES du groupe G dans l'anneau-groupe I est I'ensemble pointé
constitué par le NOYAU de I'APPLICATION OBSTRUCTION DE
TEICHMULLER :

R=RG,N=KerT =T} I/-\I3(G, M= T {’1\9; 8e M)



De méme, l'espace 22(G, I') des 2-COCYCLES (GENERALISES)
STRICTS de G dans I' est constitué par le NOYAU de I'APPLICATION
COCYCLE DE TEICHMULLER :

Z2G, 1) =Ker T=T-[ Z3G, T)] =T [{lg;: 6 M}]
et le Théoréme 7-4 de [4] montre qu'il est muni d'une structure de R - ensemble

caractérisée par une partition de la forme :

) 726,0= 1l 734G, 1)
BeR
au moyen des espaces ’ig(G, ') des 8-COCYCLES STRICTS de G dans T".

Le Lemme 8-2 de [§] établit que le groupe E (G, I') des 1-COCHAINES
(GENERALISEES) STRICTES de G dans I" opere a gauche par une action ¥ sur
l'espace ’iz(G, I') des 2-COCYCLES STRICTS de G dans T, ce qui détermine
l'ensemble quotient :

) H2G. = 22G. 1)/
C1(G,T)

appelé le SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE du groupe
G dans l'anneau-groupe T, et le Théore¢me 8-6 de [§] montre qu'il est muni d'une

structure de R - ensemble caractérisée par une partition de la forme :

(6) H2G,T) = i HG, )
feR 0

dans laquelle, pour tout "caractére collectif' REALISABLE 6 e R =R (G, ), le

SECOND ESPACE DE 8-COHOMOLOGIE NON ABELIENNE ﬁg(G, I
du groupe G dans l'anneau-groupe I" est construit comme 1'ensemble quotient :

) Hic.n= zi6.n /Y
CYG,T)



de l'espace %%(G, IN) =Ker Tg des 8-COCYCLES STRICTS de G dans I', par

l'action » du groupe EI(G, I') des 1-COCHAINES STRICTES de G dans T".

Pour les raisons exposées dans [8], on a été amené & introduire la notion
nouvelle de PSEUDO-MODULE, caractérisée par la Définition 3-1 de [8], dont on
a donné de nombreux exemples et dont on rappelle la caractérisation.

DEFINITION 1-1 - Un PSEUDO-MODULE P est un triplet :
P=(G, T,0)
constitué par un groupe G, un anneau-groupe I et un "caractere collectif”
REALISABLE :
Be R=RG, I

du groupe G dans l'anneau-groupe T.
EXEMPLES 1-2 - Une liste d'Exemples de PSEUDO-MODULES est donnée
dans les Exemples 3-2 de [8].

Il en résulte en particulier que la notion de PSEUDO-MODULE généralise la
notion classique de G-module dans un cadre non nécessairement abélien qui

englobe en particulier A la fois le "cas des groupes” et le "cas des anneaux”.

NOTATIONS 1-3 -

Etant donné un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0), dont 1'anneau-groupe
I’ = [V ; M] détermine 1'anneau V = An(T"), le groupe M = Gr(I') et le centre
groupe X =Zg(I') = Gr(I') n Z[An(I)], qui est un groupe abélien auquel est
associé le G-module (G, X, 08) = X = Xg constituant le MODULE CENTRAL
associé au PSEUDO-MODULE P = (G, I, 0), alors :

(a) Le SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE ﬁz(P)
du PSEUDO-MODULE P = (G, T', 0), défini par la condition :

® H2(P) = HY(G.T) = Extg(G, I
coincide avec le SECOND ESPACE DE 6-COHOMOLOGIE NON ABELIENNE
du groupe G dans l'anneau-groupe I et d'aprés le Théor¢me 4-6 de [7] il est

identifiable a l'espace Extg(G, I') des CLASSES DE 6-EXTENSIONS de

I'anneau-groupe I' par le groupe G.

10



A A
(b) La COHOMOLOGIE CENTRALE H*(P) = {H"(P)} du PSEUDO-
MODULE P = (G, T, 8), définie par la condition :

©) H*(P) = HY(G, X) = (HY(G, X))

coincide avec la 6-COHOMOLOGIE CENTRALE du groupe G dans l'anneau-
groupe I et avec la cohomologie abélienne ordinaire du G-MODULE CENTRAL
X =(G, X, 0) = Xg associ¢ au PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6).

REMARQUES 1-4 - Le Théoréme 4-9 de [8] assure l'existence de la
CATEGORIE %P DES PSEUDO-MODULES.
Il en résulte, d'apres le Théoreme 5-2 et le Théoréme 6-4 de [8], que 1'espace

~ A
H2(P) et les groupes HNP) "dépendent fonctoriellement” de P.
La terminologie, les notations et les propriétés qui viennent d'€tre rappelées,

seront librement utilisées dans la suite.

2. LES DIVERSES COHOMOLOGIES.

Dans toute la suite, on considére des DONNEES DE BASE :

{P=(G,T,6);G'}

constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 8) et un SOUS-GROUPE
DISTINGUE G’ du groupe G, arbitraires mais fixées.

Ces DONNEES DE BASE déterminent automatiquement les €léments
suivants.

Tout d'abord, le SOUS-GROUPE DISTINGUE G' du groupe G détermine

le GROUPE QUOTIENT G" = G/G', caractéris¢ par une suite exacte de la forme :

(10) (1) G G- G (1)

Ensuite, compte tenu du Lemme 2-1 de [§], 1a condition :

(11) 0'=i*®)=06o0i
caractérise un “caractére collectif' REALISABLE :

e R =RG, T
qui détermine le PSEUDO-MODULE :

P=(G,T,9)
obtenu 2 partir du PSEUDO-MODULE :
P=(G,T,0)

par la "restriction” déterminée par le morphisme de groupes, injectif :
i € Mor(G', G), de la suite exacte canonique (10).

11



Les PSEUDO-MODULES :
P=(G,T,0) et P=(G,T,0"
déterminent donc, d'une part les SECONDS ESPACES DE COHOMOLOGIE
NON ABELIENNE :

H2(P)= H3G,T) = ExtgG, 1) et  H2P) = HA(G, T) = Extg(G', T)

et d'autre part, pour chaque entier naturel n € N, les ni*mes GROUPES DE
COHOMOLOGIE CENTRALE :

A A A A
H™P) =HJ(G, I =H{(G,X) e HYP)= Hg.(G', IN= Hg.(G', X)

Le premier phénomeéne fondamental réside en l'existence d'actions

naturelles du groupe G sur l'espace ﬁz(P') = ﬁg.(G', I') et sur les groupes

A A
abéliens HY(P") = H3(G', I).
On commence d'abord par "relier” les PSEUDO-MODULES P et P'.

LEMME 2-1 - Les DONNEES DE BASE :
{P=(G,T,6);G'}
caractérisent de fagon unique un MORPHISME DE PSEUDO-MODULES :
o=@GI1n:P=G, I,0) —> P =(G,T,0"
qui détermine alors :
(a) Une APPLICATION DE RESTRICTION :

T2:HYG,T) = HAP)— H(G', T) = H2(P)

caractérisée par la condition :

(12) T2 = ® = HX®)
(b) Pour tout entier naturel n € N, un HOMOMORPHISME DE
RESTRICTION :

A A A A A
Inp: Hg(G, IN=HY(P) ——— HS,(G', I') = H*(P')

qui est un morphisme de groupes abéliens, caractérisé par la condition :

12



A A A
(13) rp=o" = HY(®)

PREUVE - Compte tenu de la Définition 4-8 de [8] qui caractérise les
MORPHISMES DE PSEUDO-MODULES, le Lemme 4-1 de [9] donne une
description précise du MORPHISME @ : P — P', ce qui prouve la premiére

affirmation et le Lemme 4-2 de [9] achéve la démonstration.

LEMME 2-2 - Les DONNEES DE BASE :
{P=(G,1T,0);G'}

déterminent une application :

G x Z2(P) — > Aut(P")

qui, a tout couple (g,2) € G x Z.2(P), constitué par un élément g € G et par un

COCYCLE (GENERALISE) STRICT :

z=(M, m)= M =Me), m=(mep) € Z5G,T) = Z2P)

du PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0), associe 'AUTOMORPHISME :

(14) Vg2 = (9g, Ng) € Aut(P)

du PSEUDO-MODULE P = (G, T,9), dans lequel l'automorphisme :
¢g € Aut(G"), est caractérisé par la condition :

(15) @g(0) = (g.0) =glog pour tout 6 € G'

PREUVE - Le Lemme 4-3 de [9] décrit la structure des automorphismes du
PSEUDO-MODULE P' = (G', T, 8" et le Lemme 4-4 de [9] acheve la

démonstration.

THEOREME 2-3 - Pour des DONNEES DE BASE :
{(P=(G, T,0);G'}
constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 8) et un SOUS-GROUPE
DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE
P'=(G', T,0") et le GROUPE QUOTIENT G" = G/G/, alors :
(a) Il existe une action du groupe G sur le SECOND ESPACE DE
COHOMOLOGIE NON ABELIENNE :
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H2(P) = H(G', T) = Extg(G', )
du PSEUDO-MODULE P' = (G, T', 9", caractérisée par le morphisme de

groupes :

6 :G— s Au[H2(G', T)] = Au[H2(P")]

noté aussi plus simplement : 8 =0, et qui, a tout élément g € G, associe

l'automorphisme d'ensembles :

0(2) =2 € Au[HA(G', )] = Aul[H(P")]

caractérisé par la condition :

6(2)= g = HA(¥y))
pour un choix quelconque du COCYCLE (GENERALISE) STRICT : z=(M, m) €

%%(G, IN= ’iz(P), ce qui détermine le G-ensemble :
HZ(G', ) = (G, H3(G', T), 8)

(b) Pour l'action du groupe G, le sous-espace des invariants :
[H(G', )]G = [H2(P)]G
contient l'image de I'APPLICATION DE RESTRICTION :
T2:HYG,T) = HAP) ——— HZ(G', ) = H2(P)
qui induit donc également une APPLICATION DE RESTRICTION :

T2:HYG, T) = HAP)—— [H(G', D)IG = [H2(P)]G

(c) Le sous-groupe distingué G' du groupe G opére trivialement sur le
SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE :

H2(G', ) = H2(P') ~ Exig(G', )
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du PSEUDO-MODULE P' = (G, T, 0", et par suite il en résulte une action du

groupe quotient G" = G/G', caractérisée par un morphisme de groupes :

0" :G"— Au[H2(G', )] = Aut{H(P")]

noté aussi plus simplement 8 " = 0", ce qui détermine le G"-ensemble :

H3(G.T)=(G", H3(G, T),8")

PREUVE - La partie (a) résulte de la partie (b) du Théoréme 4-7 de [9] et les
parties (b) et (c) résultent du Théoré¢me 5-4 de [9], ce qui achéve la démonstration.

THEOREME 2-4 - Pour des DONNEES DE BASE :
{P=(G,T,0);G}
constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) et un SOUS-GROUPE
DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE
P'= (G, T, 0" et le GROUPE QUOTIENT G" = G/G', alors :
(a) Pour tout entier naturel m € N, il existe une action du groupe G sur le
mi®me GROUPE DE COHOMOLOGIE CENTRALE :

A A
H™(P) = Hg'(G', I') = Hg(G', X) = H™(G', Xg)

du PSEUDO-MODULE P' = (G, T', 8"), caractérisée parle morphisme de

groupes :

Bm:G— Aut[ﬁg?(G', N = Aut[ﬁm(P')]

noté aussi plus simplement : Oy = 0, et qui, a tout élément g € G, associe

l'automorphisme de groupes :

A A A
Bm(g) = g™ € Aut[HgH(G', )] = Aut[H™(P")]

caractérisé par la condition :

A A
Om(g) = g™ = HM(Yy )



pour un choix quelconque du COCYCLE (GENERALISE) STRICT : z=(n, m) €

E%(G, N= ’iz(P), ce qui détermine le G-module :

A A
Hg(G', I') = (G, Hg(G, "), 8)

(b) Pour tout entier naturel m € N, l'action précédente du groupe G sur
le m®®me groupe de cohomologie abélienne ordinaire HM™(G', Xg') du
G'-MODULE CENTRAL : X' = (G, X, 0" = Xg, associé au PSEUDO-
MODULE P' = (G, T, 0"), coincide avec l'action déterminée de fagon classique
par le sous-groupe distingué G' du groupe G et par le G-MODULE CENTRAL :
X = (G, X, 0) = Xg, associé au PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6).

(c) Pour tout entier naturel m € N, le sous-groupe distingué G' du groupe
G opere trivialement sur le mi®Me GROUPE DE COHOMOLOGIE CENTRALE :

A A
H™(P') = Hg'(G", T') = Hg(G', X) = H™(G', Xg)

du PSEUDO-MODULE P' = (G, T', 0", et par suite il en résulte une action du

groupe quotient G" = G/G', caractérisée par un morphisme de groupes :

A A
0'm:G"—- Aut[Hg3(G', ] = Aut[H®(P")]

noté aussi plus simplement : 0", = 0", ce qui détermine le G"-module :

A A
Hg(G, ') = (G", H(G, T, 8")

PREUVE - La partie (a) résulte de la partie (a) du Théoré¢me 4-7 de [9].

Le Lemme 2-1 assure l'existence du MORPHISME DE PSEUDO-

MODULES :
o=(@G,1n):P=G, I,0) ——- P =(G,T,0)

Le Théoréme 6-2 de [8] assure l'existence du FONCTEUR MODULE
CENTRAL c( ), dont I'application détermine donc les MODULES CENTRAUX
associés :

X=(G, X, 0)=Xpg et X'=(G,X,0) =Xy
et le "morphisme de G-modules a groupe variable" :
c(D)=P=(,1x): X=(G, X,0)=Xg— X'=(G', X, 8) = Xg'

dont l'existence est équivalente a la condition :
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(16) X' =i*(X)
qui exprime que le G'-module X' = (G', X, 0") = Xg' est obtenu a partir du
G-module X = (G, X, 0) = Xg par "restriction” au sous-groupe distingué G' du
groupe G.

Le Théoréme 6-4 de [8] assure l'existence du FONCTEUR

A A
COHOMOLOGIE CENTRALE H*( ) = {H™( )} et en considérant le FONCTEUR
H*( ) = {H™(, )} associé de fagon classique 2 la cohomologie abélienne des
groupes, 1a Remarque 6-5 de [8] entraine la relation :

a7) H*O =H*O 0c()

Le Théoréme 6-2 et le Lemme 4-7 de [§] montrent que par 1'application du
FONCTEUR MODULE CENTRAL c( ), 'TAUTOMORPHISME DE PSEUDO-
MODULES :

Wz =(9g, Ng) € Aut(P)

détermine V'automorphisme de G'-module :
c(Wgz) =¥y =(pg By € Aut(X)

et la relation (17) entraine alors les relations :

A *
(18) Om(g) = g = HM(W, ;) = HM(¥y ;) = (@g, Og)

en utilisant les notations classiques du bas de la page 123 de {19].

La caractérisation classique des actions du groupe G sur les groupes
HmM(G', Xg), donnée au bas de la page 117 de [13], entraine alors immédiatement
la partie (b).

Pour tout élément g = g' € G', la structure du G'-module X' = i*(X)
entraine : 65 =08’y = g' , et les relations (18) montrent alors que

I'automorphisme :

A *
Bm(g) = 8™ = HM(¥y',) = (@g 0 = (g 8

coincide avec l'opposé de 'analogue des automorphismes o définis a la page 124

de [19].

Comme la Proposition 3 page 124 de [19] entraine : 6y = 1, il en résulte :

A
Om(g) = g™ = le Au{HIG', T)]

pour tout g' € G', ce qui prouve la premiére affirmation de la partie (c), relative a la

trivialité de I'action du sous-groupe distingué G' du groupe G.
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11 en résulte immédiatement la partie (c), ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE 2-5 - Pour des DONNEES DE BASE :
{(P=(G,T,0);G'}
constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) et un SOUS-GROUPE

DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE
P'= (G, T,0", le GROUPE QUOTIENT G" = G/G' et les MODULES

CENTRAUX :
X=G, X,0)0=Xg et X =(G,X,0)=Xyp

alors :
(a) Pour tout couple d'entiers naturels (n, m) € N2, il existe un groupe de

ni¢me cohomologie abélienne ordinaire :

Hg(G", ﬁg?(G', ) = Hg«(G", Hy(G', X)) = HN(G", H"(G', X))

A .
du G"-module HI&(G', I), de mime COHOMOLOGIE CENTRALE du PSEUDO-

MODULE P' = (G, T, 0.
(b) Pour tout entier naturel n € N, il existe un HOMOMORPHISME
D'INFLATION :

A n AO An
ln: Heu(G", He-(G', N ——m—m He(G, I)

qui coincide avec I'homomorphisme classique d'INFLATION :
In = Inf : HM(G/G', XG') — H)(G, X)
associé au G-module X = (G, X, 8) = Xg et au sous-groupe distingué G' du

groupe G.

PREUVE - Le Théoréme 2-4 entraine immédiatement la partie (a).
La Définition 5-2 de [6] entraine les relations :

A
(17) Hg(G, T) = Hyg(G, X) = HY(G, Xg) = HY(G, X)
etla relation :
A
(18) HQ(G', I) = HJ(G', X) = HY(G', Xg) = HO(G', X) = XC’

de sorte que le Théoréme 2-4 implique les relations :
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A
(19) HB.(G", HY(G', 1) = HB.(G", HO(G', Xg') = HN(G/G', XC')

L'existence des homomorphismes classiques d'INFLATION :
In = Inf : HNG/G', XG) — H(G, X)
associés au G-module X = (G, X, 0) et au sous-groupe distingué G' du groupe
G, qui sont caractérisés par exemple  la page 124 de [19], entralne immédiatement
la partie (b), ce qui ache¢ve la démonstration.

3. LA PREMIERE TRANSGRESSION.

On considere toujours des DONNEES DE BASE :

{P=(G,T,0);G'}

constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6) et un SOUS-GROUPE
DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE
P'= (G, T, 0" et le GROUPE QUOTIENT G" = G/G', caractérisé par la suite
exacte : _ )
(10) (1} —G6 562 56— (1)
qui permet d'interpréter le groupe G comme une extension du groupe G' par le

groupe G".

NOTATIONS 3-1 - Dans toute la suite, pour pouvoir effectuer des
constructions techniques , on considére une “représentation” (R) fixée du
groupe G comme une extension du groupe G' par le groupe G", au moyen des
données suivantes.

On choisit une 1-cochaine spéciale :

v =(V(A) = (n) € CYG", G)
qui constitue une section du morphisme de groupes p".

De fagon générale, pour simplifier les notations, on adoptera la
CONVENTION selon laquelle, pour tout A € G", s'il n'y a pas de risque de
confusion, 1'élément v(A) € G, figurant par exemple en indice, pourra €tre
remplacé par lindice A € G".

Par exemple, pour les automorphismes de groupes réciproques :

0g € Aut(G) et yg € Aut(G)
caractérisés par les conditions :
(15) pg(0)=(g,0)=gl og pour toutc € G' ;
(15% yy(0) =<g, o>=gog! pour toutc e G' ;

pour tout A € G", on utilisera les notations simplifiées :
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oA = Po(n) € Aut(G) et Vi = Woh) € Aut(G)
caractérisées par les conditions :
(20) A, 6) = ea(0) = (W(A), 6) =vA) 1 ov(A)  pourtoutce G' ;
20 <A, 6> = yr(6) = <v(A), 6> =v(A) ov(A)-1 pour tout s e G
Il existe alors un "systéme de facteurs” constitué par une 2-cochaine
spéciale :
(@, ) = () € CHG", G)

qui est un 2-cocycle, c'est-a-dire qui vérifie la condition :

(22) <A, 0, V)> oA, 1v) = oA, 1) oAy, v) pour tout (A, W, v) € G"3,
de telle sorte que soient vérifiées les conditions :

(23) V(L) V() = oA, 1) V(AW) pour tout (A, ) € G"2

(24) V(A) 6 = <A, 6> V(A) pour tout (o, A) € G' x G"

Des éléments quelconques a € G et B € G s'expriment alors de fagon unique

sous la forme :

(25) a=06v(A) ; B=1o)
pour des éléments : 6 € G'et T € G, et des éléments :
p"((l)=(_x=}»€ Gn : pn(ﬁ):-ﬁ:ue Gn

de sorte que leur produit aff est donné, par la table de multiplication constituée
par les conditions (23) et (24), sous la forme :
(26) of =[cvA)][Ttv()] = o1 V(AR), avec : O1 =0 <A, T> O, 1)
Ces conditions caractérisent une REPRESENTATION (R) fixée du groupe
G comme une extension du groupe G' par le groupe G".
Pour un COCYCLE (GENERALISE) STRICT ARBITRAIRE :

z=(M,m)= (=M m=(mgp) € Z3(G, )= Z2(P)

du PSEUDO-MODULE P = (G, T', 8), la CONVENTION adoptée détermine pour
tout A € G", 'automorphisme :
(27) Nud) =M € Auy(l)
et par suite, le couple d'automorphismes :
M W) = Moy » Vo)) € Aul(l') x Aut(G')
qui détermine ' AUTOMORPHISME :
Wi,z = (on, M) = (Pur). Moy = Yo,z € Aut(P)
du PSEUDO-MODULE P' = (G, T, ') et l'automorphisme :
c(Fa2) = ¥z = (91, B0) = (Pu(r) , Bv) = Yoryz € Au(X)
du G'-module X' = (G', X, 0") = Xg.
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LEMME 3-2 - Avec les DONNEES DE BASE précédentes, pour toute classe :

AN 1
fe He.(G , N = HG.(G', X) = H{(G', X)

déterminée par un 0'-1-COCYCLE CENTRAL :
f=(fg) € Zfl,.(G', = Zé.(G', X) = ZI(G', X)

du groupe G dans l'anneau-groupe T, les conditions suivantes sont

équivalentes :
A - . . -
(a) La classe f est invariante par l'action du groupe G, c'est-a-dire :

f e (HI(G, DG

(b) Il existe au moins une 1-cochaine spéciale :
a=(ag) € CI(G, X)
du groupe G dans le centre-groupe X = Zg(I'), qui vérifie la condition :
(28) Balf(a,0)] = fo Bo(aq) a;ll pour tout (6, ) € G'x G

(c) 1l existe au moins une 1-cochaine spéciale :
c=(c)) e CHG", X)
du groupe G" dans le centre-groupe X = Zg(I'), qui vérifie la condition :
(29) OAlf.0)] = fo Bo(ca) €51 pour tout (5,1) e G'x G"

(d) Le ©'-1-COCYCLE CENTRAL :
f=(fo) € ZHWG, T) = ZL(G', X) = ZI(G', X)

du groupe G' dans l'anneau-groupe 1, admet au moins un prolongement
constitué par une 1-cochaine spéciale :
f=(Tye CHG, X)
du groupe G dans le centre-groupe X = Zg(I'), pour laquelle il existe au moins
un 0"-2-COCYCLE :
h = () € Z3(G", X5

dont l'inflation :
h(h) = h* = (h*e.p) € Z3(G, XO) C ZJ(G, X)

caractérisée par la condition :

(30) h*op=hi=q u=p  Ppour tout (o, p) € G2
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vérifie la condition :
(31) 83(F) = h*
De plus, sous ces conditions équivalentes, il existe une classe :

A A
h € H3.(G", H)(G', ) = HXG", XO)

A
déterminée par h et qui ne dépend que de la classe f de f, ce qui détermine une

application :

A A A
t2: [HY(G', DJ6 —— H3.(G", HY(G, )

qui constitue un morphisme de groupes.

PREUVE - Tous les calculs sont effectués dans le centre-groupe X = Zg(I') de
I'anneau-groupe I', qui est un groupe abélien noté multiplicativement.
L'Hypothese générale :
f = (fo) € ZY(G', T) = ZHW(G', X) = ZI(G', X)

se traduit par la condition :
85(H = 1

c'est-a-dire, compte tenu du fait que : 0'g = 04 pour tout 6 € G/, par la condition :
(32) fo' eo'(fr) = fCT pour tout (0', T) € G'2
Pour tout o € G, le Théoréme 2-4 montre que l'automorphisme :

A
1) =&l e Aut[HL(G', )]

est caractérisé par la condition :
A A
al(fy=f
dans laquelle le 8'-1-COCYCLE CENTRAL :
I =(fo) = Y*q.lfl]

est défini par la condition :
(33) £ g= ea[fa-lo'a] = ea[f(a’o')] pour tout ¢ € G'

A
L'invariance de la classe { par I'élément o € G signifie que f et f sont
cohomologues, ce qui s'exprime par l'existence d'au moins un élément ag € X

vérifiant la condition :
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(34) 8alf(0,0)] = fo = f Oo(an) a;) pour tout 6 € G'

Comme il est toujours possible de choisir : a1 = 1, il en résulte I'équivalence
des conditions (a) et (b).
La condition (32) entraine la relation :
fr B1lfr-107] = for = fo O6(f7)
et par suite, pour tout T € G', il en résulte la condition :
(35) 0df(r,0)) = fo Os(f) ;] pourtoutce G

Le “critére d'invariance" précédent montre alors, en posant :

A
ar = fr, que la classe { est toujours invariante par tout élément du groupe G', et
par suite la forme (25) : a = 6v(A), montre que la condition (a) est équivalente &

l'invariance de la classe /f\ par les éléments V(L) € G pour tout A € G", ce qui, en
posant : c) = ay()), s'exprime par la condition (c).

1l en résulte I'équivalence des conditions (a), (b) et (c).

Sous I'hypotheése que la condition (c) est vérifiée, le 8'-1-COCYCLE

CENTRAL f = (f5) admet alors un prolongement constitué par la 1-cochaine
spéciale :
f=(fy) € CHG, X)

caractérisée par la condition :
(36) fo = fo Bo(ch)
pour tout o € G, de la forme (25) : o = cL(A).

D'une part, pour tout o € G et tout T € G', les conditions (25) et (36)
entrainent : Ta = (T0) V(A), et par suite :

?ta = f1g Orolc)
ce qui, compte tenu des conditions (32) et (36), entraine successivement :
?ta = fr 8¢ (fs) B15 (c2)
= £y 84ffo O(cn)] = fr Be(for)
c'est-a-dire la condition :

(37 f10:(fg) = Tra pourtoutte G'ettouta e G.
D'autre part, pour tout 0. € G et tout p € G, en posant :
<A, p>=p'e Gou(@,p)=pe G, de telle sorte que la condition (29) de
I'Hypothése entraine la relation :
OA(fp) = 8Ll p)l = fp Bpr(cn) 3!
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équivalente 2 la relation :
(38) fp' Bp (ca) = B(fp) ca
les conditions (25) et (36) entrainent :
ap = ov(A)p = (op’) V()
et par suite :
fonp = fop' ecp'(Cl)
ce qui, dans le groupe abélien X = Zg(I'), compte tenu de la condition (32), de la

relation (38) et des conditions (25) et (36) entraine successivement :
fap = fo 05 () 86 [8p' (c)] = fo B [fp' Bp(ca)]

= 5 05 [02(fp) o] = {5 Balfp) Bs(cr)

= fo 85(ca) Oalfp) = Fa Oulfp)
c'est-a-dire la condition :
39) fa Oa(fp) = ?ap pour tout p € G'ettouta € G.

La condition :
(40) 850 =1
définit alors un 6-2-COBORD CENTRAL :
f=(lqp)e B%(G, N= B%(G, X) = BX(G, X)

caractérisé par la condition :

(41) o 0a(Tp) Top = Fap pour tout (o, B) € G2
équivalente  la condition :
(42) fo 00(fp) = fup Fap pour tout (o, B) € G2

dans le groupe abélien X = Zg(I").
Les conditions (37) et (39) entrainent alors les conditions :
(379 fra=1 pourtoutTe G'ettouto e G
(39" fop=1 pourtout pe G'ettout o € G.
Ainsi, les conditions (37') et (39') montrent que le 6-2-COBORD CENTRAL :

f = (fop) € B(G, ) = B4(G, X) = B2(G, X)

défini par la condition (40) vérifie la condition :

(43) fap=1désqueae Goufe G
Comme il vérifie naturellement la condition :
(44) Ba(fBy) Fopy = fop fap,y  pour tout (o, B, y) € G3,
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en choisissant successivement :

y=pe G ; B=te G ; o=ce G
il en résulte les conditions :
(45) Fapp =Top pour tout p €G'
(46) fary =Taty pour tout T e G'
47 85(f'8,y) = fop.y pour toutc € G'

Les conditions (45) et (46) montrent que f'o g ne dépend que des classes
a=AeG"et B =p e G", ce qui prouve l'existence d'une 2-cochaine spéciale :
h=(hap) € CHG", X)

caractérisée par la condition :
(48) foB =h*og =hi=g, =B pour tout (o, B) € G2.
De plus, la condition (47) entraine alors :
Oo(hip) = hay
pour tout ¢ € G', ce qui implique :
hyy e XC pour tout (A, ) € G"2

et entraine en fait l'existence d'une 2-cochaine spéciale :

h = (hy, ) € C2G", XG)
pour laquelle 1a condition (44) s'exprime alors par la condition :
(49) 6"A(hy,v) b v = hay hagy pour tout (A, i, v) € G"3,
ce qui prouve enfin l'existence du 8"-2-COCYCLE :

h = (hay € Z3.(G", XG)

dont l'inflation :
I(h) = h* = (h*yp) € Z%(G, XGY Z%(G, X)

caractérisée par la condition (30), équivalente 2 la condition (48), vérifie donc la

relation :

83(f) = £ = h*

c'est-a-dire la condition (31).
I1 en résulte que la condition (c) implique la condition (d).
Réciproquement, lorsque la condition (d) est vérifiée, elle assure l'existence

d'un prolongement f= (fa) de f = (fg), associé 2 un 8"-2-COCYCLE h = (hy )

vérifiant les conditions (30) et (31).
Pour tout A € G" et tout 6 € G', la condition de normalisation des

2-cochaines spéciales implique :



h*so)=h1a=1 e h*o) o =h,1=1
de sorte que la relation :
o =ov(A) =v(A) (A, ©)

et la condition (31) entrainent alors les relations :

(50) fs 85 (For)) = for
et
(51) fod) OAlfho)] = fa

En considérant la 1-cochaine spéciale :
c=c(y) e CI(G", X)

définie par la condition :

(52) cx = fod) pour tout A € G"
les relations (50) et (51) entrainent quelle vérifie la condition :
(29) OAlfo. o] = fo Bo(ch) 3 pour tout (6, A) € G' x G"

et la relation (50) entraine nécessairement la condition :

(36) fo = fo Oo(c)
pour tout o € G, de la forme (25) : ot = GL(A).

D'une part, ce résultat montre que la condition (d) implique la condition (c),
ce qui achéve la preuve de I'équivalence des conditions (a), (b), (¢) et (d).

D'autre part, ce résultat montre que des prolongements :

f=(fy) e CKG, X) et f'=(f'y) e CYG, X)
de deux 8'-1-COCYCLES CENTRAUX :
f=(fe)e ZWG.T) et f=(fo) e ZWG, )

vérifiant les conditions équivalentes (a), (b), (c) et (d), sont nécessairement

caractérisés par les conditions :

(36) fa = fg 8s(ca) et (36" ['q = f'g B(c'2)
pour tout o € G, de la forme (25) : o = ov(A), au moyen de deux 1-cochaines

spéciales :
c=(cp) e CIG", X) et ¢ =(ch)e CI(G", X)

vérifiant la condition :

(29) O lfo) = fs O5(ca) c';} pour tout (g, A) € G' x G"
et la condition :
(299 O\[f o)) =15 0s(ch) c,\l pour tout (6, A) € G' x G"
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de sorte que les deux 8"-2-COCYCLES associés :
h=(h\y € Z3(G", XG) e N =)y e Z3.(G", XG)

sont caractérisés par les conditions :
(53) fo 8a(fp) = Fop oy
(53) o Ba(fp) = T'ap h'ap
pour tout (o, B) e G2 telque:at=Ae G"etB=pe G".
On suppose maintenant que les deux 0'-1-COCYCLES CENTRAUX

f = (fg) et f = (f'g) déterminent la méme classe invariante :

A A A
f=fe [HMG, DIC

ce qui signifie qu'ils sont cohomologues, c'est-a-dire qu'il existe au moins un
élément x € X = CO(G', X), tel que :

£=f.85x)

ce qui se traduit par la condition :

(54) fg= fg Bg(x) x-1 pour tout 6 € G'
Dans le groupe abélien X = Zg(I'), les conditions (54), (29) et (29")

entrainent facilement la condition :

(55) Bslca Ba(x)x 1 ¢ 1=ca Ba(x) x'1 ¢ pourtoutce G

de sorte que, pour tout A € G", le second membre de cette relation est un élément

du sous-groupe d'invariants X&', ce qui entraine I'existence d'une 1-cochaine

spéciale :
y = (ya) € CY(G", XO)
vérifiant la condition :
(56) ¢y =cp 0(x) x! yp pour tout A €G"

Dans la groupe abélien X = Zg(I'), les conditions (36'), (54), (56), (25) et

(36) entrainent successivement :

f'a = Fo 06(c'h) = fo B(x) x1 Bg[ca BA(X) X1 yp]
= f5 B(x) x°1 B6(cA) Ba(x) B(x"1) Ba(yA)
= fg B(ca) Ba(x) x1 B5(yn)

= _f(l Ba(x) x-1 90()’)»)
c'est-a-dire la condition :
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(57) o = [q 0a(x) x1 85(y2) pour tout & € G, de la forme
(25) o = 6v(A), et compte tenu du fait que la condition : y) € XG', entraine :
B45(ya) =y, il en résulte la condition :

(58) T’y = [ 0g(x) x1 yp pour tout o € G, tel que :

a=Ae G"
Dans le groupe abélien X = Zg(I'), les conditions (58), (53) et (53"
entrainent facilement la condition :

hap ya Oalyp) = h'ap yap
et comme la condition : yy € XG', entraine : Balyp) = (-)"x(yu), il en résulte la

condition :
(59) h'ap =hpyy 07 () y’;}u pour tout (A, p) € G"2

c'est-2-dire la condition :
(60) b =h 8§ (y)

qui entraine bien :

A A A ,
h =h'e H3.(G", H}(G', ") = HXAG", XG)

ce qui prouve l'existence de l'application :

A A A
tz : [H)(G', NG —— H3.(G", H}(G', )

caractérisée, avec les notations précédentes, par 1a condition :

A A A 1
(61) t2[f]=h pour tout f € [Zg(G', I"](C]

en considérant 'espace noté symboliquement :

[ZA(G, DG = {fe ZL(G, T) Y& [ﬁ},,(G', )]G}

Enfin, les conditions (29), (36) et (53) entrainent facilement que

A
I'application t; constitue un morphisme de groupes, (notés multiplicativement),
ce qui ache¢ve la démonstration.

DEFINITION 3-3 - Pour les DONNEES DE BASE précédentes, la "premidre
transgression” est constituée par 'lHOMOMORPHISME DE TRANSGRESSION :
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ATEESY [Py 2 DO e
t2 : [H}(G" NS —— H3.G", HY(@G', )
caractérisé dans le Lemme 3-2.
COROLLAIRE 3-4 - Pour les DONNEES DE BASE précédentes, il existe

toujours une suite exacte de la forme :
A A A

A A A A
filG, 1) L [BL@G, DI6 -3 1., i M) -3 G, D)

PREUVE - Le Lemme 3-2 montre que pour des cocycles :

f=(fg) Z(l,.(G', N =Z(G', X) et h=(hyy)e Zg..(G", XG)

la condition :

A A A
(61) t2[f]l=h
équivaut a l'existence d'une 1-cochaine spéciale :

fe CI(G, X)
vérifiant les conditions :
62) f=ri(f) ; (63) h*=Ixh) e (64  8(f)=h*
ce qui entraine aussi :
2 ALY

(65) h* e By(G, X) et (66) f e [Hg(G,DIC

A
Tout d'abord, lorsque f appartient & I'image de /1'\1, il est possible de choisir

f e Zé(G, X), ce qui entraine : h* = 1, et par suite : h = 1.

A
Il en résulte bien que l'image de /r\l est contenue dans [H(la.(G', NG et que le
AA
composé t2 o r est le morphisme neutre.

AA
De méme, les conditions (63) et (65) montrent que le composé /7 o tp estle

morphisme neutre.
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A A A ,
Lorsque : to[f] = h = 1, il existe y = (yp) € CL(G", XG') tel que :
h 83(y) = 1, ce qui entraine : h* §3(y*) = 1, pour :

I(y) = y* = (y) € CI(G, XG) € CI(G, X)
et la condition (64) entraine alors : 8%(fy*) = 1, ce qui détermine :

fy* = f = (fa) € Z4(G, X)

pour lequel la condition de normalisation : y; =yj = 1 pour tout ¢ € G, entraine :

A

— A
fg = fg = fg pour tout 6 € G', c'est-a-dire : f = r(f), qui entraine : f = {'\1(f

).

11 en résulte que le début de la suite est exact.
A A . - A . .
De méme, lorsque : Ip(h) = 1, ce qui se traduit par : h* = 1, il existe

f=(fo) € CI(G, X) tel que : 83(F) = h*, ce qui se traduit par la condition (53), et

en posant : rl(f) = f les conditions de normalisation : hyy =hy 1 =hy,1 =1,

A A A
montrent immédiatement que f € Zé.(G', X), ce qui entraine : h = tp[f].

Il en résulte que la fin de la suite est exacte, ce qui achéve la démonstration.

THEOREME 3-5 - Pour des DONNEES DE BASE :

{P=(G, T,0);G'}
constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, I', 8)et un SOUS-GROUPE
DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE
P'= (G, T,0") et le GROUPE QUOTIENT G" = G/G', avec les notations

précédentes, il existe toujours une suite exacte de la forme :
A /1\ A A
{1} — HAW(@G", HY(G'\ ) —5 HYG, T) — [H(G', TG

A A
t A A
12, K2.(e", A6 3 26, )
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dans laquelle /r\l est 'HOMOMORPHISME DE RESTRICTION, dans

A A
laquelle 11 et 13 sont les HOMOMORPHISMES D'INFLATION et dans

A
laquelle t3 est 'THOMOMORPHISME DE TRANSGRESSION.

PREUVE - Compte tenu du Lemme 2-1 et du Corollaire 2-5 qui montrent que le
début de 1a suite coincide avec la suite :

(1} — HY(GIG', XG) L, 116, ) L HIG, X)
dont l'exactitude résulte de la Proposition 4 page 125 de [19], 1'application du
Corollaire 3-4 acheve la démonstration.

REMARQUE 3-6 - Pour établir I'existence de 1a suite exacte du Théor¢me 3-5,
la méthode utilisée donne une démonstration directe ou "a la main”, sans

utilisation de suite spectrale.

4. LA SUITE EXACTE EN BASSE DIMENSION.
On se propose de généraliser la Propriété (A) de I'Introduction.
On considere toujours des DONNEES DE BASE :
{P=(G, T,0);G}
constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, I', 8) et un SOUS-GROUPE
DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE
P'= (G, T, 8" et le GROUPE QUOTIENT G" = G/G.

On utilise également les notations de [6], [7] et [8].

LEMME 4-1 - Avec les DONNEES DE BASE précédentes, alors :
(2) Le groupe Z3(G, ') = Z3(G, X) des 8-2-COCYCLES CENTRAUX de G

dans 1" opére a gauche sur l'espace Eg(G, I') des 6-COCYCLE STRICTS de G

dans T, par l'action :

73(G,T) x ZG,T)—> ZG,T)

caractérisée par la condition :
(67) bo(m,m)=(1,b) «(n, m)

(b) Par passage aux quotients :
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3G, 1) =72G. X/BXG,X) et HZG,T)=Z3G, n/®
Cl(G,T)

l'action o détermine l'action :

12 2 S Y2
Hg(G, I') x Hg(G, T) —— Hg(G, I)
. AY) . ..
qui fait opérer le groupe abélien HG(G, I') librement et transitivement sur le

SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE HX(G, T) = HX(P)

du PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0), ce qui signifie que l'espace

~ ~ A
H%(G, I") = H2(P) est un H%(G, IN-ensemble homogene principal.

A
(c) Par composition avec I'HOMOMORPHISME D'INFLATION I,
l'action o détermine une action :
~ A

(68) l2=(0)o 2

A ~s ~~
du groupe abélien H3.(G", HY(G', 1) sur l'espace H3(G, T') = H2(P), qui est

réalisée par un "opérateur” désigné également par la notation :

O RUPRRAY B 2
I 2:Hg(G", Hg(G', ) —— Hg(G, TN
PREUVE - Le Lemme 8-5 de [6] entraine les parties (a) et (b).

La partie (c) en résulte immédiatement, ce qui achéve la démonstration.

DEFINITION 4-2 - Les DONNEES DE BASE précédentes déterminent
I'OPERATEUR D'INFLATION :

7 . H2 " /\O 1 NZ
2. 9"(G ’ HB‘(G ) r)) > HG(G’ r)

~ ~ A
qui réalise l'action [y =(o0)o I caractérisée dans le Lemme 4-1.
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THEOREME 4-3 - Pour des DONNEES DE BASE :
{P=(G,T,0);G'}
constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) et un SOUS-GROUPE

DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE
P'=(G, T, 0")et le GROUPE QUOTIENT G" = G/G', avec les notations

précédentes, en basse dimension, il existe toujours une "suite exacte" de la

forme :
A

A
A I1 A A
{1} — HL(G", B)(G'.N) =L HYG, I -4 [HY(G', IO

~

A
A ~
2, 12,6, B —3 H3G. 1)

A
en ce sens que I'HOMOMORPHISME D’INFLATION I,,
I'HOMOMORPHISME DE RESTRICTION {'\1 et 'THOMOMORPHISME DE

A
TRANSGRESSION t; caractérisent une suite exacte de groupes abéliens, et que
I'OPERATEUR D'INFLATION | 2 fait agir le groupe abélien

A
H%H(G", Hgv(G', ) sur le SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON

ABELIENNE :

H3(G, ) = HYP)

du PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0), de telle sorte que le groupe d'isotropie
de chacun de ses éléments est le sous-groupe du groupe abélien

A
H%--(G", Hg-(G', ")) constitué par l'image de I'HOMOMORPHISME DE

A
TRANSGRESSION t3.

PREUVE - Puisque le Lemme 4-1 montre que par l'action o, le groupe abélien

A . ~
H%(G, I') opére librement sur l'espace H%(G, M), la Définition 4-2 entraine que
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pour 'OPERATEUR D'INFLATION 72, le groupe d'isotropie de chaque €élément

o~ A
de I'espace H%(G, I") coincide avec le noyau Ker 19 de 'HOMOMORPHISME

A
D'INFLATION 1.
Il en résulte que l'existence de la suite exacte de groupes du Théoréme 3-5

acheve la démonstration.

5. L'APPLICATION DE RESTRICTION.

Dans la prespective de la généralisation de la Propriété (B) de I'Introduction,
on considere toujours des DONNEES DE BASE :

{(P=(G,T,0);G'}

constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T', 8) et un SOUS-GROUPE
DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE
P'= (G, T, 0" et le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G'.

Le Théor¢me 2-3 entraine l'existence de 1'"APPLICATION DE
RESTRICTION :

~

r2: H}(G, T) = HXAP)—— [HZ(G', T)IG = [H2(P)]C

entre les SECONDS ESPACES DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE des
PSEUDO-MODULES P = (G, I, 0) et P' = (G, T, 6').

Il se pose alors la question naturelle de savoir si la "suite exacte” du

Théordme 4-3 peut "étre prolongée” par V'application T 2.
Des éléments de réponse A cetie question sont fournis par les propriétés

suivantes.

LEMME 5-1 - Avec les DONNEES DE BASE précédentes, dans la suite :

~ o~

A ~ ~
H2.", i) 13 G, n 13 (H2(G, DS
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le "composé” T o - | 2de 'APPLICATION DE RESTRICTION T 3 et de

I'OPERATEUR D'INFLATION 7 2 est "neutre", en ce sens que sur l'espace
ﬁg(G, "), la relation d'équivalence canonique R3 associée a l'application ?2
est moins fine que la relation d'équivalence Ry dont les classes d'équivalence

A
sont les orbites pour l'action du groupe H2..(G", HO-(G',F)) réalisée par
pe Hg 0

l'opérateur T 2.

PREUVE - Pour toute classe & = 7z € /ﬁé(G, I'), déterminée par un

0-COCYCLE GENERALISE STRICT :

z=(,m)e Z5G,T) = Z2P)

et pour toute classe :

A A
he H3.(G", HM(G' ) = HAG", XO)

déterminée par un 9"-2-cocycle :
h=(hap) € Z§(G", XO)
qui engendre par inflation la classe :
AANCAN A,
I2(h) =h* e Hy(G, T
déterminée par le 8-2-cocycle :

lh) = h* = (h*q p) € Z3(G, XG) C Z&4(G, X) = Z}(G, )

le Lemme 4-1 montre que la classe :

~ A s
12(h) [§] =& Hg(G, T)
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~ ~ A ~
transformée de la classe & = z par I'automorphisme [ 2(h) est la classe §' = z'
déterminée par le 6-COCYCLE GENERALISE STRICT :

z =M, m)e ZYG,T) = ZXP)

caractérisé par la condition :
z'=h*oz=(1, h*) x (m, m)
Par restriction, cette condition entraine :
r2(z’) = rp(h*) o' r2(z)
et puisque : rp(h*) = rp[lp(h)] = 1, il en résulte la condition :
r2(z") = r2(z)
qui entraine la relation :

T2E) =120
Il en résulte bien que la relation d'équivalence Ry est moins fine que la

relation d'équivalence R1, ce qui achéve la démonstration.

REMARQUES 5-2 -
(a) Avec les notations précédentes, il est possible d'exprimer une condition

nécessaire et suffisante pour que "la suite” du Lemme 5-1 soit une "suite

exacte” en ﬁ%(G, IN), c'est-a-dire pour que les relations d'équivalences R1 et Rp

coincident.

Malheureusement, cette condition nécessaire et suffisante n'est pas simple.

Comme dans le cas classique de la cohomologie abélienne des groupes, on
se propose de mettre en évidence une CONDITION SUFFISANTE simple et
maniable.

(b) Cette CONDITION SUFFISANTE a été utilisée dans 1'étude [9] des
EXTENSIONS Q-NORMALES qui généralisent les algébres Q-normales de
S. EILENBERG et S. Mac LANE.

(c) Comme cette CONDITION SUFFISANTE constitue la généralisation
d'une condition qui résulte du THEOREME DE A. SPEISER [20] dans le cas de la
cohomologie galoisienne, dans la Définition 7-1 de [9] on a proposé la

terminologie suivante.
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DEFINITION 5-3 - Pour des DONNES DE BASE :
{(P=(G,T,0);G'}
constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 8) et un SOUS-GROUPE

DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE
P'=(G\T,0") et le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G', la CONDITION

DE SPEISER est la condition :

A
(S HI(PY) = {1}
qui exprime la trivialité du premier groupe de COHOMOLOGIE CENTRALE :

Noon D1 1
HI(P) = Hg(G', ") = Hg(G', X) = H(G', X)
du PSEUDO-MODULE P' = (G, T, 9").

LEMME 5-4 - Pour des DONNEES DE BASE :
{P=(G, T,0);G'}
qui vérifient la CONDITION DE SPEISER :

A 1]
S HI(P) = {1}
il existe une "suite exacte” de la forme :

~ ~

(1) — H2(G", A6 3 HiG. 1) L3 (H2(G, IO

en ce sens que :
(a) Pour l'action réalisée par 'OPERATEUR D’'INFLATION 72, le

A ~
groupe abélien H%'.(G", Hg.(G',F)) opere librement sur l'espace H%(G, ).
(b) Sur l'espace fi%(G, I') la relation d'équivalence canonique R2

associée a I'APPLICATION DE RESTRICTION ?2 coincide avec la relation

d'équivalence R dont les classes d'équivalence sont les orbites pour l'action du

A ~
groupe Hg--(G", Hgv(G',I“)) réalisée par 'OPERATEUR D'INFLATION 13, ce

qui signifie également que l'image de l'application 't 5 coincide avec l'ensemble

37



~ A
quotient de l'espace H%(G, I') par l'action du groupe H%--(G", Hg-(G',F))

réalisée par l'opérateur [ 3.

PREUVE - Le Théoréme 4-3 montre que la CONDITION DE SPEISER :

A A
(S) HI(P) = HY(G', ) = {1}

entraine l'exactitude de la suite :
f A Ty ~
{1} —25 H3.(G", HY(G',")) — 2 HY(G, T)

ce qui prouve la partie (a).

Compte tenu du Lemme 5-1, pour achever la démonstration, il suffit de
montrer que la relation d'équivalence R est plus fine que relation d'équivalence
R1.

Le Lemme 4-1 montre que deux classes quelconques :

~

E=7 e HYGT) o &=7eHYGTD

peuvent étre déterminées par des 0-COCYCLES GENERALISES STRICTS :

2=, m)=(M=Me), m=(mgp) € ZG,T)=Z%P)

ct

2=, m)=M =M. m'= (mgp) e Z3G,T)=Z2P)

pour lesquels il existe un 8-COCYCLE CENTRAL :
b= (bap) € Z&G, I = Z4(G, X)

caractéris¢ par la condition :

(69) 8a(bg,y) ba,By = ba,p bap.y pour tout (o, B, 7) € G3
et vérifiant la condition :

(70) =M, m)=(,b)«M,m)=bo(m,m)=boz

qui, d'apres le Lemme 4-5 de [§], équivaut & l'ensemble des deux conditions :
(709 N'a = Na pourtout o € G

38



(70%) M'o,8 = Mo, bos b pour tout (e, B) & G

ce qui s'exprime également par la condition :

(71) E=bv¢E
On suppose maintenant que § et &' vérifient I'Hypothése :
(72) £ =& (mod Ry)
qui s'exprime par la condition :
(73) 128 = T 2(8)

ce qui signifie que les 8'-COCYCLES GENERALISES STRICTS :

r(7) = 73 = (M), (Mg ) € Z2(G, T) = Z2(P')

et

r(z) = 72 = (M'g), (M's) € Z3(G', T) = Z2(P')

sont "strictement cohomologues", c'est-a-dire, d'aprés la Définition 8-3 de [6],
qu'il existe au moins une 1-COCHAINE STRICTE :

a' = (ag) = (a, ) e CIG,T)=ClG', M) x {1}

vérifiant 1a condition :

(74) Zy=a ¥'zp=(a, 1)+ 2

qui, compte tenu des conditions (70') et (70"), equivaut a l'ensemble des deux
conditions :

(74Y) No = <a's> No pour tout s € G'

(74" mg 1 bg,r = a's No(a'y) Mg 1 a';,lt pour tout (¢, 1) € G2,

Dans le groupe d'automorphismes Aut(I'), la condition (74") équivaut a la
condition : <a'g> =1 € Aut(I') pour tout 6 € G', et compte tenu du diagramme
commutatif et exact canonique (1), elle équivaut aussi & la condition :
a'g € X =Zg() pour tout o € G', qui exprime que la 1-COCHAINE STRICTE
a' = (a'g) € CI(G', M) est en fait une 1-cochaine spéciale :

a' = (a'g) € CI(G, X)
du groupe G' dans le groupe abélien X = Zg(I') contenu dans le centre Z(M) du
groupe M.
Ce résultat entraine que les éléments :

ds . g et Noa't) =0s(a'y) = 0'(a')
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appartiennent au centre Z(M) du groupe M, de sorte qu'aprés modification de
l'ordre des termes et simplification par 1'élément mg ¢, dans le groupe M, la

condition (74") se transforme en la condition :

(75) box = a's 8'g(a't) a5, pour tout (5, ) € G2
équivalente a la condition :
(76) ra(b) = 83.(a’)

qui exprime donc 1'Hypothése (72).

De plus, avec les notations utilisées dans la démonstration du Lemme 5-1,
pour achever la démonstration il suffit de montrer que I'Hypothése précédente
implique la Conclusion :
an £=¢&' (mod Ry)
qui s'exprime par l'existence d'un 8"-2-cocycle :

h = (hy) & Zg(G", XF)

vérifiant les conditions équivalentes :

(78) 7z'=h*o 7z = (1, h*) x (M, m)
et

A
(79) E=h*3E

La comparaison des conditions (71) et (79) montre alors que pour achever la
démonstration, il suffit de montrer que I'Hypothése (72), équivalente aux
conditions (75) et (76), entraine I'existence d'un 8"-2-cocycle :

h = () € Z5(G", X0

vérifiant la condition :

A A
(80) b=h*

Dans ce but, il est possible d'adapter 1'un des arguments utilisés par
G. HOCHSCHILD dans la démonstration du Théoréme 1-2 de [11].

En utilisant les Notations 3-1, on exploite la REPRESENTATION (R) du
groupe G comme une extension du groupe G' par le groupe G", de sorte que tout
élément o € G s'exprime alors de fagon unique sous la forme :

(259 o =v(A)o

pour des éléments ce G'etp'(@)=a=Ae G"
De plus, pour simplifier les notations, et pour un élément o € G de cette

forme (25'), on posera :
(81) vA) =g
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Avec cette convention, la 1-cochaine spéciale :
a'=(@a'g) e CI(G, X)
vérifiant la condition (76), admet alors un prolongement constitué par la
1-cochaine spéciale :
a=(ag) € CI(G, X)
définie par la condition :
(82) aq = Og(a's) by
pour tout o € G, de la forme (25').
11 en résulte un 8-COCYCLE CENTRAL :
b' = (b'o,p) € Z3(G, ) =Z3(G, X)

défini par la condition :

(83) b'=b 831

équivalente 2 la condition :

(84) b'ap a0 Bolap) = agp b B pour tout (., B) € G2
En particulier, la condition (82) entraine la condition :

(85) agp = Og(a'sp) b:gl’cp pour tout p € G'

puisque : ap =v(A) (Op) = g(op).
Comme la condition (84) entraine la relation :
b'op an eoc(ap) = agp ba,p
les conditions (82) et (85) entrainent la relation :
b'a,p eg(a'o) b;;l,o ea(a'p) = 9g(a'csp) b—gl,op b(x,p

c'est-a-dire la relation :
b',p Ogla's Bo(a’p) a';,lp] = by bgo,p b;op
qui, compte tenu de la condition (75), implique la relation :
b'ap Blbop] = bga beo.p bgp
pour laquelle la condition (69), appliquée au triplet (g, &, p), donne :
Bglbo p] = by, bgop bél,op

ce qui implique la condition :
(86) blap=1 pour tout v € Gettoutp e G'

De méme, compte tenu de cette condition (86), la condition (69) appliquée au
triplet (o, B, p), entraine la condition :
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(87) bo,gp =ba,p pourtout(a,P)e G2ettoutpe G

ce qui montre que b' g ne dépend que de o € G et de la classe B=pe G"

Pour tout B € G, en considérant la 1-cochaine spéciale :
bp = (b's,p) € CHG', X)

compte tenu de la condition (69) appliquée 2 b' = (b'g p) € Z%(G, X) et au triplet
(0,7, B) € G2 x G, ce qui donne :
0'(b'rp) b’y g = by p Doe

et compte tenu des relations :
B=tB=peG" e o=1=1leG"
il en résulte les relations :
|85(tp)| = b'op Oob'ep) b
= b'o,B b'-ol,xg box
= bgpbypgbor=bor=1

pour tout (G, T) € G2, c'est-a-dire la condition :

(89) 85(bp) = 1 pour tout B € G
équivalente a la condition :
(89) bge Z(l,.(G', X) pour tout Be G
La CONDITION DE SPEISER :
A PPRAY P 1
(S) HI(P') = Hg(G', T) = Hg(G'", X) = {1}

entraine alors l'existence d'une 1-cochaine spéciale :
¢ =(cp) € CI(G, X)

vérifiant la condition :

(90) bp = Sé.(cg) pour tout e G
équivalente a la condition :

91 b's,p = 0'g(cp) cb] pourtout e Gettoutoce G'.

De plus, puisque b ne dépend que de la classe B=pe G", il est possible de

choisir ¢ = (cp) de telle sorte que cg ne dépend que de la classe B=pe G"
11 en résulte un 8-COCYCLE CENTRAL :
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b" = (b"o,p) € Z4(G, ) = Z(G, X)

défini par la condition :

(92) b" = b’ 83(c1)
équivalente a 1a condition :
93) b"0,B Co Balcp) = Cap b'ap pour tout (a, B) € G2

Tout d'abord, les propri€i€s de b'y g et de cg entrainent que b"o, g ne dépend

que de a € G et de la classe B =pe G".
Ensuite, pour tout p € G/, 1a condition (93) donne la relation :

b"ap,B Cap Bop(Cp) = CapB b'ap
et puisque les relations : ap = & et opP = af, entrainent les relations : Cap = Co €t
Capp = Cof. il en résulte la relation :

b"ap,B Ca ea[ep(CB)] =Caf b'ap,ﬁ
pour laquelle les conditions (91) et (93) entrainent la relation :

b"a,ﬁ = b"ap,B I:b'a,ﬂ ea(b'p’ﬁ) bl-alp,B]
et la condition (69) appliquée 4 b’ = (b'yp) € Zze(G, X) et au triplet

(o, p, B) € G x G' x G, donne :
Bo(bp,p) Dop g = bypp Vap

ce qui entraine :
b"a,ﬂ - b"ap,B [b'a,B bv-al"pB b'a,p]

" ' -1 ' " ' "
=P “P'[’[b o.p D'gp b “’P] =b"ap,p bop =Dbap,p

c'est-2-dire la condition :
94 b"o,p=b"ap,p pour tout (a, ) € G2 ettoutpe G'

qui entraine que b" o g ne dépend que de la classe a=Ae G"etdelaclasse

B=pe G".
Enfin, la condition (69) appliquée a4 b" = (b"qp) € Z%(G, X) et au triplet

(o, o, B) € G' x G2, donne la condition :

95) 0'6(b"q,p) = b"c0p = b"a,p pour tout 6 € G'
ce qui entraine :
(96) b"a,p € XO pour tout (c, B) € G2
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et par la suite, il existe en fait un 8-2-cocycle :
b" = (b"e,p) € Z&(G, XG) C Z3(G, X)

pour lequel b"o p ne dépend que de la classe & = A € G" et de la classe

B=pe G" de telle sorte qu'il existe un 8"-2-cocycle :
h = (hay) € Zgw(G", XT)

caractérisé par la condition :

97) b"a,p = h*o,p = =g, u=p pour tout (a, B) € G2
c'est-a-dire par la condition :
(98) lh(h) =h* =Db"

Les conditions (83), (92) et (98) entrainent la relation :

A A A A
b=b=b"=h*

c'est-a-dire la condition (80), ce qui prouve que 'Hypothése (72) entraine la
Conclusion (77).

Ainsi, la relation d'équivalence Ry est plus fine que la relation d'équivalence
R1, ce qui termine la preuve de la partie (b) et acheéve 1a démonstration.

6. LA SECONDE TRANSGRESSION.

En COHOMOLOGIE NON ABELIENNE, la caractérisation de la "seconde
transgression” est tres délicate.

Cette caractérisation n'est pas immédiate et elle repose sur une étude
systématique [9] des EXTENSIONS Q-NORMALES qui généralisent les algébres
Q-normales classiques de S. EILENBERG et S. Mac LANE [3].

Dans la suite, on utilise principalement la terminologie, les notations et les
résultats de [7] et [9] (auxquels il est conseillé de se reporter pour un exposé
détaillé).

Etant donnés un anneau-groupe I" = [V ; M] et un groupe G quelconques, la
Définition 1-5 de [7] caractérise I'ensemble :

Ext(G, I
des CLASSES D'EXTENSIONS DE L'ANNEAU-GROUPE T PAR LE
GROUPE G.

En considérant I'ensemble pointé R = R(G, ') des "caractéres collectifs
REALISABLES du groupe G dans I'anneau-groupe I', le Théor¢me 4-6 de [7]
montre alors que l'espace Ext(G, I') est un R -ensemble caractérisé par la

"

partition :
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99 E , )= R
(99) x(G, I) ee“m Extg(G, T)

dans laquelle Extg(G, I') est l'espace des CLASSES DE 6-EXTENSIONS DE
L'ANNEAU-GROUPE T PAR LE GROUPE G, et qu'il existe des bijections

canoniques :

(100) £ 1 - Extg(G, 1) —> HYG, 1)

En particulier, pour tout PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6), le SECOND
ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE, défini par la condition :

) H2(P) = H(G, I ~ Extg(G,T)

coincide avec le SECOND ESPACE DE 8-COHOMOLOGIE NON ABELIENNE
du groupe G dans 'annecau-groupe I est il est identifiable a 1'espace Extg(G, I')
des CLASSES DE 8-EXTENSIONS de l'anneau-groupe I” par le groupe G.

La Définition 3-2 de [9] introduit les EXTENSIONS Q-NORMALES
caractérisées par le Théoréme 5-3 de [9], dont on rappelle l'énoncé :

THEOREME 6-1 - Pour des DONNEES DE BASE :
{(P=(G,T,0); G}
constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 8) et un SOUS-GROUPE

DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE
P'=(G, T, 0" et le GROUPE QUOTIENT Q =G" =G/G', pour toute classe :

&' e H2P) = HA(G', T) = Extg(G', T) = Ext[P]

représentée par un PRODUIT CROISE MIXTE :
(1) A'=Apg=A7=T,G,2)=[U";N]

qui détermine I'EXTENSION DISTINGUEE D'ANNEAUX-GROUPES :
(Ir) <A

caractérisée par la SUITE EXACTE MIXTE : '
am) {O,1}——>F=[V;M]-———)A'=[U';N']~£—-)G'———){1}

les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) La classe &'e ﬁz(P') est une CLASSE D'EXTENSIONS
Q-NORMALES.
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(b) La classe &' e §2(P') est invariante pour l'action du groupe G sur

l'espace :

H(P) = H2(G', T) =~ Extg(G', T) = Ext[P]
0

En d'autres termes, l'espace des invariants :

[H2(P)]G = [H3(G', D]C ~ [Extg(G', NG = [Ext[P']]G
s'interpréte comme I'ESPACE DES CLASSES D'EXTENSIONS Q-NORMALES.

Dans toute la suite, on considére maintenant des DONNEES DE BASE :
{P=(G,T,0);G'}
constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, I', 8) et un SOUS-GROUPE

DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE
P'= (G, T, 8") et le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G/, et qui vérifient la
CONDITION DE SPEISER :

A Al
(S) HI(P') = Hg(G, ) = {1}
qui constitue 1'analogue de 1'Hypothése de la Propriété (B) de I'Introduction.

L'énoncé du Théoréme 6-1 conduit 2 considérer l'espace noté

symboliquement :

(101) [Z2P))IG) = {7 = (', m) e Z2(P") | 7' =& e [HYP)]C)

et qui sera librement utilisé dans la suite.

THEOREME 6-2 - Pour des DONNEES DE BASE :
{(P=(G,T,0);G'}
qui vérifient la CONDITION DE SPEISER :

A A
(S) HI(P) = HI(G, D) = {1)

avec les notations précédentes, il existe une APPLICATION CLASSE DE
TEICHMULLER :

A~ A
T3: [(Z3(G', DGl —— H3.(G", H)(G', ) = H3.(G", XG)
caractérisée par la condition suivante.
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Pour tout COCYCLE STRICT :

Z =@, m) e [(ZX(G, D))IC] = [Z2(P)](C]

pour lequel le PRODUIT CROISE MIXTE :

a A'=Ay=T,G, z)=[U0"; NI
détermine I'EXTENSION Q-NORMALE :
ar) raA

a laquelle sont associés le "caractére collectif” :
0 =0, M(G", A) = Mor[G", Aute(A"]
et 'ESPACE DES ©-COCHAINES ELEMENTAIRES :

A A
C%'(G"’ A') _ ’\U C%',Z(G'|’ A')
ze Z2(P)

A
alors, l'image Tj3[z'] est, dans le troisiéme groupe de cohomologie :

H2.(G" ﬁO(G' ) = H3.(G", XG"), la classe de cohomologi Yde I
9" ’ el , 9" y > gle t e un

quelconque des 3-COCYCLES DE TEICHMULLER :

A
t=(tpuy) € Talz] = Te[CH(G", A)]

qui peut également étre identifiée a la classe T3[z'] C Zg--(G", XG).

PREUVE - Elle résulte immédiatement du Lemme 8-2, des Notations 8-4 et du
Théoreme 8-9 de [9], ce qui achéve la démonstration.

THEOREME 6-3 - Pour des DONNEES DE BASE :

{P=(G,T,06);G}
qui vérifient la CONDITION DE SPEISER :

A A
(S) HI(P) = H(G, D) = {1}

avec les notations précédentes, pour tout 8'-COCYCLE STRICT :

Z=m,m)=M=Mc) m'=(mgr) € Z5(G, T)=Z2(P)
les conditions suivantes sont équivalentes :
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(a) Le 8'-COCYCLE STRICT z' = (n', m") vérifie la condition :

(102) 2 =M, m) e [Z3(G, DGl = [Z2(P)]IG]

qui exprime que sa classe 7' = €' est une classe :
(103) Z'=Ee [H}(G, DIO
qui est une CLASSE D'EXTENSIONS Q-NORMALES .
(b) Le 8'-COCYCLE STRICT 7' = (m', m') du groupe G' dans l'anneau-

groupe T, admet au moins un prolongement constitué par une 0-COCHAINE
GENERALISEE (ou un 8-COCYCLE LARGE) :

— A
Z'=Mm,n) =M =M, n' = (n'g,p) € C5G,T)

du groupe G dans l'anneau-groupe T, pour laquelle il existe au moins un 0"-3-
COCYCLE :

A ]
t= () € Zgw(G", HY(G', D) = Z§(@G", XG)

dont l'inflation :
() = t* = (e gy € ZYG, T) = Z3(G, X)

caractérisée par la condition :

(104) a8,y = th=at, p=P, v=y pour tout (o, B,y) € G3
vérifie les conditions :
(105) Telz'] = t* et (106) I(t)=t*e Bg(G, X)

De plus, sous ces conditions équivalentes (a) et (b), alors le 6"-3-
COCYCLE t = (ty yv) est un 3-COCYCLE DE TEICHMULLER :

\ SNTAY U
t=(pv) € T3[z] = Te[C,(G", A"]

qui détermine la CLASSE DE TEICHMULLER :

A , A 3 " /\0 3 ,
Tslz] = t € H}(G", H)(G', ) = H3«(G", X0

du COCYCLE STRICT :
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Z =@, m) e [Z2(G', DG = [Z2(P))(G)

ou de I'EXTENSION Q-NORMALE :
ar) r<aA

qui lui est associée.

PREUVE - Le Théore¢me 6-1 justifie les commentaires relatifs 2 la signification de
la condition (102) de la partie (a).

Sous I'hypotheése que la condition (a) est vérifiée, le Théoréme 8-8 de [9]
montre d'abord qu'il existe au moins un COCYCLE STRICT :

2=, m)=(n=Ma).m=(mgp) € Z3G,T) = Z2(P)

qui est AU DESSUS du COCYCLE STRICT z' = (', m') € [Z2(P)]I0] et qui est
ADAPTE 2 la REPRESENTATION (R) du groupe G, de sorte que, pour le
GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G, il existe une application :

A A
*) - C2 ,(G", A) —— C§(G, T)

qui, 2 toute @-COCHAINE ELEMENTAIRE :

A SR
Q = ((F), (mp) e C;,(G", A)

admettant un RELEVEMENT canonique :

A A
Q= ((Fo) ., (n'qp)) € CXG, A)
associe la 8-COCHAINE GENERALISEE [ou le 8-COCYCLE LARGE] :

A A

Q=(Mw . (gp) € CYG,T)

caractérisée par la condition (173) du Lemme 8-7 de [9].
Pour un tel choix du COCYCLE STRICT z = (n, m) et pour un choix

arbitraire d'une ©-COCHAINE ELEMENTAIRE :

AY JEPPREN
Q= ((Fn) . (mp)) € C;,(G", A)

et en posant :
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- A An
(107) z’=(M,n)=Q=M=Mqa),n" =(gp)) e C4G,TI)

les conditions (168) et (175) du Lemme 8-7 de [9] donnent :
Noe =N's pour tout 6 € G'

et
N'gr=mMgr1 pour tout (6, 1) € G2
ce qui montre bien que la 6-COCHAINE GENERALISEE [ou le 8-COCYCLE

LARGE]:

Z=mn)=M=M), ' = (ap) e C3G,T)

constitue un prolongement du COCYCLE STRICT z' = (v, m").

Enfin, la commutativité du diagramme (X) du Théor¢me 8-8 de [9] montre
que le 8"-3-COCYCLE t = (tpy,v) défini par la condition :

A
(108)  t=(apuv) =TelQl € Z3.(G", HY(G', I) = Z3.(G", XC)

vérifie la condition :

TolQ] = Tolz'] = ) = t* € BY(G, X)

qui entraine les conditions (105) et (106).

Ainsi, la condition (a) implique la condition (b).

Réciproquement, sous I'hypothése que la condition (b) est vérifiée, le Lemme
8-6 de [9] entraine I'existence d'un -COCYCLE STRICT :

2’ =M, m")=M" =M, m" = (m"gp) € ZG,T) = Z2(P)

qui est AU DESSUS du 6-COCYCLE STRICT z' = (n', m') € %2(P'), en ce

sens qu'il vérifie la condition :
(109) N'es="Ng pour tout 6 € G'

et qui est ADAPTE a la REPRESENTATION (R) du groupe G, en ce sens qu'il

vérifie la condition :

(AR) m"g .y = M'gp =1 pour tout (6, p) e G'x G"
Pour la -COCHAINE GENERALISEE :



Z'=(M, 1) =M = (Ma), 0" = (Wap) € CXG,T)

qui constitue un prolongement du '-COCYCLE STRICT z' = (n', m'), c'est-a-
dire qui vérifie les conditions :

(110) No =M'o pour tout c € G'
ct
(111) n'sr=mgr pour tout (6, ) € G2

il existe au moins une 1-cochaine spéciale :
a=(ag) € CI(G, M)

vérifiant la condition :

(112) N"a = <ag> Mg, pourtoutx € G

et pour laquelle les conditions (109) et (110) permettent d'imposer la condition
supplémentaire :

(113) ag =1 pourtoutc e G'

11 est alors immédiat que la condition :

(114) Z'=(@,1)+7'=a + 7'
caractérise une nouvelle 9-COCHAINE GENERALISEE de 1a forme :

Z' =@\ =" =M, 0" = () € C4G. 1)

qui constitue également un prolongement du 8'-COCYCLE STRICT z' = (', m").

De plus, le Lemme 6-4 de [6] entraine alors la relation :

(115) Telz"] = Tol(a, 1) + z'] = Tg[z'] = t*

Ces considérations montrent que, dans la condition (b), il est possible de
remplacer z' = (0, n’) par z" = (", n"), lié de fagon évidente au 6-COCYCLE
STRICT z" = (m", m") vérifiant les conditions (109) et (AR).

Ce raisonnement montre que sous 1'hypothése que la condition (b) est
vérifiée, pour éviter les complications dues 4 un changement de notations, il est

possible de conserver les notations initiales et de supposer qu'elles ont été
choisies de fagon A ce qu'il existe un 0-COCYCLE STRICT de la forme :

z=(,m) =M =M, m=(mgp) e Z3(G, )= ZP)

qui est AU DESSUS du 8-COCYCLE STRICT z' = (0, m') € 22(P'), en ce

sens qu'il vérifie la condition.
(116) No=MNo pour tout ¢ € G'
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et qui est ADAPTE 2 la REPRESENTATION (R) du groupe G, en ce sens qu'il

vérifie la condition :

(AR) Mg y(u) = Mop = 1 pour tout (o, ) € G' x G".
D'apres le Scholie 4-3 de [6], 1a 8-COCHAINE GENERALISEE :

Z'= . 0) = M = M), 1 = (ep)) € CXG, T)

vérifie la condition :

117) NaNp = <n'e,B> Nap pour tout (o, B) € G2

et d'apres le Lemme 6-2 et la Définition 6-3 de [€], 1a condition (105) s'exprime par

la condition :

(105" Na('gy) N'afy =N Napy *apy  pourtout (e, B,y)e G3
On utilise la REPRESENTATION (R) du groupe G, et pour simplifier les

notations, pour un élément : A € Q = G", provisoirement fixé, on pose :

V(M) = g, et aussi :
A o)=(go)=glog=0 pour tout 6 € G'
AD=En=glg=1 pour tout te G'
ce qui entraine alors les relations :
og = go' et 1g = gt'
librement utilisées dans la suite.

Avec ces conventions, la condition :

(118) aro = Nlgo Ny g

définit une 1-cochaine spéciale :
a=(a)) = (ar0) € CI(G", CI(G', M))
D'une part, la condition (117) entraine alors les relations :

Mg N(g,0) = <N'g,c™> Nog

et
Mo Ng = <N'g,g> Nog

qui impliquent la relation :

Mg N(go) My = <aro> Mo

et compte tenu des conventions et de la condition (116), il en résulte la condition :

(119) M0 Who) 0 My = <ar o> Mo

pour tout 6 € G' et pourtoutA e Q=G".
D'autre part, des choix convenables du triplet (o, B, ¥) € G3 montrent que la

condition (105") entraine les relations :
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(120) No (N'gr) N'g gt = N'g g N'go' ' t*g, g1

(121) No(n'r,g) N gr = N'gx Nor,g t*o,1,g

(122) Ng(n'g'v) N'g o't = N'g o' N'go' 1’ *g0' 1’

pour lesquelles la condition de normalisation de t = (tj y,v) et la condition (104)
entrainent que les termes provenant de t* = (t*q,8 y) qui y figurent, sont I'élément
neutre du groupe M = Gr(I), ce qui implique les relations :

(120" 0. No('gr) = Mgty n'-ol,gt'
(121 ﬂo(n'}{g) N'sr = Nggr “'gt,g
(122" Ng(n's' 1) = n'g o' Mg’ v n'-gl,o'r'

qui permettent les transformations successives de I'expression :

Ag = ap g No(ars) Nz a.ll,d‘t

' 1‘1 ) l'l ] ] l'l -1
=Ngo' Ny, T]o{n gt t,g] Moz [“ go't o't,g]
— nl B n"l (n’ ') (n"l )n' nl nl'l
=Ngg' |NggNollgr) Moy JMor|Notg N g5

] t "1 t l'l 1) l'l
=N g,o'[n gG',t' n U,g’t'] [n C,gT' n o‘t,g] not’g n g,O"t'

' ' -1
=Ngg Ngo',t' N 2,07
=MNg(n's",7)
ce qui établit la relation :

Ng(n's' v) = a) 0 No(arr) Nz a-ll,or

et compte tenu des conventions et des conditions (110) et (111), il en résulte la
condition :

(123) nlm'a,e),0,0] = ar,0 N'o(ar) Moy 3-11,01;

pour tout (6, 1) € G2 et pour tout L € Q=G".
D'apres le Théoréme 6-2 de [9], I'existence de la 1-cochaine spéciale :
a=(a)) = (o) € CI(G", CH(G', M)

vérifiant I'ensemble des deux conditions (119) et (123), entraine que la classe

~ A
&' = z'e HX(P') est une CLASSE D'EXTENSIONS Q-NORMALES.

Ainsi, la condition (b) implique la condition (a), ce qui achéve la preuve de
1'équivalence des conditions (a) et (b).



De plus, le Théoreme 6-2 de [9] montre que sous ces conditions équivalentes
(a) et (b), pour tout A € Q = G", I'ensemble non vide ¥ (na, yi) des
prolongements F € Aut(A") du couple (), y)) COMPATIBLE, contient en
particulier le prolongement :
F) € Aut(A)
caractérisé par la condition :
(124) Falua,o)l = ay0 Us pour tout (A, 6) € G" x G'

En particulier, sous I'hypothe¢se que la condition (b) est vérifiée, les

conditions (118) et (124) définissent une 1-cochaine spéciale :
(Fp) € CHG", Aut(A"))
qui vérifie de plus la condition :
(125) Fre F M vi) pour toutA e Q=G"
et avec les notations de la REPRESENTATION (R) du groupe G, en considérant la
2-cochaine spéciale :
(cap € CXHG", M)

caractérisée par la condition :

t "1 ) "1
(126) Chp = Mo(A),0(m) M oea )00y = AL N Ap

pour tout (A, ) € G"2, la condition :
(127) My = o Y(h) pour tout (A, 1) € G"2
définit une 2-cochaine spéciale :
(mAp) € C2(G", Gr(A")) = CX(G", N)

qui vérifie naturellement la condition :
(128) My € Mug@p) pour tout (A, p) € G"2.

On se propose de montrer que dans le groupe d'automorphismes Aut(A'), ces
données vérifient 1a condition :
(129) F) Fy = <njy y> Fay pour tout (A, p) € G"2

On rappelle que le PRODUIT CROISE MIXTE :

AN=A,=T,G,z)=[U; N

est un anneau-groupe A' = [U' ; N'], dont l'anneau sous-jacent An(A") = U' et le
groupe sous-jacent Gr(A') = N' sont caractérisés par les conditions :

(130) U= & Vug et (131) N= 1l My
ce(G' ce(G'

I'addition étant celle du groupe abélien U’ et la multiplication dans l'anneau U' et

dans le groupe N' C U™ étant caractérisée (par distributivité dans U') au moyen

des conditions :
(132) Ug X = N'g(X) ug = Ng(x) ug

54



pourtoutc e G'ettoutxeVoutoutxe M, et:
(133) Ug Ut = Mgt Ugt = Ng 1 Uot
pour tout (0, 1) € G2, compte tenu des conditions (110) et (111).
Tout d'abord, pour tout (A, ) € G"2, compte tenu de la condition :
(23) v(A) V() = oA, 1) v(AR) pour tout (A, p) € G"2
dans le groupe d'automorphismes Aut(I"), les conditions (117) et (126) entrainent
facilement la relation :
(134) NA Mp = <CAp> No,p) MAp
et puisque la condition (132) montre que I'automorphisme :
No(p € Aui(l)
est la restriction AT de I'automorphisme intérieur :
<ue(p> € Autj(A’)
compte tenu de la condition (127), il en résulte la relation :
(135) MA M = MAu NAp
dans laquelle I'automorphisme :
N'ap € Aui(l)
est la restriction A T" de I'automorphisme intérieur :
<n)pu> € Autj(A’)
de sorte que la condition (125), qui entraine que 1'automorphisme Ny, € Aut(I') est
la restriction AT de l'automorphisme Fj € Aut(A"), implique alors la condition :
(136) Fa Fu(x) = <y, yu> Fay(x)
pour tout (A, ) € G"2 et pour tout x € V et pour tout x € M.
Ce résultat montre que pour achever la démonstration de la condition (129), il
suffit de montrer que pour tout couple (A, p) € G"2 fixé, les données précédentes

vérifient la condition :

(137) Fa, Fu(up’) = <np p> Fap(up) pour tout p'e G'

équivalente a la condition :

(138) FaFu(up) mypy = ma p Fap(up?) pour tout p'e G'
Pour un couple (A, p) € G"2 fixé et en posant pour simplifier les notations :

(139) g=vA) , g=v , g'=v(w et o=0dp

dans le groupe G, la condition (23) se met sous la forme :

(23" gg=og

et entraine 1'existence d'un automorphisme : p — p', caractérisé par la double

condition :

(140) p'=(, (A, p)) = A, (@,p)) pourtoutpe G

équivalente 2 la condition :

(141) pgg=ggp =0g"p=pog" pourtoutpe G
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La condition (118) donne alors les relations :

(142) ap =N'g(gp) Npg
[} -1 R -1
(143) A, (p) = Mg (g.@p) M (gp)g =g M (gp)g
] "1 L} "1
(144) A, (0,p) = N'g"(g"(@.0) N(@p)g" =Neg"p N (wp).g"

Compte tenu des "régles de calcul” constituées par les conditions (132) et
(133), les conditions (124), (125) et (127) permettent le calcul de 1'expression :
A = Fy Fu(up) mp,p = FAlFplug,applniu
= Falap, (Lp) u(Lp)Inip
=Mlay,(.p)] FAluup)l mup
= Malap,.p)] arp Up CAp Vo
=nalay,p)l aap Npleaul n'p,0 Yo
et de l'expression :
B = Fap(up) = myup Fapluiye.pn]
= Mhup Bh(w,p) Ww.p)
= O Vo A (o.p) Wa,p)
= A Nolar,(@.p)! Mo, (0.p) Ypo
qui sont donc de la forme :

A=Ay et B=B"upe
pour les deux éléments A' et B' du groupe M = Gr(I') définis par les conditions :
(145) A’ =A'(p) = lap, o p)] arp Npleapl n'p.e
et
(146) B'=B'(p) = cap Nolary,(@.p)] N'o,(@.p)

de sorte que la démonstration de la condition (138) se raméne, dans le groupe

M = Gr(I"), a 1a démonstration de la condition :

(147) A'(p) = B'(p) pour tout p € G'
Compte tenu des notations (139), les conditions (126), (142), (143) et (145)

donnent 1a formule :

(148) A'= A'(p) = ngln'g ¢l gln'g ) 1 Mg (2p)
n.-pl'g Npln'g,g "'Ig[n'-(g,g"] n'p,0

et les conditions (126), (144) et (146) donnent la formule :
(149) B'=B'(p) =n'g g n'}g,g" Noeln'g" p'l nu)[n'-(%o,p),g"] e (@,p)
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Compte tenu de la condition de normalisation du 6"-3-COCYCLE
t = (to,u,v), la condition (104) et la condition (105) qui se traduit par la condition
(105") entrainent la condition :
(150) Na(n'gy) N'a,By = N'a,p N'af,y
pour tout triplet (a, B, ¥) € G3, dont au moins une composante est un élément

du groupe G'.
En particulier, par des choix convenables, il en résulte les relations :
(151) ngln'g pd n'g gp' = Mg g' N'gg'p’
(152) Ngln'gp)gl Mg (zp)g = N'e.(g.p) Npg.g’
(153) Npln'g,g] Np,gg' =N'p g Npg g
(154) Npln'e,g"] N'p 0g" =n'p.0 Npa,g"
(155) Noln'g"pl N'e,g"p' = N'o,g" Nag”p’
(156) Nol'(@,p).2"] Mo.(@p)g" = No(@p) Npo,g"
et compte tenu de la condition (23) et de la condition (141) qui implique :
(8. p)g =gp et (@,p) g"=¢g" p’
il en résulte les relations :
151" N’y o] = n'g g Mg 0’
(1519 Ngln'gpl =n'gg Dggp ™ o
(1529 Nglng o) Me(@p) = Mg go' 0
Pe, g
153 n"! n'g gl = n'pg g0}
' -1 ' ' -1
(154 Mol ol Mo =Mp, ggr oo
, -1 ' [} -1
155 n Ng"p'l =MNgg'p'N
(155" o.g" No [n'gp'l 88:P T, g"p'
1 '-1 ' — ' "t "1
(156") Noeln @), g..] Mo (0.p) = Nogp M, o

Dans le groupe M = Gr(I"), compte tenu de la formule (148), le produit
membre 3 membre des relations (151", (152", (153") et (154'), et les
simplifications par les couples de termes consécutifs inverses I'un 2 l'autre,
donnent la formule :

(157) A= A'(p) = g g Ngg'p' Moy o

et de méme, compte tenu de la formule (149), le produit membre & membre des
relations (155') et (156") et 1a simplification par le couple de termes consécutifs

inverses 1'un A l'autre, donnent la formule :

' [ ' ' -1
(158) B' = B'(p) = n'g,g Ngg',p' N 0"
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Les formules (157) et (158) établissent la condition (147), ce qui acheve la
preuve de la condition (138) et par suite aussi la preuve de la condition (129).

Le Lemme 8-2 de [9] montre que les conditions (125), (128) et (129)
assurent 'existence d'une ©-COCHAINE ELEMENTAIRE :

(159) Q= (Fp), mp) € C2,G", A)

définie par les conditions : (118), (124), (126) et (127).

Comme on a pris la précaution de vérifier la condition (116) et la condition
(AR), on se trouve dans le contexte prévu par la partie (a) du Lemme 8-7 de [9] et
par suite, la partie (b) du Lemme 8-7 de [9] entraine que la ©-COCHAINE

ELEMENTAIRE :

Ay PR
Q = ((Fp), (m ) € C; ,(G", A)

détermine un RELEVEMENT canonique, constitué par une 2-cochaine

généralisée :
A A
(160) Q= ((Fy , (n"up)) € CAG, A)
vérifiant la condition de compatibilité :
(161) Foe ¥ Ma» Va) pour tout o € G
et les conditions de relévement :
(162) F) = Fya) pour tout A € G"
et
(163) N = "), v(p) Yohp) pour tout (A, ) € G"2

et qui est caractérisée par la 1-cochaine spéciale :
(Fo) € CI(G, Aut(A"))

définie par la condition :
(164) Fo = Fg F), , avec Fg = <ug> € Auti(A"
pour tout élément o € G, de la forme : o = 6v(A), avec (G, A) € G' x G", et par
la 2-cochaine spéciale :

(n"g,p) € CXG, M) C CX(G, Gr(A")
définie par la condition :
(165) n"op = ug FA(ug) myp UE;II
pour des éléments a € Get B e G, de la forme : o = ou(A) et B = TO(U), avec :
(0,AM) e G'x G"et(1,p) € G' x G", etavec : 61 = 6 <A, T> O(A, ).

En posant, pour simplifier les notations :
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(166) T = <A, > , =, 1" et o = oA, p)
compte tenu des "régles de calcul” constituées par les conditions (132) et (135),
dans le groupe N' = Gr(A"), les conditions (165), (124) et (127) entrainent
successivement :
n"gB ug;= ug Falur) myu

= Ug a),t" Ut" Cu U

=TNolarz"] N's 1" Vot CAp Ve

="Nolar,"] n's,r" Nor [CAu] Not",0 Uog
et apres simplification par ug, il en résulte, dans le groupe M = Gr(I'), 1a relation :
(167) n"o g =Nolarr"] n's " Nor [Capl Mot 0

En utilisant les notations (139), la condition (142) donne la relation :

' |-1 ] v-l
At = Ng (g Nerg =Ngr g,

de sorte que les relations (126) et (167) donnent la formule :
(168) n"q g =Neln'gl T]o[n'}l-,g] n'gc" Nor'[n'gg] ﬂot"[n'-(g,g"] N'gt",w

Par des choix convenables, la condition (150) donne alors les relations :

(169) Noln'gc] n'g gt = N'g,g N'og 1

(170) Noln't" g} n'gr"g = N'g 1" Nt g

(171) Nozt"[n'g gl n'ct",gg' =n'gr",g N'ot"g g’
(172) Not"[n'e,g"] N'or",0g" = N'ot",0 N'ot"0,g"
(173) Naln't,g] N'a,rg' = N'a,x Nor,g’

et compte tenu du fait que les notations adoptées entrainent les relations :
(174) oa=0V(A)=0g;B=to()=1¢";gT=1"g; 01 =01"0; gg' = g

il en résulte les relations :
-1

(169" Noln'gc] = ng,g Mg,z N5 gt

(1709 T]c[ﬂ'}l",g] Mg 1" =No,gt “';sl‘c", g

(1719 Nor'ln'g gl = Mot g Nar,g n'-olt", gg'
(172Y) ﬂot"[n'}é,g"] Ngt"o = Not”,gg' n'-011 , 8"
(173" N'gt Narg =Naln'tgl N'o,p

Dans le groupe M = Gr(I"), compte tenu de la formule (168), le produit

membre 3 membre des relations (169'), (170", (171") et (172%), et les
simplifications par les couples de termes consécutifs inverses 1'un de l'autre,

donnent la formule :
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" 1 L} 1 l‘l
(175) n a,ﬁ = no’g n a,T nat,g' n o.l,g"
et par suite, la relation (173") entraine la formule :

(176) n“a,B - n'o,g n.a[n't,g'] n'a,B Il'-o.ll,g"

En revenant aux notations initiales, il en résulte la condition :

a77) n"op = n'svd) Naln'r,vu)l N'o.p “'bll,v(w)

pour tout couple (a, B) € G2, de la forme : @ = ov(A) et B = TV(|) avec :
(6,M) e G' x G"et (1,0) € G' x G", pour lesquels aff = c1v(Ap) avec :
o1 = 6<A,T> oA, 1) et (61, Ap) € G' x G".

En considérant 1a 1-cochaine spéciale :

a'=(a'y) € CHG, M)

définie par la condition :
(178) a'q = Mg p(d) = Mg\
pour tout élément o € G de la forme : o = oV(A), avec : (6,A) € G' x G, la
condition (177) se met sous la forme de la condition :

(179) n"gB = a'q Nala'p] Mo a"(;ﬁ pour tout (o, B) € G2

Il convient de noter que le Scholie 4-3 de [6] montre que le 8-COCYCLE
STRICT :

z=(M,m)=(N=(Mo), m=(mgp) € ZJG.T)=Z2(P)

vérifie la condition :
(180) Na NB = <My B> Nof pour tout (o, B) € G2
de sorte que, dans le groupe d'automorphismes Aut(I'), la condition (117) entraine

la condition :

(181) <N'q B> = <Mg,g> pour tout (c.,p) € G2
et par suite, la condition :

(AR) Mg y(p) = Mo = 1 pour tout (o, ) € G' x G"
et la condition (178) impliquent la condition :

(182) <a'g>=1€ Aut(l) pour toutaa e G

qui entraine en particulier la condition :

(183) Na = <a'g> Na pour tout o € G.

En résumé, les constructions précédentes montrent que sous I'hypothése que
la condition (b) est vérifiée, les conditions : (118), (124), (126) et (127),
définissent une ©-COCHAINE ELEMENTAIRE :
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(159) Q=(F), mw) e C2,(G", A)

admettant un RELEVEMENT canonique :

A A
(160) Q= ((Fa) , (n",p)) € CXG, A"
qui détermine la 0-COCHAINE [ou le 6-COCYCLE LARGE] :

A . . . Ay
(184) Q=m,n") =M =Ma),n" =(n"p) € Co(G, T

définie par les conditions (178) et (179).
De plus, pour la 8-COCHAINE GENERALISEE :

Z=mn) =0 =M, 0 =Mgp) e CG, D

le Lemme 4-5 de [6] montre que les conditions (183) et (179) s'expriment alors par

la condition unique :
*

Ev

A
(185) Q=mn,n) =@, Hx+«Mn)=a
de sorte que le Lemme 6-4 de [6] entraine la relation :

TolQ] = Tol(@, 1) » (M, n)] = Tol(n, n)] = Te[Z']

c'est-3-dire la relation :

A _
(186) Tol€2] = Tolz']
En considérant le 3-COCYCLE DE TEICHMULLER :

C = Capy) € Z3G", BO(G, 1) = 234G, X5)

défini par la condition :

A
(186) t=(Capv) = TolQ] € T3[z] = Te[C%,Z(G", AY]

d'aprés le Théoréme 8-9 de [9], la commutativité du diagramme (X)
du Théoréme 8-8 de [9] donne la relation :

A
(187) TolQl = I3(¢) = *
Compte tenu des relations (186) et (187), les conditions (105) et (106)

entrainent la relation :
I3(1) = t* = t™* = l3(t))
qui implique I'égalité :

(188) t=t
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D'apres le Théoréme 8-9 de [9], il en résulte bien que le 8"-3-COCYCLE
t = (ta,u,v), figurant dans la condition (b), est un 3-COCYCLE DE
TEICHMULLER :

t= (tapy) € Talz] = T[CA(G", A)]

qui détermine la CLASSE DE TEICHMULLER :

Talz]=1e HJ«(G", ﬁg..«;-,, ) = B3.(G", XG)

du COCYCLE STRICT :
7 = ', m') e [Z2(G', T)IG) = [Z2(P)](G]

ou de 'EXTENSION Q-NORMALE :

(I r<aA
qui lui est associée, ce qui achéve enfin la démonstration.

COROLLAIRE 6-4 - Pour des DONNEES DE BASE :
{(P=(G,T,0);G"})
qui vérifient la CONDITION DE SPEISER :

A A
(S) HI(P) = H)(G', 1) = {1)

avec les notations précédentes, il existe une APPLICATION DE
TRANSGRESSION :

~ o~ A
t3: [H§(G, MG ——s H3(G", HY(@G', )

caractérisée par la commutativité du diagramme :

[Z3(G', )]G

A
T3

O\

[H3(G, DIS ——2 HJ.(G", H)(G', )
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dans lequel l'application "verticale" est l'application "classe de cohomologie" et

A
dans lequel T3 est 'APPLICATION CLASSE DE TEICHMULLER.

PREUVE - Pour deux 8'-COCYCLES STRICTS :

7 =@M, m) e [Z3(G, N]IC]

et

z'=(n", m") € [H3(G', NG

déterminant la méme “classe de cohomologie stricte” :

7'=7"=te [HXG, DG

la Définition 8-3 de [6] montre qu'il existe au moins une 1-COCHAINE STRICTE
a'=(@', e EI(G', ), telle que :

(189) =" mY)=@, +M,m)=a 'z
pour une certaine 1-cochaine spéciale :
a' = (a'g) € CI(G', M)
D'apres le Théoréme 6-3, la CLASSE DE TEICHMULLER :

Tslz] =t e H3W(G", HY(G, )

du COCYCLE STRICT z' = (m', m") peut étre caractérisée par l'existence d'un
prolongement constitué par une 8-COCHAINE GENERALISEE :

A
Z=(Mn)=M=My), 0 =@up) e C§G,T)

pour laquelle il existe au moins un 0"-3-COCYCLE :

A T
t= () € Z3(G", HYG', 1) = Z3.(G", XG)

vérifiant la condition :
(190) Tolz"] = t* = I3(1)
11 est immédiat que la 1-cochaine spéciale a' = (a's) peut se prolonger, de

fagon arbitraire, en une 1-cochaine spéciale :
a'=(a'g) e CI(G, M)
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de sorte que la condition :
v

"Z"v

(191) z"=(,1)*(M,n)=2a’
caractérise une 0-COCHAINE GENERALISEE :

- /\2
7" € C4(G,T)

pour laquelle la condition (189) montre qu'elle constitue un prolongement du
COCYCLE STRICT z" =(m", m").

Le Lemme 6-4 de [§] montre que les conditions (191) et (190) entrainent la
relation :
(192) Tolz"] = Telz'] = t* = I3(t)
de sorte que le Théoréme 6-3 entraine alors la relation :
(193) Tyiz] = t = Talz']

Ce résultat montre bien que 1I'APPLICATION CLASSE DE

.. A ~
TEICHMULLER T3 se factorise pour déterminer I'application t 3, ce qui achéve

la démonstration.

DEFINITION 6-5 - Pour des DONNEES DE BASE :
{P=(G,T,0);G'}
qui vérifient la CONDITION DE SPEISER :

A A
(S HI(P) = Hy(G', ) = {1}

la "seconde transgression” est constituée par U'APPLICATION DE
TRANSGRESSION :

~~s ~ A
t3: [Hg(G', NG —— H3(G", HY(G', T))
caractérisée dans le Corollaire 6-4.

7. LA SUITE EXACTE FONDAMENTALE.
On se propose de généraliser la Propriété (B) de 1'Introduction.

LEMME 7-1 - Pour des DONNEES DE BASE :

{(P=(G,T,0);G'}
qui vérifient la CONDITION DE SPEISER :
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A A
(S) HI(P) = HY(G', 1) = {1}

avec les notations précédentes, il existe une "suite exacte" de la forme :
~ ~ A

G, N -L3 [H3G 03 H)@G", AYG, M) -3 H3G, D)

en ce sens que :

(a) L'image de I'APPLICATION DE RESTRICTION T 2, dans

I'ESPACE [ﬁ%.(G', MG des CLASSES D'EXTENSIONS Q-NORMALES,

coincide avec le "NOYAU" KerTg de 'APPLICATION DE TRANSGRESSION

~

t 3, constitué par l'image réciproque :
Kert3=(t3)1(1)

~ A
par l'application t 3 de I'€1ément neutre 1 du groupe abélien Ha--(G", Hg-(G', ).

(b) L'image de I'APPLICATION DE TRANSGRESSION 't 3 coincide
A A
avec le NOYAU Ker 13 de 'HOMOMORPHISME D'INFLATION 13, qui est

un morphisme de groupes abéliens.

PREUVE - Le Théoré¢me 2-3 entraine l'existence de I'APPLICATION DE
RESTRICTION ?2, le Corollaire 6-4 entraine l'existence et la caractérisation de
I'APPLICATION DE TRANSGRESSION 73 et le Corollaire 2-5 entraine
I'existence de 'THOMOMORPHISME D'INFLATION /1\3.

Le Théoréme 6-1 justifie l'interprétation de 'ESPACE [ﬁg.(G', MG

comme I'ESPACE DES CLASSES D'EXTENSIONS Q-NORMALES.
Etant donnée une classe de cohomologie stricte quelconque :

£=7'e [HAG, NG
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déterminée par un 8'-COCYCLE STRICT :
Z =M, m) e [Z}(G, DO
le Théoréme 6-3 montre qu'il admet au moins un prolongement constitué par une
6-COCHAINE GENERALISEE (ou un 8-COCYCLE LARGE):
o A ' t A
Z=M,n)=M=Mg),n' =(gp) e C4G,I)

du groupe G dans I'anneau-groupe I', pour laquelle il existe au moins un 6"-3-
COCYCLE:

l\ '
t= () € Zo(G", HY(G', ) = Z3.(G", XG)

dont l'inflation :
B0 = t* = (*a py) € ZHG, ) =Z}(G, X)

vérifie les conditions :
(105) Telz'] = t* et (106) Kt)y=t*e Bg(G, X)
et qui détermine alors la CLASSE DE TEICHMULLER :
A A A
Ts[z] = t € Ha.(G", HY(G', ") = H3.(G", XC')
du COCYCLE STRICT z' = (', m").
Le Corollaire 6-4 donne alors la caractérisation :

~ A A 3 /\0
(194) t3l€'] = T3z} = t € Hyo(G", Hyg(G', IN))

A
La caractérisation de 'HOMOMORPHISME D'INFLATION [3, donnée

dans le Corollaire 2-5, entraine alors la relation :
A A ——~ ~
(195) 13[t] = L3(t) = t*

A
et comme la condition (106) s'exprime par la condition : t* = 1, d'aprés la
caractérisation (194), il en résulte la relation :

A ~ AANA A
(196) I30 t3€]= KO =t*=1e H}G,T)=H}G,X)
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En particulier, cette relation (196) montre que 1'image de ' APPLICATION
~s A
DE TRANSGRESSION t 3 est contenue dans le NOYAU Ker I3 de

A
I'HOMOMORPHISME D'INFLATION /3, qui est un morphisme de groupes
abéliens.

A
Réciproquement, fout élément du NOYAU Ker /3 du morphisme de groupes
A
13, est de la forme :

A A A
t'e Ker I3 C Hy.(G", HY(G', ) = H3.(G", XC)

pour au moins un 8"-3-COCYCLE :

A 1.
U= (tapy) € Za(G", HU(G, D) = Z3.(G", XG)

dont l'inflation :
BU) = 1* = (5., € Z§(G, 1) =Z3(G, X)

vérifie la condition :

AN~ A
(197) LHItT =Kt =t* =1 e HYG, T) = Hy(G, X)
équivalente 2 1a condition :
(198) B(t) = t* = (U ) € BHG, X)

qui s'exprime par l'existence d'une 2-cochaine spéciale :
b = (bo,p) € C%G, X)
du groupe G dans le centre-groupe X = Zg(I') de I'anneau-groupe I', vérifiant la
condition :
(199) By(b) = 1* = (7 pp) = 3(1)

pour laquelle la condition de normalisation du 8"-3-COCYCLE t' = (t p,v)
entraine en particulier la condition :
(200) [33®lo/p =g rp=tr1a=1  pourtout(s,t,p)e G3

et par restriction au sous-groupe distingué G’ du groupe G, il en résulte une

2-cochaine spéciale :
(201) ra(b) = b’ = (b's 1) = (bg,1) € C2(G', X)
pour laquelle la condition (200) et la relation immédiate :
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83(b") = r3(83(b)]
entrainent la condition :
(202) Sa(b) = 1

qui montre en fait l'existence d'un 6'-2-COCYCLE :
(203) r2(b) =b' = (b's 1) = (b 1) € ZJ(G', X)

En considérant un 8-COCYCLE STRICT arbitraire :

z=(M, m) =M =Me), m=(mgp) € ZG,T)=Z2(P)

dont la restriction :
(204) n=z"=Mm,m")
constitue un 8'-COCYCLE STRICT :

z’=M,m") =M'=Ms),m" =(m"g1)) € Zg'(G', I =Z%P)
compte tenu de la condition (203), le Lemme 4-1 montre que la condition :

(205) Z=M'm)={1b)y+» M, m")=boM,m")y=>b o z"
caractérise un nouveau 8'-COCYCLE STRICT :

z=M,m)=M=Mc),m =(mgy)) € ig-(G', I)= Z2(P)

La condition :

(206) z=M,n)=(1,b)*M,m)=bo(n,m)=boz
caractérise alors une -COCHAINE GENERALISEE :

Z=,n) = =g n=ngp) € CXG,T)

pour laquelle les conditions (203), (204), (205) et (206) montrent immédiatement
qu'elle constitue un prolongement du nouveau 6'-COCYCLE STRICT :

2=, m)e Z2P)
Le Lemme 6-4 de [6] entraine alors la relation :

(207) TolZ] = To[(1, b)  (n, m)] = §3(b) . Te[(n, m)] = 53(b) . To[z]

et comme la Définition 7-2 de [6] montre que la condition :
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z=M.m)e ZG,

entraine la relation ;
Telz] =1
il en résulte 1a relation :
(208) TelZ] = 53(b)

Ainsi, compte tenu des conditions (198) et (199), le 8'-COCYCLE STRICT

z = (M', m) e E%-(G', I') admet pour prolongement la 6-COCHAINE

A
GENERALISEE : Z = (n, n) € C4(G, I, vérifiant Ia condition :

(209) Telz] = §3(b) = t* = I3(t') € B3(G, X)

de sorte que le Théoréme 6-3 montre que le 8'-3-COCYCLE t' = (t ) est un
3-COCYCLE DE TEICHMULLER qui détermine la CLASSE DE
TEICHMULLER :

AN A A
Talz] = t' € HY(G", Hy(G', 1) = H3u(G", XG)

du COCYCLE STRICT :

Z =M, m)e [Z3(G, DG

Pour la classe de cohomologie stricte :

£=7'e [H}G, DO

lIe Corollaire 6-4 entraine alors la relation :

~ A A A A
(210) t 3[€'] = T3l = ' e Ker I3 C H3(G", H)(G', ")

A
En particulier, cette relation (210) montre que le NOYAU Ker /3 de
A
I'HOMOMORPHISME D'INFLATION [ 3 est contenu dans l'image de

I'APPLICATION DE TRANSGRESSION ’;3.

69



Les deux "inclusions” qui viennent d'étre démontrées acheévent la preuve de
la partie (b).

Tout élément de 1'image de ' APPLICATION DE RESTRICTION T pest de

la forme :
&v - ;‘/l

pour un 6'-COCYCLE STRICT :
Z=M,m)=M"=M'g),m' =(mn'gr)) € Zg'(G', )= Z2pP)
obtenu comme la "restriction” :

(211) z' =1(z)
d'un 8-COCYCLE STRICT :

z=M,m) =M =Mg), m=(mgp)) € AZI%(G I)=Z2(P)

pour lequel la Définition 7-2 de [6] donne la relation :

(212) Telz] =1
et qui constitue naturellement un prolongement du 8'-COCYCLE STRICT
z'=(m', m).

Comme le 0"-3-COCYCLE neutre :
A [}
U= (t"apy) = 1 € Z3u(G", HY(G', 1) = Z3.(G", XG)
vérifie alors automatiquement les conditions :
(105") Telz] =1 =t"* et (106™) Bt =t"*e Bg(G, X)

le Théoréme 6-3 montre que le 0"-3-COCYCLE neutre t" = (t"Au,v) = 1 estun
3-COCYCLE DE TEICHMULLER qui détermine la CLASSE DE
TEICHMULLER neutre :

A ~ A
Tslz] =t" = 1 € H}.(G", H)(G', 1) = H}.(G", XG)

du COCYCLE STRICT z' = (n', m"), et par suite le Corollaire 6-4 entraine la

relation :

13) it =Talz] =P =1¢ H3.(G", ﬁg.((}', )
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En particulier, cette relation (213), montre que I'image de ' APPLICATION

DE RESTRICTION T 2 est contenue dans le "NOYAU" Ker t 3 de

I'APPLICATION DE TRANSGRESSION ’;3, constitué par l'image réciproque :
Ker t3=(t3y1(1)

par l'application T 3 de I'élément neutre 1 du groupe abélien

AQ
H3.(G", He'(G', IN).

Réciproquement, on considere une classe de cohomologie stricte :

£'=7"e [H3(G, DO

déterminée par un 0'-COCYCLE STRICT :

2 = (', m) e [Z3(G, NG

et vérifiant la condition :

(214) €' e Ker ’?3
Compte tenu de la caractérisation (194), qui montre que la condition :

T3] =Talz] = T = 1 € HY(G", XO)

équivaut 2 la condition :
t=(tapv) € Ba(G", XG)

qui entraine automatiquement la condition (106), le Théoréme 6-3 montre que la
condition (214) s'exprime par le fait que le 8'-COCYCLE STRICT z' = (1, m")
admet au moins un prolongement constitué par une -COCHAINE
GENERALISEE (ou un 8-COCYCLE STRICT) :

A
Z=M.n)=M=M).n'=@gp) e C4G,T)

du groupe G dans l'anneau-groupe I', pour laquelle il existe au moins un
0"-3-COBORD :

(215) t= (o) € BI(G, HO(G', T) = B3.(G", XO)
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dont Vinflation :
I3(t) = t* = (t*o,py) € B3(G, ) = B3(G, X)

vérifie la condition :
(105) To[z'] = t*
La condition (215) s'exprime par 1'existence d'une 2-cochaine spéciale :
¢ =(cap) € CAG", XO)
vérifiant la condition :
(216) t= () = 83(c)

et par inflation, il en résulte la 2-cochaine spéciale :
(217) h(c) = c* = (c*q,p) € CXG, XT)
pour laquelle la condition de normalisation de la 2-cochaine spéciale ¢ = (cjp),

montre que par restriction, la 2-cochaine spéciale :

(218) r(c*) = c¢' = (') = (c*s1) € CHG', XG)
est la 2-cochaine spéciale neutre, qui vérifie la condition :
(219) Cor=C*gr= pour tout (o, 1) € G2

Par inflation, la condition (216) donne la condition :
t* = (the,By) = 83(c* D)
c'est-a-dire la relation :
(220) 83(0*) t*=1e C3G, XC) c C3G, X)
La condition :

(221) z=M,m)=(1,c¥)+M,n)=(1,c*)+z'
caractérise une 8-COCHAINE GENERALISEE :

2=, m) =M =g, m=(m(ep) € CXG,T)

pour laquelle le Lemme 6-4 de [6] entraine alors la relation :

Tolz] = Tol(1, c*) * (N, n)] = 83(0"‘) . Tolz']
c'est-a-dire, compte tenu de la condition (105) et de la relation (220), 1a relation :
(222) Telzl = 1 € Z3(G, X) C C3(G, X)

qui, compte tenu de la Définition 7-2 de [6], assure l'existence du 6-COCYCLE
STRICT :

z=(,m)= M =Me),m=(mup) € Z5G,T)= Z2(P)
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qui détermine la classe de cohomologie stricte :

£E=7 e HYG,T)

Puisque la 6-COCHAINE GENERALISEE z' = (n, n') est un
prolongement du 8'-COCYCLE STRICT z' = (n', m'), les conditions (219) et
(221) entrainent immédiatement que le 6-COCYCLE STRICT z = (n, m) est
également un prolongement du 6'-COCYCLE STRICT z' = (n', m'), ce qui
donne, par "restriction”, la relation :

z' =12(z)
et par suite la relation :

r

(223) E'=7"=Toz]=TlE

En particulier, cette relation (223) montre que le "NOYAU" Ker 73 de

I'APPLICATION DE TRANSGRESSION 't 3 est contenu dans limage de

I'APPLICATION DE RESTRICTION T ».
Les deux dernieres "inclusions” qui viennent d'étre démontrées achévent la
preuve de la partie (a), ce qui termine la démonstration.

THEOREME 7-2 - Pour des DONNEES DE BASE :

(P=(G,T,0);G)
constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) et un SOUS-GROUPE
DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE
P'= {G, T, 0%t le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G', et qui vérifient la
CONDITION DE SPEISER :

A A
(S) HI(P) = HY(G, ) = {1)

avec les notations précédentes, il existe une "suite exacte fondamentale" de la
forme :

~

(1) — H.(G", A6 3 A3, 1) L3 [H2(G, D6

o~ A
A A
—3 1.(G", H}(GI) IER H3G, )
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en ce sens que :
(a) Pour l'action réalisée par 'OPERATEUR D’INFLATION 72, le

A ~
groupe abélien H%-.(G", Hg.(G', I')) opére librement sur l'espace H%(G, D).

(b) Sur le SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE :

H3(G,T) = HX(P)

du PSEUDO-MODULE P = (G, T', 8), la relation d'équivalence canonique
associée 2 'APPLICATION DE RESTRICTION T 3 coincide avec la relation
d'équivalence dont les classes d'équivalence sont les orbites pour l'action du

A ~
groupe H2-«(G", HO.(G', ")) réalisée par 'OPERATEUR D'INFLATION 1,
0 0

[ce qui signifie également que l'image de l'application T 5 coincide avec

l'ensemble quotient de ['espace ﬁ%(G, ') par l'action du groupe

2 I’_\I() . e e . — ~
Hg(G", Hg(G', IN)) réalisée par l'opérateur [ 7 ].

(¢) L'image de I'APPLICATION DE RESTRICTION Tt , dans I'ESPACE :
[H3(G', TI6

des CLASSES D'EXTENSIONS Q-NORMALES, coincide avec le "NOYAU"

Ker t 3 de 'APPLICATION DE TRANSGRESSION 't 3, constitué par l'image

réciproque : Ker 73 = (T3)‘1(1) par l'application T3 de l'él1ément neutre 1 du

A
groupe abélien Han(G", Hgv(G', ).

(d) L'image de I'APPLICATION DE TRANSGRESSION ?3 coincide avec
A A
le NOYAU Ker 13 de 'THOMOMORPHISME D'INFLATION 13, qui est un

morphisme de groupes abéliens.
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PREUVE - La conjonction du Lemme 5-4 et du Lemme 7-1 entraine

immédiatement la démonstration.

THEOREME 7-3 - Pour des DONNEES DE BASE :
{P=(G,T,0);G)}
constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) et un SOUS-GROUPE

DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE
P'= (G, T, 0" et le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G', et qui vérifient la
CONDITION DE SPEISER :

A A
(S) HI(P') = Hy(G', IN) = {1}

avec les notations précédentes, il existe une "suite exacte fondamentale” de la

forme :

o~ ~

(1) — H3.(G", HYG".)) 12 b6, 1) -3 [Bxtg(G, DG

~ A
A [a A
—3 HJ«G". H}(G.IN) —% HYG, I

en ce sens que :
(a) Pour l'action réalisée par I'OPERATEUR D'INFLATION 7 2, le
A
groupe abélien H%n(G", Hg.(G', ")) opére librement sur l'espace Extg(G, I').
(b) Sur 'ESPACE DES CLASSES DE 6-EXTENSIONS :

Extg(G, T")

de l'anneau-groupe T par le groupe G, la relation d'équivalence canonique

associée a 'APPLICATION DE RESTRICTION ?2 coincide avec la relation

d'équivalence dont les classes d'équivalence sont les orbites pour 'action du

A ~
groupe H%--(G", Hg'(G', ) réalisée par I'OPERATEUR D'INFLATION 1,

[ce qui signifie également que l'image de l'application T 2 coincide avec
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l'ensemble quotient de l'espace Extg(G, I') par l'action du groupe

A —~
H2.(G", H}(G', ")) réalisée par l'opérateur I 2].

(c) L'image de 'APPLICATION DE RESTRICTION 't 2, dans I'ESPACE :
[Extg(G', )]G
des CLASSES D'EXTENSIONS Q-NORMALES, coincide avec le "NOYAU"

Kert 3 de I'APPLICATION DE TRANSGRESSION ¢t 3 identifiée a
I'APPLICATION CLASSE DE TEICHMULLER, constitué par limage

réciproque : KerT3 = (Nt 3)-1(1) par l'application T3 de l'élément neutre 1 du

A
groupe abélien H3.-(G", Hg-(G', ).

(d) L'image de I'APPLICATION DE TRANSGRESSION Tg identifiée a
I'APPLICATION CLASSE DE TEICHMULLER, coincide avec le NOYAU
A A
Kerl3 de 'HOMOMORPHISME D'INFLATION 13, qui est un morphisme de

groupes abéliens.

PREUVE - Compte tenu de la condition (8) qui résulte du Théore¢me 4-6 de [7],

l'interprétation du Théoréme 7-2 acheve la démonstration.

REMARQUE 7-4 - Pour établir I'existence de la "suite exacte fondamentale”
du Théoréme 7-2 ou du Théoré¢me 7-3, la méthode utilisée donne une
démonstration directe ou “a la main”, sans utilisation de suite spectrale.

8. LES SUITES EXACTES EN HAUTES DIMENSIONS.
On se propose de généraliser 1a Propriété (C) de 1'Introduction, dans le cas

des "hautes dimensions”, c'est-a-dire pour les dimensions m 2 3.

THEOREME 8-1 - Pour des DONNEES DE BASE :

{P=(G,T,90);G'}
constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T', 8) et un SOUS-GROUPE
DISTINGUE G' du groupe G qui déterminent le PSEUDO-MODULE
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P'=(G, T, 0) et le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G', et pour un entier

m 2 3, vérifiant la condition :

A A
H"(P) = HR(G', T) = {1} pourO<n<m

il existe une suite exacte de la forme :
A /1\ A T A
{1} — Hg(G", Hg.(G',F)) LN H§'(G, I tm [Hg'(G', TG

A A
t A Ime1 A
il HEH G, HY(G ) 25 HEYG, T)

dans laquelle {'\m est 'THOMOMORPHISME DE RESTRICTION, dans laquelle
A A
Im et Ims1 sont les HOMOMORPHISMES D'INFLATION et dans laquelle

A
tm+1 est un HOMOMORPHISME déterminé par la TRANSGRESSION en

cohomologie abélienne.

PREUVE - Le Théoréme 2-4 montre qu'il suffit d'appliquer la Propriété (C) de
I'Introduction, c'est-a-dire le Théoréme 2 page 129 de [13], au G-MODULE
CENTRAL X = (G, X, 8) = Xg associé au PSEUDO-MODULE P = (G, T, 8) et
au G'-MODULE CENTRAL X' = (G, X, 08') = Xg' associé au PSEUDO-
MODULE P' = (G, I', 9'), ou déduit du G-module X par restriction au sous-
groupe distingué G' du groupe G, ce qui achéve la démonstration.

REMARQUE 8-2 - Contrairement aux démonstrations directes ou "a la main”
de l'existence de la "suite exacte” en basse dimension et de la "suite exacte
fondamentale” en dimension deux, en "hautes dimensions” c'est-3-dire en
dimensions m 2 3, la démonstration de l'existence de la suite exacte du Théoréme
8-1 repose sur le Théoréme 2 page 129 de [13], dont la démonstration utilise
explicitement la fameuse SUITE SPECTRALE DE HOCHSCHILD-SERRE.

9. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

La trés grande variété des exemples potentiels, résulte de la possibilité
d'appliquer chacun des Théorémes précédents a la multiplicit€ des choix possibles
des DONNEES DE BASE :
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{P=(G, T,90);G'}
constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) arbitraire et un SOUS-
GROUPE DISTINGUE G' quelconque du groupe G.

En effet, pour avoir une premicre idée de cette trés grande variété des
exemples potentiels, il suffit d'examiner les énoncés et les interprétations de
chacun des Théorémes obtenus en choisissant un PSEUDO-MODULE
P = (G, T, 0) de l'un des types de la liste des exemples de PSEUDO-MODULES
donnée dans les Exemples 3-2 de [§], ce qui est laissé aux soins du lecteur.

11 convient néanmoins de préciser quelques particularités.

Le "cas classique des G-modules” correspond au cas dans lequel le
PSEUDO-MODULE P = (G, T, 8) représente canoniquement un G-module M,

ce qui est obtenu en identifiant canoniquement le groupe abélien M & 'anneau-
groupe :

~

I'=[V;M]=M =IM) =[2[M] ; M]
et la structure du G-module M déterminée par le morphisme de groupes
0 € Mor[G, Aut(M)] au "caractére collectif' REALISABLE

0 € R(G, ') = Mor[G, Aute(I"] du groupe G dans I'anneau-groupe I' = Iq .

Dans ce cas, les Exemples (b) du paragraphe 9 de [6] montrent que la

A
8-COHOMOLOGIE CENTRALE Hg(G, M) du groupe G dans 1'anneau-groupe

~

M, identifi€ au groupe abélien M, est caractérisée par la cohomologie abélienne
ordinaire :

A% *
Hg(G, M) = Hg(G, M) = HXG, M)

du G-module M = Mg et que la 6-COHOMOLOGIE NON ABELIENNE

ﬁg(G, M) du groupe G dans l'anneau-groupe ﬁ, identifié au groupe abélien M,

est déterminée par une identification canonique :

~7 49} 2 2
H}(G, M) = Hi(G, M) = H}(G, M) = HXG, M)
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Ainsi, dans le "cas classique des G-modules”, toutes les "SUITES
EXACTES" des Théorémes précédents deviennent alors de véritables SUITES
EXACTES DE GROUPES ABELIENS.

En particulier, le Théoréme 3-5, le Théor¢me 4-3, le Théoréme 7-2 et le
Théoréme 8-1 donnent alors les SUITES EXACTES DE HOCHSCHILD-SERRE
classiques pour les G-modules.

D'une part, ces résultats montrent bien que la théorie précédente des SUITES
EXACTES DE HOCHSCHILD-SERRE EN COHOMOLOGIE NON
ABELIENNE constitue une généralisation compléte de la théorie classique des
SUITES EXACTES DE HOCHSCHILD-SERRE, relative au “cas particulier des
G-modules”".

D'autre part, l'interprétation de la "suite exacte fondamentale"” du
Théoreme 7-3, a l'aide de I'ESPACE Extg(G, I'), DES CLASSES DE
6-EXTENSIONS de I'anneau-groupe I' par le groupe G et de 'ESPACE
[Extg(G', I')]G des CLASSES D'EXTENSIONS Q-NORMALES, donne de
nouveaux résultats, méme en se limitant au “cas particulier classique des G-
modules”.

Plus généralement les Exemples (b) du paragraphe 9 de [6] montrent que
dans le "CAS ABELIEN", c'est-3-dire dans le cas ot I'anneau-groupe I' = [V ; M]
est ABELIEN, ce qui signifie qu'il vérifie la condition :

Zg)=X=M=Gr()
équivalente a la condition :
Gr(IN =M C Z(V) =Z[An(1)]
alors, il n'y a pas d'obstruction et tout PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) est
déterminé simplement par un "caractére” quelconque 6 € Mor[G, Aut(I")} du
groupe G dans l'anneau-groupe ABELIEN I = [V ; M], de sorte qu'il existe

également une identification canonique :

o~ A
H3(G, I = H}(G, I') = H}(G, X) = H(G, X)

Ainsi, dans le "CAS ABELIEN", toutes les "SUITES EXACTES" des
Théorémes précédents deviennent alors de véritables SUITES EXACTES DE
GROUPES ABELIENS.

Apres ces deux classes d'exemples constituées par le "cas particulier
classique des G-modules” et par le "CAS ABELIEN", il convient de mentionner
I'existence de deux autres vastes classes d'exemples désignées respectivement par
le "CAS DES GROUPES" et par le "CAS DES ANNEAUX".
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Compte tenu des Exemples 3-2 de [€], le "CAS DES GROUPES" est obtenu
lorsque le PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) est choisi de fagon a ce que 1'anneau-
groupe I'=[V ; M] coincide avec 1'anneau-groupe :

M =I(M) = [2[M] ; M]
canoniquement associé A un groupe M quelconque.
Compte tenu des Exemples 3-1 de [6], le "CAS DES ANNEAUX" est obtenu
lorsque le PSEUDO-MODULE P = (G, T, 8) est choisi de fagon a ce que 1'anneau-
groupe I'= [V ; M] coincide avec I'anneau-groupe :

V=3 =1vi v
canoniquement associé a un anneau V quelconque.

Naturellement, ces quatre vastes classes d'exemples n'épuisent pas la totalité
des choix possibles d'exemples potentiels.

En effet, le "CAS GENERAL" correspond évidemment au cas obtenu lorsque
I'anneau-groupe I" = [V ; M] est quelconque, ce qui laisse une grande liberté dans
le choix d'un anneau V tout a fait arbitraire et ensuite dans le choix du
“paramétre” constitué par le groupe M, assujetti a 1a seule condition d'étre un
sous-groupe intermédiaire : {1} C M C V*,

Cette grande liberté permet, par des choix convenables, de se placer dans de
nombreux cas particuliers classiques ou non [tels que ceux des Exemples 3-4 de [6]
relatifs aux groupes d'automorphismes de certains anneaux], dont I'examen est
laissé aux soins du lecteur.

Par exemple, le "cas extréme” obtenu en choisissant : M = V*, correspond
naturcllement au "CAS DES ANNEAUX" déja rencontré, mais l'autre "cas
extréme" obtenu en choisissant : M = {1}, correspond au "CAS DES ACTIONS
DE GROUPES" dans lequel le PSEUDO-MODULE P = (G, T, 8) est déterminé
par un groupe G, un anneau-groupe I' = [V ; {1}] uniquement déterminé par
I'anneau V et un “caractére collectif” automatiquent REALISABLE :

8 e M(G,T) =Mor[G, Aute(IN] = Mor|[(G, Aut(T")] = Mor[G, Aut(V)]
du groupe G dans I'anneau-groupe I', qui coincide simplement avec un morphisme
de groupes : 8 € Mor[G, Aut(V)], du groupe G dans le groupe des
automorphismes de I'anneau V, qui caractérise bien une "action du groupe G sur
l'anneau V quelconque”.

I pourrait étre intéressant d'examiner la traduction et l'interprétation des
Théorémes généraux précédents dans les divers cas particuliers qui viennent d'étre
évoqués.
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Dans le cadre non nécessairement abélien des PSEUDO-MODULES, qui
généralise le "cas classique des G-modules” et qui englobe en particulier 2 la fois
le "CAS DES GROUPES" et le "CAS DES ANNEAUX", I'existence de la "suite
exacte fondamentale” du Théoréme 7-2 et son interpétation par la "suite exacte
fondamentale” du Théoréme 7-3, semblent constituer les résultats les plus
intéressants, puisqu'ils généralisent, aux EXTENSIONS Q-NORMALES et 2 une
COHOMOLOGIE NON ABELIENNE, les propriétés classiques relatives aux

algébres Q-normales et A la cohomologie galoisienne.
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