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LES SUITES DE HOCHSCHILD-SERRE 
E N C O H O M O L O G I E N O N A B E L I E N N E 

Michel HACQUE 

Institut de Mathématiques et Informatique de l'I.S.M. 
Université Claude Bernard - LYON I 

69622 VILLEURBANNE, France 

INTRODUCTION 

Dans la théorie classique de la cohomologie abélienne des groupes, les 

SUITES EXACTES DE HOCHSCHILD-SERRE jouent un rôle fondamental, en 

raison de leurs nombreuses applications, sous une forme implicite ou explicite, à 

des domaines variés, parmi lesquels figurent en particulier la théorie des algèbres 

simples (voir par exemple [22], [5L [1&] et les pages 130 à 132 de [12]), la théorie 

des corps de nombres algébriques ([12]. [10]). la théorie du corps de classe local 

([11], [2JJ), et la théorie des Formations de Classes ([12], [14], [15], [1]). 

A la suite des premiers travaux de R.C. LYNDON sur la Cohomologie des 

extensions de groupes [16]. l'existence et la caractérisation des SUITES 

EXACTES DE HOCHSCHILD-SERRE, annoncées dans [18], résultent du 

Théorème 2 page 129 de [13]. dont la démonstration repose sur l'utilisation de la 

fameuse SUITE SPECTRALE DE HOCHSCHILD-SERRE. 

Dans les applications, on utilise en général les SUITES EXACTES DE 

HOCHSCHILD-SERRE sous la forme suivante. 

Etant donnés un G-module M et un sous-groupe distingué K de G , alors : 

(A) En basse dimension, il existe toujours une suite exacte de la forme : 

0 > Hl(G/K, M*) A» H ! ( G , M) -^-> Hl(K, M ) G - i ^ H2(G/K, M*) 

H 2 ( G , M) 

dans laquelle n est l'homomorphisme de restriction, dans laquelle l\ et /2 sont les 

homomorphismes d'inflation et dans laquelle t2 est un homomorphisme déterminé 

par la transgression. 

(B) En dimension deux, si H ^ K , M) = (0), il existe une "suite exacte 

fondamentale" de la forme : 
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(0) > H 2(G/K, M K ) H 2 (G, M) H 2 (K, M ) G - ^ - > H 3(G/K, M K ) 

H3(G, M) 

dans laquelle V2 est rhomomorphisme de restriction, dans laquelle /2 est /3 sont les 

homomorphismes d'inflation et dans laquelle 13 est un homomorphisme déterminé 

par la transgression. 

(C) Plus généralement, en dimension m > 1, en supposant que 

H n (K, M) = (0), pour 0 < n < m, alors le sous-groupe constitué par les éléments 

transgressifs de H m (K , M) coïncide avec H m (K , M ) G , l'image t m + i ( H m ( K , M ) G ) 

est un sous-groupe de H m + 1 ( G / K , M K ) , et il existe une suite exacte de la forme : 

(0) — > H m (G/K, M K ) - A H m (G , M) - ^ H m (K , M ) G H m + 1 ( G / K , M K ) 

f^l H m + 1 ( G , M) 

dans laquelle r m est rhomomorphisme de restriction, dans laquelle lm et / m +i sont 

les homomorphismes d'inflation et dans laquelle t m + i est un homomorphisme 

déterminé par la transgression. 

Naturellement, la partie (C) exprime Xintégralité du Théorème 2 page 129 de 

fl31. dont les parties (A) et (B) ne constituent que des cas particuliers , mais qui 

sont cependant les plus fréquemment utilisés dans les applications. 

Par exemple, la richesse de la cohomologie galoisienne [12] résulte 

essentiellement du fait que le THEOREME DE A. SPEISER [2Q] entraîne 

l'Hypothèse de la partie (B) et par suite Y existence de la "suite exacte 

fondamentale" de la partie (B), dont G. HOCHSCHILD et J.P. SERRE ont donné 

une interprétation [12] dans le cadre de la théorie des algèbres Q-normales de 

S. EILENBERG et S. Mac LANE [£].. 

On se propose d'établir la généralisation des SUITES EXACTES DE 

HOCHSCHILD-SERRE et leur interprétation, dans un contexte infiniment plus 

vaste, obtenu en remplaçant la cohomologie abélienne des groupes (voir par 

exemple QL [4J, [15L la Troisième partie de [191 ou le Chapitre IV de [171) par la 

COHOMOLOGIE NON ABELIENNE DES ANNEAUX-GROUPES, dont la 

théorie a été présentée dans le DIPTYQUE constitué par les deux articles [£] et [23, 
c'est-à-dire, plus précisément, en remplaçant la notion classique [191 de G-module 

M par la notion nouvelle de PSEUDO-MODULE P = (G, T, 9), introduite et 

étudiée dans les deux premières ANNEXES [&] et [£] au DIPTYQUE précédent, 

dont on a donné de très nombreux exemples et dont on a montré qu'elle constitue la 

généralisation de la notion classique de G-module, dans un cadre non 

nécessairement abélien qui englobe en particulier à la fois le "cas des groupes" 

et le "cas des anneaux" . 
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Le présent travail constitue donc la troisième ANNEXE au DIPTYQUE 

précédent et en particulier la "seconde étape" d'un projet dont la "première étape" 

a été réalisée par l'étude m des EXTENSIONS Q-NORMALES, qui généralisent, 

dans le contexte envisagé, les algèbres Q-normales classiques. 

Comme on a montré dans [£] que tout PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6), 

détermine "fonctoriellement" son SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON 

ABELIENNE : 

H2(P) = H 2 ( G , T ) 

et ses GROUPES DE COHOMOLOGIE CENTRALE : 

H n(P) = HQ(G, D (pour tout n e N ) , 

pour des DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 6 ) ; G'} 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE 

F = (G', T, 0') et le GROUPE QUOTIENT G" = G/G', les "nouvelles" SUITES 

EXACTES DE HOCHSCHILD-SERRE EN COHOMOLOGIE NON 

ABELIENNE sont en fait des "suites exactes" qui font intervenir à la fois des 

GROUPES ABELIENS provenant de la COHOMOLOGIE CENTRALE et des 

ESPACES MUNIS DE GROUPES D'OPERATEURS provenant de la 

COHOMOLOGIE NON ABELIENNE. 

Par exemple, le Théorème 4-3 établit qu'en basse dimension, il existe 

toujours une "suite exacte" de la forme : 

A 7 A A A 
{1} — * Hj-(G", Hg.(G\r)) - h Hj(G, n [Hj.(G\ T ) ] G 

A ~ 

- % H^,(G", Hg.(G\r)) - 4 H§(G, T) 

A A A 

dans laquelle / 1 , r i et t2 sont des morphismes de groupes qui caractérisent une 

suite exacte de groupes abéliens et dans laquelle l'OPERATEUR D'INFLATION 
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T 2 fait agir le groupe abélien H§.(G", H§.(G',0) sur le SECOND ESPACE DE 

COHOMOLOGIE NON ABELIENNE : 

ul(G, D = ÎÏ 2 (P) 

du PSEUDO-MODULE P = (G, T, 9), de telle sorte que le groupe d'isotropie de 

7 A 0 
chacun de ses éléments est le sous-groupe du groupe abélien HQ.. (G", Hg.(G',r)) 

constitué par l'image de l'HOMOMORPHISME DE TRANSGRESSION î 2 -

Ce résultat constitue la généralisation de la Propriété (A). 

Pour obtenir la généralisation de la Propriété (B), l'obstacle majeur réside 

dans le caractère très technique de l'élaboration de la caractérisation de la 

"seconde transgression" T 3 en COHOMOLOGIE NON ABELIENNE, obtenue 

dans le Théorème 6-3 et le Corollaire 6-4. 

Une fois cet obstacle franchi, le Théorème 7-2 établit que sous la 

CONDITION DE SPEISER : 

(S) H l ( P ' ) = H j . ( G , , r ) = { l } 

il existe une "suite exacte fondamentale" de la forme : 

{1} — > H2..(G", H§.(GT)) -U ÎÏ|(G, O -±1 [H§,(G', r)]G 

~ A 

-U Hj-(G", Hg.(G',0) Hj(G, n 

qui fait intervenir en particulier le SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON 

ABELIENNE H§(G, F) = H 2 (P ) du PSEUDO-MODULE P = (G, T, 9) et aussi 

le SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE 
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H§.(G\ r) = H 2 (P ' ) du PSEUDO-MODULE F = (G', I \ 6') et le sous-espace 

d'invariants [H§<G\ = [H 2 (P')]G. 

Ce résultat constitue la généralisation de la Propriété (B). 

Une interprétation du résultat précédent est obtenue dans le Théorème 7-3, 

qui établit que sous la CONDITION DE SPEISER : 

(S) Hl(P') = H j . ( G \ r ) = { l } 

il existe une "suite exacte fondamentale" de la forme : 

{1} — • Hg.(G", Hg.(G\D) Exte(G, T) [Exte-CG1, T)]G 

^ A 

-U HJ>..(G", H§.(G',r» - h Hj>(G, T) 

qui fait intervenir en particulier l'ESPACE Exte(G, T) DES CLASSES DE 

6-EXTENSIONS de l 'anneau-groupe T par le groupe G et l 'ESPACE 

[Exte<G' T ) ] G des CLASSES D'EXTENSIONS Q-NORMALES, de sorte que 

l'APPLICATION DE TRANSGRESSION T 3 est identifiable à l'APPLICATION 

CLASSE DE TEICHMÛLLER. 

Enfin, le Théorème 8-1 établit la généralisation de la Propriété (C) en "hautes 

dimensions", c'est-à-dire pour les dimensions m > 3. 

En résumé, le Théorème 4-3, le Théorème 7-2 et le Théorème 8-1 établissent, 

"en toute dimension", les généralisations des SUITES EXACTES DE 

HOCHSCHILD-SERRE, dans le contexte de la COHOMOLOGIE NON 

ABELIENNE DES ANNEAUX-GROUPES, ou encore dans le cadre non 

nécessairement abélien des PSEUDO-MODULES, qui englobe en particulier à la 

fois le "cas des groupes" et le "cas des anneaux". 

L'existence de la "suite exacte fondamentale" du Théorème 7-2 et son 

interprétation par la "suite exacte fondamentale" du Théorème 7-3, semblent 

constituer les résultats les plus intéressants, puisqu'ils généralisent, aux 

EXTENSIONS Q-NORMALES et à une COHOMOLOGIE NON ABELIENNE, 
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les propriétés classiques relatives aux algèbres Q-normales et à la cohomologie 

galoisienne. 

1. LE CONTEXTE. 

On se propose d'établir la généralisation des SUITES EXACTES DE 

HOCHSCHILD-SERRE et leur interprétation, dans le CONTEXTE obtenu en 

remplaçant les "données classiques" constituées par un G-module M et un sous-

groupe distingué G' du groupe G, par de nouvelles DONNEES DE BASE : 

{P = (G, r, G) ; G1} 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, I \ 0) et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G* du groupe G. 

La considération des PSEUDO-MODULES nécessite quelques explications 

préliminaires. 

Dans toute la suite, on utilise la terminologie et les notations introduites dans 

[£L [IL HD* et [2J, (et auxquels il est conseillé de se reporter pour un exposé 

détaillé). 

On rappelle néanmoins la terminologie et les notations de base, ainsi que 

quelques résultats utiles. 

Pour les raisons exposées dans l'Introduction de [&], on a été amené à 

considérer de nouveaux OBJETS appelés des ANNEAUX-GROUPES. 

Un anneau-groupe F est un couple F = [V ; M] constitué par un anneau V et 

un groupe M qui est un sous-groupe du groupe multiplicatif V* des éléments 

inversibles de l'anneau V. 

Pour deux anneaux-groupes F = [V ; M] et F = [ V ; M'], l'ensemble 

Hom(r, T') des morphismes d'anneaux-groupes : 

f:F >T 

est constitué par les morphismes d'anneaux f € Hom(V, V) , qui vérifient : 

f(M) C M', c'est-à-dire qui induisent un morphisme de groupes, noté également 

f e Mor(M, M'). 

Naturellement, ces conditions caractérisent une catégorie appelée la 

CATEGORIE DES ANNEAUX-GROUPES. 

En particulier, pour tout anneau-groupe r = [V ; M], le groupe des 

automorphismes Aut(H est caractérisé par la condition : 

Aut (0 = Stab[Aut(V) ; M] 
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c'est-à-dire constitué par les automorphismes d'anneaux f G Aut(V), qui 

stabilisent M, c'est-à-dire qui induisent sur M un automorphisme de groupes 

noté également f € Aut(M). 

Tout anneau-groupe T = [V ; M] détermine Vanneau sous-jacent 

V = An(H, le groupe sous-jacent M = Gr(T) et le centre-groupe X = Zg(T), qui 

est le groupe abélien caractérisé par la condition : 

X = Zg(T) = Gr(0 n Z[An(0] = M n Z(V) 

dans laquelle Z(V) désigne Vanneau centre de l'anneau V. 

La Proposition 2-4 de [£] établit l'existence d'un diagramme commutatif et 

exact canonique : 

{1} > Zg(T) > Gr(r) — A u t ( D - ^ - > AutcCD > {1} 

(1) r y 

Aut[Zg(T)] 

dans lequel co est le morphisme de groupes qui, à tout a € M = Gr(r) associe 

Vautomorphisme intérieur co(a) = <a> de l'anneau-groupe Y constitué par le 

couple d'automorphismes intérieurs : 

<a>v € Auti(V) et < a > M e Auti(M) 

de la forme : x -» axa" 1, pour tout x e V ou pour tout x e M et dont Vimage 

constitue le groupe des automorphismes intérieurs Aut |(r), de sorte que le 

Lemme 2-2 de [£] montre l'existence d'une suite exacte canonique : 

(2) {1} > Auti(0 i Aut(0 Aute(0 > {1} 

qui caractérise le groupe des classes d'automorphismes extérieurs Aut e (r) , 

appelé également plus simplement le groupe des automorphismes extérieurs de 

l'anneau-groupe T. 

En adoptant une terminologie qui généralise les notions de 

"Kollektivcharakter" et de "Charakter" au sens de R. BAER (p. 377 de [2J), un 

groupe G et un anneau-groupe T déterminent Vensemble pointé : 

JVt = JVt(G, T) = Mor[G, Aute(r)] 

des "caractère collectifs" du groupe G dans l'anneau-groupe I \ et aussi 

Vensemble pointé : 

Mor[G, Aut(D] 

des "caractères" du groupe G dans l'anneau-groupe Y. 

Avec la terminologie et les notations de [f>], [2], [&L et [2], on rappelle 

rapidement les propriété suivantes. 
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A 

Le Lemme 4-5 de [6] établit que le groupe C^G, O des l-cochaînes 

généralisées faibles de G dans F opère à gauche par une action * sur Y ensemble 
A 

C 2 (G, T) des 2-cochaînes généralisées de G dans F et le Théorème 4-8 de [£] 

montre que les orbites, qui constituent l'ensemble H 2 (G, F) des "classes de 

cohomologie faible" du groupe G dans l'anneau-groupe T, sont exactement les 

fibres : 

Ce(G, T) = rHQ) 

de l'application de projection surjective : 

X : C 2 (G, r) — > JVt = JVt(G, F) 

au dessus des "caractères collectifs" 0 € JVt = JM(G, F). 

A 

Le Théorème 6-5 de [6] montre que le M, -ensemble C 2 ( G , T) des 

2-cochaînes généralisées de G dans T, le JVt -groupe Z 3 ( G , T) des 

3-COCYCLES (CENTRAUX) de G dans F et le troisième M-groupe H 3 (G, F) 

de la COHOMOLOGIE CENTRALE de G dans F sont liés par un diagramme 

commutatif de la forme : 

/ \ TP 
C 2 (G, D > Z3(G, D 

(3) x \ T ( ) 

H2(G, T) « JVt (G, T) > H3(G, T) 

dans lequel ( A ) est le morphisme surjectif de JVt -groupes abéliens canonique et 

A _ 

dans lequel les ^-applications T, T et T sont respectivement l'APPLICATION 

COCYCLE DE TEICHMÛLLER T, l 'APPLICATION CLASSE DE 

TEICHMÛLLER T et l'APPLICATION OBSTRUCTION DE TEICHMÛLLER T. 

Par définition, l'ensemble & = (G, T) des "caractères collectifs " 

REALISABLES du groupe G dans l'anneau-groupe T est l'ensemble pointé 

constitué par le NOYAU de l 'APPLICATION OBSTRUCTION DE 

TEICHMÛLLER : 

= & ( G , T ) = KerT = T " 1 [ H3(G, r)']= T ^ U e ; 0 € JVt}] 
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De même, l'espace Z 2 ( G , T) des 2-COCYCLES (GENERALISES) 

STRICTS de G dans T est constitué par le NOYAU de l'APPLICATION 

COCYCLE DE TEICHMÛLLER : 

Z 2 ( G , D = Ker T = T-H Z3(G, O'] =T-* [{le ; 9 e JVt}] 
et le Théorème 7-4 de [4] montre qu'il est muni d'une structure de 91 - ensemble 

caractérisée par une partition de la forme : 

(4) Z 2 ( G , T ) = IL z l (G,r) 

au moyen des espaces Z Q ( G , T) des 9-COCYCLES STRICTS de G dans T. 

Le Lemme 8-2 de [6J établit que le groupe C *(G, T) des 1-COCHAINES 

(GENERALISEES) STRICTES de G dans T opère à gauche par une action * sur 

l'espace Z 2 ( G , T) des 2-COCYCLES STRICTS de G dans T, ce qui détermine 

l'ensemble quotient : 

(5) H 2 (G , r )= z 2 ( G , r ) / W 

C i(G, D 
appelé le SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE du groupe 

G dans Vanne au-groupe T, et le Théorème 8-6 de [6J montre qu'il est muni d'une 

structure de 31 - ensemble caractérisée par une partition de la forme : 

(6) H 2 ( G , T ) = IL H j ( G , 0 

dans laquelle, pour tout "caractère collectif REALISABLE 6 e & = ft(G, T), le 

SECOND ESPACE DE 6-COHOMOLOGIE NON ABELIENNE H Q ( G , T) 

du groupe G dans l'anneau-groupe T est construit comme l'ensemble quotient : 

(7) He(G,r)= z ^ ( G , r ) / w 

C»(G, T) 
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de l'espace zJ(G, T) = Ker T e des 0-COCYCLES STRICTS de G dans I \ par 

l'action 7 du groupe C *(G, T) des 1-COCHAINES STRICTES de G dans T. 

Pour les raisons exposées dans [&], on a été amené à introduire la notion 

nouvelle de PSEUDO-MODULE, caractérisée par la Définition 3-1 de [8J, dont on 

a donné de nombreux exemples et dont on rappelle la caractérisation. 

DEFINITION 1-1 - Un PSEUDO MODULE P est un triplet : 

P = (G, T, 0) 

constitué par un groupe G, un anneau-groupe F et un "caractère collectif" 

REAUSABLE : 

6 e = f t ( G , D 

du groupe G dans l'anneau-groupe V. 

EXEMPLES 1-2 - Une liste d'Exemples de PSEUDO-MODULES est donnée 

dans les Exemples 3-2 de [8J. 

Il en résulte en particulier que la notion de PSEUDO-MODULE généralise la 

notion classique de G-module dans un cadre non nécessairement abélien qui 

englobe en particulier à la fois le "cas des groupes" et le "cas des anneaux". 

NOTATIONS 1-3 -

Etant donné un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0), dont l'anneau-groupe 

T = [V ; M] détermine l'anneau V = An(r), le groupe M = Gr(T) et le centre 

groupe X = Zg(r) = Gr(r) n Z[An(r)], qui est un groupe abélien auquel est 

associé le G-module (G, X, 0) = X ^ X e constituant le MODULE CENTRAL 

associé au PSEUDO-MODULE P = (G, I \ 0), alors : 

(a) Le SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE H 2 (P ) 

du PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0), défini par la condition : 

(8) H2(P) = H^(G, H - Exte(G, T) 

coïncide avec le SECOND ESPACE DE 0-COHOMOLOGIE NON ABELIENNE 

du groupe G dans l'anneau-groupe T et d'après le Théorème 4-6 de [J] il est 

identifiable à l'espace Ext e (G, T) des CLASSES DE 0-EXTENSIONS de 

l'anneau-groupe T par le groupe G. 
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(b) La COHOMOLOGIE CENTRALE H*(P) = {H n(P)} du PSEUDO­

MODULE P = (G, T, 0), définie par la condition : 

(9) H*(P) = Hj(G,X) = {Hj(G,X)} 

coïncide avec la 6-COHOMOLOGIE CENTRALE du groupe G dans l'anneau-

groupe r et avec la cohomologie abélienne ordinaire du G-MODULE CENTRAL 

X = (G, X, 9) = X e associé au PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6). 

REMARQUES 1-4 - Le Théorème 4-9 de [£] assure Y existence de la 

CATEGORIE ÎP DES PSEUDO-MODULES. 

Il en résulte, d'après le Théorème 5-2 et le Théorème 6-4 de [8], que l'espace 

^ A 

H 2 (P) et les groupes H n (P) "dépendent fonctoriellement" de P. 

La terminologie, les notations et les propriétés qui viennent d'être rappelées, 

seront librement utilisées dans la suite. 

2. LES DIVERSES COHOMOLOGIES. 

Dans toute la suite, on considère des DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 6 ) ; G'} 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 9) et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G' du groupe G, arbitraires mais fixées. 

Ces DONNEES DE BASE déterminent automatiquement les éléments 

suivants. 

Tout d'abord, le SOUS-GROUPE DISTINGUE G' du groupe G détermine 

le GROUPE QUOTIENT G" = G/G', caractérisé par une suite exacte de la forme : 

(10) {1} >G •G-!-—» G" >{U 

Ensuite, compte tenu du Lemme 2-1 de [&], la condition : 

(11) e' = i*(0) = e o i 

caractérise un "caractère collectif REALISABLE : 

8 ' e <3l' = $l(G\ T) 

qui détermine le PSEUDO-MODULE : 

F = (G', T, 9 1) 

obtenu à partir du PSEUDO-MODULE : 
P = (G, T, 0) 

par la "restriction" déterminée par le morphisme de groupes, injectif : 

i e Mor(G', G), de la suite exacte canonique (10). 
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Les PSEUDO-MODULES : 

P = (G, T, 6) et F = (G', T, 0') 

déterminent donc, d'une part les SECONDS ESPACES DE COHOMOLOGIE 

NON ABELIENNE: 

ÎÏ 2(P) = H 2 / 0 - D « Exte(G, T) et H 2(F) = H ^ G ' , T) « Exte<G', T) 

et d'autre part, pour chaque entier naturel n e N , les n i è m e s GROUPES DE 

COHOMOLOGIE CENTRALE : 

H"(P) = Hg(G, T) = HJ(G, X) et H n(P') = Hg.(G\ T) = Hg.(G\ X) 

Le premier phénomène fondamental réside en l'existence d'actions 

naturelles du groupe G sur l'espace H 2(F) = H Q , ( G ' , T) et sur les groupes 

abéliens H n ( F ) = HQ.(G' , F). 

On commence d'abord par "relier" les PSEUDO-MODULES P et F . 

LEMME 2-1 - Les DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 8 ) ; G'} 

caractérisent de façon unique un MORPHISME DE PSEUDO-MODULES : 

O = (i, l r ) : P = (G, T, 8) > F = (G', T, 8') 

qui détermine alors : 

(a) Une APPUCATION DE RESTRICTION : 

72 : H Q ( G , T) = H2(P) , H§,(G', D = H 2 ( F ) 

caractérisée par la condition : 

(12) 7 2 = <ï> = H2(<ï>) 

(b) Pour tout entier naturel n e N , un HOMOMORPHISME DE 

RESTRICTION : 

r n : HQ(G, T ) = №(P) > HQ-(G', T ) = №(P ' ) 

qui est un morphisme de groupes abéliens, caractérisé par la condition : 
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(13) r n = O n = №(<!>) 

PREUVE - Compte tenu de la Définition 4-8 de [&] qui caractérise les 

MORPHISMES DE PSEUDO-MODULES, le Lemme 4-1 de [2] donne une 

description précise du MORPHISME <ï> : P -> P', ce qui prouve la première 

affirmation et le Lemme 4-2 de [2] achève la démonstration. 

LEMME 2-2 - Les DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 6 ) ; G'} 

déterminent une application : 

G x Z2(P) > Aut(P') 

qui, à tout couple (g, z) e G x Z 2 (P) , constitué par un élément g € G et par un 

COCYCLE (GENERALISE) STRICT : 

z = (TI, m) = (T] = ( T | A ) , m = (m a,p)) € Z§(G, O = Z2(P) 

du PSEUDO-MODULE P = (G, T, 9), ÛMOCI* VAUTOMORPHISME : 

(14) ^ g , z = (cpg,îlg)e Aut(P') 

<i« PSEUDO-MODULE P = (G, T, 9), Ja«.ç lequel l'automorphisme : 

9g G Aut(G'), est caractérisé par la condition : 

(15) (pg(o) = (g, a) = g^ag pour tout a e G' 

PREUVE - Le Lemme 4-3 de [2J décrit la structure des automorphismes du 

PSEUDO-MODULE P' = (G', r , 9') et le Lemme 4-4 de [2J achève la 

démonstration. 

THEOREME 2-3 - Pour des DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 9 ) ; G'} 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 9) et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G'du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE 

P' = (G', T, 9") et le GROUPE QUOTIENT G" = G/G", alors : 

(a) / / existe une action du groupe G sur le SECOND ESPACE DE 

COHOMOLOGIE NONABEUENNE : 
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H2(F) = H § . ( G ' , n « Exte<G\ n 

du PSEUDO-MODULE F = (G", T, G'), caractérisée par le morphisme de 

groupes : 

9 : G > A u t [ H § . ( G \ H ] = A u t [ H 2 ( P ' ) ] 

noté aussi plus simplement : 8 = 0, et qui, à tout élément g e G , associe 

l'automorphisme d'ensembles : 

6 (g) = g e Aut[H§.(G\ Ol = Aut[H2(F)] 

caractérisé par la condition : 

e (g) = g = H 2 ( ^ g , z ) 

pour un choix quelconque dw COCYCLE (GENERALISE) STRICT : z = (r|, m) e 

Z Q ( G , r) = Z 2 ( P ) , ce qui détermine le G-ensemble : 

H § . ( G ' , T ) = ( G , H § . ( G ' , T ) , 0) 

(b) Pour /'action du groupe G , le sous-espace des invariants : 

[ H § . ( G \ D ] G = [ H 2 ( F ) ] G 

contient /'image de IMPLICATION DE RESTRICTION : 

72 : H § ( G , T ) = H2(P) > H § . ( G ' , T ) = H 2 ( F ) 

<7«/ induit donc également une APPLICATION DE RESTRICTION : 

72 : H § ( G , O = H2(P) > [ H g , ( G 1 , n i G = [ H 2 ( P ' ) ] G 

(c) Le sous-groupe distingué G ' du groupe G opère trivialement sur le 

SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE : 

HQ.(G ' , T ) = H2(P') - E x t E ( G \ n 



du PSEUDO-MODULE F = (G", T, 0'), et par suite il en résulte une action du 

groupe quotient G " = G / G ' , caractérisée par un morphisme de groupes : 

0 " : G " > Aut[H^.(G*, D l = Aut[H 2 (P ' )] 

noté aussi plus simplement 0 " = 0", ce qui détermine le G"-ensemble : 

H J ( G ' , D = ( G " , H§.(G', T), 0") 

PREUVE - La partie (a) résulte de la partie (b) du Théorème 4-7 de [2] et les 

parties (b) et (c) résultent du Théorème 5-4 de [g], ce qui achève la démonstration. 

THEOREME 2-4 - Pour des DONNEES DE BASE : 

{P = ( G , r , 0 ) ; G ' } 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = ( G , T, 0) et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G ' du groupe G , qui déterminent le PSEUDO-MODULE 

P' = ( G ' , T, 0') et le GROUPE QUOTIENT G " = G / G ' , alors : 

(a) Pour tout entier naturel m e H, il existe une action du groupe G sur le 

mième GROUPE DE COHOMOLOGIE CENTRALE : 

H««»(P) = Hg!(G\ T ) = H Q Î ( G \ X ) = H M ( G ' , XeO 

du PSEUDO-MODULE V = (G*, T , 0'), caractérisée par le morphisme de 

groupes : 

e m : G » Aut[H™(G', D] = Aut[H m (P ')] 

noté aussi plus simplement : 0 m = 0, et qui, à tout élément g e G , associe 

fautomorphisme de groupes : 

0 m (g ) = g m e Aut[Hgî(G\ O] = Aut[lW(P')] 

caractérisé par la condition : 

0 m (g ) = g m = H«"(lï'g!z) 
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pour un choix quelconque du COCYCLE (GENERALISE) STRICT : z = (r|, m) € 

Z Q ( G , T ) = Z 2 ( P ) , ce qui détermine le G-module : 

Hgî(G', T) = ( G , HQÎ(G' , T), 9) 

(b) Pour tout entier naturel m e N , l'action précédente du groupe G sur 

le m i è m e groupe de cohomologie abélienne ordinaire H M ( G ' , Xe*) du 

G'-MODULE CENTRAL : X' = ( G ' , X, 0') = X 0 - , associé au PSEUDO­

MODULE P' = ( G ' , T, 9'), coïncide avec /'action déterminée de façon classique 

par le sous-groupe distingué G ' du groupe G et par le G-MODULE CENTRAL : 

X = ( G , X, 9) = X e , associé au PSEUDO-MODULE P = ( G , I \ 9). 

(c) Pour tout entier naturel m e N , le sous-groupe distingué G' du groupe 

G opère trivialement sur le m i è m e GROUPE DE COHOMOLOGIE CENTRALE : 

H m (P ' ) = HQÎ(G', T ) = HQÎ(G' , X) = H M ( G ' , Xe-) 

du PSEUDO-MODULE P' = ( G ' , T, 0'), et par suite il en résulte une action du 

groupe quotient G " = G / G ' , caractérisée par un morphisme de groupes : 

9 " m : G " > Aut[Hgî(G', D ] = Aut[Hm(P')] 

noté aussi plus simplement : 9 " m = 9", ce qui détermine le G"-module : 

H ° ! ( G \ r) = ( G " , H £ ( G ' , r ) , 9 " ) 

PREUVE - La partie (a) résulte de la partie (a) du Théorème 4-7 de [2]. 

Le Lemme 2-1 assure Y existence du MORPHISME DE PSEUDO­

MODULES : 

<ï> = (i, l r ) : P = ( G , T, 0) > F = ( G ' , T, 9') 

Le Théorème 6-2 de [8J assure l'existence du FONCTEUR MODULE 

CENTRAL c( ), dont l'application détermine donc les MODULES CENTRAUX 

associés : 

X = ( G , X, 0) = X 9 et X' = ( G ' , X, 9') = X e -

et le "morphisme de G-modules à groupe variable" : 

c(<D) = * = (i, 1 X ) : X = ( G , X, 9) = X e — > X' = ( G ' , X, 9') = X ^ 

dont l'existence est équivalente à la condition : 
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(16) X' = i*(X) 

qui exprime que le G'-module X' = (G', X, 0') = Xe' est obtenu à partir du 

G-module X = (G, X, 0) = Xe par "restriction" au sous-groupe distingué G 1 du 

groupe G. 

Le Théorème 6-4 de [£J assure Y existence du F O N C T E U R 

COHOMOLOGIE CENTRALE H*( ) = {H m ( )} et en considérant le FONCTEUR 

H*( ) = { H m ( , )} associé de façon classique à la cohomologie abélienne des 

groupes, la Remarque 6-5 de [£] entraîne la relation : 

(17) H*() = H * ( ) o c ( ) 

Le Théorème 6-2 et le Lemme 4-7 de [£] montrent que par l'application du 

FONCTEUR MODULE CENTRAL c( ), 1AUTOMORPHISME DE PSEUDO­

MODULES : 

yg,z = (<Pg^g)e Aut(F) 

détermine Yautomorphisme de G'-module : 

cO^z) = Tg,z = (<Pg> eg) G A u t ( X ' ) 
et la relation (17) entraîne alors les relations : 

(18) 0 m (g ) = g m = FWeF g, z) = №Q¥gj = (<pg, Qg)*m 

en utilisant les notations classiques du bas de la page 123 de [19]. 

La caractérisation classique des actions du groupe G sur les groupes 

H m ( G \ Xe«), donnée au bas de la page 117 de Q3J, entraîne alors immédiatement 

la partie (b). 

Pour tout élément g = g' € G\ la structure du G-module X' = i*(X) 

entraîne : 0 g = 0 ' g ' = g f , et les relations (18) montrent alors que 

Yautomorphisme : 

e m (g ') = g , m = w g - , z ) = (9g% e g o l = ( ç g s g ' ) ; 

coïncide avec Y opposé de l'analogue des automorphismes at définis à la page 124 

de U S . 

Comme la Proposition 3 page 124 de [12] entraîne : a t = 1, il en résulte : 

e m (g ') = g™ = l€ Aut[HÇ(G\ m 

pour tout g' € G', ce qui prouve la première affirmation de la partie (c), relative à la 

trivialité de l'action du sous-groupe distingué G' du groupe G. 
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Il en résulte immédiatement la partie (c), ce qui achève la démonstration. 

COROLLAIRE 2-5 - Pour des DONNEES DE BASE : 

{ P = ( G , r , 9 ) ; G ' } 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = ( G , I \ 6) et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G ' du groupe G , qui déterminent le PSEUDO-MODULE 

P ' = ( G ' , T, 0'), le GROUPE QUOTIENT G " = G / G ' et les MODULES 

CENTRAUX : 

X = ( G , X, 0) = X e et X' = ( G ' , X, 0') = X 0 -

alors : 

(a) Pour tout couple d'entiers naturels (n, m) e N 2 , // existe un groupe de 

nième cohomologie abélienne ordinaire : 

H J - ( G " , HgJ(G\ O ) = Hg..(G", H Q ! ( G \ X)) = H N ( G " , H™(G\ X)) 

du G"-module Hg!(G\ T), de m i è m e COHOMOLOGIE CENTRALE du PSEUDO­

MODULE F = (G*, r, 0'). 

(b) Pour tout entier naturel ne N, il existe un HOMOMORPHISME 

D'INFLATION : 

/„ : Hg.(G", Hg.(G', H ) > HQ(G, T) 

qui coïncide avec l'homomorphisme classique d'INFLATION : 

ln = Inf : H " ( G / G \ XG") > № ( G , X) 

associé au G-module X = ( G , X, 0) = Xe et au sous-groupe distingué G ' du 

groupe G . 

PREUVE - Le Théorème 2-4 entraîne immédiatement la partie (a). 

La Définition 5-2 de [6] entraîne les relations : 

(17) H J ( G , T) = HQ(G, X) = № ( G , X 9 ) = H«(G, X) 

et la relation : 

(18) Hg.(G\ T) = H Q . ( G \ X) = H0(G\ XeO = H0(G', X) = XG' 

de sorte que le Théorème 2-4 implique les relations : 
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( 1 9 ) HQM(G", H ° (G', D) = HQH(G", HO(G', X 0 . ) = H n (G/G ' , X G ' ) 

L'existence des homomorphismes classiques d'INFLATION : 

/ n = Inf : H n (G/G\ X G 1 ) > H«(G, X ) 

associés au G-module X = (G, X , 9 ) et au sous-groupe distingué G 1 du groupe 

G, qui sont caractérisés par exemple à la page 1 2 4 de [ 1 9 ] . entraîne immédiatement 

la partie (b), ce qui achève la démonstration. 

3. LA P R E M I E R E TRANSGRESSION. 

On considère toujours des DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 9 ) ; G'} 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 9 ) et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE 

P' = (G', T, 9 ' ) et le GROUPE QUOTIENT G" = G/G', caractérisé par la suite 

exacte : 

( 1 0 ) { 1 } > g , - U g — ^ — > G M > { 1 } 

qui permet d'interpréter le groupe G comme une extension du groupe G' par le 

groupe G". 

N O T A T I O N S 3-1 - Dans toute la suite, pour pouvoir effectuer des 

constructions techniques , on considère une "représentation" (R) fixée du 

groupe G comme une extension du groupe G' par le groupe G", au moyen des 

données suivantes. 

On choisit une l-cochaîne spéciale : 

D = (D(X)) = ( D X ) € C*(G",G) 

qui constitue une section du morphisme de groupes p". 

De façon générale, pour simplifier les notations, on adoptera la 

CONVENTION selon laquelle, pour tout X G G", s'il n'y a pas de risque de 

confusion, l'élément v(X) G G, figurant par exemple en indice, pourra être 

remplacé par Y indice Xe G". 

Par exemple, pour les automorphismes de groupes réciproques : 

(pg G Aut(G') et \|/g G Aut(G') 

caractérisés par les conditions : 

( 1 5 ) q)g(a) = (g, a ) = g ' 1 ag pour tout a G G' ; 

( 1 5 ' ) \|/g(a) = <g, a> = g a g"1 pour tout a G G' ; 

pour tout X G G", on utilisera les notations simplifiées : 
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9X = <fc>(X) e Aut(G') et yx = e Aut(G') 

caractérisées par les conditions : 

(20) (X, a) = (px(a) = (v>(X), a) = x>(kyl ov>(X) pour tout a e G' ; 

(21) <X, a> = vx(a) = <x>(X), a> = v(X) cn^A,)-1 pour tout a € G'. 

Il existe alors un "système de facteurs" constitué par une 2-cochaîne 

spéciale : 

(«(X, h)) = (©x(u) e C 2 (G", G') 

qui est un 2-cocycle, c'est-à-dire qui vérifie la condition : 

(22) <X, (ù(\i, v)> (ù(X, |iv) = (ù(k, fi) o)(X|i, v) pour tout (X, \i, v) € G" 3 , 

de telle sorte que soient vérifiées les conditions : 

(23) x>(X) v((i) = (ù(k, \i) \)(X\i) pour tout (K, n) e G" 2 

(24) u(X) a = <X, a> x>(X) pour tout (a, X) e G' x G" 

Des éléments quelconques a e G et P € G s'expriment alors de façon unique 

sous la forme : 

(25) a = ov(X) ; P = xv (^ ) 

pour des éléments : a e G' et x e G', et des éléments : 

p"(a) = â = Xe G" ; p"(|3) = p = [ i e G " 

de sorte que leur produit a|3 est donné, par la table de multiplication constituée 

par les conditions (23) et (24), sous la forme : 

(26) ocf3 = [a D(X)][T t>(p.)] = ai \>(X\ï), avec : ai = a <X, x> co(X, n) 

Ces conditions caractérisent une REPRESENTATION (R) fixée du groupe 

G comme une extension du groupe G' par le groupe G". 

Pour un COCYCLE (GENERALISE) STRICT ARBITRAIRE : 

z = (îi, m) = (ti = (Tia), m = ( m a > p ) ) e Z§(G, T) = Z 2 (P ) 

du PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0), la CONVENTION adoptée détermine pour 

tout X e G", l'automorphisme : 

(27) %)(X) = TU€ Aut(T) 

et par suite, le couple d'automorphismes : 

OU, VX) = (T|x>(X), Vv(X)) e Aut(r) x Aut(G') 

qui détermine l'AUTOMORPHISME : 

¥x,z = (q>X. T1X) = (<Pv(X)> TliKA.)) = **VX),z e Aut(P') 

du PSEUDO-MODULE P' = (G', T, 0') et l'automorphisme : 

cQfu) = Tx,z = (<PX, 6x) = (<fc>(X). ew(X)) = ^ W , z e Aut(X') 

¿11 G'-module X' = (G', X, 6') = X0-. 
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LEMME 3-2 - Avec les DONNEES DE BASE précédentes, pour toute classe : 

f e Hj.(G\ D = Hl

Q.(G\ X) = H l ( G \ X) 

déterminée par un Q'-l-COCYCLE CENTRAL : 

f = (f0) € zJ.(G\ D = z£.(G\ X) = ZHG\ X) 

du groupe G dans l'anneau-groupe T, les conditions suivantes sont 

équivalentes : 

A 

(a) La classe f est invariante par /'action du groupe G , c'est-à-dire : 

f e [Hj.(G\ T)]G 

(b) // existe au moins une 1-cochaîne spéciale : 

a = ( ao ) e Cl(G, X) 

du groupe G dans le centre-groupe X = Zg(0, qui vérifie la condition : 

( 2 8 ) ©o[f(o,o)] = fo Go(aa) a'j />owr tout (a, a) G G 'X G 

(c) // existe au moins une 1-cochaîne spéciale : 

c = (ex) e C l ( G " , X) 

du groupe G " dans le centre-groupe X = Zg(H, qui vérifie la condition : 

( 2 9 ) ex[f(X,o)] = fo Oo(cx) c-jj pour tout (a, X) e G ' x G " 

(d) Le Q'-l-COCYCLE CENTRAL : 

f = (fa) G ZJ.(G\ H = zJ.(G\ X) = Zl(G', X) 

C?M groupe G ' dans l'anneau-groupe Y, admet au moins un p ro longement 

constitué par une 1-cochaîne spéciale : 

f = ( f a ) e C*(G, X) 

du groupe G dans le centre-groupe X = Zg(r), pour laquelle il existe au moins 

unQ"-2-COCYCLE: 

h = ( h x 4 l ) e Zj-(G",XG') 

dont /'inflation : 

/ 2(h) = h* = ( h V p ) ^ ZJ(G, XG") c Z§(G, X) 

caractérisée par la condition : 

(30) h* a > p = hj^â, u =p pour (ouf (a , 0) e G 2 
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vérifie la condition : 

(31) Sj(f) = h* 

De plus, sous ces conditions équivalentes, il existe une classe : 

h G Hj«(G M , H Q . ( G \ D) = H 2 ( G " , X G ' ) 

A 

déterminée par h et qui ne dépend que de la classe f de f, ce qui détermine une 

application : 

î 2 : [Hj.(G\ 0 1 G > H2 , (G" , HQ.(G, O) 

qui constitue un morphisme de groupes. 

PREUVE - Tous les calculs sont effectués dans le centre-groupe X = Zg(T) de 

l'anneau-groupe T, qui est un groupe abélien noté multiplicativement. 

L'Hypothèse générale : 

f = (fo) € Z J . ( G \ T ) = zJ,(GF, X ) = Z l ( G \ X ) 

se traduit par la condition : 

So(0 = 1 

c'est-à-dire, compte tenu du fait que : 0 ' a = 9 a pour tout a e G ' , par la condition : 

(32) fG 6 a ( f T ) = fOT pour tout (a, x) G G ' 2 

Pour tout a G G , le Théorème 2-4 montre que Yautomorphisme : 

01(a) = a 1 e Aut[Hj.(G\ T)] 

est caractérisé par la condition : 

a 1 ( f ) = f 

dans laquelle le 6'-l-COCYCLE CEN^rRAL : 
f = (f o ) = VF*a z [ f ] 

est défini par la condition : 

(33) f a = 0 a [ f a - l a a ] = 6a[f(a,a)l pour tout a G G ' 

A 

Vinvariance de la classe f par l'élément a G G signifie que f et f sont 

cohomologues, ce qui s'exprime par Vexistence d'au moins un élément a a G X 

vérifiant la condition : 
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(34) 0a[f(a,a)] = 1 o = fo M ^ a ) a"J pour tout a € G 1 

Comme il est toujours possible de choisir : ai = 1, il en résulte l'équivalence 

des conditions (a) et (b). 

La condition (32) entraîne la relation : 

fx ^[fx-lax] = fax = fa 6a(fx) 

et par suite, pour tout x G G', il en résulte la condition : 

(35) eT[f ( T,a)] = fa ea(fx) pour tout a G G' 

Le "critère d'invariance" précédent montre alors, en posant : 
A 

a x = fx, que la classe f est toujours invariante par tout élément du groupe G', et 

par suite la forme (25) : a = a\)(X), montre que la condition (a) est équivalente à 
A 

Vinvariance de la classe f par les éléments \)(k) G G pour tout X G G", ce qui, en 

posant : ex = av(X), s'exprime par la condition (c). 
Il en résulte l'équivalence des conditions (a), (b) et (c). 

Sous l'hypothèse que la condition (c) est vérifiée, le 0 ' - l - C O C Y C L E 

CENTRAL f = ( f a ) admet alors un prolongement constitué par la l-cochaîne 

spéciale : 

1 = ( f A ) G C*(G,X) 

caractérisée par la condition : 

(36) la = îo%(c\) 

pour tout a G G, de la forme (25) : a = <TD(À,). 

D'une part, pour tout a G G et tout x G G', les conditions (25) et (36) 

entraînent : TOC = (xa) \)(À,), et par suite : 

f xa = fxa 

ce qui, compte tenu des conditions (32) et (36), entraîne successivement : 

fxa = fx 6x (fa) 6xa (ex) 

= fx eT[f a e 0(cx)] = fx e T(f a) 

c'est-à-dire la condition : 

(37) f x 6 T (f a) = fxa pour tout T G G' et tout a G G. 

D'autre part, pour tout a G G et tout p G G', en posant : 

<À,, p> = p ' G G* ou (X, p') = p G G', de telle sorte que la condition (29) de 

l'Hypothèse entraîne la relation : 

ex(fp) = ex[f(x,p')] = fp'ep<cx)c^ 
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équivalente à la relation : 

(38) fp-ep-(c50 = ex(fp)cx 

les conditions (25) et (36) entraînent : 

a p = <Tu(A.)p = (ap') x>(k) 

et par suite : 

f ap = fap' 0op'(cA.) 

ce qui, dans le groupe abélien X = Zg(r), compte tenu de la condition (32), de la 

relation (38) et des conditions (25) et (36) entraîne successivement : 

fap = fa e a (fpO e a [9p. (ex)] = fa % [fp' 0p'(cx)] 

= fa e a [Ox(fp) cxl = f0 ea(fp) ea(cx) 

= f 0e a(cx) ea(fp) = faea(fp) 
c'est-à-dire la condition : 

(39) f a 0 a(fp) = fap pour tout p € G' et tout a e G. 

La condition : 

(40) S|(f) = f 

définit alors un 0-2-COBORD CENTRAL : 

f = (f a > p ) e B|(G, T) = B§(G, X) = B 2 (G, X) 

caractérisé par la condition : 

(41) f a 6 a(fß) rjp = f a ,ß pour tout (a , ß) e G 2 

équivalente à la condition : 

(42) f a 6 a(fß) = faß f a , ß pour tout (a , ß) e G 2 

dans le groupe abélien X = Zg(F). 

Les conditions (37) et (39) entraînent alors les conditions : 

(37*) f x > a = 1 pour tout x e G' et tout a e G 

(39') f a > p = 1 pour tout p e G' et tout a G G. 

Ainsi, les conditions (37') et (39') montrent que le 0-2-COBORD CENTRAL : 

f = (f a ? ß ) € ß2(G, T) = B 2 (G, X) = B 2 (G, X) 

défini par la condition (40) vérifie la condition : 

(43) f tt)ß = 1 dès que a € G' ou ß e G* 

Comme il vérifie naturellement la condition : 

(44) 6 a ( f ß,y) fa.ßy = fa,ß faß,y pour tout (a , ß, y) s G 3 , 
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en choisissant successivement : 
y = p G G 1 ; p = T G G* ; a = a G G' 

il en résulte les conditions : 
(45) f a , pp = f a , p pour tout p € G' 

(46) f a,xy = fax,y P o u r t o u t t e G' 
(47) 6a(f ,p,Y) = fap,y pour tout a € G' 

Les conditions (45) et (46) montrent que f a > p ne dépend que des classes 

a = X G G" et p = (i G G", ce qui prouve Y existence d'une 2-cochaîne spéciale : 
h = ( h ^ ) G C 2 (G", X) 

caractérisée par la condition : 

(48) f a , p = h* a ,p = hj^â , ̂ =p pour tout (a , p) G G 2 . 

De plus, la condition (47) entraîne alors : 

Ga(hx^) = h*,n 
pour tout a G G', ce qui implique : 

hx^ G XG' pour tout (k, VO e G" 2 

et entraîne en fait Y existence d'une 2-cochaîne spéciale : 

h = (hxji) G C 2 (G ' \ XG') 

pour laquelle la condition (44) s'exprime alors par la condition : 
(49) e"x(h^, v) h j^y = h ^ , v pour tout (ky \i9 v) G G"3, 
ce qui prouve enfin Yexistence du 9"-2-COCYCLE : 

h = ( h ^ ) G Z^(G",XG f ) 

dont Yinflation : 

/ 2(h) = h* = (hVp) e Z§(G, XG) c zg(G, X) 

caractérisée par la condition (30), équivalente à la condition (48), vérifie donc la 
relation : 

Sg(f) = f = h* 

c'est-à-dire la condition (31). 
Il en résulte que la condition (c) implique la condition (d). 
Réciproquement, lorsque la condition (d) est vérifiée, elle assure l'existence 

d'un prolongement f = (f a ) de f = (f a ) , associé à un 0"-2-COCYCLE h = (h j^) 

vérifiant les conditions (30) et (31). 
Pour tout X G G" et tout a G G', la condition de normalisation des 

2-cochaînes spéciales implique : 
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h*a,\)(X) = h u = 1 et h*u (x), (x, a) = h*, 1 = 1 

de sorte que la relation : 

a = oro(X) = v>(X) (À,, a ) 

et la condition (31) entraînent alors les relations : 

(50) f a e a ( f ^ ) ) = fa 

et 

(51) fi>(X)ex[f(X,a)] = fa 

En considérant la l-cochaîne spéciale : 

c = c(x)€ Cl(G", X) 

définie par la condition : 

(52) cx= f\)(X) pour tout X e G" 

les relations (50) et (51) entraînent qu'elle vérifie la condition : 

(29) W(X,o)] = fa ea(c5Û c^1 pour tout (a, X) G G' x G" 

et la relation (50) entraîne nécessairement la condition : 

(36) !a = fo%(cx) 

pour tout a € G, de la forme (25) : a = m)(À,). 

D'une part, ce résultat montre que la condition (d) implique la condition (c), 

ce qui achève la preuve de l'équivalence des conditions (a), (b), (c) et (d). 

D'autre part, ce résultat montre que des prolongements : 

1 = ( f a ) G C*(G, X) et f ' = ( f ' A ) G C*(G, X) 

de deux B'-l-COCYCLES CENTRAUX : 

f = (f c ) G ZJ . (G\ O et f = ( f a ) G ZJ . (G \ O 

vérifiant les conditions équivalentes (a), (b), (c) et (d), sont nécessairement 

caractérisés par les conditions : 

(36) fa = foe a(c5t) et (36') Ta = fo*o(c\) 

pour tout a G G, de la forme (25) : a = a\)(X), au moyen de deux l-cochaîne s 

spéciales : 

c = (ex) G Cl(G", X) et c' = (c'x) € Cl(G", X) 

vérifiant la condition : 

(29) Oxtfoo)] = fa ea(cjO c^1 pour tout (a, X) G G' x G" 

et la condition : 

(29') Gjjf (X,a)l = ^ $o(c\) c'x pour tout (a, X) e G x G" 
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de sorte que les deux 9"-2-COCYCLES associés : 

h = (h^u) e Zj-(G", XG") et h' = (hXu) e zJ .(G", XG') 

sont caractérisés par les conditions : 

(53) f a e a ( f p ) = faphjt4i 

(53') f ' a 6 a ( f 'p) = f ' a p hXu 

pour tout (a, p) € G 2 tel que : â = X e G" et f$ = n e G". 

On suppose maintenant que les deux O'-l-COCYCLES CENTRAUX 

f = ( f a ) et f = (f o) déterminent la même classe invariante : 
A A A , „ 

f = f ' e [Hj . (G\r ) ]G 

ce qui signifie qu'ils sont cohomologues, c'est-à-dire qu'il existe au moins un 

élément x € X = C°(G\ X), tel que : 

f = f . 8j<x) 

ce qui se traduit par la condition : 

(54) f 0 = fa 9 0 (x) x- 1 pour tout a e G' 

Dans le groupe abélien X = Zg(ïï), les conditions (54), (29) et (29') 

entraînent facilement la condition : 

(55) 6 a [ cx 6x(x)x-l e-*1] = ex 6\(x) x- 1 c'%

1 pour tout a e G' 

de sorte que, pour tout À, e G", le second membre de cette relation est un élément 

du sous-groupe d'invariants XG\ ce qui entraîne l'existence d'une l-cochaîne 

spéciale : 

y = (yX) e Cl(G", XG') 

vérifiant la condition : 

(56) c'x = ex 6x(x) x"1 yx pour tout X e G" 

Dans la groupe abélien X = Z g ( 0 , les conditions (36'), (54), (56), (25) et 

(36) entraînent successivement : 

f a = f o e0(c'x) = fa e c ( x ) x 1 Qa[cx B\00 x"1 yx\ 

= fc e 0 (x) x» e 0(cx) e a (x) e c (x- i ) ea(yx) 

= fa6a(cx)e a(x) x-» 8„(yx) 

= f a e a ( x ) x- ie 0 (yx) 

c'est-à-dire la condition : 
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(57) f a = fa 6a(*) * _ 1 ®o(yx) pour tout a € G, de la forme 

(25) a = oru(X), et compte tenu du fait que la condition : y\ € X G ' , entraîne : 

Qdyx) = yx, il en résulte la condition : 

(58) Ta = f a ô<x(x) x"1 yx P o u r t o u t a € G, tel que : 

â = X € G". 

Dans le groupe abélien X = Zg(H, les conditions (58), (53) et (53*) 

entraînent facilement la condition : 

h*,H y\ Myji) = hXji yXji 
et comme la condition : y^ € X G ' , entraîne : Oa(yn) = 9\(y^)» il e n résulte la 

condition : 

(59) h'X,n = hx,n yx 0 \ ( y ^ ) y ^ pour tout (X, ji) € G"2 

c'est-à-dire la condition : 

(60) h' = h§2,,(y) 

qui entraîne bien : 

h = h 1 € H^(G", HJJ.(G\ O) = H2(G", XG*) 

ce qui prouve l'existence de l'application : 

î2 : [Hj,(G', T)]G > H^(G", H§.(G\ D) 

caractérisée, avec les notations précédentes, par la condition : 

(61) î 2 [ f 1 = h pour tout f e [ZJ<G', r)]tGJ 

en considérant l'espace noté symboliquement : 

[ZJ,(G\ r ) ] t G l = {f € zJ.(G\ T) I f € [Hj.(G\ 0 ] ° } 

Enfin, les conditions (29), (36) et (53) entraînent facilement que 

A 

Y application t2 constitue un morphisme de groupes, (notés multiplicativement), 

ce qui achève la démonstration. 

DEFINITION 3-3 - Pour les DONNEES DE BASE précédentes, la "première 

transgression" est constituée par l'HOMOMORPHISME DE TRANSGRESSION : 
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î 2 : [Hj.(G-, T) ]G > H2 , (G" , H Q . ( G \ r » 

caractérisé dans le Lemme 3-2. 

COROLLAIRE 3-4 - Pour les DONNEES DE BASE précédentes, il existe 

toujours une suite exacte de la forme : 

A A A 

Hj (G , T) SU [ H J . ( G \ T ) ] G HQ..(G", Hg . (G ' ,0) H § ( G , T) 

PREUVE - Le Lemme 3-2 montre que pour des cocycles : 

f = (f 0 ) € Z J . ( G \ T) = Zl ( G 1 , X) et h = (hxji) € Z § . ( G " , X G ' ) 

la condition : 

A A A 

(61) t 2 [ f ] = h 

équivaut à l'existence d'une l-cochaîne spéciale : 

1G C\Gy X ) 

vérifiant les conditions : 

(62) f = r i ( f ) ; (63) h* =/ 2 (h) et (64) S§(7 ) = h* 

ce qui entraîne aussi : 

(65) h* G B ^ ( G , X ) et (66) f G [ H J . ( G \ T ) ] G 

A A 

Tout d'abord, lorsque f appartient à Y image de r i, il est possible de choisir 

f G ZQ(G, X ) , ce qui entraîne : h* = 1, et par suite : h = 1. 

A A i 

Il en résulte bien que Yimage de r i est contenue dans [HQ.(G', T ) ] g et que le 

A A 

composé t2 o r i est le morphisme neutre. 
A A 

De même, les conditions (63) et (65) montrent que le composé / 2 0 12 est le 

morphisme neutre. 
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Lorsque : t2[f ] = h = 1, il existe y = (y%) e Cl(G", X G ) tel que : 

h Ô0..(y) = 1, ce qui entraîne : h* ôgCy*) = 1, pour : 

/2(y) = Y* = ( y a )
 e Cl(G, XG") c Cl(G, X) 

et la condition (64) entraîne alors : 80(fy*) = 1, ce qui détermine : 

fy* = f = ( f o ) e ZJ(G, X) 

pour lequel la condition de normalisation : y a = yi = 1 pour tout a e G', entraîne : 

A A A 

fG = f a = fG pour tout a € G', c'est-à-dire : f = ri(f), qui entraîne : f = r i(f ). 

Il en résulte que le début de la suite est exact. 
A A A 

De même, lorsque : /2(h) = 1, ce qui se traduit par : h * = 1, il existe 

f = ( f a ) G C^G, X) tel que : 80(f) = h*, ce qui se traduit par la condition (53), et 

en posant : r i ( f) = f les conditions de normalisation : h i ^ = hj^i = h i , i = 1, 

. A A A 

montrent immédiatement que f e Zg.(G\ X), ce qui entraîne : h = t2[f ]-

H en résulte que la fin de la suite est exacte, ce qui achève la démonstration. 

THEOREME 3-5 - Pour des DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 6 ) ; G'} 

constituées par un PSEUDO MODULE P = (G, I \ Q)et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE 

P' = (G', T, 6') et le GROUPE QUOTIENT G" = G/G', avec les notations 

précédentes, il existe toujours une suite exacte de la forme : 

A 7 A A A 

{1} — > Hj„(G", Hg.(G\r>) - ± > Hj(G f O [ÔJ.(G\ D]G 

A A 

- % H§.(G", HJ[,(G',r)) - h H§(G, T) 
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dans laquelle r i est VHOMOMORPHISME DE RESTRICTION, dans 

laquelle î i et î 2 sont les HOMOMORPHISMES D'INFLATION et dans 

laquelle î 2 est VHOMOMORPHISME DE TRANSGRESSION. 

PREUVE - Compte tenu du Lemme 2-1 et du Corollaire 2-5 qui montrent que le 

début de la suite coïncide avec la suite : 

{1} — > H^G/G", XG') —U H!(G, X) —U UHG', X) 

dont l'exactitude résulte de la Proposition 4 page 125 de 1T91. l'application du 

Corollaire 3-4 achève la démonstration. 

REMARQUE 3-6 - Pour établir l'existence de la suite exacte du Théorème 3-5, 

la méthode utilisée donne une démonstration directe ou "à la main", sans 

utilisation de suite spectrale. 

4. LA SUITE EXACTE EN BASSE DIMENSION. 

On se propose de généraliser la Propriété (A) de l'Introduction. 

On considère toujours des DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 0) ; G'} 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE 

P' = (G', T, 0') et le GROUPE QUOTIENT G" = G/G. 

On utilise également les notations de [6J, [21 et [£]. 

LEMME 4-1 - Avec les DONNEES DE BASE précédentes, alors : 

(a) Le groupe Z§(G, T) = Z§(G, X) des Q-2-COCYCLES CENTRAUX de G 

dans T opère à gauche sur l'espace Z§(G, T) des Q-COCYCLE STRICTS de G 

dans T, par /'action : 

ZJ(G, T) x Z§(G, H — Z J(G, T) 

caractérisée par la condition : 

(67) b o ( î i , m ) = ( l , b ) * ( r | , m ) 
(b) Par passage aux quotients : 
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H § ( G , T) = zg(G, X ) /B§(G, X) et H § ( G , O = Z § ( G , r ) / W 

C » ( G , H 
/'action o détermine /'action : 

Hj(G , O x H Q ( G , n — ^ H § ( G , r) 

/aiV opérer le groupe abélien H Q ( G , T) librement et transitivement sur le 

SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABEUENNE H § ( G , T) = ÎÏ 2 (P) 

du PSEUDO-MODULE P = ( G , T, 9 ) , ce qui signifie que l'espace 

H Q ( G , T ) = H 2 ( P ) est un HQ(G, O-ensemble homogène principal. 

(c) Par composition avec l'HOMOMORPHISME D'INFLATION Î 2 , 

/'action o détermine une action : 

( 6 8 ) T 2 = (o)o h 

du groupe abélien H§-(G", HJj.(G\ O) sur l'espace H § ( G , T) = H 2 (P) , qui est 

réalisée par un "opérateur" désigné également par la notation : 

12 : H§. . (G" , Hg .(G\ D) > H i ( G , r ) 

PREUVE - Le Lemme 8-5 de [6 ] entraîne les parties (a) et (b). 

La partie (c) en résulte immédiatement, ce qui achève la démonstration. 

DEFINITION 4-2 - Les DONNEES DE BASE précédentes déterminent 

{'OPERATEUR D'INFLATION : 

12 : H § - ( G " , Hg ,(G\ O) > H 2 ( G , V) 

qui réalise /'action l 2 = (0)0 /2 caractérisée dans le Lemme 4-1. 
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THEOREME 4-3 - Pour des DONNEES DE BASE : 

{ P = ( G , T , 9 ) ; G ' } 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = ( G , T , 6 ) et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G ' du groupe G , qui déterminent le PSEUDO-MODULE 

P ' = ( G ' , T , 6 ' ) et le GROUPE QUOTIENT G " = G / G ' , avec les notations 

précédentes, en basse dimension, il existe toujours une "suite exacte" de la 

forme : 

A î A A A 
{ 1 } — > Hj . (G" , HJj.(G\r)) Hj (G, T ) SU [ H j { G \ T ) ] G 

A ~ 

SU H§-(G", Hg.(G',n) H Q ( G , T ) 

en ce s e n s ?we l'HOMOMORPHISME D'INFLATION î l f 

l'HOMOMORPHISME DE RESTRICTION t \ et l'HOMOMORPHISME DE 

A 

TRANSGRESSION 12 caractérisent une suite exacte de groupes abéliens, ef 

l'OPERATEUR D'INFLATION 7 2 fait agir le groupe abélien 

H ^ . ( G " , HJj.(G\ T ) ) sur le SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON 

ABELIENNE : 

H | ( G , O = H 2 ( P ) 

du PSEUDO-MODULE P = ( G , T , 9 ) , de telle sorte que le groupe d'isotropie 
de chacun de ses éléments est le sous-groupe du groupe abélien 

H J - ( G " , HJj.(G\ T ) ) constitué par /'image de l'HOMOMORPHISME DE 

TRANSGRESSION î 2 -

PREUVE - Puisque le Lemme 4 - 1 montre que par Y action o , le groupe abélien 

A ^ ~ 2 

H Q ( G , O opère librement sur l'espace H Q ( G , T), la Définition 4 - 2 entraîne que 
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pour l'OPERATEUR D'INFLATION 7 2, le groupe d'isotropie de chaque élément 

de l'espace H Q ( G , T) coïncide avec le noyau Ker l2 de l'HOMOMORPHISME 

D'INFLATION / 2 . 

Il en résulte que l'existence de la suite exacte de groupes du Théorème 3-5 

achève la démonstration. 

5. L'APPLICATION DE RESTRICTION. 

Dans la prospective de la généralisation de la Propriété (B) de l'Introduction, 

on considère toujours des DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 9) ; G'} 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE 

P' = (G', T, 6') et le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G'. 

Le Théorème 2-3 entraîne l'existence de l 'APPLICATION DE 

RESTRICTION : 

72 : H2(G, T) = ÎÏ2(P) > [ H 2 ( G . r ) ] G = [ H 2 ( F ) ] G 

entre les SECONDS ESPACES DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE des 

PSEUDO-MODULES P = (G, T, 9) et P' = (G', F , 6"). 

Il se pose alors la question naturelle de savoir si la "suite exacte" du 

Théorème 4-3 peut "être prolongée " par l'application r 2-

Des éléments de réponse à cette question sont fournis par les propriétés 

suivantes. 

LEMME 5-1 - Avec les DONNEES DE BASE précédentes, dans la suite : 

Hl„(G", H<j.(G',r)) - 4 Hj(G, T) [Hg.(G', T)]G 
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le "composé" 7 2 • lide l'APPLICATION DE RESTRICTION 7 2 et de 

l'OPERATEUR D'INFLATION 7 2 est "neutre", en ce sens que sur l'espace 

H Q ( G , T ) , la relation d'équivalence canonique R2 associée à /'application r 2 

est moins fine que la relation d'équivalence K\ dont les classes d'équivalence 

sont les orbites pour /'action du groupe H|..(G", HJj.(G',r)) réalisée par 

/'opérateur / 2. 

PREUVE - Pour toute classe £ = z e H e ( G , T), déterminée par un 

0-COCYCLE GENERALISE STRICT : 

z = (Ti ,m)€ Z § ( G , 0 = Z2(P) 

et pour toute classe : 

h€ H§«(G", Hg.(G',n) = H2(G", XG*) 

déterminée par un 6"-2-cocycle : 

h = (h X ,n)€ Z^(G",XG') 

qui engendre par inflation la classe : 
A A A A ~ 

/ 2 ( h ) = h * G Hg(G, D 

déterminée par le 9-2-cocycle : 

/ 2(h) = h* = (h* a,p) € Z§(G, XG1) C zg(G, X) = Z§(G, D 

le Lemme 4-1 montre que la cfaroi : 

Ï2(h ) fê] = Ê'e H J(G, T) 
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transformée de la classe £,= z par l'automorphisme / 2(h) est la classe Q = z ' 

déterminée par le 0-COCYCLE GENERALISE STRICT : 

z' = (îV,m')€ zg(G, D = Z 2 ( P ) 

caractérisé par la condition : 

z' = h* o z == (1, h*) * Cn, m) 

Par restriction, cette condition entraîne : 

r2(z') = r2(h*) o1 r2(z) 

et puisque : r2(h*) = r2[/2(h)] = 1, il en résulte la condition : 

r2(z
,) = i2(z) 

qui entraîne la relation : 

?2(Ê') = 

Il en résulte bien que la relation d'équivalence R2 est moins fine que la 

relation d'équivalence Ri, ce qui achève la démonstration. 

REMARQUES 5-2 -

(a) Avec les notations précédentes, il est possible d'exprimer une condition 

nécessaire et suffisante pour que "la suite" du Lemme 5-1 soit une "suite 

exacte" en H Q ( G , T), c'est-à-dire pour que les relations d'équivalences Ri et R2 

coïncident. 

Malheureusement, cette condition nécessaire et suffisante n'est pas simple. 

Comme dans le cas classique de la cohomologie abélienne des groupes, on 

se propose de mettre en évidence une CONDITION SUFFISANTE simple et 

maniable. 

(b) Cette CONDITION SUFFISANTE a été utilisée dans l'étude [2] des 

EXTENSIONS Q-NORMALES qui généralisent les algèbres Q-normales de 

S. EILENBERG et S. Mac LANE. 

(c) Comme cette CONDITION SUFFISANTE constitue la généralisation 

d'une condition qui résulte du THEOREME DE A. SPEISER [2Q] dans le cas de la 

cohomologie galoisienne, dans la Définition 7-1 de [2J on a proposé la 

terminologie suivante. 
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DEFINITION 5-3 - Pour des DONNES DE BASE : 

{P = (G, r, 9 ) ; G'} 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = ( G , T, 9 ) et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE 

P' = ( G ' , T, 9 ' ) et le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G / G ' , la CONDITION 

DE SPEISER est la condition : 

(S) H1(P ' )={1} 

qui exprime la trivialité du premier groupe de COHOMOLOGIE CENTRALE : 

Hl(P') = Hj . (G\ D = Hj.(G\ X) = Hl(G\ X) 

du PSEUDO-MODULE F = (G", T, 9 ' ) . 

LEMME 5-4 - Pour des DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 9 ) ; G*} 

qui vérifient la CONDITION DE SPEISER : 

(S) Hl(P')=(l} 

il existe une "suite exacte" de la forme : 

{1} —-> H|-(G", HJj{G\r)) - 4 H§(G, n [He-(G', n i G 

en ce sens que : 

(a) Pour /'action réalisée par l'OPERATEUR D'INFLATION12, le 

groupe abélien HQM(G", H Q . ( G \ 0 ) opère librement sur l'espace H Q ( G , T ) . 

(b) Sur l'espace H Q ( G , T) la relation d'équivalence canonique R 2 

associée à l'APPLICATION DE RESTRICTION 72 coïncide avec la relation 

d'équivalence Ri dont les classes d'équivalence sont les orbites pour /'action du 

groupe H§..(G", H§.(G',D) réalisée par l'OPERATEUR D'INFLATION 72, ce 

qui signifie également que /'image de /'application r 2 coïncide avec /'ensemble 
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quotient de l'espace H Q ( G , T) par /'action du groupe H Q . . ( G " , H§. (G ' ,D) 

réalisée par /'opérateur / 2-

PREUVE - Le Théorème 4-3 montre que la CONDITION DE SPEISER : 

(S) Hl(P') = Hj.(G', T) = {1} 

entraîne l'exactitude de la suite : 

{1} J±> H 2 ,(G", Hg . (G' ,D) ^ H ^ G , T) 

ce qui prouve la partie (a). 

Compte tenu du Lemme 5-1, pour achever la démonstration, il suffit de 

montrer que la relation d'équivalence R2 est plus fine que relation d'équivalence 

Ri-

Le Lemme 4-1 montre que deux classes quelconques : 

Ç = 7 G H§(G, T) et = 1' € H§(G, T) 

peuvent être déterminées par des 6-COCYCLES GENERALISES STRICTS : 

z = (TI, m) = (11 = (lia), m = (ma,p)) G Z ^ G , T) = Z2(P) 

et 

z' = (n', m') = (iy = ( l ia ) , m' = (m' a,p)) € Z ^ G , T) = Z2(P) 

pour lesquels il existe un 8-COCYCLE CENTRAL : 

b = (b a ,p)e zg(G, T) = zg(G, X) 

caractérisé par la condition : 

(69) Mbp.y) ba,py = b a >p b a p ; Y pour tout (a , p, y) e G 3 

et vérifiant la condition : 

(70) z' = (TÏ, m') = (1, b) * (r), m) = b o (rj, m) = b 0 z 

qui, d'après le Lemme 4-5 de [6J, équivaut à l'ensemble des deux conditions : 

(70') rj'a = T | A pour tout a G G 
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(70") m ' a > p = m a , p b« tp pour tout (a , p) e G 2 

ce qui s'exprime également par la condition : 

(71) Ç' = b o Ç 

On suppose maintenant que Ç et %' vérifient l'Hypothèse : 

(72) Ç s Ç ' ( m o d R 2 ) 

qui s'exprime par la condition : 

(73) 7 2 (Ç) = 7 2(^') 

ce qui signifie que les G'-COCYCLES GENERALISES STRICTS : 

r2(z) = z 2 = ((Tio), (m 0 > t ) ) G Z 2 (G\ T) = Z 2 (P ' ) 

et 

r 2 (z') = z'2 = ((ri ' 0 ) , (m' a , x ) ) e Z§.(G\ T) = Z 2 ( P ' ) 

sont "strictement cohomologues", c'est-à-dire, d'après la Définition 8-3 de [6J, 

qu'il existe au moins une 1-COCHAINE STRICTE : 

a' = (a ' a ) = (a', 1) e C l(G\ T) = Cl(G', M) x {1} 

vérifiant la condition : 

(74) z ' 2 = a ' T ' z 2 = (a', l ) . ' z 2 

qui, compte tenu des conditions (70') et (70"), équivaut à l'ensemble des deux 

conditions : 

(74*) T|o = <a ' a > r| a pour tout a e G' 

(74") m 0 > T b C T ) T = a ' a r | a ( a ' x ) m a , x a ' ^ pour tout (a, t ) e G' 2 . 

Dans le groupe d'automorphismes Aut(r), la condition (74') équivaut à la 

condition : <a ' 0 > = 1 e AuuT) pour tout a e G', et compte tenu du diagramme 

commutatif et exact canonique (1), elle équivaut aussi à la condition : 

a'a e X = Zg(H pour tout a e G', qui exprime que la 1-COCHAINE STRICTE 

a* = (a'a) e C^G' , M) est en fait une l-cochaîne spéciale : 

a' = (a*G) e CHG\ X) 

du groupe G' dans le groupe abélien X = Zg(H contenu dans le centre Z(M) du 

groupe M. 

Ce résultat entraîne que les éléments : 

a'a , a'-J, et r\a(a\) = e G (a ' T ) = e ' G(a' T) 
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appartiennent au centre Z(M) du groupe M, de sorte qu'après modification de 

l'ordre des termes et simplification par l'élément m a j , dans le groupe M, la 

condition (74") se transforme en la condition : 

(75) b a , T = a ' a B'aOï'x) a ' ¿ pour tout (a, x) G G'2 

équivalente à la condition : 

(76) r 2(b) = 5^(a') 

qui exprime donc YHypothèse (72). 

De plus, avec les notations utilisées dans la démonstration du Lemme 5-1, 

pour achever la démonstration il suffit de montrer que YHypothèse précédente 

implique la Conclusion : 

(77) Ç s £ (modRi) 

qui s'exprime par Y existence d'un 9"-2-cocycle : 

h = (hjLjO € Z| ,(G", XG ' ) 

vérifiant les conditions équivalentes : 

(78) z , = h * o z = (l,h*)*(Ti,m) 

et 

(79) = h * \ 

La comparaison des conditions (71) et (79) montre alors que pour achever la 

démonstration, il suffit de montrer que YHypothèse (72), équivalente aux 

conditions (75) et (76), entraîne Y existence d'un 0"-2-cocycle : 

h = ( h U l ) € z\n{G\ X G ' ) 

vérifiant la condition : 

A A 

(80) b = h * 

Dans ce but, il est possible à%adapter l'un des arguments utilisés par 

G. HOCHSCHTLD dans la démonstration du Théorème 1-2 de Q l ] . 

En utilisant les Notations 3-1, on exploite la REPRESENTATION (R) du 

groupe G comme une extension du groupe G' par le groupe G", de sorte que tout 

élément a e G s'exprime alors de façon unique sous la forme : 

(25') a = x)(\)g 

pour des éléments a G G' et p"(cx) = lï = Xe G". 

De plus, pour simplifier les notations, et pour un élément a G G de cette 

forme (25'), on posera : 

(81) !>(>.) = g 
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Avec cette convention, la l-cochaîne spéciale : 

a' = ( a ' G ) € C^G' , X) 

vérifiant la condition (76), admet alors un prolongement constitué par la 

l-cochaîne spéciale : 

a = (a«) € C*(G, X) 

définie par la condition : 

(82) a a ^ Ô g i a ^ b g ^ 

pour tout a G G, de la forme (25'). 

n en résulte un 0-COCYCLE CENTRAL : 

b' = (b ' a , p )€ Z¿(G , r ) = z2(G,X) 

défini par la condition : 

(83) b' = bS2(a-l) 

équivalente à la condition : 

(84) b ' a ,p aa 9 a (ap) = a«p b a ,p pour tout ( a , P) G G 2 

En particulier, la condition (82) entraîne la condition : 

(85) a a p = Og(a' a p) b g * a p pour tout p G G' 

puisque : ap = v(k) (ap) = g(ap). 

Comme la condition (84) entraîne la relation : 

b'a,p a a ©a( ap) == aap bot,p 

les conditions (82) et (85) entraînent la relation : 

b'a,p Gg(a'a) b ¿ c 6 a ( a ' p ) = 0 g (a ' G p) b ¿ a p b a , P 

c'est-à-dire la relation : 

b'a,p 6g[a ' a O a(a'p) a'"^] = bgjC b g 0 , p b g * a p 

qui, compte tenu de la condition (75), implique la relation : 

bVp eg[ba,pl = bg,a bga,p b g * o p 

pour laquelle la condition (69), appliquée au triplet (g, a, p), donne : 

6g[ba,p] = bg, a b g a , p b g * a p 

ce qui implique la condition : 

(86) b ' a ,p = 1 pour tout a G G et tout p G G' 

De même, compte tenu de cette condition (86), la condition (69) appliquée au 

triplet (a, P, p), entraîne la condition : 
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(87) b' a ,pp = b f

a ,p pour tout (a, |3) e G 2 et tout p € G* 

ce qui montre que b'a,p ne dépend que de a e G et de la classe (3 = (i e G " . 
Pour tout P G G , en considérant la \-cochaine spéciale : 

bp = (b'G,p) € C * ( G \ X ) 

compte tenu de la condition (69) appliquée à b' = (b' a >p) e ZQ(G, X ) et au triplet 

(a, T, P) € G ' 2 x G , ce qui donne : 

0'a(b*T,p) b ' ^ p = b ' ^ p b ' a , T 

et compte tenu des relations : 

p = i p G " et â = x = l e G " 

il en résulte les relations : 

[sj(bp)] = b'a,p eo(bvp) b-Ĵ p 

= b'o,p b'Ĵ p b'a.x 

= b'o.p b'Jp b'0jX = b'a)X = 1 
pour tout (a, t ) G G' 2 , c'est-à-dire la condition : 

(89) S|(bp) = 1 pour tout P € G 

équivalente à la condition : 

(89) bp G ZJ.(G', X) pour tout fie G 

La CONDITION DE SPEISER : 

(S) Hi(P') = h J . ( g \ n = h J . ( G ' , x ) = { i } 

entraîne alors l'existence d'une l-cochaîne spéciale : 
c = (cp)e C*(G, X) 

vérifiant la condition : 

(90) bp = 8j<cp) pour tout p G G 

équivalente à la condition : 

(91) b'0fp = e'0(cp) cp1 pour tout p G G et tout a G G'. 

De plus, puisque bp ne dépend que de la classe p = H G G", il est possible de 

choisir c = (cp) de telle sorte que cp ne dépend que de la classe P = |i G G". 
D en résulte un 6-COCYCLE CENTRAL : 
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b" = (bVp)€ 2^(G ,n = Z§(0, X) 

défini par la condition : 

(92) b" = b 1 ôg(c-l) 

équivalente à la condition : 

(93) b"a,p c a Oa(cp) = c a p b'a,p pour tout (a, p) G G 2 

Tout d'abord, les propriétés de b'a,p et de cp entraînent que b"o,p ne dépend 
que de a € G et de la classe p = fi G G". 

Ensuite, pour tout p G G\ la condition (93) donne la relation : 

b"ap,p Cap Ôap(cp) = Capp b' a p ,p 

et puisque les relations : â p = S et a p p = a p , entraînent les relations : c a p = c a et 

Capp = Cap, il en résulte la relation : 

b"ap,p c a0a[0p(cp)] = caP b'ap>P 
pour laquelle les conditions (91) et (93) entraînent la relation : 

bVp = b"ap,p[b'«'P e a ( b ' p , | 0 b'"i ,p] 

et la condition (69) appliquée à b' = (b'a.p) G Z Q ( G , X) et au triplet 

(a , p, P) G G x G ' x G , donne : 

Mb'p.p) b'jp p = b-J p p b ' a > p 

ce qui entraîne : 

b"a,P = b"ap,p [b'a.p b 'o.pp b 'a,p] 

= b"ap,p[b,

a,p b'i p b'a.pJ = b"ap,p b*a>p = b"ap,p 

c'est-à-dire la condition : 

(94) b"a,p = b '^ .p pour tout (a , p) G G 2 et tout p e G ' 

qui entraîne que b"o,p ne dépend que de la classe ôc = X G G " et de la classe 

P = H e G " . 

Enfin, la condition (69) appliquée à b" = (b"a,p) e Zq (G , X) et au triplet 

(a, a, P) G G ' x G 2 , donne la condition : 

(95) e'a(b"a,p) = b" o a ,p = b"a,p pour tout a G G ' 

ce qui entraîne : 
(96) b"a,p e XG' pour tout (a , p) G G 2 

4 3 



et par la suite, il existe en fait un 0-2-cocycle : 

b" = (bVp) e zg(G, XG') с ZJ(G, X) 

pour lequel b " a , p ne dépend que de la classe â = X € G" et de la classe 

P = |i G G", de telle sorte qu'il existe un 6 f ,-2-cocycle : 

h = (Ьхд) € Z^(G", XG1) 

caractérisé par la condition : 

(97) b" a ,p = h* a ,p = h ^ â , ц=р pour tout (a, p) € G 2 

c'est-à-dire par la condition : 
(98) / 2(h) = h* = b" 

Les conditions (83), (92) et (98) entraînent la relation : 
л A A A 

b = b = b" :=h* 

c'est-à-dire la condition (80), ce qui prouve que YHypothèse (72) entraîne la 

Conclusion (77). 

Ainsi, la relation d'équivalence R 2 est plus fine que la relation d'équivalence 

Ri, ce qui termine la preuve de la partie (b) et achève la démonstration. 

6. LA SECONDE TRANSGRESSION, 

En COHOMOLOGIE NON ABELIENNE, la caractérisation de la "seconde 

transgression" est très délicate. 

Cette caractérisation n'est pas immédiate et elle repose sur une étude 

systématique [2J des EXTENSIONS Q-NORMALES qui généralisent les algèbres 

Q-normales classiques de S. EILENBERG et S. Mac LANE [5]. 

Dans la suite, on utilise principalement la terminologie, les notations et les 

résultats de [2] et [2J (auxquels il est conseillé de se reporter pour un exposé 

détaillé). 

Etant donnés un anneau-groupe Г = [V ; M] et un groupe G quelconques, la 

Définition 1-5 de [2] caractérise l'ensemble : 

Ext(G, Г) 

des CLASSES D'EXTENSIONS DE L'ANNEAU-GROUPE Г PAR LE 

GROUPE G. 

En considérant Vensemble pointé 31 = 31 (G, Г) des "caractères collectifs" 

REALISABLES du groupe G dans Г anneau-groupe Г, le Théorème 4-6 de [2] 

montre alors que l'espace Ext(G, Г) est un 31 -ensemble caractérisé par la 

partition : 
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(99) Ext(G, T) = Exte(G, T) 

dans laquelle Exte(G, T) est l'espace des CLASSES DE 8-EXTENSIONS DE 

L'ANNEAU-GROUPE T PAR LE GROUPE G, et qu'il existe des bijections 

canoniques : 

(100) ^ r : Exte(G, O ^ H | (G , T) 

En particulier, pour tout PSEUDO-MODULE P = (G, I \ 0), le SECOND 

ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE, défini par la condition : 

(8) H2(P) = H2(G, T) - Exte(G, O 

coïncide avec le SECOND ESPACE DE 6-COHOMOLOGIE NON ABELIENNE 

du groupe G dans l'anneau-groupe T est il est identifiable à l'espace Exte(G, F) 

des CLASSES DE 8-EXTENSIONS de l'anneau-groupe T par le groupe G. 

La Définition 3-2 de [9] introduit les EXTENSIONS Q-NORMALES 

caractérisées par le Théorème 5-3 de [9], dont on rappelle l'énoncé : 

THEOREME 6-1 - Pour des DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 0 ) ; G ' } 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6) et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE 

F = (G', T, 6') et le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G', pour toute classe : 

Ç' e H2(F) = H§.(G', T) « Ext e<G', T) = Ext[P'] 

représentée par un PRODUIT CROISE MIXTE : 

(I') A' = A\ = A'z- = (T, G', z') = [U' ; N'] 

qui détermine l'EXTENSION DISTINGUEE D'ANNEAUX-GROUPES : 

(IF) r < A' 

caractérisée par la SUITE EXACTE MIXTE : 

( I I I ) {0, 1} >r = [ V ; M ] > A' = [U' ; N'] —-> G' » {1} 

les conditions suivantes sont équivalentes : 

(a) La c lasse e H 2 (P ' ) est une CLASSE D'EXTENSIONS 

Q-NORMALES. 
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(b) La classe € H 2 (P ' ) est invariante pour /'action du groupe G sur 

l'espace : 

H(P') = H| . (G\ D - Exte-(G\ D = Ext[P*] 

En d'autres termes, /'espace des invariants : 

[ H 2 ( P ' ) ] G = [ H 2 (G\ T)]G « [Exte-(G', T)]G = [Ext[P']]G 

s'interprète comme l'ESPACE DES CLASSES D'EXTENSIONS Q-NORMALES. 

Dans toute la suite, on considère maintenant des DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 9 ) ; G'} 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 9 ) et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G* du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE 

P' = (G', T, 9 ' ) et le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G', et qui vérifient la 

CONDITION DE SPEISER : 

(S) H ' ( F ) = H 5 . ( G , , r ) = { l } 

qui constitue l'analogue de l'Hypothèse de la Propriété (B) de l'Introduction. 

L'énoncé du Théorème 6-1 conduit à considérer l 'espace noté 

symboliquement : 

(101) [Z 2 (P')][G1 = {z' = (TÏ, m') € Z 2 ( P ' ) 11/ = € [H 2(P*)]G} 

et qui sera librement utilisé dans la suite. 

THEOREME 6-2 - Pour des DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T , 9 ) ;G '} 

qui vérifient la CONDITION DE SPEISER : 

(S) Hl(P') = H 5 . ( G , , r ) = { l } 

avec les notations précédentes, il existe une APPLICATION CLASSE DE 

TEICHMULLER : 

T 3 : [ ( Z Q . ( G \ 0][G] > H J - ( G - , HQ.(G' , T ) ) = H|-(G", XG') 

caractérisée par la condition suivante. 
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Pour tout COCYCLE STRICT : 

z' = (ri', m') e [ ( Z ^ G 1 , r)][G] = [Z2(F)]fG] 

pour lequel le PRODUIT CROISE MIXTE : 

( D A' = AV = (T, G ' , z1) = [U' ; N*] 

détermine l'EXTENSION Q-NORMALE : 

(IV) r < A" 

à laquelle sont associés le "caractère collectif : 

0 = 0 Z - e <M,(G", A') = Mor[G", Aute(A')] 

et l'ESPACE DES ®-COCHAINES ELEMENTAIRES : 

C j ( G " , A , ) = U cljG",A') 
ZG Z 2 ( P ) 

A 

alors, / Image T3[z'] est, dans le troisième groupe de cohomologie : 

HjJ..(G", H § . ( G \ T)) = H^ . . (G" , XG*), la classe de cohomologie Ide l'un 

quelconque des 3-COCYCLES DE TEICHMÛLLER : 

t = (tx,u,v) e T 3[z'] = Te[Cj (G" , A')] 

qui peut également être identifiée à la classe T3JZ'] C ZQ..(G", X G ' ) . 

PREUVE - Elle résulte immédiatement du Lemme 8-2, des Notations 8-4 et du 

Théorème 8-9 de [9J, ce qui achève la démonstration. 

THEOREME 6-3 - Pour des DONNEES DE BASE : 

{P = ( G , T, 6 ) ; G ' } 

qui vérifient la CONDITION DE SPEISER : 

(S) Hl(P , ) = H 5 . ( G , , D = { l } 

avec les notations précédentes, pour tout 0'-COCYCLE STRICT : 

z' = (TV, m') = (TT = (TI'O), m 1 = (m' a , x ) ) € zJ.(G', T) = Z 2 ( F ) 

les conditions suivantes sont équivalentes : 
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(a) Le Q'-COCYCLE STRICT z' = (y\\ m') vérifie la condition : 

(102) z' = (TI\ m1) € [Z 2

Q.(G\ r)][Gl = [Z2(P ')][G] 

qui exprime que sa classe z ' = est une classe : 

(103) l ' = Ç'e [ H 2 ( G \ r ) ] G 

911/ est une CLASSE D'EXTENSIONS Q-NORMALES . 
(b) Le Q-COCYCLE STRICT z' = (r |\ m') du groupe G' dans l'anneau-

groupe T, admet au moins un prolongement constitué par une Q-COCHAINE 
GENERAUSEE (ou un Q-COCYCLE LARGE) : 

I ' = d , n') = (ti = 0 W , n' = (n' a,p)) e C§(G, T) 

du groupe G dans l'anneau-groupe T, pour laquelle il existe au moins un 8"-3-

COCYCLE: 

t = (t X , u ,v) 6 Z 3 . , ( G " , HJ}.(G\ O) = Z^(G", XG') 

fifonf /'inflation : 

/ 3(t) = t* = (t*a,p,y) e ZJ(G, T) = ZJ(G, X) 

caractérisée par la condition : 

(104) t*a,p,Y = tfc=5, u = p , v=y pour tout (a , p, y) € G 3 

vérifie les conditions : 
(105) T0[z"'] = t* et (106) / 3(t) = t* e B ^ G , X) 

De plus, sous ces conditions équivalentes (a) et (b), alors le 0 " - 3 -

COCYCLE t = (tx, u , v) est un 3-COCYCLE DE TEICHMULLER : 

t = (tJi,n,v) e T 3[z'] = T 0 [ C j ( G " , A')] 

qui détermine la CLASSE DE TEICHMULLER : 

T 3 [z '] = î € Hj-(G", HQ.(G', O) = Hj-(G", XG') 

dwC0CTCLEST/?/C7\-

4 8 



z' = (Ti\ m') e [Z§<G' f D ] I G 1 = [Z 2(P')]fG] 

ou de l'EXTENSION Q-NORMALE : 

(IF) r < A' 

qui lui est associée. 

PREUVE - Le Théorème 6-1 justifie les commentaires relatifs à la signification de 

la condition (102) de la partie (a). 

Sous l'hypothèse que la condition (a) est vérifiée, le Théorème 8-8 de [9J 

montre d'abord qu'il existe au moins un COCYCLE STRICT : 

z = (îi, m) = (îi = (îlaX m = (m a,p)) € Z§(G, T) = Z 2 (P ) 

qui est AU DESSUS du COCYCLE STRICT z' = (iy, m') e [Z 2 (P ')][ G 1 et qui est 

ADAPTE à la REPRESENTATION (R) du groupe G, de sorte que, pour le 

GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G', il existe une application : 

(^) : CJ Z (G",A') >C§(G,D 

qui, à toute 0-COCHAINE ELEMENTAIRE : 

O = ((Fx), (nx,uJ) e C j Z (G", A') 

admettant un RELEVEMENT canonique : 

à = ((Fa), (n' a,p)) e C 2 (G, A') 

associe la 8-COCHAINE GENERALISEE [ou le 9-COCYCLE LARGE] : 

9 = ((îla),(n*<x,p))e CQ(G, T) 

caractérisée par la condition (173) du Lemme 8-7 de [9J. 

Pour un tel choix du COCYCLE STRICT z = (r|, m) et pour un choix 

arbitraire d'une 0-COCHAINE ELEMENTAIRE : 

O = ((Fx), (nx,u)) e c£ f Z(G", A') 

et en posant : 
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(107) z' = (îi, n') = q = (T) = ( î i « ) , n' = (n' a,p)) G C§(G, T) 

les conditions (168) et (175) du Lemme 8-7 de [9J donnent : 

r | a = T|' 0 pour tout a e G' 

et 
n 'o ,x = m ' a , x P o u r tout t ) € G ' 2 

ce qui montre bien que la 6-COCHAINE GENERALISEE [ou le 8-COCYCLE 

LARGE] : 

Ï ' = (il, n') = (îi = (Tia) , n' = (n'a.p)) € C§(G, O 

constitue un prolongement du COCYCLE STRICT z' = (r|', m'). 

Enfin, la commutativité du diagramme (X) du Théorème 8-8 de [9J montre 

que le 9"-3-COCYCLE t = (t\,u > v) défini par la condition : 

(108) t = ( t X > U ) V ) = T 6 [ f t ] € Z§.(G", HJj.(G\ D) = Zj>..(G", XG) 

vérifie la condition : 

T e [ û ] = T e [z '] = / 3(t) = t* e Bj>(G, X) 

qui entraîne les conditions (105) et (106). 

Ainsi, la condition (a) implique la condition (b). 

Réciproquement, sous l'hypothèse que la condition (b) est vérifiée, le Lemme 

8-6 de [9J entraîne l'existence d'un 6-COCYCLE STRICT : 

z" = (Tf, m") = (Tf = (TTO), m" = (m"o,p)) € Z 2 ( G , T) = Z 2 (P ) 

qui est AU DESSUS du O'-COCYCLE STRICT z' = (T | \ m') G Z 2 ( P ' ) , en ce 

sens qu'il vérifie la condition : 

(109) r j " a = TJ'O pour tout a G G' 

et qui est ADAPTE à la REPRESENTATION (R) du groupe G, en ce sens qu'il 

vérifie la condition : 

(AR) m"a,v(n) = m"o,u = 1 pour tout (cr, ¿1) G G' x G" 

Pour la G-COCHAINE GENERALISEE : 
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z' = (n, n') = (TÎ = (lia), n' = (n' a,p)) e C§(G, T) 

qui constitue un prolongement du 6'-COCYCLE STRICT z' = (TJ\ m'), c'est-à-

dire qui vérifie les conditions : 

(110) X]a = Ti'a pour tout a € G' 

et 

(111) n ' a / c = m ' a / r pour tout (a, x) € G ' 2 

il existe au moins une l-cochaîne spéciale : 
a = ( aa )e C*(G, M) 

vérifiant la condition : 

(112) r | M

a = <a<x> Ti a pour tout a e G 

et pour laquelle les conditions (109) et (110) permettent d'imposer la condition 

supplémentaire : 

(113) a<j = 1 pour tout a e G' 

Il est alors immédiat que la condition : 

(114) z" = (a, l ) * z ' = a T z ' 

caractérise une nouvelle O-COCHAINE GENERALISEE de la forme : 

z" = (îi '\ n") = (îi" = ( i i"a) , n" = (n" a,p)) € cg(G, T) 

qui constitue également un prolongement du 0'-COCYCLE STRICT z' = (x\\ m'). 

De plus, le Lemme 6-4 de [6] entraîne alors la relation : 

(115) T 0[z"] = T 9[(a, 1) * ï ' ] = T 9 [z ' ] = t* 

Ces considérations montrent que, dans la condition (b), il est possible de 

remplacer z* = (r|, n') par z" = (TI", n"), lié de façon évidente au 0-COCYCLE 

STRICT z" = (rf, m") vérifiant les conditions (109) et (AR). 

Ce raisonnement montre que sous l'hypothèse que la condition (b) est 

vérifiée, pour éviter les complications dues à un changement de notations, il est 

possible de conserver les notations initiales et de supposer qu'elles ont été 

choisies de façon à ce qu'il existe un 9-COCYCLE STRICT de la forme : 

z = (ti, m) = ft = (Tia), m = (m a ,p)) € zg(G, T) = Z2(P) 

qui est AU DESSUS du O'-COCYCLE STRICT z' = (ri', m') e Z2(P'), en ce 

sens qu'il vérifie la condition. 

(116) Tic = Tfo pour tout a e G* 
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et qui est ADAPTE à la REPRESENTATION (R) du groupe G, en ce sens qu'il 

vérifie la condition : 

(AR) mo,\>([i) = m a ,p , = 1 pour tout (a, p,) G G' x G". 

D'après le Scholie 4-3 de la G-COCHAINE GENERALISEE : 

z' = (TÏ, n') = (TI = (îia), n' = (n' a,p)) G cg(G, T) 

vérifie la condition : 

(117) r | a î i p = <n' a ,p> r | a p pour tout (a , p) G G 2 

et d'après le Lemme 6-2 et la Définition 6-3 de [fl, la condition (105) s'exprime par 

la condition : 

(105') Tlafa'pj) n ' a j p y = n ' a ,p n ' t t p, Y t*a,p,Y pour tout (a, (3, y) G G 3 

On utilise la REPRESENTATION (R) du groupe G, et pour simplifier les 

notations, pour un élément : X G Q = G", provisoirement fixé, on pose : 

X)(\) = g, et aussi : 

(Xy a) = (g, a) = g _ 1 a g = a pour tout a G G' 

(Xy x) = (g, x) = g-lxg = x' pour tout x G G' 

ce qui entraîne alors les relations : 

ag = ga ' et xg = gx' 

librement utilisées dans la suite. 

Avec ces conventions, la condition : 
(118) axfa = n ' g . a ' n^g 

définit une l-cochaîne spéciale : 

a = (ax) = (ax f a)€ Cl(G", Cl (G\ M)) 

D'une part, la condition (117) entraîne alors les relations : 

TlgTl(g,a)==<n'g,a'>r| ag 

et 

Tlaîlg = <n'o,g> îlag 
qui impliquent la relation : 

îlgîl(g,a) lïg 1 = <ax,o> î la 

et compte tenu des conventions et de la condition (116), il en résulte la condition : 

(119) TU o r\\\,o) o Tlx1 = < a*,<j> ïl'o 

pour tout a G G' et pour tout X G Q = G". 

D'autre part, des choix convenables du triplet (a, p, y) G G 3 montrent que la 

condition (105') entraîne les relations : 
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(120) T | 0 (n' g j X-) n ' 0 ) g T - = n'o.g n'go-.x' ̂ o.g.T" 

(121) Tla(n'x, g) n'o.gt1 = n ' a > T n'at.g t*C T,t,g 

(122) î lg(n'a \T') n ' g ^ v = n ' g j 0 - n'g a' (x' t*g > a ' > T ' 

pour lesquelles la condition de normalisation de t = ( t j ^v ) et la condition (104) 

entraînent que les termes provenant de t* = (t*ct,p,Y) Qui y figurent, sont l'élément 

neutre du groupe M = Gr(0, ce qui implique les relations : 

(120') n ' 0

1

g T i 0 ( n ' g ( T . ) = n ' g a . t . n - a

1

g T . 

( 1 2 D î lo(n- t | g ) n'a,x = n'o.gx- n - J t g 

(122') tlg(n'oVf) = n'g.a' n'gaM" n ^ . 

qui permettent les transformations successives de l'expression : 

Ao = ax,o Tlo(axj) n'o.x a ^ t O T 

= n 'g .o' n'o,g Tl^n'g.x' n'xîg] n ' o , t [n'g.a'x' n"crr (g] * 

= n 'g ,o' [ n '^g î lo (n ' g > T ' ) ] [ î lo(n '^g)n 'o,tj n'ot.g n ' ^ a . t . 

= n'g.oj^n'go'.T' n'o,gx*][ n 'o.gx' n ' oT ,g ] N'<".8 n"g.af 

= n'g.o* n'go'.f n'g.o'T 

= ng(n'o\T\) 

ce qui établit la relation : 

îlg(n'a,,T0 = ax,o Tl<j(ax,x) n' a >x a" x

1

O T 

et compte tenu des conventions et des conditions (110) et (111), il en résulte la 

condition : 

(123) r\\[m\x,o),(X,x)] = ax,a r|'o(ax,x) m ' 0 > x a" x

1

o x 

pour tout (a, x) G G ' 2 et pour tout X G Q = G". 

D'après le Théorème 6-2 de [9J, l'existence de la l-cochaîne spéciale : 

a = (a X) = (ax,o) e Cl(G", CHG\ M)) 

vérifiant l'ensemble des deux conditions (119) et (123), entraîne que la classe 

Ç' = ^ ' G H 2 ( P ) est une CLASSE D'EXTENSIONS Q-NORMALES. 

Ainsi, la condition (b) implique la condition (a), ce qui achève la preuve de 

l'équivalence des conditions (a) et (b). 
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De plus, le Théorème 6-2 de [£] montre que sous ces conditions équivalentes 

(a) et (b), pour tout X G Q = G", l'ensemble non vide ^ O u , \|fx) des 

prolongements F G Aut(A') du couple Ou, \|/x) COMPATIBLE, contient en 

particulier le prolongement : 

Fx € Aut(A') 

caractérisé par la condition : 

(124) Fx[u(x,a)] = ax,a u c pour tout ( \ , a) € G" x G' 

En particulier, sous l'hypothèse que la condition (b) est vérifiée, les 

conditions (118) et (124) définissent une l-cochaîne spéciale : 

(F;0€ Cl(G", Aut(A')) 

qui vérifie de plus la condition : 

(125) Fx G (ru, vx) pour tout X G Q = G" 

et avec les notations de la REPRESENTATION (R) du groupe G, en considérant la 

2-cochaîne spéciale : 
(cx,n)€ C 2 (G" ,M) 

caractérisée par la condition : 

(126) cx^ = n\)(X),<o(n) n ^ ) M M X ï l ) = n'x,n 

pour tout (À,, p,) G G" 2 , la condition : 

(127) nx,^i = cx,n U(o(X,n) pour tout (X, ^i) G G" 2 

définit une 2-cochaîne spéciale : 

G M G C 2 (G", Gr(A')) = C 2 (G", N') 

qui vérifie naturellement la condition : 

(128) nx,ji G M UÛ)(X,m.) P o u r t o u t V) e G"2-

On se propose de montrer que dans le groupe d'automorphismes Aut(A'), ces 

données vérifient la condition : 

(129) Fx F^ = <nx,n> Fx\i pour tout (X, ¿1) G G" 2 

On rappelle que le PRODUIT CROISE MIXTE : 

A' = AV = (T, G', z') = [U' ; N'] 

est un anneau-groupe A' = [U' ; N'], dont Vanneau sous-jacent An (A') = U' et le 

groupe sous-jacent Gr(A') = N' sont caractérisés par les conditions : 

(130) U ' = 0 V u G et (131) N' = i l M u a 

CJG G* ce G' 

Vaddition étant celle du groupe abélien U' et la multiplication dans Vanneau U' et 

dans le groupe N' C U'* étant caractérisée (par distributivité dans U') au moyen 

des conditions : 
(132) u a x = ti'g(x) u a = r | a (x) uo 
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pour tout a G G' et tout x e V ou tout x G M, et : 

(133) u a u x = m ' a / c u a x = n ' a / c u a x 

pour tout (a, x) G G' 2 , compte tenu des conditions (110) et (111). 

Tout d'abord, pour tout (Ky fx) G G" 2 , compte tenu de la condition : 

(23) v>(X) = (ù(k, V) \ ) ( ^ ) pour tout (X, il) G G" 2 

dans le groupe d'automorphismes A u t ( H , les conditions (117) et (126) entraînent 

facilement la relation : 

(134) VXVii^^X^VcùiXvyriXvi 

et puisque la condition (132) montre que l'automorphisme : 

Tla>(X,H) e Aut(T) 

est la restriction à T de l'automorphisme intérieur : 

<U(o(X^)> G Auti(A') 

compte tenu de la condition (127), il en résulte la relation : 

(135) r\\ TljA = T l X ^ T l ^ 

dans laquelle l'automorphisme : 

r | X ^ € Aut(T) 

est la restriction à T de l'automorphisme intérieur : 

<nx,ji>G Auti(A') 

de sorte que la condition (125), qui entraîne que l'automorphisme r|x G Aut(T) est 

la restriction à T de l'automorphisme Fx G Aut(A'), implique alors la condition : 

(136) FxF [ A (x) = < n ^ > F ^ ( x ) 

pour tout (À,, \i) G G" 2 et pour tout x G V et pour tout x G M. 

Ce résultat montre que pour achever la démonstration de la condition (129), il 

suffit de montrer que pour tout couple (À,, |i) G G"2 fixé, les données précédentes 

vérifient la condition : 

(137) Fx fyOipO = <nx,^t> Fĵ OipO pour tout p ' G G' 

équivalente à la condition : 

(138) FxF|i(up0 nx,^ = nx,ja Fx^(upO pour tout p ' G G' 

Pour un couple (À,, \i) G Gu2fixé et en posant pour simplifier les notations : 

(139) g = i>(X) , g' = x>(\i) , g"=t>(X»i) et û) = co(X,^) 

dans le groupe G, la condition (23) se met sous la forme : 

(23 1) g g' = « g" 

et entraîne l'existence d'un automorphisme : p -» p' , caractérisé par la double 

condition : 

(140) p ' = (n, (K, p)) = (kit, (oo, p)) pour tout p € G' 

équivalente à la condition : 
(141) p gg' = gg'p' = cog" p* = p tùg" pour tout p e G'. 
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La condition (118) donne alors les relations : 

(142) a>.,p = n'g.fe.p) n'plg 

(143) auxx.p) = nV,(g\(g,p)) n-(J>p)fg. = n'g.,p' n- ( g p ) g . 

(144) axn,((o,p) = n'g",(g",(o),p)) n"(kp),g" = n 'g".p' n"(ffl,p),g" 

Compte tenu des "règles de calcul" constituées par les conditions (132) et 

(133), les conditions (124), (125) et (127) permettent le calcul de l'expression : 

A = Fx F^(up-) nx,n = Fa.[Fu[u(^(X,p))]nx,n 

= FAlau((X,p) u(X,p)]nx,u 

= iU[aji,(X,p)] F>.[u(X,p)] nx, u 

= TlX[^,(X,p)] ax,p u p ca.,u U(o 

= Tlx.[an,(X,p)l ax,,p Tlp[cA.,u] n ' p > û ) u p c û 

et de l'expression : 

B = nx j fi Fxu(u p0 = FA4i[u(Xn,(<D,p))] 

= n*.,u axu,((û,p) U((o,p) 

= u f f l axn,(oo,p) u(œ,p) 

= cx.,u T|co[aA,n,(a),p)] n'cXco.p) up© 

qui sont donc de la forme : 

A = A' upco et B = B' u p c 0 

pour les deux éléments A' et B' du groupe M = Gr(r) définis par les conditions : 

(145) A' =A'(p) = TU[au>(X,p)] ax,p r | p [ c ^ ] n'p,© 

et 

(146) B' = B'(p) = cx,u r|a>[axu,(a),p)] n'o),(o),p) 

de sorte que la démonstration de la condition (138) se ramène, dans le groupe 

M = Gr(T), à la démonstration de la condition : 

(147) A'(p) = B'(p) pour tout p G G' 

Compte tenu des notations (139), les conditions (126), (142), (143) et (145) 

donnent la formule : 

(148) A' = A'(p) = îlg[ny,p'J V n ^ p x g . ] n'g,(g,p) 

et les conditions (126), (144) et (146) donnent la formule : 

(149) B* = B'(p) = n'g.g- n"J g..Tiœln'g-.p-] î l c o l n ' ^ g » ] ^ . ( © . p ) 
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Compte tenu de la condition de normalisation du 9 " - 3 - C O C Y C L E 

t = (tx,n,v). la condition (104) et la condition (105) qui se traduit par la condition 

(105') entraînent la condition : 

(150) Tla(n'p,y) n ' a > p Y = n'a.p n ' a p i Y 

pour tout triplet (a, P, y) e G 3 , dont au moins une composante est un élément 

du groupe G'. 

En particulier, par des choix convenables, il en résulte les relations : 

(151) Tlg[n'g'.p'] nWp' = n W nW.p' 

(152) Tigtn'̂ pxg-] n'gxg.pte' = n'gxg.p) n'pg^g-

(153) Tlpln'g.g'] n'ptgg- = n ' p > g n'pg,g' 

(154) Tlp[n'(o,g"] n' p > a ) g" = n ' p > ( 0 n ' p o , > g " 

(155) r|a)[n'g",p'] n'o.g-p- = n'(B F G- n'cog-.p1 

(156) T|co[n'(©,p),g"] n'(A,((Dfp)g" = n'œ,((B,p) n'pco.g" 

et compte tenu de la condition (23') et de la condition (141) qui implique : 

(g. P) g* = g'P' et (cû, p) g" = g" p ' 

il en résulte les relations : 

(151') îlgtn'g'.p'] = n'g,g. n ' g g . i p . n g t p , 

(152 1) ^gln-^p)^.] n'gxg.p) = n'g, g.p. n 1 ^ g l 

(153*) n- p » g np[n'g,*] = n ' p g , g- n- p\ g g . 

(154 1) Mn"^ " P ' » = " P ' W "'pV g-

(155') n - j g „ no, [ n y . p . ] = n' g g.,p. n - j g l l p , 

(156') ^«[n"(L;P),g"
]
 nV«».P) = n W'P' "'pœ, g" 

Dans le groupe M = G r ( H , compte tenu de la formule (148), le produit 

membre à membre des relations (151'), (152'), (153*) et (154'), et les 

simplifications par les couples de termes consécutifs inverses l'un à l'autre, 

donnent la formule : 

(157) A' = A'(p) = n ' g , g ' iTgg' fP' n - p 1 ^ 

et de même, compte tenu de la formule (149), le produit membre à membre des 

relations (155') et (156') et la simplification par le couple de termes consécutifs 

inverses l'un à l'autre, donnent la formule : 

(158) B' = B'(p) = n'g, g. n ' g g . ,p. n'p^g,, 
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Les formules (157) et (158) établissent la condition (147), ce qui achève la 

preuve de la condition (138) et par suite aussi la preuve de la condition (129). 

Le Lemme 8-2 de [9J montre que les conditions (125), (128) et (129) 

assurent l'existence d'une 0-COCHAINE ELEMENTAIRE : 

(159) û = ((FX), K u ) ) e C 2 . Z (G", A') 

définie par les conditions : (118), (124), (126) et (127). 

Comme on a pris la précaution de vérifier la condition (116) et la condition 

(AR), on se trouve dans le contexte prévu par la partie (a) du Lemme 8-7 de [9J et 

par suite, la partie (b) du Lemme 8-7 de [9J entraîne que la 0 - C O C H A I N E 

ELEMENTAIRE : 

G = ((Fx), (nx,u)) e C 2. > Z(G", A') 

détermine un RELEVEMENT canonique, constitué par une 2-cochaîne 

généralisée : 

(160) Q = ( (F a ) , (n" a,p)) e C 2 (G, A') 

vérifiant la condition de compatibilité : 

(161) F a € (r| a, ya) pour tout a e G 

et les conditions de relèvement : 

(162) Fx = F1)(X) pour tout X e G" 

et 

(163) nx,u = n"u(x) (U(n) uooft.u) pour tout (X, \i) e G" 2 

et qui est caractérisée par la l-cochaîne spéciale : 
(F a) e Cl(G, Aut(A')) 

définie par la condition : 

(164) Fa = F a Fx , avec F 0 = < u 0 > e Autj(A') 

pour tout élément a e G, de la forme : a = cro(X), avec (a, X) € G' x G", et par 

la 2-cochaîne spéciale : 

(n" a ,p) e C 2 (G, M) C C 2 (G, Gr(A')) 

définie par la condition : 

( 165) n" a ,p = u a Fx(ux) nx,u u"^ 

pour des éléments a e G et (3 e G, de la forme : a = <ro(X) et P = xv(p.), avec : 

(a , X) e G' x G" et (x, |i) e G' x G", et avec : a i = a <X, v> co(X,, p). 

En posant, pour simplifier les notations : 
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(166) x"=<\,x> , x = (k,x") et <ù = <ù(X,\i) 

compte tenu des "règles de calcul" constituées par les conditions (132) et (135), 

dans le groupe N' = Gr(A'), les conditions (165), (124) et (127) entraînent 

successivement : 

n"a,p Uo!= u 0 FAXUX) 1Ц,,Ц 

= "о ая.,х" ux» cx > u и© 
= n o t a i t " ] n ' 0 ( X » uox- сх,ц U(Û 

= Ла[аА.д"] п'ад" Лат" [сл,ц] п'ах",<о u 0 l 

et après simplification par u^ j , il en résulte, dans le groupe M = Gr(T), la relation : 

(167) п" а > р = Ло[аХд"] п'ад" Лат" [сх,ц] n' o t",a) 

En utilisant les notations (139), la condition (142) donne la relation : 

а \д" = n'g,(g,x") n" x ! j g = n ' g > x n- Tl g 

de sorte que les relations (126) et (167) donnent la formule : 

(168) п" а ,р = Ла[п' 8 д] г\0[п'^ g] п'ад" Лох"[п' 8, 8 '] Лот"[Пщ> 8«] п'0х",со 

Par des choix convenables, la condition (150) donne alors les relations : 

(169) Ла[п ' 8 д] n ' a > g T = n ' 0 i g n ' 0 g > x 

(170) ila[nV',g] n ' 0 > T " g = п ' а д » n'ox-.g 

(171) Tîox-tn'g.g'] n'ax",gg' = n'ox-.g n ' a x - g ( g ' 

(172) Лох"[п'(о,8"] n'ax",©g" = n'ax'.m n'ax"(ù,g" 

(173) %[п ' т , 8 ' ] n'oc.xg' = п'ад n'at.g 1 

et compte tenu du fait que les notations adoptées entraînent les relations : 

(174) а = сти(Х) = ag ; P = т\>(д) = xg' ; gx = x"g ; ai = ax"co ; gg' = ©g" 
il en résulte les relations : 

(169') Ло[п ' 8 д] = n ' 0 , g n ' a > x n-J g T 

(170') 4o[n'-x\j п ' ад" = n 'cgt n'cV, g 

(171') TloT-En'g.g'] = n'ax",g n'ax.g- n*^.. g g . 

(172') TloT-tn'ig-] п* а х " ) Ю = n'0x",gg' n '^ j t g „ 

(173') п ' а д n'ax.g- = Л a[n'x,g'] n ' a ,p 
Dans le groupe M = G r ( H , compte tenu de la formule (168), le produit 

membre à membre des relations (169'), (170'), (17Г) et (172'), et les 

simplifications par les couples de termes consécutifs inverses l'un de l'autre, 

donnent la formule : 
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(175) n"a,P = n 'cg n ' a , T n* a x , g ' n'"^ g« 

et par suite, la relation (173') entraîne la formule : 

(176) n" a , p = n ' a , g TlatnVg] n ' a ,p n'"^ g.. 

En revenant aux notations initiales, il en résulte la condition : 

( 1 7 7 > n "a ,p = n*G,v(X) îlatn'x.v^)] n ' a ,p n Ô VOm) 

pour tout couple ( a , p) € G 2 , de la forme : a = au(X) et p = xi)(|i) avec : 

( a , À,) € G' x G" et (x, ji) G G' X G", pour lesquels ap = giv>(X\l) avec : 

01 = o<Ki> co(À,,^) et ( a i , À,|i) G G' x G". 

En considérant la \-cochaine spéciale : 

a' = (a ' a ) G C*(G, M) 

définie par la condition : 

(178) a ' a = n'aMX) = n ' a ,x 

pour tout élément a G G de la forme : a = <xo(À,), avec : (a , X) e G 1 x G", la 

condition (177) se met sous la forme de la condition : 

(179) n" a ,p = a ' a r | a [a 'p] n f

a ,p a'-Jp pour tout (a, P) G G 2 

Il convient de noter que le Scholie 4-3 de [£] montre que le 0-COCYCLE 

STRICT : 

z = (r|, m) = (ti = (r ia) , m = (m a ,p)) G Z§(G, T) = Z 2 (P) 

vérifie la condition : 

(180) Tla Tip = <ma,p> r|ap pour tout (a, p) G G 2 

de sorte que, dans le groupe d'automorphismes Aut(H, la condition (117) entraîne 

la condition : 

(181) <n' a ,p> = < m a , p > pour tout (a,p) G G 2 

et par suite, la condition : 

(AR) ma,v(n) = mo,n = 1 pour tout (a, |l) G G' x G" 

et la condition (178) impliquent la condition : 

(182) <a ' a > = 1 e Aut(H pour tout a G G 

qui entraîne en particulier la condition : 
(183) Tla = <a ' a > T ] a pour tout a G G. 

En résumé, les constructions précédentes montrent que sous l'hypothèse que 

la condition (b) est vérifiée, les conditions : (118), (124), (126) et (127), 

définissent une 0-COCHAINE ELEMENTAIRE : 
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(159) Q = ( ( F X ) , (nx,n)) e Z (G", A') 

admettant un RELEVEMENT canonique : 

(160) Q = ( ( F a ) , (n" a,p)) e C2(G, A') 

qui détermine la 0-COCHAINE [ou le 8-COCYCLE LARGE] : 

(184) Q = (T| , n") = (TI = (r io) , n" = (n" a,p)) e C§(G, T ) 

définie par les conditions (178) et (179). 

De plus, pour la 0-COCHAINE GENERALISEE : 

I' = (TI, n1) = (TI = ( r , a ) , n' = (n' a,p)) € C§(G, T) 

le Lemme 4-5 de [6J montre que les conditions (183) et (179) s'expriment alors par 

la condition unique : 

(185) à = (r,, n") = (a', 1) * (ri, n') = a , T z ' 

de sorte que le Lemme 6-4 de [6J entraîne la relation : 

T e [Q] = T e[(a', 1) * (r|, n')] = T 9 [(i l , n')] = T e [ z ' ] 

c'est-à-dire la relation : 

(186) T e [ â ] = T e [ z ' ] 

En considérant le 3-COCYCLE DE TEICHMULLER : 

f = (tXu,v) € ZJ..(G", H°(G', D) = Z ^ G " , XG") 

défini par la condition : 

(186) f = (t \n ,v) = T 0 [ Q ] e T 3[z'] = T e i c j Z (G", A')] 

d'après le Théorème 8-9 de [9J, la commutativité du diagramme (X) 

du Théorème 8-8 de [9J donne la relation : 

(187) T 0[9]=/ 3(f) = f* 

Compte tenu des relations (186) et (187), les conditions (105) et (106) 

entraînent la relation : 
/ 3(t) = t*= t ' * = / 3 (f) 

qui implique l'égalité : 

(188) t = f 
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D'après le Théorème 8-9 de [9J, il en résulte bien que le 8"-3-COCYCLE 

t = (tA.,n,v)> figurant dans la condition (b), est un 3-COCYCLE DE 

TEICHMULLER : 

t = (tx,u,v) € T 3[z'] = T e [C2.(G", A')] 

qui détermine la CLASSE DE TEICHMULLER : 

T 3[z'] = î e H^(G", H°.(G\ D) = H*..(G", XG*) 

du COCYCLE STRICT: 

z' = (TÏ , m') e [Z§.(G\ T)][G] = [Z2(P')][G] 

ou de l'EXTENSION Q-NORMALE : 

(IF) T < A' 
qui lui est associée, ce qui achève enfin la démonstration. 

COROLLAIRE 6-4 - Pour des DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 9) ; G'} 
qui vérifient la CONDITION DE SPEISER : 

(S) Hl(P') = Hj.(G', T) = {1} 

avec les notations précédentes, il existe une APPLICATION DE 

TRANSGRESSION : 

7 3 : [H§.(G\ T)]G » H 3„(G", Hg.(G', T)) 

caractérisée par la commutativité du diagramme : 

[Z§<G\ r)]tG] 

X T 3 

[ H ^ G ' , T)]G Hg..(G", H§.(G', D) 
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dans lequel l'application "verticale" est l'application "classe de cohomologie" et 

dans lequel T 3 est l'APPUCATION CLASSE DE TEICHMULLER. 

PREUVE - Pour deux G'-COCYCLES STRICTS : 

z' = (Ti ' ,m ' )€ [Z§.(G\ D ] [ G 1 

et 

z" = ( î i " ,m")e [H§<G*, T)]G 

déterminant la même "classe de cohomologie stricte" : 

= z " = Ç'e [ H ^ G - , H ! 0 

la Définition 8-3 de [6J montre qu'il existe au moins une 1-COCHAINE STRICTE 

a* = (a\ l ) e C KG', T), telle q u e : 

(189) z" = (TI", m") = (a', 1) *' (TI\ m") = a' 7 ' z' 

pour une certaine l-cochaîne spéciale : 

a" = (a ' 0 ) e C*(G\ M) 

D'après le Théorème 6-3, la CLASSE DE TEICHMULLER : 

T 3[z'] = Î € Hj-(G", H§.(G', r» 

du COCYCLE STRICT z' = (r\\ m') peut être caractérisée par l'existence d'un 

prolongement constitué par une 9-COCHAINE GENERALISEE : 

z' = (T| , n') = (TI = (Tla) , n' = (n'a.p)) e C§(G, T) 

pour laquelle il existe au moins un 0"-3-COCYCLE : 

t = (tx,u,v) € Zj-(G", HQ.(G' , T)) = Zj*..(G", X G ' ) 

vérifiant la condition : 

(190) T 9 [ ? ] = t * = /3(t) 

Il est immédiat que la l-cochaîne spéciale a' = (a'CT) peut se prolonger, de 

façon arbitraire, en une l-cochaîne spéciale : 

a' = ( a ' a ) e Cl(G, M) 
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de sorte que la condition : 

(191) z" = (a\ 1) . (ri, n') = a' T z * 

caractérise une 6-COCHAINE GENERALISEE : 

z" e C§(G, T) 

pour laquelle la condition (189) montre qu'elle constitue un prolongement du 

COCYCLE STRICT z" = (rf, m"). 

Le Lemme 6-4 de [6J montre que les conditions (191) et (190) entraînent la 

relation : 

(192) Te[ï"] = T e f ? ] = t* = / 3(t) 

de sorte que le Théorème 6-3 entraîne alors la relation : 

(193) T 3 [ zT= t = T 3[z"] 

Ce résultat montre bien que l 'APPLICATION CLASSE DE 

A ~ 

TEICHMULLER T 3 se factorise pour déterminer l'application t 3 , ce qui achève 

la démonstration. 

DEFINITION 6-5 - Pour des DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 0) ;G '} 

qui vérifient la CONDITION DE SPEISER : 

(S) Hl (F) = H j . ( G \ D = {l} 

la "seconde transgression" est constituée par l'APPLICATION DE 

TRANSGRESSION : 

T 3 : [H§.(G*, n i G
 • Hj.(G", HQ.(G' , D ) 

caractérisée dans le Corollaire 6-4. 

7. LA SUITE EXACTE FONDAMENTALE. 

On se propose de généraliser la Propriété (B) de l'Introduction. 

LEMME 7-1 - Pour des DONNEES DE BASE : 

{P = ( G , r , e ) ; G ' J 

qui vérifient la CONDITION DE SPEISER : 
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(S) H»(F) = Hj.(G , ,n = {l} 

avec les notations précédentes, il existe une "suite exacte" de la forme : 

H j ( G , n - ^ [ H e < G , , n i G - ^ H ^ ( G " , H g . ( G ' , r ) ) - ^ H | (G,n 

en ce sens que : 

(a) L'image de l'APPLICATION DE RESTRICTION 7 2 , dans 

l'ESPACE [H§.(G\ r ) ] G des CLASSES D'EXTENSIONS Q-NORMALES, 

coïncide avec le "NOYAU" K e r T 3 de l'APPLICATION DE TRANSGRESSION 

t 3, constitué par /Image réciproque : 

K e r T 3 = (T 3 )- 1 (l) 

par /'application t 3 de /'élément neutre 1 du groupe abélien H^(G", H£.(G\ I*)). 

(b) L'image de l'APPLICATION DE TRANSGRESSION T3 coïncide 

avec le NOYAU Ker % de l'HOMOMORPHISME D'INFLATION %, qui est 

un morphisme de groupes abéliens. 

PREUVE - Le Théorème 2-3 entraîne l'existence de l'APPLICATION DE 

RESTRICTION r 2, le Corollaire 6-4 entraîne l'existence et la caractérisation de 

l 'APPLICATION DE TRANSGRESSION T 3 et le Corollaire 2-5 entraîne 

l'existence de l'HOMOMORPHISME D'INFLATION % . 

Le Théorème 6-1 justifie l'interprétation de l'ESPACE [ H J . ( G \ O ] 0 

comme l'ESPACE DES CLASSES D'EXTENSIONS Q-NORMALES. 

Etant donnée une classe de cohomologie stricte quelconque : 

Ç' = T ' e [ H j ( G \ r ) ] G 
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déterminée par un 8-COCYCLE STRICT : 

z' = (Ty ,m')e [Z§.(G\ T)][G] 

le Théorème 6-3 montre qu'il admet au moins un prolongement constitué par une 

G-COCHAINE GENERALISEE (ou un 8-COCYCLE LARGE) : 

z' = (T|, n') = (TI = (Tia), n' = (n' a,p)) e cg(G, D 

du groupe G dans l'anneau-groupe T, pour laquelle il existe au moins un 0"-3-

COCYCLE : 

t = (tx>u>v) e Z ^ G " , HJj.(G\ H) = z |..(G", XG') 

dont l'inflation : 

/ 3(t) = t* = (tVp,y) e 2$(G, T) = z | (G , X) 

vérifie les conditions : 

(105) T 0 [z '] = t* et (106) / 3(t) = t* e Bjj(G, X) 

et qui détermine alors la CLASSE DE TEICHMULLER : 

T 3[z'] = t 6 Hj-(G", Hg.(G', D) = H|-(G", XG') 

du COCYCLE STRICT z' = (if, m*). 

Le Corollaire 6-4 donne alors la caractérisation : 

(194) 73[Ç'] = T 3[z'] = t e Hj*..(G", HQ.(G' , D) 

La caractérisation de l'HOMOMORPHISME D'INFLATION î 3 , donnée 

dans le Corollaire 2-5, entraîne alors la relation : 

(195) %U) = = t* 

A 

et comme la condition (106) s'exprime par la condition : t * = 1, d'après la 

caractérisation (194), il en résulte la relation : 

(196) /3 o Ï 3 fê1 = MO = t* = 1 € H3(G, T) = H^(G, X) 
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En particulier, cette relation (196) montre que Y image de T APPLICATION 

DE TRANSGRESSION T 3 est contenue dans le NOYAU Ker Î 3 de 

l'HOMOMORPHISME D'INFLATION î 3 , qui est un morphisme de groupes 
abéliens. 

A 
Réciproquement, tout élément du NOYAU Ker /3 du morphisme de groupes 

A 
/3, est de la forme : 

r € Ker î 3 C H^(G", Hg.(G\ O) = H^(G", X G ' ) 

pour au moins un 0"-3-COCYCLE : 

t' = (t\,n,v) € Zj>..(G", HJj.(G\ D) = zg.(G", XG') 

dont Yinflation : 

/ 3 (0 = t'* = ( t ^ p y) € zJ(G, T) = z|(G, X) 

vérifie la condition : 
A A ^ A 

(197) ' 3 [ t 1 = / 3 (0 = t * = 1 E H^(G, T) = H ^ G , X) 

équivalente à la condition : 

(198) / 3 (f) = f* = ( t '* f P f T ) G B3(G, X) 

qui s'exprime par Y existence d'une 2-cochaîne spéciale : 
b = (b a ,p) € C 2 (G, X) 

du groupe G dans le centre-groupe X = Zg(T) de l'anneau-groupe T, vérifiant la 
condition : 

(199) Sj(b) = t'* - (tf* p f T) = /3(f) 

pour laquelle la condition de normalisation du 9"-3-COCYCLE t' = (t'x,^,v) 

entraîne en particulier la condition : 

(200) [8j(b)] 0 f x f P = C,x,p = t fi.i.i = 1 P ° u r t o u t (<*> x> P) G G ' 3 

et par restriction au sous-groupe distingué G' du groupe G, il en résulte une 

2-cochaîne spéciale : 

(201) r 2 (b) = b' = (b' G , T ) = ( b 0 f T ) e C2(G', X) 

pour laquelle la condition (200) et la relation immédiate : 
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5JJ.(b-) = r3[8j>(b)] 

entraînent la condition : 

(202) ô^(b') = 1 

qui montre en fait l'existence d'un 9'-2-COCYCLE : 

(203) r 2 (b) = b' = (b ' 0 t T ) = (bC T,T) e Z$.(G\ X ) 

En considérant un 9-COCYCLE STRICT arbitraire : 

z = (îi, m) = (TI = ( i la ) , m = (m a ,p)) e Z J ( G , T) = Z2(P) 

dont la restriction : 
(204) r 2(z) = z" = (ii ' ,m") 

constitue un 8-COCYCLE STRICT : 

z" = 0V, m") = (il' = (Ti ' 0 ) , m" = (m" 0 , T )) e Z§.(G\ T) = Z2(P') 

compte tenu de la condition (203), le Lemme 4-1 montre que la condition : 
(205) z' = (n', m') = (1, b') *• (ri', m") = b' e (TI', m") = b' <>• z" 

caractérise un nouveau 0'-COCYCLE STRICT : 

z' = (TT, m') = (TI' = ( i y 0 ) , m' = (m'cx)) e Z§.(G', T) = Z 2 ( F ) 

La condition : 

(206) z = (r|, n) = (1, b) * (r|, m) = b o (r|, m) = b o z 

caractérise alors une 8-COCHAINE GENERALISEE : 

z" = (r|, n) = (ti = (rio), n = (no,p)) € C ^ G , D 

pour laquelle les conditions (203), (204), (205) et (206) montrent immédiatement 
qu'elle constitue un prolongement du nouveau S'-COCYCLE STRICT : 

z' = ( T i \ m ' ) € Z 2 ( F ) 

Le Lemme 6-4 de [61 entraîne alors la relation : 

(207) T e [z] = Te[(l, b) . (r\, m)] = ô|(b). T 9[(il , m)] = ô|(b). T e [z] 

et comme la Définition 7-2 de [6J montre que la condition : 
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z = (ti, m) e Z ^ G , T) 

entraîne la relation : 

Te[z] = 1 

il en résulte la relation : 

(208) T e [z ]=8^(b) 

Ainsi, compte tenu des conditions (198) et (199), le O-COCYCLE STRICT 

z' = (r| ', m') e Z Q . ( G ' , T) admet pour prolongement la 9 - C O C H A I N E 

GENERALISEE : z = (t|, n) G Cg(G, O, vérifiant la condition : 

(209) T e [z] = ô|(b) = f* = / 3 (f) e B J ( G , X) 

de sorte que le Théorème 6-3 montre que le 8'-3-COCYCLE t' = ( t ' j ^v ) est un 

3-COCYCLE DE TEICHMULLER qui détermine la CLASSE DE 

TEICHMÛLLER : 

T 3[z'] = î ' € H | - ( G " , Hg.(G\ O) = H § - ( G " , XG') 

du COCYCLE STRICT: 

z' = (r]\m')e [ Z J ( G ' , T)][G] 

Pour la classe de cohomologie stricte : 

Ç' = T ' e [ H j . ( G ' , D ] G 

le Corollaire 6-4 entraîne alors la relation : 

(210) ï 3 [ £ ] = T 3 [z '] = î ' e Ker î 3 C H J . ( G " , H§.(G\ T ) ) 

A 

En particulier, cette relation (210) montre que le NOYAU Ker / 3 de 

l 'HOMOMORPHISME D'INFLATION ? 3 est contenu dans l'image de 

l'ARPLICATION DE TRANSGRESSION T 3. 
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Les deux "inclusions" qui viennent d'être démontrées achèvent la preuve de 

la partie (b). 

Tout élément de Vintage de l'APPLICATION DE RESTRICTION 72 est de 

la forme : 

pour un G'-COCYCLE STRICT : 

z' = (r,', m') = (TÏ = ( r i o ) , m' = (m' 0 > x ) ) e Z§.(G', T) = Z 2 ( F ) 

obtenu comme la "restriction" : 

(211) z' = r 2 (z) 

d'un 6-COCYCLE STRICT : 

z = (ti, m) = (il = ( l ia ) , m = (m a > p)) e Z§(G, D = Z2(P) 

pour lequel la Définition 7-2 de [6_] donne la relation : 

(212) T 0[z] = 1 

et qui constitue naturellement un prolongement du 9'-COCYCLE STRICT 

z' = (Tï, m'). 

Comme le 8"-3-COCYCLE neutre : 

t" = ( t 'Vv) = 1 e Z ^ G " , H°(G', D) = Z|-(G", XG) 

vérifie alors automatiquement les conditions : 

(105") T e [z] = l = t " * et (106") / 3(t") = t "*e B^(G, X) 

le Théorème 6-3 montre que le 8"-3-COCYCLE neutre t" = ( t ' \ u , v ) = 1 est un 

3-COCYCLE DE TEICHMULLER qui détermine la CLASSE DE 

TEICHMÛLLER neutre : 

T 3[z] = ? = 1 e H~\.(G", HJj.(G', D) = H3.,(G", XG') 

du COCYCLE STRICT z' = (T|', m'), et par suite le Corollaire 6-4 entraîne la 

relation : 

(213) 73[Ç'] = T 3[z] = ? = 1 € Hj..(G", HJj,(G\ D) 

7 0 



En particulier, cette relation (213), montre que l'image de l'APPLICATION 

DE RESTRICTION 7 2 est contenue dans le "NOYAU" Ker T 3 de 

T APPLICATION DE TRANSGRESSION T3, constitué par l'image réciproque : 

KerT 3 = (T3)-
1(l) 

par l'application t 3 de l'élément neutre 1 du groupe abélien 

^ . . ( G " , He-(G\ T)). 

Réciproquement, on considère une classe de cohomologie stricte : 

Ç = 7'e [ H § . ( G \ r ) ] G 

déterminée par un 6'-COCYCLE STRICT : 

z' = (iï ,m')€ [Z%(G1, D][G1 

et vérifiant la condition : 

(214) Ç'€ KerT 3 

Compte tenu de la caractérisation (194), qui montre que la condition : 

T 3K
,]=T3[z'] = î = l e H ^ C G - . X G 1 ) 

équivaut à la condition : 

t = ( t ^ , v ) e B^(G",XG') 

qui entraîne automatiquement la condition (106), le Théorème 6-3 montre que la 

condition (214) s'exprime par le fait que le 6-COCYCLE STRICT z' = (r|', m') 

admet au moins un prolongement constitué par une 0 - C O C H A I N E 

GENERALISEE (ou un 8-COCYCLE STRICT) : 

z' = (îi, n') = (TI = (Tla) , n' = (n' a,p)) e C § ( G , T) 

du groupe G dans l'anneau-groupe T, pour laquelle il existe au moins un 

6"-3-COBORD : 

(215) t = ( t X , U ( V ) e B^..(G", H§.(G', O ) = b J . ( G " , XG') 
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dont l'inflation : 

/ 3(t) = t* = (tVp.y) e B^(G, T) = Bj(G, X) 

vérifie la condition : 
(105) T e [z '] = t* 

La condition (215) s'exprime par l'existence d'une 2-cochaîne spéciale : 
c = (cx > u) € C2(G", XG') 

vérifiant la condition : 

(216) t = ( t ^ , v ) = Sj..(c-l) 

et par inflation, il en résulte la 2-cochaîne spéciale : 
(217) /2(c) = c* = (cVp) e C2(G, XG') 
pour laquelle la condition de normalisation de la 2-cochaîne spéciale c = (c j^ ) , 
montre que par restriction, la 2-cochaîne spéciale : 

(218) r2(c*) = c' = (c' 0 i T) = (c*a,x) e C 2 (G', XG') 
est la 2-cochaîne spéciale neutre, qui vérifie la condition : 

(219) C'O.T = c* A ,T = 1 pour tout (a, T ) e G ' 2 

Par inflation, la condition (216) donne la condition : 
t* = (t*a,p,Y) = o|(c*-1) 

c'est-à-dire la relation : 

(220) Ô^(c*). t* = 1 e C 3 (G, XG") c C 3 (G, X) 

La condition : 

(221) z = (il, m) = (1, c*) * (n, n') = (1, c*) * z ' 
caractérise une 8-COCHAINE GENERALISEE : 

z = (r|, m) = (r| = (T| a ) , m = (m(a,p)) e C|(G, T) 

pour laquelle le Lemme 6-4 de [6J entraîne alors la relation : 

Tefz] = T 0 [ ( l , c*) * (ti, n')] = Sj(c*). T 0 [ z ' ] 

c'est-à-dire, compte tenu de la condition (105) et de la relation (220), la relation : 

(222) T e [z] = 1 e Z|(G, X) C C3(G, X) 

qui, compte tenu de la Définition 7-2 de [6J, assure l'existence du 8-COCYCLE 

STRICT : 

z = (n, m) = (ri = (Tla), m = (ma,p)) e Z§(G, T) = Z 2 (P ) 

7 2 



qui détermine la classe de cohomologie stricte : 

Ç= z e H § ( G , 0 

Puisque la 0-COCHAINE GENERALISEE z ' = (r| , n') est un 

prolongement du G'-COCYCLE STRICT z' = ( T J \ m'), les conditions (219) et 

(221) entraînent immédiatement que le G-COCYCLE STRICT z = (r), m) est 

également un prolongement du G'-COCYCLE STRICT z' = (r | \ m'), ce qui 

donne, par "restriction", la relation : 

z' = r 2 (z) 

et par suite la relation : 

(223) = = 7 2 U 1 = ^2tél 

En particulier, cette relation (223) montre que le "NOYAU" Ker t 3 de 

l'APPLICATION DE TRANSGRESSION T 3 est contenu dans l'image de 

1*APPLICATION DE RESTRICTION 72. 

Les deux dernières "inclusions" qui viennent d'être démontrées achèvent la 

preuve de la partie (a), ce qui termine la démonstration. 

THEOREME 7-2 - Pour des DONNEES DE BASE : 

{P = ( G , T, G) ; G ' } 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = ( G , T, G) et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G ' du groupe G , qui déterminent le PSEUDO-MODULE 

P' = { G ' , T, Q')et le GROUPE QUOTIENT Q = G " = G / G ' , et qui vérifient la 

CONDITION DE SPEISER : 

(S) Hl (F) = H j . ( G \ 0 = { l } 

avec les notations précédentes, il existe une "suite exacte fondamentale" de la 
forme : 

{1} — 4 h2,.(G", Hj . (G' , r» - 4 H§(G, D [Hg.(G\ T)]G 

~ A 

-U Hj*..(G", Hg.(G',0) H|(G, T) 
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en ce sens que : 

(a) Pour /'action réalisée par l'OPERATEUR D'INFLATION 12, le 

groupe abélien H0..(G", HQ.(G', O ) opère librement sur l'espace Hg(G, T ) . 

(b) Sur le SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE : 

H ^ ( G , r ) = H2(P) 

du P S E U D O - M O D U L E P = ( G , T , 6), la relation d'équivalence canonique 

associée à l ' A P P L I C A T I O N D E R E S T R I C T I O N 72 coïncide avec la relation 

d'équivalence dont les classes d'équivalence sont les orbites pour /'action du 

groupe H § . . ( G " , H § . ( G \ T ) ) réalisée par l'OPERATEUR D'INFLATION T 2, 

[ce qui signifie également que /'image de l'application r 2 coïncide avec 

/ 'ensemble quotient de l'espace H Q ( G , T ) par / 'action du groupe 

Hl«(G", H ^ . ( G ' , T ) ) réalisée par /'opérateur 72 ] . 

(c) L'image de l'APPUCATION DE RESTRICTION 72, dans l'ESPACE : 

[ H | ( G \ n G 

des CLASSES D'EXTENSIONS Q-NORMALES, coïncide avec le "NOYAU" 

Ker T 3 de l'APPLICATION DE TRANSGRESSION T3 , constitué par /'image 

réciproque : Ker t 3 = ( t 3 ) 1 ( 1 ) par /'application t 3 Je /'élément neutre 1 du 

groupe abélien H J « ( G " , H § . ( G ' , O ) . 

(d) L'image de l'APPUCATION DE TRANSGRESSION T3 coïncide avec 

le NOYAU Ker /3 de l'HOMOMORPHISME D'INFLATION /3, qui est un 

morphisme de groupes abéliens. 
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PREUVE - La conjonction du Lemme 5 - 4 et du Lemme 7 - 1 entraîne 

immédiatement la démonstration. 

THEOREME 7-3 - Pour des DONNEES DE BASE : 

{ P = ( G , T , 6 ) ; G ' } 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = ( G , I \ 6 ) et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE 

P ' = ( G ' , T , 6 ' ) et le GROUPE QUOTIENT Q = G " = G / G ' , et qui vérifient la 

CONDITION DE SPEISER : 

(S) H i ( P ) = hJ.(g\ o = {i} 

avec les notations précédentes, il existe une "suite exacte fondamentale" de la 

forme : 

{ 1 } > Hj. .(G", H§.(G \r)) -U Exte(G, Y) [Exte<G\ T ) ] G 

~ A 

-U H^ . (G" , H§.(G \r)) - h H | ( G , T ) 

en ce sens que : 

(a) Pour /'action réalisée par l'OPERATEUR D'INFLATION 12, le 

groupe abélien HQ.. (G", Hg.(G\ Y)) opère librement sur l'espace Exte(G, T). 

(b) Sur l'ESPACE DES CLASSES DE 9-EXTENSIONS : 

Ext E (G, T ) 

de l'anneau-groupe Y par le groupe G , la relation d'équivalence canonique 

associée à l'APPLICATION DE RESTRICTION ? \ coïncide avec la relation 

d'équivalence dont les classes d'équivalence sont les orbites pour l'action du 

groupe Hj . . (G", HQ.(G' , T ) ) réalisée par l'OPERATEUR D'INFLATION 12, 

[ce qui signifie également que /'image de l'application r 2 coïncide avec 
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/ 'ensemble quotient de l'espace Ex t e (G , T) par / 'action du groupe 

H^(G" , H§.(G\ D) réalisée par /'opérateur Itf. 

(c) L'image de l'APPLICATION DE RESTRICTION 7% dans l'ESPACE : 

[Ext e (G\ 

des CLASSES D'EXTENSIONS Q-NORMALES, coïncide avec le "NOYAU" 

Keitide l'APPLICATION DE TRANSGRESSION T 3 identifiée à 

l'APPLICATION CLASSE DE TEICHMULLER, constitué par / ' i m a g e 

réciproque : Ker t 3 = ( t 3)~ 1(0 par /'application t 3 de /'élément neutre 1 du 

groupe abélien Y\\«{G", HJj.(G\ O ) . 

(d) L'image de l'APPUCATION DE TRANSGRESSION T3 identifiée à 

l'APPLICATION CLASSE DE TEICHMULLER, coïncide avec le NOYAU 

A A 

Ker/3 de l'HOMOMORPHISME D'INFLATION /3 , qui est un morphisme de 

groupes abéliens. 

PREUVE - Compte tenu de la condition (8) qui résulte du Théorème 4-6 de [7J, 

l'interprétation du Théorème 7-2 achève la démonstration. 

REMARQUE 7-4 - Pour établir l'existence de la "suite exacte fondamentale" 

du Théorème 7-2 ou du Théorème 7-3, la méthode utilisée donne une 

démonstration directe ou "à la main", sans utilisation de suite spectrale. 

8. LES SUITES EXACTES EN HAUTES DIMENSIONS. 

On se propose de généraliser la Propriété (C) de l'Introduction, dans le cas 

des "hautes dimensions", c'est-à-dire pour les dimensions m > 3. 

THEOREME 8-1 - Pour des DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 6 ) ; G'} 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G' du groupe G qui déterminent le PSEUDO-MODULE 
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P' = ( G ' , T, 6 ' ) et le GROUPE QUOTIENT Q = G ' = G / G ' , et pour un entier 

m ^ 3 , vérifiant la condition : 

H"(P') = HQ.(G', D = { 1 } pour 0 < n < m 

il existe une suite exacte de la forme : 

A î A A A 

{ 1 } — • Hgî.(G", H § , ( G \ 0 ) - 1 ^ Hf(G, T) I™> [H«Î(G', T)]G 

A A 

^ Hgî.+ 1(G", Hg.(G\r)) ^ H f + 1 ( G , O 

dans laquelle r m est l'HOMOMORPHISME DE RESTRICTION, dans laquelle 

î m et î m + i sont les HOMOMORPHISMES D'INFLATION et dans laquelle 
A 

t m + i est un HOMOMORPHISME déterminé par la TRANSGRESSION en 

cohomologie abélienne. 

PREUVE - Le Théorème 2-4 montre qu'il suffit d'appliquer la Propriété (C) de 

l'Introduction, c'est-à-dire le Théorème 2 page 129 de [13J, au G-MODULE 

CENTRAL X = ( G , X, 6 ) = X 0 associé au PSEUDO-MODULE P = ( G , T, 0 ) et 

au G'-MODULE CENTRAL X' = ( G ' , X, 0 ) = X 0 - associé au PSEUDO­

MODULE P' = ( G ' , T, 6 ' ) , ou déduit du G-module X par restriction au sous-

groupe distingué G ' du groupe G , ce qui achève la démonstration. 

REMARQUE 8-2 - Contrairement aux démonstrations directes ou "à la main" 

de l'existence de la "suite exacte" en basse dimension et de la "suite exacte 

fondamentale" en dimension deux, en "hautes dimensions" c'est-à-dire en 

dimensions m > 3, la démonstration de l'existence de la suite exacte du Théorème 

8-1 repose sur le Théorème 2 page 129 de 113]. dont la démonstration utilise 

explicitement la fameuse SUITE SPECTRALE DE HOCHSCHILD-SERRE. 

9. EXEMPLES ET APPLICATIONS. 

La très grande variété des exemples potentiels, résulte de la possibilité 

d'appliquer chacun des Théorèmes précédents à la multiplicité des choix possibles 

des DONNEES DE BASE : 
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{P = (G, r , 9 ) ; G'} 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 9 ) arbitraire et un SOUS-

GROUPE DISTINGUE G' quelconque du groupe G. 

En effet, pour avoir une première idée de cette très grande variété des 

exemples potentiels, il suffit d'examiner les énoncés et les interprétations de 

chacun des Théorèmes obtenus en choisissant un PSEUDO-MODULE 

P = (G, T, 9 ) de l'un des types de la liste des exemples de PSEUDO-MODULES 

donnée dans les Exemples 3-2 de [fi], ce qui est laissé aux soins du lecteur. 

D convient néanmoins de préciser quelques particularités. 

Le "cas classique des G-modules" correspond au cas dans lequel le 

PSEUDO-MODULE P = (G, T, 9 ) représente canoniquement un G-module M, 

ce qui est obtenu en identifiant canoniquement le groupe abélien M à Vanneau-

groupe : 

r = [V ; M] = M = I(M) = [Z[M] ; M] 

et la structure du G-module M déterminée par le morphisme de groupes 

9 € Mor[G, Aut(M)] au "caractère collectif" R E A L I S A B L E 

9 G 31 (G, T) = Mor[G, AuteOT)] du groupe G dans l'anneau-groupe T = M . 

Dans ce cas, les Exemples (b) du paragraphe 9 de [&] montrent que la 

9-COHOMOLOGIE CENTRALE H J ( G , M) du groupe G dans l'anneau-groupe 

M , identifié au groupe abélien M, est caractérisée par la cohomologie abélienne 
ordinaire : 

H J ( G , M ) = HQ(G, M ) = H * ( G , M ) 

du G-module M = M E et que la 9 - C O H O M O L O G I E N O N A B E L I E N N E 

H Q ( G , M) du groupe G dans l'anneau-groupe M, identifié au groupe abélien M, 

est déterminée par une identification canonique : 

ïïg(G, M) = Hj(G, M) = Hg(G, M) = H2(G, M) 
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Ainsi, dans le "cas classique des G-modules" 9 toutes les "SUITES 

EXACTES" des Théorèmes précédents deviennent alors de véritables SUITES 

EXACTES DE GROUPES ABELIENS. 

En particulier, le Théorème 3-5, le Théorème 4-3, le Théorème 7-2 et le 

Théorème 8-1 donnent alors les SUITES EXACTES DE HOCHSCHILD-SERRE 

classiques pour les G-modules. 

D'une part, ces résultats montrent bien que la théorie précédente des SUITES 

EXACTES DE HOCHSCHILD-SERRE EN COHOMOLOGIE NON 

ABELIENNE constitue une généralisation complète de la théorie classique des 

SUITES EXACTES DE HOCHSCHILD-SERRE, relative au "cas particulier des 

G-modules". 

D'autre part, Y interprétation de la "suite exacte fondamentale" du 

Théorème 7-3, à l'aide de l'ESPACE Ext 0 (G, T) , DES CLASSES DE 

0-EXTENSIONS de l'anneau-groupe T par le groupe G et de l'ESPACE 

[Ext 0 <G\ T ) ] G des CLASSES D'EXTENSIONS Q-NORMALES, donne de 

nouveaux résultats, même en se limitant au "cas particulier classique des G-

modules". 

Plus généralement les Exemples (b) du paragraphe 9 de [61 montrent que 

dans le "CAS ABELIEN", c'est-à-dire dans le cas où l'anneau-groupe T = [V ; M] 

est ABELIEN, ce qui signifie qu'il vérifie la condition : 

Zg(r) = X = M = Gr(T) 

équivalente à la condition : 

Gr(T) = M C Z(V) = Z[ An(T)] 

alors, il n'y a pas d'obstruction et tout PSEUDO-MODULE P = (G, T, 9) est 

déterminé simplement par un "caractère" quelconque 0 € Mor[G, Aut(T)] du 

groupe G dans l'anneau-groupe ABELIEN T = [V ; M], de sorte qu'il existe 

également une identification canonique : 

îïg(G, D = fi2(G, D = H*(G, X) = H2(G, X) 

Ainsi, dans le "CAS ABELIEN", toutes les "SUITES EXACTES" des 

Théorèmes précédents deviennent alors de véritables SUITES EXACTES DE 

GROUPES ABELIENS. 

Après ces deux classes d'exemples constituées par le "cas particulier 

classique des G-modules" et par le "CAS ABELIEN", il convient de mentionner 

l'existence de deux autres vastes classes d'exemples désignées respectivement par 

le "CAS DES GROUPES" et par le "CAS DES ANNEAUX". 
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Compte tenu des Exemples 3-2 de [6J, le "CAS DES GROUPES" est obtenu 

lorsque le PSEUDO-MODULE P = (G, I \ 6) est choisi de façon à ce que Vanneau-

groupe r= [V ; M] coïncide avec l'anneau-groupe : 

M = I(M) = [Z[M] ;M] 

canoniquement associé à un groupe M quelconque. 

Compte tenu des Exemples 3-1 de [6J, le "CAS DES ANNEAUX" est obtenu 

lorsque le PSEUDO-MODULE P = (G, T, 9 ) est choisi de façon à ce que l'anneau-

groupe r= [V ; M] coïncide avec l'anneau-groupe : 

V = 3(V) = [V;V*] 

canoniquement associé à un anneau V quelconque. 

Naturellement, ces quatre vastes classes d'exemples n'épuisent pas la totalité 

des choix possibles d'exemples potentiels. 

En effet, le "CAS GENERAL" correspond évidemment au cas obtenu lorsque 

l'anneau-groupe T = [ V ; M] est quelconque, ce qui laisse une grande liberté dans 

le choix d'un anneau V tout à fait arbitraire et ensuite dans le choix du 

"paramètre" constitué par le groupe M, assujetti à la seule condition d'être un 

sous-groupe intermédiaire : {1} C M C V*. 

Cette grande liberté permet, par des choix convenables, de se placer dans de 

nombreux cas particuliers classiques ou non [tels que ceux des Exemples 3-4 de [fi] 

relatifs aux groupes d'automorphismes de certains anneaux], dont l'examen est 

laissé aux soins du lecteur. 

Par exemple, le "cas extrême" obtenu en choisissant : M = V*, correspond 

naturellement au "CAS DES ANNEAUX" déjà rencontré, mais l'autre "cas 

extrême" obtenu en choisissant : M = {1}, correspond au "CAS DES ACTIONS 

DE GROUPES" dans lequel le PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) est déterminé 

par un groupe G, un anneau-groupe r = [V ; {1}] uniquement déterminé par 

l'anneau V et un "caractère collectif automatiquent REALISABLE : 

6 G JVt(G, T) = Mor[G, A u t e O = Mor[(G, Aut(0] = Mor[G, Aut(V)] 

du groupe G dans l'anneau-groupe T, qui coïncide simplement avec un morphisme 

de groupes : 0 € Mor[G, Aut(V)], du groupe G dans le groupe des 

automorphismes de l'anneau V, qui caractérise bien une "action du groupe G sur 

l'anneau V quelconque". 

Il pourrait être intéressant d'examiner la traduction et Y interprétation des 

Théorèmes généraux précédents dans les divers cas particuliers qui viennent d fêtre 

évoqués. 
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Dans le cadre non nécessairement abélien des PSEUDO-MODULES, qui 

généralise le "cas classique des G-modules" et qui englobe en particulier à la fois 

le "CAS DES GROUPES" et le "CAS DES ANNEAUX", l'existence de la "suite 

exacte fondamentale" du Théorème 7-2 et son interpétation par la "suite exacte 

fondamentale" du Théorème 7-3, semblent constituer les résultats les plus 

intéressants, puisqu'ils généralisent, aux EXTENSIONS Q-NORMALES et à une 

COHOMOLOGIE NON ABELIENNE, les propriétés classiques relatives aux 

algebres Q-normales et à la cohomologie galoisienne. 
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