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EXTENSIONS Q-NORMALES

Michel HACQUE

Institut de Mathématiques et Informatique de I'L.S.M.
Université Claude Bernard - LYON I
69622 VILLEURBANNE, France

INTRODUCTION

La théorie classique des algébres Q-normales résulte essentiellement des
travaux de O. TEICHMULLER sur la théorie de Galois non commutative [18],
qui ont ét€ repris et complétés par S. EILENBERG et S. Mac LANE a l'aide des
techniques de la Cohomologie Galoisienne [3], et qui ont été interprétés par
G. HOCHSCHILD et J.P. SERRE dans le cadre de la théorie de la Cohomologie
des extensions de groupes (voir pages 130 & 132 de [11]) au moyen de l'une des
SUITES EXACTES DE HOCHSCHILD-SERRE.

Etant donnés un corps commutatif F et un groupe fini d'automorphismes :
Q C Aut(F), qui déterminent le corps des invariants E = FQet par suite I'extension

galoisienne : E C F, de groupe de Galois Gal[F : E] = Q C Aut(F), on rappelle

qu'une F-algébre centrale simple de rang fini A est une ALGEBRE
Q-NORMALE si l'extension :
ECA

est galoisienne, c'est-a-dire si elle vérifie la condition :
E = AGal[A : E]

qui est équivalente ici au fait que le morphisme de groupes de restriction :
Gal[A:E]— Gal[F:E] =Q
est surjectif, ce qui signifie que fout automorphisme A € Q C Aut(F) admet au

moins un prolongement constitué par un automorphisme s € Gal[A : E] C Aut(A).

Puisque S. EILENBERG et S. Mac LANE ont montré dans le Théoré¢me
5-4 de [3] que cette propriété de Q-NORMALITE ne dépend que de la classe de
similitude [A] de l1a F - algeébre centrale simple de rang fini A, représentée par un
élément du groupe de Brauer Br(F) du corps F, il en résulte que 1'étude classique



des ALGEBRES Q-NORMALES se raméne au cas ou l'algebre A est un
<< produit croisé >> .
Plus précisément, il est possible de considérer un corps L et des extensions
galoisiennes de degrés finis :
ECL et FCL

de groupes de Galois finis :
Gal[L:E]=G C Aut(l) et Gal[L : F]=G' C Aut(L)
de sorte que le groupe G' est un sous-groupe distingué du groupe G, vérifiant :
Gal[F : E] =Q =G/G'
pour lesquels il est possible de supposer que la F - algébre centrale simple de rang
fini A est le produit croisé au sens de E. NOETHER :
A=L,G, )
du corps L par le groupe d'automorphismes G'C Aut(L) au moyen d'un "systéme
de facteurs” au sens de E. NOETHER : f' = (fg¢) € Z2(G', L*), associé a une

classe de cohomologie :

?' =§'e HXG', L¥)
Il existe alors une EXTENSION de la fofme :
LCA=(0L,G,f)
dans laquelle le produit croisé A = (L, G', f') est construit & partir d'un sous-
groupe distingué G' du groupe d'automorphismes G = Gal[L : E] C Aut(L), et le
Lemme 9-1 de [3] montre que pour que l'algebre A soit une ALGEBRE
Q-NORMALE pour le groupe Q = G/G/, il faut et il suffit qu'elle vérifie la

condition suivante : (N) = << Tout automorphisme o € G C Aut(L) admet au

moins un prolongement constitué par un automorphisme s € Aut(A) du produit
croisé A = (L, G, ) >>.

Ainsi, I'étude classique des algébres Q-normales se rameéne essentiellement
a 'étude d'un probléme d'existence de prolongements d’automorphismes dans un
produit croisé au sens de E. NOETHER.

De plus, cette observation entraine facilement que la caractérisation de la
Q-NORMALITE classique au moyen de la condition (N) est susceptible d'une
généralisation naturelle obtenue en remplagant les produits croisés classiques au
sens de E. NOETHER par des PRODUITS CROISES MIXTES quelconques, dont
la théorie a été présentée dans [3], ce qui conduit 3 1'étude des EXTENSIONS
Q-NORMALES, qui est l'objet du présent travail.



Une premiére motivation de cette généralisation et de cette étude résulte des
remarques suivantes.

Avec les notations introduites, les résultats de S. EILENBERG et S. Mac
LANE relatifs a la Q-NORMALITE classique et tels qu'ils ont été€ interprétés par
G. HOCHSCHILD et J.P. SERRE, établissent principalement que pour que
l'algébre produit croisé A = (L, G', ') soit une ALGEBRE Q - NORMALE pour
le groupe Q = G/G', il faut et il suffit que sa classe :

A

f'=§e HXG', L%
soit invariante pour l'action du groupe G sur le groupe de cohomologie
galoisienne H2(G', L*), c'est-a-dire qu'elle vérifie la condition :

E'e [HXG', LIS
pour le groupe d'invariants qui figure dans la SUITE EXACTE DE

HOCHSCHILD-SERRE :
(0) — HX(G/G', F*) —2 HYG, L*) -2, [H2(G', L¥)]G

B, H3(G/G, F*) —35 H3(G, L*)
associée au sous-groupe distingué G' du groupe G et dans laquelle les morphismes
admettent des interprétations simples, qui montrent en particulier que la
transgression t3 coincide avec I'APPLICATION CLASSE DE TEICHMULLER.

Ce petit préambule montre que I'étude de la Q-NORMALITE classique
repose sur le phénomene de l'existence de liens étroits entre des problemes
d'existence de prolongements d’automorphismes dans des produits croisés
classiques au sens de E. NOETHER et l'interprétation en cohomologie
galoisienne de certains termes et de certains morphismes d'une SUITE EXACTE
DE HOCHSCHILD-SERRE.

On se propose de montrer que ce phénomeéne est un cas particulier d'un
phénomene analogue qui se produit dans un contexte infiniment plus général
obtenu en remplagant les produits croisés classiques au sens de E. NOETHER par
des PRODUITS CROISES MIXTES quelconques, ce qui conduit aux
EXTENSIONS Q-NORMALES étudiées ici , et en remplagant la cohomologie
galoisienne par la COHOMOLOGIE NON ABELIENNE DES PSEUDO-
MODULES, dont la théorie a été présentée dans le DIPTYQUE constitué par les
deux articles [4] et [5], et dans sa PREMIERE ANNEXE [6].

Pour atteindre cet objectif, on utilisera deux étapes.



La "premiére étape” est constituée par le présent travail consacré a 1'étude
des EXTENSIONS Q-NORMALES, qui généralisent la notion classique d'algébre
Q - normale, comme cela vient d'étre expliqué.

La "second étape”, qui complete naturellement la premiére, est constituée par
un travail ultérieur [7] dans lequel on généralise les SUITES EXACTES DE
HOCHSCHILD-SERRE dans le cadre de la COHOMOLOGIE NON ABELIENNE
DES PSEUDO-MODULES, ce qui permet en particulier d'obtenir des
interprétations tout a fait analogues 2 celles obtenues dans le cas classique des
algébres Q-normales.

Tout d'abord, dans le présent travail, 'analyse de la situation classique
réalisée par les Exemples 2-4, la Proposition 2-5 et les Remarques 2-6, dégage les
idées directrices qui conduisent 2 la Définition 3-2 des EXTENSIONS
Q-NORMALES, de sorte que les Exemples 3-3 montrent bien qu'elles constituent
des généralisations des algébres Q - normales.

Ensuite, pour des DONNEES DE BASE :

{P=(G,T,0);G)
constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6) et un SOUS-GROUPE
DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE
P'= (G, T, 0" et le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G', on commence par

établir le Théoreme 4-7 qui assure l‘existence d'actions naturelles du groupe G sur

A
les groupes abéliens H(P') de COHOMOLOGIE CENTRALE et sur le SECOND

ESPACE ﬁz(P') DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE.

Ces résultats permettent la formulation du Théoréme 5-3 qui donne la
caractérisation de I'ESPACE DES CLASSES D'EXTENSIONS Q-NORMALES
comme un ESPACE D'INVARIANTS :

[H2(P)]C = [H2(G', DIC = [Extg (G, DI

ce qui généralise la caractérisation classique, rappelée ci-dessus, par la condition :

£'e [HX(G', L*)]G, dans le cas des algébres Q - normales.
Le Théoreme 5-4 complete I'étude de 'action du groupe G sur le SECOND

ESPACE H2(P) = HZ(G', T) DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE, qui est

illustrée par les Exemples 5-5.



La caractérisation des EXTENSIONS Q-NORMALES, obtenue dans le
Théoréme 5-3 se présente sous une forme synthétique, qu'il convient de compléter
par des “caractérisations techniques”, obtenues dans le Théoréme 6-2, et qui sont
indispensables dans les applications.

Il convient de remarquer que toutes les propriétés précédentes sont obtenues,
sans aucune hypothése particuliére, dans un contexte trés général "non
nécessairement abélien” qui englobe en particulier a la fois le "cas des groupes”
et le "cas des anneaux” .

Comme la richesse de la cohomologie galoisienne résulte essentiellement du
THEOREME DE A. SPEISER [16] qui entraine que tout corps L et tout groupe
fini d'automorphismes : G C Aut(L), vérifient la condition :

HI(G, L¥) = (1)
pour obtenir des propriétés intéressantes des EXTENSIONS Q-NORMALES,
on est amené A généraliser la condition précédente sous la forme de la CONDITION
DE SPEISER :

(S) HI®) = (1)
dont on montre d'abord, dans le Théoréme 7-3, qu'elle constitue une Condition
Nécessaire et Suffisante d'unicité des prolongements d'automorphismes "a
automorphisme central intérieur prés”.

Sous cette CONDITION DE SPEISER (8), 1'étude technique et fastidieuse
des COCYCLES DE TEICHMULLER est indispensable pour obtenir le Théoréme
8-8, qui sert de base A la démonstration du Théor¢me 8-9, qui établit enfin
I'existence de ' APPLICATION CLASSE DE TEICHMULLER :

Ty 1172161 — H.(G", XO)

ainsi que ses diverses caractérisations.

Ce résultat fondamental de la "premiére étape” constituée par le présent
travail, se trouve 2 la base de 1a "seconde étape” constituée par un travail ultérieur
[7], dans lequel on généralise les SUITES EXACTES DE HOCHSCHILD-SERRE
dans le cadre de la COHOMOLOGIE NON ABELIENNE DES PSEUDO-
MODULES.

1. PRELIMINAIRES.
Dans l'Introduction, on a expliqué rapidement les raisons pour lesquelles la
théorie classique des algébres Q-normales (voir [18], [3] et [11] pages 130 a 132)



se ramene essentiellement a I'étude d'un probléme d'existence de prolongements
d’automorphismes pour une extension de la forme :
LCA=(L,G,f)
dans laquelle le produit croisé classique au sens de E. NOETHER :
A=(L,G,f)
est déterminé par un corps L, un groupe fini d'automorphismes G CC Aut(L), un

sous-groupe distingué G' du groupe G et un "systéme de facteurs” au sens de

E.NOETHER : f = (fg,1) € Z2(G', L*), associé 3 une classe de cohomologie :

A
f'=E&e HXG, L¥)

On se propose d'étudier le probléme analogue dans un contexte infiniment
plus général obtenu en remplagant les produits croisés classiques au sens de
E. NOETHER par des PRODUITS CROISES MIXTES quelconques, dont la
théorie a été€ présentée dans [3], ce qui revient & remplacer 'extension de la forme :
L C A, par une EXTENSION DISTINGUEES D'ANNEAUX-GROUPES, au

sens de [3].

Dans la suite, on utilise donc la terminologie et les notations introduites dans
[4], [3] et [6], (et auxquels il est conseillé de se reporter pour un exposé détaillé).

On rappelle néanmoins la terminologie et les notations de base, ainsi que
quelques résultats utiles.

Pour les raisons exposées dans l'Introduction de [4], on a été amené a
considérer de nouveaux objets appelés des ANNEAUX-GROUPES.

Un anneau-groupe I' est un couple I' = [V ; M] constitu€ par un anneau V et
un groupe M qui est un sous-groupe M C V* du groupe multiplicatif V* des
éléments inversibles de I'anneau V.

Pour deux anneaux-groupes I' = [V ; M] et I'" = [V' ; M'] I'ensemble
Hom(I', I') des morphismes d’anneaux-groupes :

f:I'—1TI"
est constitué par les morphismes d'anneaux f € Hom(V, V') qui vérifient :
f(M) C M, c'est-a-dire qui induisent un morphisme de groupes, noté également
f e Mor[M, M'].

Naturellement, ces conditions caractérisent une catégorie 8 appelée la
CATEGORIE DES ANNEAUX-GROUPES.

En particulier, pour tout anncau-groupe I' = [V ; M] le groupe des
automorphismes Aut(I) est caractérisé par la condition :



Aut(l') = Stab[Aut(V) ; M]
c'est-2-dire constitué par les automorphismes d'anneaux fe Aut(V), qui
stabilisent M, c'est-a-dire qui induisent sur M un automorphisme de groupes
noté également f € Aut(M).

Tout anneau-groupe I' = [V ; M] détermine /'anneau sous-jacent V = An(I'),
le groupe sous-jacent M = Gr(I') et le centre-groupe X = Zg('), qui est le groupe
abélien caractérisé par la condition :

X =ZgT) =Gr(I") nZ[An(I)] =M N Z(V)
dans laquelle Z(V) désigne I'anneau centre de 1'anneaun V.

La Proposition 2-4 de [4] établit I'existence d'un diagramme commutatif et

exact canonique :

(1} ——> Zg(T) —— Gr() — s Aut() — 1 Aute(T) —> {1}
(1) r
o

Aut[Zg(D)]
dans lequel o est le morphisme de groupes qui, & tout a € M = Gr(I'), associe

I'automorphisme intérieur m(a) = < a > de 1'anneau-groupe I' = [V ; M] constitué
par le couple d'automorphismes intérieurs :

<a>y € Auf(V) et <a>pme AutiM)
de la forme : x — axa-1, pour tout x € V ou pour tout x € M, et dont l'image

constitue le groupe d’'automorphismes intérieurs Autj(I'), de sorte que le Lemme
2-2 de [4] montre I'existence d'une suite exacte canonique :

) (1) —> Aug(D) —> Aut(T) —1s Aute(D) — {1)

qui caractérise le groupe des classes d'automorphismes extérieurs Aute(I),
appelé également plus simplement le groupe des automorphismes extérieurs de
I'anneau-groupe I'.

En adoptant une terminologie qui généralise les notions de "Kollektiv-
charakter” et de "Charakter” au sens de R. BAER (p. 377 de [2]), un groupe G et
un anneau-groupe I" déterminent 1'ensemble pointé :

M = M(G, I') = Mor[G, Aute(T)]
des "caractéres collectifs” du groupe G dans l'anneau-groupe I', et aussi
I'ensemble pointé :
Mor[G, Aut(IN]
des "caractéres” du groupe G dans I'anneau-groupe I'.

Avec la terminologie et les notations de [4], [3] et [§] on rappelle rapidement

les propriétés suivantes.



A
Le Lemme 4-5 de [4] établit que le groupe C1(G, T') des 1-cochaines
généralisées faibles de G dans I" opére @ gauche par une action » sur l'ensemble

A
C2(G, I') des 2 - cochatnes généralisées de G dans I” et le Théoreme 4-8 de [4]

montre que les orbites qui constituent les “classes de cohomologie faible” du
groupe G dans 'anneau-groupe I', sont exactement les fibres :

A
C3(G, D) =1 1(®)

de l'application de projection surjective :

A
x :C2G,IN)— M =M(G, I
au dessus des “caractéres collectifs” 6 € M = M.(G, IN).

A
Le Théoréme 6-5 de [4] montre que le M - ensemble C2(G, T') des 2-
cochatnes généralisées de G dans T, le M, - groupe Z3(G, I') des 3-COCYCLES

A
(CENTRAUX) de G dans T et le troisieme M. - groupe H3(G, T') de la
COHOMOLOGIE CENTRALE de G dans I' sont liés par un diagramme
commutatif de la forme :

A
C%G,T) — T s Z3(G, T

3) % \ @

H2G, ) =~ M(G, ) _Tr, ﬁ3(G, )

dans lequel (A) est le morphisme surjectif de M, - groupes abéliens canonique et

A —
dans lequel les M - applications T, T et T sont respectivement I'APPLICATION
COCYCLE DE TEICHMULLER T, I'APPLICATION CLASSE DE

TEICHMULLER '/I\‘ et 'TAPPLICATION OBSTRUCTION DE TEICHMULLER
T.

Par définition, 1'ensemble R = R (G, I') des "caractéres collectifs”
REALISABLES du groupe G dans l'anneau-groupe I' est l'ensemble pointé
constitué par le NOYAU de I'APPLICATION OBSTRUCTION DE
TEICHMULLER :

R=RG,N=KerT =T"[ ﬁ3(G, =T {?e; 8e M)



De méme, l'espace EZ(G, I') des 2-COCYCLES (GENERALISES)
STRICTS de G dans I' est constitué par le NOYAU de 1'APPLICATION
COCYCLE DE TEICHMULLER :

Z2G, D) =Ker T=T1[ ZXG, 1)1 =T [{lg; Oe M}]
et le Théoréme 7-4 de [4] montre qu'il est muni d'une structure de R - ensemble
caractérisée par une partition de la forme :

@) 226,m- 11 ZG,
e R
au moyen des espaces ’Zg(G, I') des 8 - COCYCLES STRICTS de G dans I,

Le Lemme 8-2 de [4] établit que le groupe EI(G, I') des 1-COCHAINES

(GENERALISEES) STRICTES de G dans I" opére & gauche par une action ¥ sur

I'espace %2(G, I') des 2-COCYCLES STRICTS de G dans I', ce qui détermine
l'ensemble quotient :

) H2G, D= 226,10 [

CYG,I)
appelé le SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE du groupe
G dans l'anneau-groupe I, et le Théoréme 8-6 de [4] montre qu'il est muni d'une

structure de R - ensemble caractérisée par une partition de la forme :

©) 26, 0= 1l #%c.n
fe R

dans laquelle, pour tout “caractére collectif’ REALISABLE6 e R =R (G, ), le

SECOND ESPACE DE 8 - COHOMOLOGIE NON ABELIENNE ﬁg(G, I

du groupe G dans l'anneau-groupe I' est construit comme I'ensemble quotient :

¥ Hye.D= Zia.n /"
CIG, )



de l'espace ES(G, I =Ker Ty des 6-COCYCLES STRICTS de G dans I', par

I'action ' du groupe EI(G, I') des 1 - COCHAINES STRICTES de G dans I
Ces considérations de “cohomologie non abélienne” des anneaux-groupes

servent de base 3 la CLASSIFICATION et 3 la CONSTRUCTION des

EXTENSIONS DISTINGUEES D'ANNEAUX-GROUPES (voir 1a Définition 1-2

de [3]).
Etant donnés deux anneaux-groupes I' = [V ; M] et A = [U ; N] qui

déterminent une EXTENSION :
¢y rca

au sens de la Définition 1-1 de [3], la Définition 1-4 de [5] entraine que toute
EXTENSION DISTINGUEE :

D <A
est caractérisée par I'existence d'une SUITE EXACTE MIXTE de la forme :
(1) (0,1} —T=[V;M]—s A =[U;N]-25G— (1}

qui exprime 4 la fois la condition (II) et la caractérisation du GROUPE
QUOTIENT :

Iv) G =4/ r= GT(A)/Gr(F) =N/ M
défini par la suite exacte de groupes :

V) {1]— G =M—Grd) =N 2,6 (1)

On dit alors que 1'anneau-groupe A = [U ; N] constitue une EXTENSION DE
L'ANNEAU-GROUPET =[V ; M] PAR LE GROUPE G.

La Définition 1-5 de [5] donne la caractérisation de I'ensemble :
Ext(G,T')
des CLASSES D'EXTENSIONS DE L'ANNEAU-GROUPE T =[V ; M] PAR LE
GROUPE G.

Le Théoreme 3-3 de [5] montre que toute EXTENSION DISTINGUEE est
équivalente a une extension déterminée par un PRODUIT CROISE MIXTE, dont la
caractérisation est donnée dans le Théoréme 2-5 et la Définition 2-6 de [3].

Le Théoréme 4-6 de [3] montre alors que 1'espace Ext(G, I') est un

R - ensemble caractérisé par la partition :

(8) Ext(G, ) = ..U. Extg(G, IN)
e R

dans laquelle Extg(G, I') est I'espace des CLASSES DE 0—-EXTENSIONS de I

par G et qu'il existe un isomorphisme de R - ensembiles :

10



(9) Ext(G, T)—5 HX(G, I

déterminé par des bijections canoniques :

(10) Extg(G, T) —5 H(G, )

pour tout "caractére collectif” REALISABLE 6 € R =R (G, I') du groupe G
dans 'anneau-groupe I.

Pour les raisons exposées dans [6], on a été amené 2 introduire la notion
nouvelle de PSEUDO-MODULE, caractérisée par la Définition 3-1 de [6], dont on
a donné de nombreux exemples et dont on rappelle la caractérisation.

DEFINITION 1-1 - Un PSEUDO-MODULE P est un triplet :
P=(G,T,0)
constitué par un groupe G, un anneau-groupe I et un "caractére collectif"
REALISABLE :
Be R=RG, T

du groupe G dans l'anneau-groupe T

Il convient de rappeler que la notion de PSEUDO-MODULE généralise la
notion classique de G - module dans un contexte non nécessairement abélien qui
englobe en particulier 2 la fois le "cas des groupes” et le "cas des anneaux”.

NOTATIONS 1-2 -

Etant donné un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0), dont I'anneau-groupe
I' = [V ; M] détermine l'anneau V = An(I'), le groupe M = Gr(I') et le centre-
groupe X = Zg(') = Gr(I') n Z[An(I")], qui est un groupe abélien auquel est
associé le G - module (G, X, 0) = X = Xg constituant le MODULE CENTRAL
associé au PSEUDO-MODULE P = (G, T', 0), alors :

A
(a) Le groupe C1(P) des 1-COCHAINES GENERALISEES FAIBLES du
PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) est le groupe :

A A /
Cl(p) = C1(G, I) = CK(G, M) x CXG, X)
des 1 - COCHAINES GENERALISEE FAIBLES de G dans T

(b) Le groupe EI(P) des 1-COCHAINES (GENERALISEES) STRICTES
du PSEUDO-MODULE P = (G, T’, 0) est le groupe :

11



C1(P) = C{G, ) = CI(G, M) x {1}
des 1 - COCHAINES (GENERALISEES) STRICTES de Gdans I,
(c) Le groupe Cl(P) des 1 - COCHAINES du PSEUDO-MODULE

P = (G, T, 0) est le groupe intermédiaire :
~ A
Cl(P) c Cl(P) — CL(P)

caractérisé€ par la condition :
CI(P) = CI(G, M) x Z(G, X)

dans laquelle le groupe Zg(G, X) est le groupe des 0-2-COCYCLES CENTRAUX

de G dans I', appelé également le groupe des 2-COCYCLES CENTRAUX du
PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6).

(d) L'espace %2@) des 2 - COCYCLES STRICTS du PSEUDO-MODULE
P =(G, T, 0) est I'espace :

Z2(P)= ZXG,T) =Ker To

des 6 - COCYCLES STRICTS de GdansT".
On rappelle que d'apres la Définition 4-2 et le Scholie 4-3 de [4], I'ensemble

eZ(G, I') des 2 - cochaines généralisées de G dans I est constitué par les couples:
z=M, m) = (M = (Ng), m = (g, p)) € CI(G, Aur(I")) x CXG, Gr(I")

vérifiant la condition :

(11) NoMo = <Mgd >N pour tout (ct, B) € G2
Avec les notations du diagramme commutatif et exact canonique (1) et en

posant pour simplifier les notations :

q(s) =s € Aute(I') pour tout s € Aut(I'), compte tenu du Théoréme 4-8 de [4], la
condition :

a2
z=(n,me Cy(G,T) =x1(6)
se traduit par la condition :
(12) qMa) = ﬁa = 0(a) pour tout a € G

Enfin, compte tenu du Lemme 6-2, de la Définition 6-3 et de la Définition 7-2
de [4], pour toute 6-COCHAINE GENERALISEE :
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2=, me CXG,T) =x1©)

la condition :

z=(Mn,m)e EZ(P) = %g((}, I =Ker Ty

s'exprime par la condition :
T [2] = Tolz] = Tel(, m)] = (ta ) =t =1 € Zy(G, X) = Z3(G, I) < Z3G, I

qui se traduit par la condition :
(13) topy="Nompy Mapym yg ymy g =1  pour tout (o, B,y) € G3

La définition précédente montre donc que les 2-COCYCLES STRICTS :

z=M,m) =M =0, m=(mep) € ZXP)
du PSEUDO-MODULE P = (G, I’, 6) sont constitués par les couples z = (M, m)
formés par une 1 - cochaine spéciale :
n=Mg) € CI(G, Aux))
et par une 2 - cochafne spéciale :
m = (mgg) € CG, Gr() = CX(G, M)
vérifiant I'ensemble des trois conditions (11), (12) et (13).

(e) Le SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE ﬁ2(P)
du PSEUDO-MODULE P = (G, T', 0), défini par la condition :

(14) H2(P) = HX(G, ) =< Extg(G, I = Ext[P]
coincide avec le SECOND ESPACE DE 6 - COHOMOLOGIE NON ABELIENNE
du groupe G dans l'anneau-groupe T, identifiable a I'espace des CLASSES DE 6-

EXTENSIONS de l'anneau-groupe I' par le groupe G, dont la relation (7) donne

également la caractérisation :

(15) H2) = Z2p) [
Clp)

A A
() La COHOMOLOGIE CENTRALE H*(P) = {H*(P)} du PSEUDO-
MODULEP = (G, I, 6), définie par la condition :

(16) fx(P) = ﬁ:)(G, I = Hy(G, X) = {Hy(G, X))
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coincide avec la 0-COHOMOLOGIE CENTRALE du groupe G dans l'anneau-
groupe I et avec la cohomologie abélienne ordinaire du G-MODULE CENTRAL
(G, X, 0) = X = Xg associé au PSEUDO-MODULE P = (G, I, 0).

REMARQUES 1-3 - Le Théoréme 4-9 de [6] assure l'existence de la
CATEGORIE ¥ DES PSEUDO-MODULES.
11 en résulte, d'apres le Théoréme 5-2 et le Théoréme 6-4 de [6], que l'espace

~ A
H2(P) et les groupes H"(P) "dépendent fonctoriellement” de P.
La terminologie, les notations et les propriétés qui viennent d'étre rappelées,
seront librement utilisées dans la suite.

2. PROLONGEMENT D'AUTOMORPHISMES.

La nature de la condition (N) de 1'Introduction, suggére l'examen du
probléme de l'existence de prolongements d'automorphismes dans le cadre de la
catégorie @ des anneaux-groupes.

Naturellement, étant donnés deux anneaux-groupes I' = [V; M] et
A =[U ; N] qui déterminent une EXTENSION :

() rca
un automorphisme f € Aut(I') admet un prolongement constitué par un
automorphisme F € Aut(A), si I'automorphisme d’anneaux-groupes F € Aut(A)
stabilise I'anneau-groupe I' = [V; M] (c'est-a-dire 2 la fois I'anneau V et le groupe
M C V*) et induit I'automorphisme f € Aut(I).

Dans la suite de ce paragraphe, on se limite au cas particulier d'une

EXTENSION DISTINGUEE :
an r«a
caractérisée par l'existence d'une SUITE EXACTE MIXTE de la forme :
(1) (0,1} —>T=[V; M]—> A=[U; N]-25 G — (1)
qui exprime d la fois la condition (II) et la caractérisation du GROUPE
QUOTIENT :
av) G=Ar= Gr(A)/Gr(F) =N/pm

défini par la suite exacte de groupes :

V) (1) — Gr(l) =M~ Gr(A) = NP5 G — (1)
ce qui signifie que 1'anneau-groupe A = [V; M] constitue une EXTENSION DE

L'ANNEAU-GROUPE I = [V; M] PAR LE GROUPE G.
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Dans ce cas, pour un automorphisme f € Aut(I'), qui admet un prolongement
constitué par un automorphisme F € Aut(A), la Définition 1-2 et le Lemme 1-3 de
[3] entrainent facilement I'existence d'un automorphisme unique y € Aut(G),

rendant commutatif le diagramme :
(0,1} ——— T = [V; M]——— A = [U; N] —P— G — {1}
(VD) f F Ly
|
N
{0,1) ——— T =[V; M]——— A= [U; N|—2— G— (1}

Cette propriété justifie 1a Définition suivante.

DEFINITION 2-1 - Etant donnée une EXTENSION DISTINGUEE :

a r<A
caractérisée par l'existence d'une SUITE EXACTE MIXTE (Ill), le GROUPE
D’AUTOMORPHISMES D'EXTENSIONS :

Aut(A; D)
de I'EXTENSION DISTINGUEE (II) ou de la SUITE EXACTE MIXTE (III) est
Jormé par les triplets :

(t, F, y)
constitués par des automorphismes :
fe Aut(l') F e Aut(d) y e Aut(G)

rendant commutatif le diagramme (V1), la composition étant induite par le
produit des compositions.

REMARQUE 2-2 - Pour toute EXTENSION DISTINGUEE (II), tout
automorphisme :

(f, F,y) e Aut(A; 1)
est entierement déterminé par sa "composante” F, qui est un automorphisme
d'anneaux-groupes F € Aut(A), assujetti & la seule condition :

F € Stab[Aut(A); I']
de sorte que l'automorphisme f € Aut(I") est alors 1'image de F par le morphisme

de groupes, canonique, de restriction :
Stab[Aut(A) ; I'l— Aut(I)

11 en résulte un isomorphisme canonique :
a7 Aut(A; T) =< StablAut((A) ; T']
obtenu en identifiant (f, F, y) € Aut(A; I') 2 F e Stab[Aut(A); T'], et des

morphismes de groupes :
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(18) Aut(A; T) — Aut) et (19) Aut(A; T) — Aut(G)

définis par "restriction” et par "passage au quotient”.

DEFINITION 2-3 - Erant donnée une EXTENSION DISTINGUEE :
a I'<A
caractérisée par l'existence d'une SUITE EXACTE MIXTE (I1I), un couple
d’automorphismes :
£, v) € Aut(l') x Aut(G)

est appelé un couple COMPATIBLE s'il existe au moins un
AUTOMORPHISME D'EXTENSIONS de la forme :
£, F,y)e Aut(A; T
dans lequel I'automorphisme d'anneaux-groupes :
F € Aut(A)

constitue un prolongement du couple (f, y) COMPATIBLE.

Sous cette condition, la notation ¥ (f, ) désigne l'ensemble non vide
des prolongements F € Aut(A) du couple (£, ).

EXEMPLES 2-4 - Pour illustrer le cas classique des algébres Q-normales, on
considere des "données classiques” constituées par : un corps L, un groupe fini
d'automorphismes G C Aut(L) et un sous-groupe distingué G'du groupe G.

Les Exemples 3-1 de [4] montrent que le corps L. détermine canoniquement
l'anneau-groupe :

I'=[L; L*] = f,
pour lequel :
21) V=An)=L ; M=Gr(IN=L* ; X=Zg()=L*
et qui vérifie :
22) Aute(D) = Aut() = Aut(ﬁ) = Aut([L ; L*]) = Aut(L)

Les morphismes de groupes canoniques injectifs :

0:G— Aute(I) = Aut(D) = Aut(I/:) = Aut(L)

A
0':G'— Aute(I") = Aut(I') = Aut(L) = Aut(L)
déterminés par les groupes G C Aut(L) et G' C Aut(L), caractérisent des

"caracteéres collectifs” REALISABLES :
e R=RG,IN e 0ecR=RG,I
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qui déterminent des PSEUDO-MODULES :
P=(G,I,0) e P=(G,T,h0)
Comme l'anneau-groupe I' = [V; M] est ABELIEN puisque :
Zg(T) =X =M = Gr(I'), les Exemples (b) du paragraphe 9 de [4] entrainent

'existence de ['identification :

(23) H2@) = H2(G, T) = H2(G, ) = H2(G,, X) = HA(G), L¥)

qu'il est possible de préciser.
En effet, toute classe de cohomologie non abélienne :

£=7z'e H2P)=H(G, )

est déterminée par un 2-COCYCLE STRICT :

Z=M,m) =M =M0o) m = (Mg e Za(G, ) = ZXP)

du PSEUDO-MODULE P' = (G, T, 8), qui vérifie nécessairement la condition :
24) Ng=0 pour tout 6 € G'
de sorte qu'il peut étre identifi€ au 2 - COCYCLE CENTRAL :

m' = (o) = Fo0) =f € ZH(G, X) = Z2(G, L¥)

qui détermine donc la classe de cohomologie galoisienne :
A
f'e HX(G', L¥)
qui peut étre identifiée A la classe &' € H2(PY).
Malgré cette identification, 1a classe de cohomologie non abélienne :

Z'e HXP) = H2(G, I)

et la classe de cohomologie galoisienne :
fre HZ(G', L*)
déterminent néanmoins des EXTENSIONS de "natures distinctes”.
En effet, d'une part, le 2 - COCYCLE CENTRAL :
f =(fgr) € ZXG', L*)
constitue un systéme de facteurs au sens de E. NOETHER, qui détermine le

produit croisé classique au sens de E. NOETHER :
(25) A=(L,G, )
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et par suite une EXTENSION D'ANNEAUX :
(1) LCA=(L,G,f)

et d'autre part, le 2 - COCYCLE STRICT :

Z=M,m)e Z2(P) = Za(G, )

du PSEUDO-MODULE P' = (G, T, 8"), constitue un SYSTEME DE
FACTEURS MIXTES, qui détermine le PRODUIT CROISE MIXTE :

(26) A= (T, G, z)
et par suite une EXTENSION DISTINGUEE D'ANNEAUX-GROUPES :
ar ranA

qui peut étre caractérisée par l'existence d'une SUITE EXACTE MIXTE de la

forme : '

(I11') (0,1} — T =[V:M]—s A'=[U; N1-25 G' — (1)

ce qui signifie que I'anneau-groupe A' = [U' ; N'] constitue une 6' - EXTENSION

DE L'ANNEAU-GROUPET = [V ; M] PAR LE GROUPE G', dont la classe :
Cl[A"] € Extg(G', T') = Ext[P']

coincide également avec la classe :

£'e H2P) = Ha(G, T) ~ Extg(G, I') = Ext[P'

de cohomologie non abélienne du PSEUDO-MODULE P' = (G, T, 6").

Pour comparer les EXTENSIONS (I') et (II'), on utilisera librement les
propriétés des PRODUITS CROISES MIXTES établies dans [3] et en particulier
celles qui résultent du Théoréme 2-5 de [5], qui montrent que pour ['anneau-
groupe :

A =(T,G,z)=[U; N1]
l'anneau sous-jacent An(A") = U' et le groupe sous-jacent Gr(A") = N' sont
caractérisés par les conditions :

@n U= @ vig= @ Lug
ceG' oeG'

et

(28) N' = J—l- Mllo-= -I—I- L*llo'
oeG' oeG'

I'addition étant celle du groupe abélien U' et la multiplication dans I'anneau U’ et
dans le groupe N' C U'™* étant caractérisée (par distributivité dans U') au moyen

des conditions :
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29 ug X =MN'g(X) ug = 0(x) ug
pourtoutc e G'ettoutxe V=Louxe M=L*  et:

(30) Ug Ug = Mgt Ugt = f'o.1 Uot
pour tout (6, T) € G'2, le morphisme de groupes surjectif :
p:N— G

étant celui qui, a tout n' € N, de la forme : n' = x5 ug, dans laquelle xg € M,
associe : p'(n)=0ce G

11 en résulte immédiatement 1'égalité :
(1) U=A=(,G,1)
qui montre que I'EXTENSION D'ANNEAUX (I') est tout simplement /'extension
d'anneaux sous-jacente 3 I'EXTENSION DISTINGUEE D'ANNEAUX-
GROUPE (II').

Dans ce contexte, compte tenu de la relation (22) qui donne [l'identification :
(32) Aut(L) = Aut(l)
pour tout automorphisme (de corps ou d’anneaux-groupes) :

fe Aut(L) = Aut(l)

a priori, il convient de bien distinguer les prolongements éventuels en un

automorphisme d'anneaux fe Aut(A) = Aut(U") et les prolongements éventuels
en un automorphisme d’‘anneaux-groupes F € Aut(A").

On a cependant le résultat suivant.

PROPOSITION 2-5 - Avec les hypothéses et les notations des
Exemples 2-4, pour toute classe :

e H2P)=H2(G, T) = BAG, L%

associée @ L'EXTENSION D'ANNEAUX :

a LCcA=(L,G,f)
et @ 'EXTENSION DISTINGUEE D'ANNEAUX-GROUPES :
ar) rka A=T,G,z)=[U;N]
dans lesquelles figure le méme anneau :
A=U

pour tout élément :
ge G C Aut(L) = Au(I)

qui détermine l'automorphisme de groupes yg € Aut(G') caractérisé par la

condition :
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Yg(0)=<g,0>=gogl pour tout 6 € G'
les conditions suivantes sont équivalentes:
(a) L'automorphisme ge G C Aut(L) admet au moins un prolongement

constitué par un automorphisme E € Aut(A) de 1'anneau produit croisé :
A=(L,G, ) =U.

(b) Pour U'EXTENSION DISTINGUEE (11'), le couple
d’automorphismes:

(g, vp) € AuI) x Aur(G)
est un couple COMPATIBLE.

De plus, sous ces conditions équivalentes, I'ensemble non vide °f(g)

des prolongements g € Aut(A) de 'automorphisme de corps
ge G C Aut(l), coincide avec l'ensemble non vide ¥ (g, Yg)des
prolongements F € Aut(A") du couple (g, yg) COMPATIBLE.

PREUVE - Tout d'abord, en considérant le corps d'invariants : F = LG',
d'apres 1a Théorie des produits croisés classiques, on sait que 'anneau

A = (L, G, ) = U est une F-algébre centrale simple de rang fini et que le
corps L un sous corps commutatif maximal de I'anneau A, qui coincide avec son
commutant A(L) dans l'anneau A, ce qui donne la relation :
(33) AL)=L

Sous la condition (a), soit Ee Aut(A) = Aut(U") un prolongement de
I'automorphisme g € G C Aut(L).
Il en résulte : E(A*) = A*, de sorte que la relation :
N' C U™* = A*, implique : E(N') C A*, et par suite, pour tout 6 € G', la
condition (28) entraine l'existence d'un élément inversible :
8(ug) =ug € A*
Par I'application de g qui prolonge g, la condition (29) entraine la condition :

H(, g(x) =goo(x) ﬁo.- pourtoutxe V=L

et en posant : g(x) =x', il en résulte la condition :

34 ug x'uwlg =<g, 0> (x) pourtoutx'e V=L
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De méme, compte tenu de la relation : N' C U™ = A¥* pourtoutc € G, la

condition (28) entraine que ug est un élément inversible ug € A*, pour lequel la
condition (29) entraine la condition :

-1
ug x'u = o(x") pourtoutx'e V=L

ce qui implique la condition :

(35) U<g, o> x'u

<g, o> = <8 0> x" pourtoutx'e V=L

Pour tout 6 € G/, en considérant I'élément inversible :

uly Ucg, o> =g € A*
les conditions (34) et (35) entrainent la condition :
ag X' =x'ag pourtoutx'e V=L
qui montre que ag appartient au commutant A(L) du corps L dans 'anneau A, de
sorte que la relation (33) entraine :

age A*NAL)=L*
avec la condition :
(36) Ucg, o> = Us ag pour tout 6 € G'
En considérant la 1 - cochatne spéciale :
¢ = (cq) € CYG', M) = C}(G', L¥)
définie par la condition :

-1
37 co=<g,0>(a c) pour tout ce G'

la condition (36) entraine facilement la condition :

(38) g(ug) = Ug =g Ucg, o> pour tout 6 € G'

Pour tout élément n' € N', de la forme :

n'= Xg Ug

dans laquelle xg € M = L*, 1a condition (38) entraine la relation :
39) g(n") = g(xo) Co U<g, o>

D'une part, la relation (39) montre que l'automorphisme d'anneaux
g e Aut(A) = Aut(U") stabilise le groupe N' C U, c'est-a-dire induit un
automorphisme d’anneaux-groupes :

g=Fe Aut(A")
D'autre part, pour fout automorphisme de groupes ¥ € Aut(G') vérifiant la

condition :
(g, F,y) € Aut(A"; T)
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équivalente 2 la condition :

yop' =p'oF
la caractérisation du morphisme de groupes, surjectif :
p:N——> G
et la relation (39) entrainent la condition :
Y(0) = <g, 0> = Yg(0) pour tout ¢ € G'
c'est-a-dire :
(40) V=Yg

Ainsi, avec l'identification décrite dans la Remarque 2-2, la condition (a),
équivalente A : % (g) # @, implique :

(41) F© < Fe vy
dotr: ¥F (g, yg) # @, c'est-a-dire la condition (b).

Réciproquement, il est évident que la condition (b) implique la condition (a),
avec de plus :

(42) F (g, W) C F (2)

Il en résulte 1'équivalence des conditions (a) et (b).
Enfin, compte tenu des relations (41) et (42), elles entrainent :

(43) F(g) = T (g, vy

ce qui acheve la démonstration.

REMARQUE 2-6 - Sous les hypotheses de la Proposition 2-5, elle montre que
pour que I'EXTENSION D'ANNEAUX (I') vérifie la condition (N) de
I'Introduction, il faut et il suffit que 'EXTENSION DISTINGUEE D'ANNEAUX
GROUPES (IT') vérifie la condition :
(No) - << Pour tout élément g € G, le couple d'automorphismes :

(g, Vg) € Aut(l) x Aut(G)
est un couple COMPATIBLE >>.

3. EXTENSIONS Q-NORMALES.

Comme cela a été expliqué dans l'Introduction, pour définir les
EXTENSIONS Q-NORMALES, qui généralisent les algébres Q-normales, on est
amené A substituer aux données classiques {L; G; G'}, constituées par :

- un corps L,
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- un groupe fini d'automorphismes G C Aut(L),
- un sous-groupe distingué G' du groupe G ;
de nouvelles DONNEES DE BASE (P = (G, I, 8); G'}, constituées par :
- un PSEUDO-MODULEP = (G, T, 6),
- un SOUS-GROUPE DISTINGUE G' du groupe G.

Il convient de noter que cette "substitution” réalise bien une généralisation
des données, puisque d'apres les Exemples 2-4, des données classiques sont
équivalentes 2 de nouvelles DONNEES DE BASE particuliéres.

NOTATIONS 3.1 -
Dans toute la suite, on considére des DONNEES DE BASE :
{P=(G,T,0); G}
constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 8) et un SOUS-GROUPE
DISTINGUE G' du groupe G, arbitraires mais fixés.

Ces DONNEES DE BASE déterminent automatiquement les éléments
suivants.

Tout d'abord, le SOUS-GROUPE DISTINGUE G' du groupe G, détermine
le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G', caractérisé par une suite exacte de la
forme :

i
(44) {1}—+G'———+G~B—>G"————>{1}
Ensuite, compte tenu du Lemme 2-1 de [6], 1a condition :
(45) 0 =i*0@)=00i

caractérise un “caractére collectif' REALISABLE :

e R'=R@G, I
qui détermine le PSEUDO-MODULE :

PP=(G,T,0"
obtenu 2 partir du PSEUDO-MODULE :
P=(G,T,0)

par la “restriction” déterminée par le morphisme de groupes, injectif :
i € Mor{G', G], de la suite exacte canonique (44).

Compte tenu de la condition (14), le PSEUDO-MODULE P' = (G, T, 8"
détermine son SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE :
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(46) - H2(P) = H3(G, I) ~ Extg(G', T) = Ext[P]

de sorte que toute classe :
£'=7z'e Ha(G,T)=HP)
déterminée par un 8'-COCYCLE (GENERALISE) STRICT :

Z=m,m)=(M'=Me)m' = M) e Za(G,T)= Z2AP)

c'est-a-dire par un 2-COCYCLE STRICT du PSEUDO-MODULE
P'= (G, T, 0, est identifiée a la classe :

CI[A] = &' € Extg(G', T) = 'ﬁg.(G', p)

de 'EXTENSION DISTINGUEE D'ANNEAUX-GROUPES :

ar) r aA
déterminée par le PRODUIT CROISE MIXTE :
@) A =Ap=Ay=(,G,z)

de 'ANNEAU-GROUPET = [V; M] par le GROUPE G' au moyen du SYSTEME
DE FACTEURS MIXTES z' = (n', m'), et qui est caractérisée par l'existence

d'une SUITE EXACTE MIXTE de la forme : '
amy 0,1} —»sTI'=[V;M]— A'=[U" N] ~I—)—-> G —> (1}
qui exprime a la fois la condition (II') et la caractérisation du GROUPE
QUOTIENT :
avn G'= AT = Gr(A")/Gr(I') = N'/M
défini par la suite exacte de groupes :

VY {1} — Gr(IN) =M — Gr(A") =N'—p—> G — {1}
et pour lequel, l'action par automorphismes intérieurs du groupe N' sur T,
détermine, par passage au quotient, le “caractére collectif' REALISABLE
0'e R'=R (G, I' du groupe G' dans l'anneau-groupe T".

Enfin, tout élément g € G, détermine les automorphismes de groupes,

réciproques :

yg e Aut(G) et ¢g € Aut(G)
caractérisés respectivement par la condition :
47) yg(o)=<g,o>=gog! pour tout c € G
et par la condition :
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(48) gg(0)=(g,0)=glog pourtoutc € G

Toutes ces notations seront librement utilisées dans la suite.

DEFINITION 3.2 - Pour des DONNEES DE BASE :

{P=(G,T,0);G)
constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) et un SOUS-GROUPE
DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE

P'= (G, T,0") et le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G', étant donnée une
classe :

~ ’\/2
e H2(P)= H e.(G', I') = Extg(G', I') = Ext[P']

pour laquelle le PRODUIT CROISE MIXTE :

a A=Ay =Ap=(T,G,2)
détermine I'EXTENSION DISTINGUEE D'ANNEAUX-GROUPES :
(11 A

caractérisée par la SUITE EXACTE MIXTE :
amy (0,1} — Ir'={V; M]— A'=[U"; N __IL) G — {1}
alors :
(a) L'EXTENSION DISTINGUEE D’'ANNEAUX-GROUPES (II') est

appelée une EXTENSION Q-NORMALE si elle vérifie la condition :
(N") - << Pour tout élément g e G et pour tout 2-COCYCLE STRICT :

z=(M, m) = (N =Ma), m=(mg,p) € ZoG,T) = Z2(P)
du PSEUDO-MODULE P = (G,T, 0), le couple d'automorphismes :
(Mg, V) € Aut(l') x Aut(G')

est un couple COMPATIBLE, ce qui signifie que l'ensemble ‘{F(T]g, Yg) des
prolongements F € Aut(A") du couple (ng, yg) n'est pas vide. > >

(b) Sous la condition précédente, la classe &' € ﬁ2(P') est alors appelée
une CLASSE D'EXTENSIONS Q-NORMALES.

Il convient de noter la cohérence de cette Définition, qui résulte du fait que la
Q-NORMALITE de 'EXTENSION (II') ne dépend bien que de sa classe.
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EXEMPLES 3.3 - Dans le cas ou les DONNEES DE BASE
{P = (G, T, 0); G'} sont associées a des données classiques {L; G; G'} par la
méthode décrite dans les Exemples 2-4, compte tenu de l'analogue de la condition
(24), qui entraine la condition :
49) Ng=¢g pourtoutge G
les Exemples 2-4, la Proposition 2-5 et la Remarque 2-6 montrent que la condition
(N) de I'Introduction s'exprime alors par la condition (N').

Il en résulte bien que les EXTENSIONS Q-NORMALES constituent des
généralisations des algébres Q-normales.

4. LES DIVERSES COHOMOLOGIES.

On considere toujours des DONNEES DE BASE :
{P=(G,T,0);G}

constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) et un SOUS-GROUPE
DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE
P'= (G, T, 0 et le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G".

Les PSEUDO-MODULES :

P=(G,T,0) et PP=(G,T,0)

déterminent donc, d'une part les SECONDS ESPACES DE COHOMOLOGIE
NON ABELIENNE :

H2P) = 'ﬁg(G, ) ~ Extg(G,T) et H2P)= ﬁg.((}', I) ~ Extg(G', I")

et d'autre part, pour chaque entier naturel n € N, les ni®mes GROUPES DE
COHOMOLOGIE CENTRALE :

A An n A An
HY(P) = Hy(G, I") = Hy(G, X) et HY(P') = Hy(G', I) = Hg.(G', X)

On se propose en particulier d'établir 'existence d'actions naturelles du

~ A
groupe G sur l'espace H2(P') et sur les groupes abéliens HM(P").
On commence d'abord par "relier” les PSEUDO-MODULES P et P'.

LEMME 4-1 - Les DONNEES DE BASE déterminent de facon unique un
MORPHISME DE PSEUDO-MODULES :
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O=(@GI1r=0G1rzz%):P=(G, I,0)—s P'=(G,T, 0"
constitué par un QUASI-MORPHISME sous-jacent :
Qy=(@G,1p:P=G, T,9)— P'=(G,T,0")
et par un couple :
(z, z%)
"défini a une équivalence preés" et formé par des COCYCLES
(GENERALISES) STRICTS :

z=M, m) = (M = M), m = (mg, ) € Z5(G, T) = Z2(P)

et

Z* =(M* m¥) = (* = (M}), m *= (m}, )) e Z5(G, )= Z2P)

qui vérifient l'ensemble (c) des "conditions de compatibilité" constitué par
les deux conditions suivantes :
(cn) T]; =MNi(o) = No pour tout c € G'

(c2) m; . = Mi(0), i(v) = Mo, 1 pour tout (0, t) € G2

de telle sorte que le "morphisme d'espaces homogénes" :

@*: ZXG, ) = ZAP)— Z2(G, T) = Z2(P)

est caractérisé par la condition :
(50) O*[z] = z*

PREUVE - La Définition 4-1, le Lemme 4-2 et la Définition 4-5 de [6] montrent
que les DONNEES DE BASE déterminent de fagon unique un QUASI-
MORPHISME :
Oo=(@G, 1) :P=G, T,0)— P'=(G,T,0")

La Définition 4-6 de [6], appliquée en choisissant :
I"=T, ¢ =ietf =11, montre que les conditions (c1) et (c2) caractérisent bien un
PRE-MORPHISME :

o=3G1r22*):P=(G,T,0)— P'=(G,T,0")

Le Lemme 4-7 de [6] montre alors que ce PRE-MORPHISME détermine un

morphisme de groupes :
@ : CI(P)—> CI(P)
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qui, a toute 1-COCHAINE :
c=(a,b)e CI(P) = CI(G, M) x ZX(G, X)

associe la 1-COCHAINE :
@ [c] =@, [(a, b)] = c* = (a%, b¥) € CI(P) = CI(G', M) X Zg(G', X)

caractérisée par les conditions :
(c3) a; = aj(g) = 4g pour tout 6 € G'

(04) b:; T = bl(O’)) i(x) = bo', T pour tout (0', 't) € (}'2

De méme, le Lemme 4-7 de [6] montre aussi que ce PRE-MORPHISME
& : P — P, détermine une application :

®*:ZXG, ) = Z2(P)— Z2(G, ) = Z2(P)
qui est caractérisée par le fait qu'elle constitue un "morphisme d’espaces

homogénes”, en ce sens que les actions = et »', associées A P et & P', rendent
commutatif le diagramme :

Cl(P) x Z2P)—F Z2(P)

(s1) Y l J@* rp*

Cl(P) x Z2P)— > Z2(P)
et qu'elle vérifie la condition :
(50) d*[z] = z*

Enfin, le Lemme 4-7 de [6] entraine que le couple (z, z*) est alors "défini Q
une équivalence prés”, ce qui, d'aprés la Définition 4-8 de [§], entraine bien
l'existence du MORPHISME DE PSEUDO-MODULES :

O=G,1r=G1r22% :P=(G,TI,0)— P'=(G, T, 0"

et achéve la démonstration.

LEMME 4.2 - Les DONNEES DE BASE :
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{(P=(G,T,0); G}
caractérisent le MORPHISME DE PSEUDO-MODULES :
O=(G,1nN:P=G, I,8)— P =(G,T,0)

qui détermine alors :

(a) Une APPLICATION DE RESTRICTION :

T2: HXG, I = H2P)—> HA(G, T) = H2(P)

caractérisée par la condition :

(52) Ta2=® = HX®)
(b) Pour tout entier naturel ne N ,un HOMOMORPHISME DE
RESTRICTION :

A A A A A
rn: Hg(G, T) = H(P) —> Hg«(G', T) = H(P)

qui est un morphisme de groupes abéliens, caractérisé par la condition :

A A A
(53) I, =®" = H (D)

PREUVE - Compte tenu du Lemme 4-1, le Théoréme 5-2 de [6] qui établit
I'existence du FONCTEUR COHOMOLOGIE NON ABELIENNE :

A
H2() : P — 8
prouve la partie (a) et le Théor¢me 6-4 de [§] qui établit I'existence du
FONCTEUR COHOMOLOGIE CENTRALE :

A% = (ArO)p ¢ §: P — (@N

entraine la partie (b), ce qui acheéve la démonstration.

LEMME 4-3 - Pour le PSEUDO-MODULE P =(G,T,0", les

automorphismes :
¥ =(p,f, z,2z") e Aut(P)
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du PSEUDO-MODULE P' = (G, T', 0') sont caractérisés par leur QUASI-
MORPHISME sous-jacent ¥, = (¢, f) =¥ constitué par un couple

d’automorphismes :
Y = (¢, f) € Aut(G") x Aut(I)

associé par la condition :
(54) v=¢l
a un couple d'automorphismes :
f, v) € Aut(I') x Aut(G")
vérifiant la condition :
(55) 0oy =feo060
dans laquelle 1I'automorphisme "extérieur" f, e Aute(I") est induit par
l'automorphisme f € Aut(l'), agissant par automorphismes intérieurs sur le
groupe Aut(I).
De plus, dans la caractérisation :
Y =(o,f, 2, z") = (¢, )
le couple (z', z") "défini & une équivalence pres" est constitué par des
COCYCLES STRICTS :

Z =M, m) e Zo(G, D)= Z2AP) et 2’ =", m") € Z3(G, ) = Z2(P))

reliés par les conditions :
;) y

"

o) = fo 11;5 ofl pourtoutc € G'

" "

— ! |2
(c2) mw(c), v = f[mc,'c] pour tout (0, 1) € G

qui traduisent la condition :
(56) YHz'] =2"

PREUVE - Elle résulte immédiatement du Lemme 9-1 de [6].

LEMME 4-4 - Les DONNEES DE BASE :
(P=(G,T,0);G}

déterminent une application :

G x ZAP)—> Aut(P")
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qui, @ tout couple (g,z) € G x %2(P) , constitué par un élément ge G et par
un COCYCLE (GENERALISE) STRICT de la forme :

z=m,m) = (=M, m=(mgp) € Zy(G,T) = Z%P)

associe 'AUTOMORPHISME :
57 Yy 2= (g, Ng) € Aut(P)
du PSEUDO-MODULE P' = (G, T, 9").

PREUVE - Avec les Notations 3-1, les automorphismes :
Ng=fe Autl) o@g=¢e€ Aut(G) e VYg=ye Aut(G)

sont reliés par la condition (54).

Pour tout 6 € G/, en posant : Y(0) = yYg(0) =<g, 6>=g0C gl=0e G,
ce qui entraine : go = ¢'g, la condition (11) implique :
Mg No = <My ¢ > Ngo e MNo' Ng=<mMmgg>TNoyg
ce qui donne la relation :

-1 -1
ng no'ng = <mg,c> <I’no_.’g > MNo'
c'est-a-dire la relation :
s -1
fongofl =<mg,¢ My o> Ty(o)

dans le groupe Aut(I).

Son image canonique dans le groupe Aute(I") donne la relation :

fe[ﬁo] = ﬁ\v(o)
c'est-a-dire la condition :
fe 0 6(0) = 0]y (0)] pour tout 6 € G'

La condition (45) entraine alors la condition :
fe 0 0'(0) = 6' 0 Y(0) pour tout o € G'

c'est-a-dire la condition (55).

Le Lemme 4-3 entraine alors que le couple d'automorphismes :
(9g, Ng) = (9, ) € Aut(G') x Aut(I')

31



caractérise bien un AUTOMORPHISME :
Yy, 2= (9g, Ng) € Aut(P)
du PSEUDO-MODULE P' = (G, T, 6, ce qui ache¢ve la démonstration.

LEMME 4-5 - Avec les DONNEES DE BASE :

(P=(G,T,0) ;G
pour tout AUTOMORPHISME DE PSEUDO-MODULES :

Y'e Aut(P)
qui est INTERIEUR en ce sens qu'il est de la forme :
¥'=(p=1g,f=<a>)

pour un automorphisme intérieur f = <a> e Auti(I') de l'‘anneau-groupe
I'=[V; M), alors :

A
(a) Pour tout entier naturel ne N, son image par le foncteur H"( )

constitue 1'automorphisme neutre :

A An A n
H(Y') = 1 € Aut[ Hy(G', I')] = Aut[ H(P")] = Aut[Hg(G', X)]

(b) Son image par le FONCTEUR COHOMOLOGIE NON ABELIENNE
ﬁZ( ) constitue 1'automorphisme d'ensembles neutre :

H2(¥) = 1 € Au[HZ(G', D] = Au[H2(P)]

PREUVE - Tout d'abord, il convient de remarquer que I'hypothése :
f=<a>e Autj(I), entraine fo = 1 € Aute(I), de sorte que le Lemme 4-3 entraine

bien l'existence de 'AUTOMORPHISME :
Y'=(@=I1g,f=<a>)e Aut(P)

Le Lemme 4-7 et le Théoréme 6-2 de [6] montrent que par l'application du

FONCTEUR MODULE CENTRAL :
c(): P M
les PSEUDO-MODULES :
P=(G,T,0) et P'=(G,T,08)

déterminent respectivement les MODULES CENTRAUX associés, constitués par

le G-module :
cP)=X=(G, X, 0)=Xg
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et par le G'-module :
c(P) =X = (G, X, 0= Xy¢
caractérisés par le méme groupe abélien X = Zy(I') muni des structures de G-

module et de G'-module déterminées par les “"caractéres” :
® 0 8 = 8 € Mor[G, Aut(X)]

et
® o 0'=0'e Mor[G', Aut(X)]
notés plus simplement :
0 € Mor[G, Aut(X)] et 0'e Mor[G', Aut(X)]
De méme, le Lemme 4-7 et le Théoréme 6-2 de [6] montrent que par
l'application du FONCTEUR MODULE CENTRAL c( ), 'TAUTOMORPHISME

INTERIEUR DE PSEUDO-MODULES,
¥'=(p=1g,f=<a>)e Aut(P)

détermine 1'automorphisme de G'-module :
c(P)=""= (9 =1g, f =1x) € Aut(X)

qui est l'automorphisme neutre :
c¥)=¥'=(@=1g, Ix)=1€ Au(X")

Puisque 1a Remarque 6-5 de [€] donne la relation :

(58) fA*( )= H*( )oc( )
les relations :

A An n
H(P) = Hy(G', T') = Hy(G', X) = HVG', X))

entrainent les relations :

(59) ﬁ“(‘l") =H'W)=HY1)=1¢€ Aut[ﬁ"(P')]
pour tout n € N, ce qui acheve la preuve de la partie (a).

Le Théoréme 5-2 de [6] montre que par l'application du FONCTEUR
COHOMOLOGIE NON ABELIENNE :

A
H2():P—— &
I'TAUTOMORPHISME INTERIEUR DE PSEUDO-MODULES :
¥Y'=(p=1g,f=<a>)e Aut(P)

détermine [‘automorphisme d’'ensembles :

H2(#) = ¥' e Au[H(G', 1)) = Aut[H2(P)]

Compte tenu des conditions :
ol=y=1ge Aut(G") et f=<a>e Au(l)
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le Lemme 4-3 entraine que pour des COCYCLES STRICTS :

Z=m,m)e ZXG, ) =Z2P)etz' =", m") e Z(G,T)=Z2P)

la condition :
(60) l{l'*[z'] . z"

ne "e

qui se traduit par les conditions (c"';) et (c"'2), s'exprime ici par I'ensemble des

deux conditions :

(61) N'g=<a>oNgo<al> pourtout s € G'

(62) m'gr=a.myq.al pour tout (6, T) € G2
La condition :

(63) a'g = an'g(al) pour tout 6 € G'

détermine alors une 1-cochatne spéciale :
a'=(@'q)e CG, M)

du groupe G' dans le groupe M = Gr(I").

D'une part, il est immédiat que la condition (61) se traduit par la condition :
(64) N"g=<ag>Ng pourtout o € G’

D'autre part, compte tenu de la condition (11), qui donne ici la condition :
(65) NoMN't =< M5 1> MNor pour tout (0, T) € G2
puisque les éléments N'g, N'; €t N'gy du groupe d'automorphismes :

Aut(I") = Stab[Aut(V); M]

constituent également des éléments du groupe d'autombrphismes Aut(M) du groupe
M = Gr(I'), dans ce groupe M, la condition (63) entraine successivement les
relations :

2's N'gla'y) Moz a5k = an'g(a’l) N'glan'z(al)] m'g a3l

= an's(a’l) n's(a) M'aN't(@aH] m'sz a'(',l1

=a[n'oNn'r(al)] m'gz a(;lt

= a[m'gz N'gr(al) m'&l’t]m'o-ﬂ a'-clt
=am'gy N'or(al) [an'ge(a )]
= am'q,z N'or(@a ) N'or(a) a’l
= am'g g a’l
de telle sorte que la condition (62) se traduit par la condition :

(66) m'g 1 =a'gN'o(a’s) Mg a'(',1 pour tout (0, T) € G2

D'apres le Lemme 4-5 de [4], les deux conditions :
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(64) et (66) se condensent en la seule condition :

~

(67) z" = (nl" m") = (ai’ 1) * (nl’ ml) — al ,:(T]" m') - al * zf
qui est donc équivalente A la condition (60).
Ainsi, il existe une 1-COCHAINE STRICTE :
a'=@,1)e CIG,T)=CIG, M) x (1} = CI(P)
pour laquelle la condition (60) entraine la condition (67), qui signifie, d'apres la
Définition 8-3 de [4], que les COCYCLES STRICTS z' et z" sont strictement

cohomologues, c'est-a-dire qu'ils déterminent la méme classe de cohomologie
stricte :

~

£=7'=7"e HAG, ) = HXP)

Comme le Lemme 5-1 de [6] montre que l‘automorphisme d’ensembles
H2(¥') = ¥ se déduit de la bijection :

¥*: Z2G, T) = Z(P) —> ZX(G,T) = ZUP)
par le "passage au quotient” :

v, 0 =272%G, 0/
cuG, N

il en résulte immédiatement que ﬁ2(‘}’ N = ¥ oest I'automorphisme d'ensembles
neutre, ce qui termine la preuve de la partie (b) et ache¢ve la démonstration.

LEMME 4-6 - Avec les DONNEES DE BASE :
{P=(G,T,0); G}

pour tout couple :
(g,2)€ Gx ZXP)

qui détermine 'AUTOMORPHISME DE PSEUDO-MODULES :
Yy, 2 = (@g, Ng) € Aut(P)

alors :

A
(a) Pour tout entier naturel n € N, son image par le foncteur H"( )

constitue un automorphisme de groupes :
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A A n . A n
H“(‘Pg, ) =ghe Aut[He.(G', ] = Aut{H(P")] = Aut[He,(G', X

indépendant du choix du COCYCLE STRICT z=(M, m) € EZ(P).
(b) Son image par le FONCTEUR COHOMOLOGIE NON ABELIENNE

H2() constitue un automorphisme d'ensembles :

H2(¥g,,) = § € Aul Hy(G, D] = Aut] HX(P)]

indépendant du choix du COCYCLE STRICT z= (1, m) € §2(P).

PREUVE - Pour deux COCYCLES STRICTS quelconques :

z=(m,me ZXG,N=Z%P) e z=@,m)e ZG,T) = ZXP)

la partie (a) du Lemme 4-4 de [6] entraine qu'il existe au moins une 1-COCHAINE:
(a,b) € C1(P) = CI(G, M) x Z(G, X)

du PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6), telle que :

(68) Z=M,m)=(a,b)«(M, m)=(a,b)«z

ce qui, d'aprés le Lemme 4-5 de [4], se traduit par l'ensemble des deux conditions:
(69) Na=<ag>MNo pour tout a € G

(70) m'g B = ag Nalag) mep agﬁ bo,8 pour tout (o, B) € G2

En considérant 'AUTOMORPHISME INTERIEUR DE PSEUDO-
MODULES :
Yeg=(9p=1g',f=< ag>) e Aut(P)
compte tenu du Lemme 4-4, la condition (69) entraine la relation :
1) Yy =¥goW¥y ,
dans le groupe d'automorphismes Aut(P') du PSEUDO-MODULE P'=(G', T, 6").
Pour tout entier naturel n € N, compte tenu de la partie (a) du Lemme 4-5, le

A
Théoréme 6-4 de [6] montre que 1'application du foncteur H?( ) 2 la relation (71)
entraine la relation :

A A
(72) H(Wyg ) = H'(Yy, 2)
ce qui termine la preuve de la partie (a).
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De méme, compte tenu de la partie (b) du Lemme 4-5, le Théoréme 5-2 de [§]
montre que l'application du FONCTEUR COHOMOLOGIE NON ABELIENNE

ﬁ“( ) 2 1a relation (71) entraine la relation :

(73) H2(‘Pg, 7) = HZ(\Pg, )
ce qui termine la preuve de la partie (b) et ache¢ve la démonstration.

THEOREME 4-7 - Pour des DONNEES DE BASE :
{P=(G, T, 0);G)
constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) et un SOUS-GROUPE
DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE
P'=(G,T, 0 et le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G/, alors :
(a) Pour tout entier naturel n € N, il existe une action du groupe G sur le
niéme GROUPE DE COHOMOLOGIE CENTRALE :

A An n
HY(P') = Hy(G', I') = Hg(G', X) = HY(G', X¢)
du PSEUDO-MODULE P' = (G, T, 90", caractérisée par le morphisme de

groupes :
‘ An A
Oh:G— Aut[He.(G', )] = Aut[H(P")]

noté aussi plus simplement : 0, =0, et qui, d tout élément ge G, associe

I'automorphisme de groupes :

A An A
On(g) = g" € Aut[Hg(G', IN)] = Aut[H*(P')]

caractérisé par la condition :

A A
74 On(g) = g" =H(¥g,7)
pour un choix quelconque du COCYCLE (GENERALISE) STRICT :

z=(M,m)e E%(G, N= %2(P), ce qui détermine le G-module :

An An A '
(G, Hy(G'", T), 6) = Hg(G', ') = HY(P’)
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(b) Il existe une action du groupe G sur le SECOND ESPACE DE
COHOMOLOGIE NON ABELIENNE :

H2(P) = H2(G, T) ~ Extg(G', I) = Ext[P]
du PSEUDO-MODULE P' = (G, I', 0"), caractérisée par le morphisme de
groupes :
8 :G— AutH2(G', ] = Aut[H2(P")]

~

noté aussi plus simplement : 0 =0, et qui, a tout élément g € G, associe

l'automorphisme d'ensembles :

0(g) =2 € Au[HZ(G', D] = Aut{H2(P)]

caractérisé par la condition :

(75) 0(g)=¢ =HX¥y,) =Vg,
pour un choix quelconque du COCYCLE (GENERALISE) STRICT :

z=(M,m) e ZG,T) = Z2(P), ce qui détermine le G-ensemble :
(G, H3(G, ), 8) = H2(G', T) = H2(P)

PREUVE - Le Lemme 4-6 montre que les conditions imposées dans les parties

(a) et (b) caractérisent bien des applications 0, et 6 . Tout revient 2 montrer que ce

sont des morphismes de groupes.
Pour tout (o, B) € G2, compte tenu de la condition (11), en considérant

I'AUTOMORPHISME INTERIEUR DE PSEUDO-MODULES :
Y p=(¢=1g, f=<mgp >) e Aut(P)
le Lemme 4-4 entraine la relation :
(76) Yoz0¥pz=Yopo Yap.z
et compte tenu du Lemme 4-5, le Théoréme 6-4 et le Théoréme 5-2 de [§] montrent

A ~
que l'application du foncteur HP( ) et du foncteur H2() 2 la relation (76) entraine
les relations :

A A A
77 H"Wq,2) o H (W 2) = HY(Wqgp 2)
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et
(78) H2(¥o2) 0 H2(¥B,) = H2A(¥op 2)

Il en résulte bien que 0, et ] sont des morphismes de groupes, ce qui

acheve la démonstration.

5. CLASSES D'EXTENSIONS Q-NORMALES.

On se propose de généraliser la caractérisation, rappelée dans 1'Introduction,
de l'espace des classes d'algébres Q-normales.

LEMME 5-1 - Avec les DONNEES DE BASE :
(P=(G,T,0); G}

et avec les Notations 3-1, pour toute classe :

& e H2P) = H3(G, T) ~ Extg(G', I) = Ext[P']

pour laquelle un PRODUIT CROISE MIXTE.

1) A=Ay =4%=(,G,\2)
détermine I'EXTENSION DISTINGUEE D'ANNEAUX-GROUPES :
(Ir) raa

caractérisée par la SUITE EXACTE MIXTE :
Iy  {0,1)—T=[V; MI— A'=[U; N1 -2 6 — (1)
pour tout 2-COCYCLE STRICT :

z=@, m) = (n = (M), m = (mg,p)) € Z5G, )= Z2(P)

du PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) et pour tout élément ge G, qui
déterminent en particulier 'TAUTOMORPHISME :
Wy, z = (g, Ng) € Aut(P’)
du PSEUDO-MODULE P' = (G, T,80", les conditions suivantes sont
équivalentes :
(a) Pour I'EXTENSION DISTINGUEES (II') caractérisée par la SUITE
EXACTE MIXTE (1II'), le couple d'automorphismes :

(g V) € Aut(D) x AutG)
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est un couple COMPATIBLE, ce qui signifie que l'ensemble ¥ (m g Vg) des
prolongements F € Aut(A") du couple (ng, ¥g) n'est pas vide.

(b) La classe E' e H2(P') est invariante par ['automorphisme :
¥y, z = (@g, Ng) € Aut(P’)

pour 1'action naturelle ﬁ2( ) du groupe d’automorphismes Aut(P') sur
l'espace ﬁZ(P'), ce qui signifie que 'automorphisme d'ensembles :

H2(¥y,) = ¥y, € Au[H2(P)]

vérifie la condition :
(79) ¥ a8) =&

(c) La classe E'e ﬁ2(P') est invariante par l'élément g e G, pour
I'action du groupe G sur l'espace ﬁQ?(P'), c'est-a-dire vérifie la condition :

(80) gE) =¢
(d) 1l existe au moins une 1-COCHAINE STRICTE :

a' = (ag) = (@, ) e CIG, ) =ClG, M) x (1} = C1(P")

qui vérifie la condition :

(81) Phoalz]=a ¥ ' 2
équivalente @ l'ensemble des deux conditions :
(81" Mg =TNgoN'ge)oNlg=<as>ns pourtoutce G

(81") m"g ¢ =Nglm'(g6),(g,0)] = a'oM 's(ar) m'O',Ta'(-;}; pour tout (0, T) € G2

PREUVE - Le Lemme 4-4 assure ['existence de 'AUTOMORPHISME :
Yg 2 = (Pg, Ng) € Aut(P)
associé au couple d'automorphismes :

(g, V) € Aut(l) x Aut(G")
par la condition : yg = (p'gl, analogue 2 la condition (54).

Le Théor¢me 9-3 de [6] entraine alors I'équivalence des conditions (a) et (b).
Compte tenu du Théoréme 4-7, qui assure l'existence de l'action du groupe

G sur l'espace ﬁz(P'), la condition (75) entraine I'équivalence des conditions (b)
et (c).
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Le Lemme 4-3 montre que les premiéres égalités des conditions (81") et (81")
caractérisent le 2-COCYCLE STRICT :
WHg lz1=2"=("n", m"
de sorte que le Lemme 4-5 de [4] montre que la condition (81) est alors équivalente
a I'ensemble des deux conditions (81') et (81") .
D'apres la Définition 8-3 de [4], la condition (d) exprime alors que z' et z"

sont "strictement cohomologues”, c'est-a-dire que Z'=72" ce qui équivaut 2 la
condition (79).

Il en résulte l'équivalence des conditions (b) et (d), ce qui achéve la
démonstration.

LEMME 5-2 - Sous les hypothéses du Lemme 5-1 et lorsque le PRODUIT
CROISE MIXTE :

J@) A=Ap=Ay=(T,G, z)=[U; N]
est caractérisé par les conditions :

MU= D vug e (I9) =1l Mug

ceG' ceG'

si les conditions équivalentes (a), (b), (c), (d) du Lemme 5-1 sont vérifiées,
alors :

(a) L’ensemble non vide ‘U"(ng, VYg) des prolongements F € Aut(A') du
couple (Ng, yg) COMPATIBLE, contient en particulier le prolongement :

Fa € Aut(A")

caractérisé par l'une des conditions équivalentes :
(82) Falugo)l = a's ug pour tout g € G'
ou
(83) Falug] = a'<g, o> u<g, o> pour tout c € G'
de sorte que :
(84) Fa(o) = Fa{ Y xo Uo] = Y ngxo) a'<g, o> g, o>

ceG ceG

pour tout x € U' de la forme : x = 2 Xg Ug, pour une famille (xg) d'éléments
oeG

Xg € V presque tous nuls.
(b) 1l existe une action de groupe :
Z4(G' X) x F (g, yp) —— F (Mg, vp)

(e=(eg) ) ——————e.F=F
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caractérisée par la condition :
(85) F'(ug) = e . F(ug) = F(egug) = Og(eg) F(ug) pourtoutce G’
et qui fait opérer le groupe abélien de 1-COCYCLES CENTRAUX :
Z4(G', X) = ZI(G, Xg) = ZI(P)
librement et transitivement sur l'ensemble % (n g Vg), ce qui détermine sur
I'ensemble ¥F (n g» Vg) une structure de Z1(P')-ensemble homogeéne

principal.

PREUVE - En considérant 1a 1-COCHAINE STRICTE :

¢ =(co) € CG, M) = C1(G, T
caractérisée par les conditions équivalentes :

Co = a'¢g,0> e ag=C@go)
pour tout o € G/, il est facile de vérifier que la condition (81), équivalente 2
I'ensemble des deux conditions (81') et (81"), s'exprime par une condition
analogue 2 la condition (62) du Corollaire 8-4 de [6], de sorte qu'il détermine un
automorphisme :

Fa' =Fc € Aut(A")
caractérisé par la condition (84) et par les conditions équivalentes (82) et (83), ce
qui prouve la partie (a).
Le Théoréme 9-5 de [6] implique la partie (b), ce qui acheve la

démonstration.

THEOREME 5-3 - Pour des DONNEES DE BASE :
{P=(G,T,0); G}
constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) et un SOUS-GROUPE

DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE P'=
(G, T', 0) et le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G', pour toute classe :

= ﬁz(P') = ﬁg.(G', I') = Extg(G', I') = Ext[P']
représentée par un PRODUIT CROISE MIXTE :
1) A =Ag =0y =(,G,2)=[U;N]

qui détermine 'EXTENSION DISTINGUEE D'ANNEAUX-GROUPES :
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1) raA
caractérisée par la SUITE EXACTE MIXTE :
(1r) {0,1} — IT'=[V; M]— A'=[U} N']—p—)G'——>{1}

les conditions suivantes sont équivalentes :

(@) La classe §'e ﬁZ(P') est une CLASSE D'EXTENSIONS
Q-NORMALES.

(b) La classe ' € ﬁz(P') est invariante pour l'action du groupe G sur
l'espace:

ﬁZ(P') = ﬁg.(G’, I') =~ Extg(G', I') = Ext[P']

En d'autres termes, l'espace des invariants :

[H2(P)IC =[HA(G, DIS = [Extg(G', DIC = [Ext[P]]C

s‘interpréte comme I'ESPACE DES CLASSES D'EXTENSIONS Q-
NORMALES.

PREUVE - D'aprés la Définition 3-2 le Lemme 5-1 montre que la condition (a)
pour tout g € G, qui s'exprime par la condition (N'), est équivalente & la

condition :

(86) gEY=¢E pourtoutge G
c'est-a-dire a la condition (b), ce qui acheéve la démonstration.

THEOREME 5-4 - Pour des DONNEES DE BASE :
(P=(G,T,0); G}
constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) et un SOUS-GROUPE
DISTINGUE G’ du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE
P'=(G, T, 0" et le GROUPE QUOTIENT Q =G" =G/G', alors :
(a) Pour I'action du groupe G, le sous-espace des invariants :

[H2(G', D)6 = [HX(P")I0
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contient 1'image de 'APPLICATION DE RESTRICTION :
T2 : HXG, I = HAP)— H(G, T) = HX(P)
qui induit donc également une APPLICATION DE RESTRICTION :

T2 : HYXG, I = H2(P) —> [H2(G, DO = [H2(P)IG

(b) Le sous-groupe distingué G' du groupe G opére trivialement sur le
SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE :
Hy(G, T) = H2(P)
du PSEUDO-MODULE P' = (G', T', ), et par suite il en résulte une action du
groupe quotient Q = G" = G/G', caractérisée par un morphisme de groupes :

8" :G"— Au[H2(G, )] = AufH2(P)]

noté aussi plus simplement : 0" = 0", ce qui détermine le Q-ensemble ou le

G"-ensemble :

(G", Hg(G', T), ") = Ho(G', T) = H2(P)
PREUVE - Pour démontrer la partie (a), on considére une classe :
7'=8'e HL(G, )= HAP)

qui appartient A I'image de 'APPLICATION DE RESTRICTION T ; caractérisée
dans le Lemme 4-2, ce qui signifie que le COCYCLE STRICT :

zZ=(M,m)e ?Zg.(G',. M= E2(P')

est obtenu par restriction 2 partir d'un COCYCLE STRICT :

z=,m)e Z)G,1)= Z2(P)
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ce qui s'exprime par I'ensemble des deux conditions :

87 Ne =MNo pourtoutc € G'

(88) m'gt = Mgy pour tout (0, 1) € G2
et le Théoréme 4-7 montre qu'il est possible de choisir ce COCYLE STRICT

ze %Z(P) pour exprimer la caractérisation de I'automorphisme d'ensembles :

6(®=¢ = H(¥;)
déterminé par un élément g € G.
Lorsque cet élément g € G est fixé, pour simplifier les notations, pour tout
o€ G, on conviendra de poser :

(89) o' = pg(c) = (g, 0) =gl og
ce qui équivaut 2 la condition :
(90) G=y(0)=<g o' >=gaoygl
et aussi a la condition :
91) go' =og

En particulier, le Lemme 4-3 montre que la condition :
92) ¥zl =2"=(M", m"
détermine un COCYCLE STRICT :

2'=m",mYe ZoG, )= ZX(P)

caractérisé par I'ensemble des deux conditions :

(93) N'g=NgoNgonlg pour tout ¢ € G'

94) m"g,1 = Nglmg' 1] pour tout (0, ) € G2
1l est immédiat que la condition :

95) a'g = Mg g’ m’c,l’g pour tout 6 € G’

définit une 1-cochatne spéciale :

a'=(a'g) € CI(G', M)
du groupe G' dans le groupe M = Gr(I'), qui détermine la 1-COCHAINE
STRICTE:

a'=(ag) = @, ) e CI(G.T)=ClG, M) x (1} = C(P)
Il existe alors un COCYCLE (GENERALISE) STRICT :

2+ = (%, m¥) = (N* = (*g), m* = (M*s0)) € Zg(G, )= Z2(P)

défini par la condition :
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(96) Z* = (n*, m*) - (al’ 1) *' (nl’ m!) = av :’l (,nv’ mu) = a| ’:v Z'
qui s'exprime par l'ensemble des deux conditions :
o7 N*g =< a'g >MN'g pour tout 6 € G'

(98) m*g 1 = a's N'g(a't) Mgz a:,lT pour tout (6 ,7) € G2

ce qui, compte tenu des conditions (87) et (88), est équivalent & I'ensemble des
deux conditions :
99) N*s=<ag>Ng pourtoutc € G

(100) m*g 1 =a'g No(a't) Mg a:,}c pour tout (6 ,7) € G2

La condition (13) peut s'exprimer par la condition :
(139 No(mp y) Mg gy =M Mgy pour tout (at, B, y) € G3
Pour tout (0,t) € G2, avec les conventions introduites qui entrainent :
g o' = og et gt' = 1g, par des choix convenables de (a, B, y) € G3, la condition

(13") entraine en particulier les conditions suivantes:

(101) No(Mg 1) Mg gr' = Mg,g Mgo' 1’
(102) No(me,g) Mg gr' = Mg g Mot g
(103) Ng(ng' 1) Mg o'y’ = Mg ' Mgg' ¢’
qui peuvent s'écrire sous la forme des conditions :

' -1 -1
(101%) Mg g No(mgr) = Mgg' 7' Mg g1’

. -1 -1
(1029 nﬁ(mx,g) Mg,r = Mg,gt' Myr g

' \ -1
(103" Ng(Mg',v) = My ' Myg' 1 Mg 5'7'

D'une part, pour tout ¢ € G', la condition (11) entraine les relations :
Ng No' = < Mg o' > Ngo'
et
Mo Ng = <Mgg > Nog
et compte tenu des conditions (91) et (95), il en résulte facilement la relation :

-1 -1 ]
NgoTNg' oMy =<Mgg' My, >TNg=<adg>TNo

c'est-3-dire, compte tenu des conditions (93) et (99), la condition :

(104) N"s =MN*s pour tout 6 € G'
qui s'exprime par 'égalité :
(105) T]" = T]*

D'autre part, pour tout (0, T) € G'2, dans le groupe M = Gr(I"), et pour
I'automorphisme :
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Ng € Aut(l') = Stab [Aut(V); M]
qui constitue en particulier un automorphisme du groupe M = Gr(I'), les conditions
(95) et (100) impliquent :
-1

m*g ¢ = a'g No(a'y) Mgt ag
= mg g M. Nolmg v mL] [mg g moL ]l
g.0' Mg o Nolmg, 1 1,g) Mot (Mg o't Mg o
-1 - -
= mg,c'[mo,g “c(mg,t')][no(mgg)mo’,t] Met,g mgl,o»'t-

de sorte que les conditions (101') et (102') entrainent :

* - ] 1 ! -1 \J ‘1 -1
m oI~ mg,o' mgo- T mo’g,t- mo-,gt mm’g mm’g mg’o.t.

-1
= mg’c' mgc"’[' mg’ G'T'
et par suite, la condition (103") entraine :
m*g 1 = Ng(mg' 1)

c'est-a-dire, compte tenu de la condition (94), la condition :

(106) m"g 1 =m*g 1 pour tout (G, T) € G2
qui s'exprime par I'égalité :
(107) m" = m*
Les égalités (105) et (107) entrainent I'égalité :
(108) z"=(M", m") =(M*, m*) =z*

de sorte que les conditions (92) et (96) entrainent alors la condition :
(81) Phg lzl =2+ "'z
qui figure dans le Lemme 5-1, et par suite, il entraine la condition :
(109) gE)=E pourtout ge G
Ainsi, il en résulte bien :
&' e [H2(P)IC
ce qui prouve la partie (a).

La démonstration de la partie (b) repose sur les remarques suivantes.
D'une part, pour tout PSEUDO-MODULE P = (G, I, 6), en choisissant

G' = G, ce qui entraine : P' = P et H2(P') = H2(P), le Théortme 4-7 entraine

l'existence d'une "action directe” du groupe G sur H2(P) = H2(P') et la partie
(a) entraine que cette "action directe” est triviale, ce qui se traduit par la

condition:
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(110) [H2(P)IC = H2(P)
D'autre part, en revenant au cas général, pour l'action du groupe G sur
ﬁZ(P'), un élément g € G agit par I'automorphisme :
ﬁz(q’g,z) = g
pour un COCYCLE STRICT quelconque z = (1, m) € %2(P) et de méme, pour

"I'action directe” du groupe G' sur ﬁZ(P'), la condition (110) entraine la
condition :

(110) [ H2P)IC = H2(P)

de sorte qu'un élément g' € G’ agit par 'automorphisme neutre :

H2(¥'gz) = §'= le Autl HX(P)]

pour un COCYCLE STRICT quelconque z' = (', m') € %2(P').
Lorsque : g = g' € G', les automorphismes Ng e Aut(I') etn'g' € Aut(I')

admettent la méme classe ﬁg = T_] 'g' € Aute(T') et par suite, il existe au moins un
élémentc € M =Gr(I) tel que :
Ng=<c>MNYy
ce qui entraine :
(111) Ygz=(@=1g,f=<c>) o ¥y

Compte tenu de la partie (b) du Lemme 4-5, I'application du foncteur f{'2( )a
la relation (111) entraine :

g =HX¥y,)=H2¥yg,) =g =1e Aut[ H2(P)]

Ainsi, le sous-groupe distingué G' de G opére trivialement sur ﬁz(P'), ce
qui entraine immédiatement la partie (b) et achéve la démonstration.

EXEMPLES 5-5 - Etant donnée une EXTENSION DISTINGUEE :
1y <A
caractérisée par une SUITE EXACTE MIXTE :
(0,1} — T =[V; M]— A= [U; N] -5 G— (1}
pour tout SOUS-GROUPE DISTINGUE G' du groupe G, il est facile de vérifier
que les "images réciproques” définies par les conditions :
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(112) N' = pI(G) = py(G") et (113) U= 2, Vn' = p}(G)
n‘eN'

déterminent une SUITE EXACTE MIXTE : '
a1r) {0,1} — I'=[V; M]— A'=[U"; N1 BN U {1}
qui caractérise une EXTENSION DISTINGUEE :
11 r<ka A
obtenue a partir de (II) par la "restriction” déterminée par G' <4 G.
Cette constructions détermine donc une application canonique :
r: Ext(G, ') — Ext(G', I
qui, & Cl[A] = € e Ext(G, I), associe CI[A"] = €' € Ext(G', T).
De plus, le Lemme 1-3 de [3] entraine l'existence d'un diagramme

commutatif et exact de la forme :
{0, 1} {0, 1} {1}

d d d
(0,1} — T =[V; M] — A'=[U N] =25 G'— (1)
l d d
(VID  {0,1})—> [=[V; M]—— A=[U; N] —5 G— {1}
d d l
(1} —— AA — 5 Q=G"— (1)
d d

(1} (1)
dans lequel les deux premitres lignes et les deux premiéres colonnes sont des

SUITES EXACTES MIXTES.
En considérant le "caractére collectif” REALISABLE 6 tel que :

Cl[A] =& € Extg(G,) ~ H3(G, )

ce qui détermine des DONNEES DE BASE :
{P=(G, T,0);G)
il est possible de vérifier directement que 'EXTENSION DISTINGUEE :
an) C<aA
est une EXTENSION Q-NORMALE, déterminée par la "restriction” :
19 : Extg(G, I') —— Extg/(G', IN)

Compte tenu de la condition (14) qui donne :

H2(P) = HX(G, D) ~ Ext(G, ') = Ext[P]
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H2(P) = HA(G, T) = Extg(G, I) = Ext[P'

cette propriété résulte également de la partie (a) du Théoréme 5-4, du Théoréme 5-3
et du fait que la "restriction” rg coincide avec 1I'APPLICATION DE

RESTRICTION :

T2 : HYG, 1) = H2P)—> [ HA(G, D]C = [ H2A(P)IC

dont 1a CONSTRUCTION décrite ci-dessus donne donc une INTERPRETATION.

6. CARACTERISATIONS TECHNIQUES.

La caractérisation des EXTENSIONS Q-NORMALES, obtenue dans le
Théoréme 5-3, se présente sous une forme synthétique.

Il convient de la compléter par des “caractérisations techniques”,
indispensables dans les applications.

NOTATIONS 6-1 - On considere toujours des DONNEES DE BASE :
{(P=(G,T,0):G'}

constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6) et un SOUS-GROUPE
DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE
P'= (G, T, 0 et le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G', caractérisé par la
suite exacte : _ .
(44) (1)— G —5G6L256"=Q—s (1)
qui permet d'interpréter le groupe G comme une extension du groupe G' par le
groupe G" = Q.

Dans toute la suite, on considere une "représentation” (R) fixée du groupe
G comme une extension du groupe G' par le groupe G" = Q, au moyen des
données suivantes.

On choisit une 1-cochaine spéciale :

v=(v(})) = (v)) € C(G", G)

qui constitue une section du morphisme de groupe p".

De fagon générale, pour simplifier les notations, on adoptera la
CONVENTION selon laquelle, pour tout L € Q = G", s'il n'y a pas de risque de
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confusion, 1'élément V(L) € G, figurant par exemple en indice, pourra étre
remplacé par l'indice A € Q =G".
Ainsi, pour tout A € Q = G", les automorphismes de groupes, réciproques :
Y = Yo) € Aut(G) et =Py € Aut(G)
seront caractérisés respectivement par les notations :
47" <A,6 > =y)(0) =< V), 6 >=v() ov(A)1 pour tout ¢ € G'
et
(48) A, 6) = ex(0) = (V(A), 6) = v(A)1 L) pour tout 6 € G'
Il existe, alors un "systéme de facteurs” constitué par une 2-cochafne
spéciale :
(0, W) = (@) € CAG", G)
qui est un 2-cocycle, c'est-3-dire qui vérifie la condition :
(112) <A, o, v) > oA, uv) = oA, p) oAy, v)  pour tout (A, i, v) e G"3
de telle sorte que soient vérifi€es les conditions :
(113) V(A) V() = oA, 1) V(AW) pour tout (A, p) € G"2
(114) V(A)G =< A, 0 >V(A) pour tout (6, A) € G'x G"
Des éléments quelconques o € G et B € G s'expriment alors de fagon unique

sous la forme :

(115) a = ov(A) ; B =1o()
pour des éléments : 6 € G'et T € G, et des éléments :
pn(a)=a=xEGn=Q ; p"(B)=B=HEG"=Q

de sorte que leur produit o est donné, par la table de multiplication constituée

par les conditions (113) et (114), sous la forme :
(116) of = [ov(A)] [To(u)] = 61V(AN), avec:O1 =0 <A, T> 0, |)

Ces conditions caractérisent une REPRESENTATION (R) fixée du groupe
G comme une extension du groupe G' par le groupe G" = Q.

Pour un COCYCLE (GENERALISE) STRICT ARBITRAIRE :

z=M,m)=(M=Ma, m=mgp) e Z3G, D)= ZXP)

du PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6), la CONVENTION adoptée détermine pour
tout A € G" = Q, l'automorphisme :
117) Moy =Nr € Aui(l)
et par suite, le couple d'automorphismes :
(M, ¥ = Mo, Yoy € Aut) x Aut(G')
et 'TAUTOMORPHISME :

51



¥z = (@ M) = (Pu)s Moy = Por),z € Aut(P)
du PSEUDO-MODULE P' = (G, T, 6").

THEOREME 6-2 - Pour des DONNEES DE BASE :
(P=(@G,T,0);G'}
constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6) et un SOUS-GROUPE

DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE
P'= (G, T, 0") et le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G', pour tout COCYCLE

(GENERALISE) STRICT :

Z =M, m) =M =Me)m = (Mg € Zg(G, ) = Z2(P)

du PSEUDO-MODULE P' = (G, T, 8"), qui détermine la classe :

£ e H2P) = H3(G, T) ~ Extg(G', ) = Ext[P']

représentée par le PRODUIT CROISE MIXTE :
a A=Ay =Ay=(T,G,2)=[U;N]

qui détermine 'EXTENSION DISTINGUEE D' ANNEAUX-GROUPES :
(I1") <A

caractérisée par la SUITE EXACTE MIXTE : '
(111 {0,1} — T =[V;M]— A" =[U} N']~—I—)—~)G'-———+ {1}

avec les Notations précédentes, les conditions suivantes sont équivalentes :

(@) La classe §'e ‘§2(P‘) est une CLASSE D'EXTENSIONS
Q-NORMALES.

(b) L'EXTENSION DISTINGUEE (II') est une EXTENSION
Q-NORMALE.

(¢c) Pour 'EXTENSION DISTINGUEE (I1') caractérisée par la SUITE
EXACTE MIXTE (111'), pour tout A € Q = G", le couple d’automorphismes :

M, ) € Aut(l) x Aut(G")

est un couple COMPATIBLE, ce qui signifie que l'ensemble ¥ 3 =
¥ (M, v) des prolongements F ¢ Aut(A') du couple (), y)) n'est pas
vide.

(d) 1! existe au moins une 1-cochaine spéciale :
a= (al) = (ak,(r) € CI(G"’ CI(G" M))
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déterminant des 1-COCHAINES STRICTES :

a) = (ar0) = (@, 1) e C1(G, 1) =CLG, M) x {1} = C (P

qui vérifient la condition :

(118) ‘P;Z[z'] =a)y *'Z pourtoutA e Q=G"
équivalente a l'ensemble des deux conditions :
] t -1 1
(118" M oMo oM, =<arc>MNo
(118" MALm'(,0), 1)) = 81,6 N'o(@r0) Moz ) o

pour tout © € G', pour tout (6, 1) € G2 et pour tout L e Q=G".

De plus, sous ces conditions équivalentes, l'ensemble non vide
F =% M, yo) des prolongements F e Aut(A') du couple M, ¥i)
COMPATIBLE, contient en particulier le prolongement :

F) € Aut(A")
caractérisé par la condition :
(119) Falua,0)] = ar 6 us pour tout (A, 6) e G" x G'
et le groupe abélien de 1-COCYCLES CENTRAUX :
Zg(G', X) = Z\(G', Xg) = Z1(P)

opére librement et transitivement sur l'ensemble ¥F 3 = F (N, V), par
I'action caractérisée par la condition :
(120) e . F(ug) = F(eg ug) =M(eq) F(ug) pour tout ¢ € G'
ce qui détermine sur l'ensemble ¥ 3 = F (M), YA) une structure de
Z1(P)-ensemble homogéne principal.

PREUVE - D'apreés le Théoreme 5-3, les conditions équivalentes (a) et (b),

s'expriment par la condition :

(86) gE)=E pourtoutge G
La partie (b) du Théoreme 5-4 montre que cette condition est

automatiquement vérifiée pour tout g = 6 € G, de sorte que, I'écriture de tout
o € G sous la forme (115), entraine que la condition (86) est équivalente 2 la

condition :

(121) 1),(\7/»)(5') =§ pour toutA e Q=G"
Compte tenu des Notations introduites, qui entrainent en particulier :
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v(1) = 1, ce qui permet de choisir : a1 g = 1 pour tout 6 € G', le Lemme 5-1
implique 'équivalence de la condition (121) avec chacune des conditions (c) et (d).
11 en résulte I'équivalence des conditions (a), (b), (c) et (d).

Enfin, les affirmations complémentaires résultent du Lemme 5-2, ce qui
acheve la démonstration.

REMARQUES 6.3 -

(a) La caractérisation des EXTENSIONS Q-NORMALES donnée par la
condition (c) du Théoréme 6-2, constitue bien une généralisation formelle de la
caractérisation initiale des algébres Q-normales, qui peut étre formulée par une

condition d’existence de prolongements s € Gal[A: E] C Aut(A), des
automorphismes A € Q = Gal[F: E] C Aut(F), comme cela a ét€ expliqué dans

I'Introduction.
(b) Lorsque le Théoréme 6-2 est appliqué & des données classiques :

{L;G;GY)
la condition (118') est automatiquement vérifiée, et modulo des changements de
notations, la condition (118") se traduit par la condition (9-9) du Théoréme 9-2 de

[31.

Compte tenu de la Proposition 2-5, il en résulte que par sa condition (c), le
Théoréme 6-2 constitue en particulier la généralisation du Théoréme 9-2 de [3],
dans lequel S. EILENBERG et S. Mac LANE donnent une caractérisation de la
Q-normalité des produits croisés classiques au sens de E. NOETHER.

7. LA CONDITION DE SPEISER.

La richesse de la cohomologie galoisienne résulte essentiellement du
THEOREME DE A. SPEISER [16], qui entraine que tout corps L et tout groupe
fini d'automorphismes G C Aut(L), vérifient la condition :
(122) HYG, L*) = {1}
(on peut voir également, par exemple la Proposition 3 p. 202 de [1], le Théoréme
1.1 p. 332 de [9] ou la Proposition 2 p. 158 de [15]).

Cette condition ou une condition analogue jouent un rle fondamental dans de

nombreuses questions (voir par exemple : [1], [8], [9], [10], [111, [12], [13], [14],
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[15]), [1Z]) et en particulier dans la théorie des corps de nombres
algébriques(Théoreme 2-1 p. 354 de [10]) et dans la théorie des Formations de
Classes (voir par exemple I'Axiome L. p. 203 de [1], I'Axiome CF 1. p. 225 de
[13] ou I'Axiome 1. p. 174 de [15]).

On se propose d'introduire une généralisation de 1a condition (122).

DEFINITION 7-1 - Pour des DONNEES DE BASE :
{(P=(G, T 6);G')
constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) et un SOUS-GROUPE

DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE
P'=(G, T, 0)etle GROUPE QUOTIENT Q=G"=G/G', la CONDITION DE

SPEISER est la condition :

A
(S) HI(P") = {1}
qui exprime la trivialité du premier groupe de COHOMOLOGIE CENTRALE :

A Al 1
HI(P) = Hg(G', T') = Hy (G, X) = H1(G, X)

du PSEUDO-MODULE P' = (G, T, 0.

EXEMPLE 7-2 - Lorsque les DONNEES DE BASE représentent des “données
classiques” :

(L; G; G')
les Exemples 2-4 entrainent la relation :

H(P) = Hg(G', T') = Hg(G', X) = HY(G', X) = HI(G', L*)

de sorte que la condition (122) entraine que la CONDITION DE SPEISER (S) est
vérifiée.

THEOREME 7-3 - Pour des DONNEES DE BASE :

(P=(G,T,0);G'}
constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 8) et un SOUS-GROUPE
DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE
P'= (G, TI,0") et le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G', et sous les



hypothéses et les conditions équivalentes (a), (b), (c), (d) du Théoréme 6-2,
alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) Les DONNEES DE BASE vérifient la CONDITION DE SPEISER :

) a@) = (1)

(b) Pour tout A € Q = G", l'ensemble non vide F r= F (M, V) des
prolongements F € Aut(A") du couple (N, y)) COMPATIBLE est constitué
par "une seule classe", ce qui signifie que deux prolongements F € Aut(A")
et F'e Aut(A") du couple (Ny, yo) COMPATIBLE sont nécessairement
EQUIVALENTS, en ce sens qu'ils différent d'un automorphisme intérieur
Tx = <X > € Autj(A"), déterminé par un élément x du centre-groupe X = Zg(I')
de l'anneau-groupe T'=[V; M].

PREUVE - Pour chaque Ae Q = G", le Théoréme 9-5 de [€] montre que
I'ensemble non vide & 3 = F (Ma, W) constitue un Z1(P')-ensemble
homogéne principal et que, par passage au quotient, 'ensemble ¥F [N, Wil
des “classes d'équivalences” [F] des éléments F € % 3, est muni d'une structure

A
de HI(P')-ensemble homogéne principal.

La Définition 8-6 de [6] entraine alors immédiatement 1'équivalence des
conditions (a) et (b), ce qui ache¢ve la démonstration.

REMARQUE 7.4 - Sous les hypothéses et les conditions équivalentes (a), (b),
(c), (d) du Théoréme 6-2, pour chaque A € Q = G", I'ensemble non vide
¥ 2 =% (M, ¥)) contient au moins une classe [Fp] pour un prolongement
Fae %3 du couple (M, ¥2) COMPATIBLE.

Le Théoréme 7-3 montre alors que la CONDITION DE SPEISER (S)
équivaut a la condition :
(123) Fa = [Fal pour tout L € Q =G"
qui exprime une condition d'unicité des prolongements "d automorphisme
central intérieur preés”.
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8. LES COCYCLES DE TEICHMULLER.

Sous la CONDITION DE SPEISER, on se propose de généraliser aux
EXTENSIONS Q-NORMALES, la notion classique d¢ COCYCLE DE
TEICHMULLER d'une algébre Q-normale [3].

HYPOTHESES 8.1 - On considére maintenant des DONNEES DE BASE :
{(P=(G,T,0);G)
qui vérifient la CONDITION DE SPEISER :

A
(S) HI(P) = {1}
et on considere également une CLASSE D'EXTENSIONS Q-NORMALES :

£'e [H2(P)]C = [H3(G', NIC = [Exte(G', NIC
associée 4 un COCYCLE (GENERALISE) STRICT :

2=, m) =M =M), m'=(mgr) € Z5(G, )= Z2(P)

du PSEUDO-MODULE P' = (G, T', "), et représentée par le PRODUIT CROISE
MIXTE :

a A'=Ae =Ay=(T,G, z) =[U; N
qui détermine 'EXTENSION Q-NORMALE :
ar) FaA

caractérisée par la SUITE EXACTE MIXTE : '
anr {0,1} —I'=[V;M]— A'=[U} N']—-E—> G — (1}
On utilisera librement les propriétés des PRODUITS CROISES MIXTES
établies dans [5], qui montrent que pour l'‘anneau-groupe :
A=, G, z)=[U; N1
l'anneau sous-jacent An(A") = U' et le groupe sous-jacent Gr(A") = N' sont

caractérisés par les conditions :

Iy U= @D Vvus, e (9 N= 1 Mug
ceG' oeG'
I'addition étant celle du groupe abélien U’ et la multiplication dans I'anneau U’ et

dans le groupe N' C U* étant caractérisée (par distributivité dans U') au moyen
des conditions :

(124) ug X =N'g(X) ug
pourtoutc e G'ettoutxe Vouxe M,et:

(125) Ug Ug = M'g 1 Ugr
pour tout (G, T) € G2.
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On utilise également la REPRESENTATION (R) du groupe G, caractérisée
par les conditions (112) & (116).

LEMME 8.2 - Sous les hypothéses précédentes, alors :
(a) Tout COCYCLE (GENERALISE) STRICT :

z=(M,m)=(n =M, m=(mep) € Z5G, )= Z2P)

du PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6), détermine un espace non vide :

AZ " t
C2 (G, A)

constitué par les 2-cochaines généralisées de la forme :

Q = (), mw) € CAG", A)
dans laquelle la 1-cochaine spéciale :
(Fy) € CI(G", Aut(A"))
vérifie la condition :
(126) Fxe F (M v pourtoutA e Q=G"
et dans laquelle la 2-cochaine spéciale :
(nyp) € C2(G", Gr(A")) = C2(G", N)

qui vérifie naturellement la condition :
127) FaFu=<my>Fy pour tout (A, ) € G2
vérifie aussi la condition :
(128) o € Mugap pour tout (A, ) € G"2

(b) Pour chaque A € Q = G", l'automorphisme d'anneaux-groupes :
Fy) € Aut(A"), détermine sa "classe d'automorphismes extérieurs" :

(129) OM) = O\ =F) e Aute(A)
qui est indépendante du choix du COCYCLE STRICT z= (M, m) e Z2(P).

(c) Le COCYCLE (GENERALISE) STRICT : z’= (', m") € ’22(P'),
détermine un "caractére collectif" :
(130) O =0y e M(G", A) = Mor[G", Aute(A")]
du groupe Q = G" = G/G/', dans I'anneau-groupe :
A'=(T,G,z)=[U"; N

qui peut également étre caractérisé par la condition :



2
(131) Q = (), (my) & Cy (G, A)

PREUVE - D'apres le Théoreme 6-2, les Hypothéses entrainent que pour
chaque A € Q = G", l'ensemble F (M), WYA) n'est pas vide, et par suite, en
choisissant : F; =1 € Aut(A"), il en résulte /'existence de 1-cochaines spéciales:
(F)) € CI(G", Aut(A"))
vérifiant la condition (126).
Pour les COCYCLES STRICTS :

z=(M, m)e ZP) et z =M, m)e ZAP)
il est évident qu'il existe au moins une 1-cochatne spéciale :
(a's) € CH(G', M)
vérifiant la condition :
(132) No =<a'¢g>MN'g pour tout c € G’
et qu'il existe une 2-cochaine spéciale :
cap € CHG", M)

caractérisée par la condition :

-1 -1
(133) Chu =MAp Moy Ap = VALV My u),vip)

pour tout (A1) € G"2.
Avec la CONVENTION adoptée, compte tenu de la condition (113), pour
tout (A, U) € G"2, 1a condition (11) entrainent facilement la condition :
(134) M Mp = <CA x> Mo Mp
et par suite la condition (132) entraine la condition :
(135) MA Mp = <CAp A'ow)> Mo Nip
alors que la condition (113) entraine également la condition :
(136) wvp= lg Volw ¥
La condition (126) entraine les relations :
(137) Fpe Fawd) 5 Fue FMuwp) 5 Fape Fp, vaw
De méme, pour tout (A, ) € G"2, en posant pour simplifier les notations :
(138) UGy =Wp 5 Meuw =My 5 VYou =WVip
et
(139) CAu = Chp Aa(hu)
la condition (124) montre que 1'élément : up y € N' = Gr(A"), détermine un
automorphisme intérieur <uy ;> € Autj(A’), vérifiant la relation :
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(140) <upp> € FMaw Yap
et que I'élément ¢) € M C N' = Gr(A"), détermine un automorphisme intérieur
<cap> € Autj(A'), vérifiant la relation :
(141) <cap> € Fl<eap doaw> 1g)
Compte tenu des conditions (135) et (136) qui entrainent, dans le groupe
produit : Aut(I') x Aut(G"), la relation :
M W) My, V) Mg W™ M waw ! (<cap 2a@ > 1g)!
=(1r, 1(;')
les relations (137), (140) et (141) entrainent que l'automorphisme :
(142) Fy, Fy F;}u <u')‘1’u> <c 53,“> =Hyu € Aut(A)

constitue un prolongement du couple (1r, 1) € Aut(I') x Aut(G'), ce qui

implique la condition :

(143) Hype F(r 1) pour tout (A, ) € G"2
Compte tenu de la CONDITION DE SPEISER(S), le Corollaire 9-6 de [6]

montre que la condition (143) entraine que H)  coincide avec un automorphisme

intérieur de I'anneau-groupe A' = [U"; N'], déterminé par un élément du centre-
groupe X = Zg(I') de I'anneau-groupe I' = [V; M], qui vérifie naturellement la

relation : X C M C N

Il en résulte immédiatement l'existence d'une 2-cochatne spéciale :
(xap) € C2¢(G", X)

vérifiant la condition :

(144) Hyjp = <xpu> € Autj(A") pour tout (A, p) € G2
de sorte que la condition (142) entraine la condition :

(145) FyFy=<xay capuap>Fay  pourtout A, p) e G2

11 existe alors au moins une 2-cochaine spéciale :
(myp) € C2(G", Gr(A)) = CX(G", N
caractérisée par la condition :
(146) My = X2 Chp UAp pour tout (A, p) € G"2

de sorte que la condition (145) se traduit par la condition (127), et qui vérifie aussi
la condition (128).
La Définition 4-2 et le Scholie 4-3 de [4] entrainent alors :

A2 " A
Q = ((F), (mp) € C, (G", &) C CXG", A)

ce qui prouve la partie (a).
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Compte tenu de la CONDITION DE SPEISER (S), pour chaque
A € Q=G", le Théordme 7-3 entraine la relation :

(147) F M W) C Fa € Aute(A)

De plus, comme le Lemme 4-4 de [6] montre que %Z(P) est un C1(P)-espace
homogéne pour l'action », un changement du COCYCLE STRICT z=(M, m) €

%2(P) se traduit par son remplacement par un COCYCLE STRICT z = ™, m) €

z2(P), vérifiant en particulier une condition de la forme :
(149) No = <ag> Mo pour tout a € G

pour une certaine 1-cochatne spéciale :
(2w € CI(G, M)

Pour toute 1-cochaine spéciale :
(Fa) € CH(G", Aut(A))

liée au COCYCLE STRICT z = (n, m) € %Z(P), par la condition de la partie (a),
ce qui entraine en particulier :

(126) Ev e F M w) pour tout L € Q = G"

un raisonnement analogue a celui fait pour la démonstration de la partie (a) montre

que la condition (149) entraine l'existence d'une 1-cochatne spéciale :
(xp) € C{G", X)

vérifiant la condition :
(150) Fy =<xpa)> Fy pour tout Ae G"

qui entraine alors la condition :
(151) Fa=F) e Aute(A) pour tout A € G
ce qui acheve la preuve de la partie (b).
La condition (127) entraine :
Fa l_:u = ?xp pour tout (A, p) € G"2
c'est-a-dire :
OzM) Oz() = Oz pour tout (A, ) € G"2
ce qui prouve que la caractérisation (129) entraine bien ['existence du "caractére

collectif” :
(130) O =0,e M(G", A) = Mor[G", Aute(A")]

du groupe Q = G" = G/G', dans l'anneau-groupe A’ = [U', N'].
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Le Théoréme 4-8 de [4] montre alors que les parties (a) et (b) impliquent sa
caractérisation par la condition (131), ce qui termine la preuve de la partie (c) et
acheve la démonstration.

LEMME 8-3 - Sous les Hypothéses précédentes, alors :

(a) Le centre-groupe X = Zg(I') de l'anneau-groupe I" = [V; M] est muni
d'une structure de G-module (G, X, 9) = X = Xy, constituant le MODULE
CENTRAL associé au PSEUDO-MODULE P =(G,T, 6).

(b) Le groupe d'invariants X' = XSG’ est muni, par passage au quotient,
d'une structure de G"-module (G", X', 0") = X' = X'g» = XC'.

(c) Le centre-groupe Y = Zg(A') de l'anneau-groupe A' = [U'; N'] est
muni d'une structure de G"-module (G", Y, ©) =Y = Yo, "induite" par
"caractére collectif" : © = O, e M(G", A"), du groupe Q = G" = G/G' dans
l'anneau-groupe A' = [U"; N'] = (T, G, z).

(d) Dans le groupe N' = Gr(A"), les centres-groupes :

ZD)=X=MnZV) et  Zg(A)=Y=NnZU)

vérifient la relation :

(152) ZgT) N ZgA) =X NY=XC =X
de sorte que l'inclusion canonique :
(153) XC'=X'C Y=2Z4A)

est un monomorphisme du G"-module (G", X', ") = X' = X'g» = XC' dans
le G"-module (G", Y, ©) =Y = Yo associé au COCYCLE STRICT

Z=m,m)e Z2(P).

PREUVE - La partie (g) des Exemples 3-2 de [6] établit la partie (a), qui
entraine immédiatement la partie (b).

Le diagramme commutatif et exact canonique (1), appliqué a I'anneau-groupe
A' = [U'; N'], montre que le composé du morphisme canonique : Aute(A") ——
Aut[Zg(A)] = Aut(Y) et du "caractére collectif' © = Oy e M(G", A) =
Mor[G", Aute(A)] détermine un “caractére” © M(G", Y) = Mor[G", Aui(Y)],
noté aussi simplement © = Oy, du groupe G" dans le groupe abélien Y = Z,(A"),

alll

ce qui détermine le G"-module (G", Y, ©) =Y = Yo et prouve la partie (c).
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Les caractérisations de X = Zy(I") et de Y = Zy(A') entrainent :
XNnY=XnNZU" avec X C ZV)

de sorte que la condition (I'1) montre que X N Y est constitué par les éléments
x € X qui commutent aux éléments ug pour tout ¢ € G/, et par suite, la condition

(124) entraine :
(154) XNY=({xe XINgx)=x pour tout 6 € G'}
Comme le G-module (G, X, 0) = X = Xg peut étre caractérisé par la
condition :
(155) 00(x) = N (x) pour tout x € X
la condition (132) et la relation : X C Z(M), entrainent la condition :
(156) N'¢(X) = Ng(x) = Bg(x) pourtoutx € Xettoutoe G'
Les conditions (154) et (156) entrainent alors :
XNY={xe X!|0g5(x)=x pour tout ¢ € G} =Xx¢

c'est-a-dire la relation (152).

De méme, compte tenu du Lemme 8-2, le G"-module (G", Y, Q)=Y =Yo
peut étre caractérisé par la condition :
(157) OAy) = Fa(y) =nau(y) pourtouty € Y

Pour tout x' e XY = X/, les conditions (155) et (157) entrainent alors la
condition :
(158)  Oa(x) = MA(x) = Nu)y(x) = Bupy(x) = 8"A(x)) pour tout A € G”
qui montre que le G"-module (G", X', 8") = X'=X'g" = XC', est bien, au moyen

de l'inclusion canonique (153), un sous G"-module du G"-module

(G",Y,0)=Y =Yp associé au COCYCLE STRICT : z'=(n{', m') € %Z(P'), ce

qui termine la preuve de la partie (d) et achéve la démonstration.

NOTATIONS 8-4 - Sous les Hypotheses précédentes, le diagramme
commutatif (3), appliqué au groupe Q = G" = G/G' et & l'anneau-groupe A' = A'¢'
=A'y = (T, G, z') =[U"; N'] donne un diagramme commutatif de la forme :

62(0", A ————’—r—————-) Z3(G", A)
A A
(VII) Xl T M
T A
M(G", A) 5> H3(G", A)
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dans lequel figurent I'APPLICATION COCYCLE DE TEICHMULLER T,

.. A
I'APPLICATION CLASSE DE TEICHMULLER T et I'APPLICATION

OBSTRUCTION DE TEICHMULLER T, associées au groupe Q = G" = G/G' et
a l'anneau-groupe A' = (I, G', Z').
En fait, ce diagramme dépend du choix du COCYLE STRICT :

=M, m) e ZXP),dontlaclasse 2 ' =E'e H2(P') vérifie la CONDITION

DE Q-NORMALITE :
& e [H2(P)]C

Comme le Lemme 8-2 montre que ce COCYCLE STRICT z' = (n', m') €

Z2(P") détermine un “caractére collectif” :
O =0,e M(G", A) =Mor[G", Aute(A")]
du groupe Q = G" = G/G' dans l'anneau-groupe :
AN =T, G, z)=[U; N1
le Théoreme 4-8 de [4] montre que la “classe de cohomologie faible” :

A2
Co(G", A) = x1(O) =x1(Oy)

est un e‘l(G", A"-espace homogéne, appelé 'ESPACE DES ©-COCHAINES du
groupe G" dans l'anneau-groupe A'.

Par restriction, le diagramme commutatif (VIII) détermine alors le
diagramme commutatif :

A2 1" T T t "
Co G, &) ———= ZO(G A = Q(G Y)

(IX) \4‘ To| &

T = TQ

A3 3
(0 =0y} ———=— Hg(G", A) =H(G", Y)

qui dépend aussi du choix du COCYCLE STRICT : z' = (1", m") € iz(P').
Le Théoréme 6-5 de [4] montre que ['image par T = To, de la classe de

cohomologie faible :
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A2
CoG", A)=x1(©) =x1(Oy)
est exactement constituée par un ensemble de 3-COCYCLES CENTRAUX de

G" dans A', qui caractérise une CLASSE DE COHOMOLOGIE CENTRALE :
— _ A3 3
(159) TO,]=T[O] ={'(z) = € Hy(G", A) =H4(G", Y)

du groupe G" dans l'anneau-groupe A' = (I', G', z'), caractérisant
I'OBSTRUCTION DE TEICHMULLER du “caractére collectif’ © =0, €
M (G", A') du groupe G" dans l'anneau-groupe A' = (I', G', z'), associé au

COCYCLE GENERALISE : z' = (n', m") € %2(P'), vérifiant les Hypotheses
précédentes.
Dans I'ESPACE DES ©-COCHAINES :

A2 " t
Co(G", A)

le Lemme 8-2 assure ['existence du sous-espace non vide :

A A
ze Z2(P)

appelé 'ESPACE DES ©-COCHAINES ELEMENTAIRES.

De méme, le Lemme 8-3 entraine l'existence du groupe :

A G A A
(160) C,(G", A) = CI(G", M) x C%(G", XV) = CK(G",T) n CI(G", A)

appelé le groupe des 1-cochaines généralisées faibles ELEMENTAIRES, qui
admet pour sous-groupes, le groupe :

(16)  ClG" A)=ClG", M) x {1} = CI(G", ) " C!(G", &)

appelé le groupe des 1-COCHAINES STRICTES ELEMENTAIRES, et aussi le
groupe :

(162) Cl@", &) = CI(G", X) x C2G", XO)

appelé le "groupe d'isotropie”.
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LEMME 8-5 - Sous les Hypothéses précédentes, alors :
A
(a) L’action » habituelle, du groupe C1(G", A') de 1-cochaines

A
généralisées faibles de G" dans A', sur l'espace C2(G", A') des 2-cochaines
généralisées de G" dans A, induit une action :

A A * A
C;(G", Av) x Cz'(c}u’ A')_"‘_) Cgv(G", AI)

pour laquelle la condition :

(163) Q= ((F), (myw) = (a,b) » ((F), (m ) = (a, b) « Q

est équivalente @ l'ensemble des deux conditions :

(163" Fp=<a)> Fy, pour tout A € G"
(163" myy = aj Fa(ay) my gj}u bau pour tout (A,p) € G"2

(b) Pour cette action », 'APPLICATION CLASSE DE TEICHMULLER
T = To vérifie la condition :

(164) Ti(a, b) » Q] = 5.(b) TIQ]
pour toute ©-COCHAINE ELEMENTAITAIRE :

Q = (F), () € G, &)

et pour toute 1-cochaine généralisée faible ELEMENTAIRE :
A
(@, b) e Ce(G", A) = CI(G", M) x C%G", XO)

A
(c) Pour cette action =, I'ESPACE Cz.(G", A"Y) DES ©-COCHAINES
A
ELEMENTAIRES est un C;(G", A') - espace homogene.
(d) Par restriction de cette action «, le groupe ae(G", A) opére

transitivement sur 1'ensemble des sous-espaces :

/\2 ~
(C2(G", A) I ze Z2P))
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(e) Pour chaque COCYCLE STRICT z=(M, m) € %2(P), l'espace

62 " ) Nl 1" 1]
z.’Z(G ,A) estun C f(G , A)-espace homogéne.

PREUVE - Compte tenu du Lemme 4-5 de [4], pour prouver la partie (a), il
suffit de montrer que la condition :

Q = (B, ) € C2 (G, &) C CAG", A)

z'\Z

et la condition (163), entrainent la condition :

Q= (B, ) € Cpr ,(G" &) C C(G", &)

pour un certain COCYCLE STRICT : z = (1, m) € Z2(P).
I1 est immédiat qu'il existe au moins une 1-cochaine spéciale :
a=(ag) € C{(G, M)
vérifiant la condition : a), = ay()) pour tout A € G", et en posant :
a¥z=(@)+Mm=mm=ze ZXP)

il en résulte la condition :

M = <ax>"Ma pour tout A € G"
de sorte que les conditions (163") et (126) entrainent la condition :
(126) Fre Fma v pour toutA € Q=G"
et les conditions (163") et (128) entrainent facilement la condition :
(128) mpu € Mugap) pour tout (A, i) € G"2

De plus, compte tenu du Lemme 8-3 qui entraine la relation :
<brp>=1¢€ Autj(A)
le Lemme 4-5 de [4] montre que les conditions (163) et (127) entrainent la
condition :
12D F) Fy=<myu> Fay pour tout (A, p) € G"2
11 en résulte bien la condition :

Ao " /\2 " ,
Q= ((Fn), () € G2 (G 4) < C(G, A)

ce qui acheve la preuve de la partie (a).
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Comme le Lemme 8-3 entraine la relation :

3 3
85 (b) = 5.(b)

le Lemme 6-4 de {4] entraine la partie (b).
Etant données deux ©-COCHAINES ELEMENTAIRES arbitraires :

Q = (B, (mp) € C2,(G", &) € CH(G", &)

et

\ A
Q= (B0, mp) e G 4) C GG, A)

comme le Lemme 4-4 de [§] montre que iZ(P) est un C1(P)-espace homogéne, il
existe d'abord au moins une 1-COCHAINE :
(a,b) e CI(P) = C1(G, M) x Z(G, X)

vérifiant la condition : z = (a, b) » z, qui entraine en particulier la condition :
M = <ay> M) pour tout A € G"
de sorte que, compte tenu de la CONDITION DE SPEISER (S), le Corollaire 9-6
de [6] montre que la condition (126) entraine l'existence d'au moins une
1-cochaine spéciale :
(xp) € CI(G", X)
vérifiant la condition :
Fp=<x) ay> Fy, pour tout A € G"
La condition : a), = x), a), pour tout A € G", caractérise alors une 1-cochaine
spéciale :
a=(a) e CI(G", M)
vérifiant la condition (163'), et pour laquelle la partie (a) détermine la
©-COCHAINE ELEMENTAIRE :

\J 1 A2 " 1)
Q= ((F) ) =@, D+ Qe C;,(G", A)
Appliquée a Q et Q' la condition (127) entraine, dans le groupe Autj(A"), la
condition :

< p> = <n'j p> pour tout (A, ) € G"2

et de méme, la condition (128) entraine 'existence d'une 2-cochaine spéciale :
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(bap) € CAG", M)

vérifiant la condition :
My =bapnay pour tout (A, p) € G"2

ce qui entraine la condition :
<bpp>=1€ Aut(A) pour tout (A, p) € G"2

pour laquelle le Lemme 8-3 implique la condition :
(baw € CXG", X9

Ainsi, les caractérisations précédentes entrainent la relation :
Q= ((Fp), (my) = (@, b) » (F3), (mp)) = (a, b) » Q
ce qui termine la preuve de la partie (c).
La construction précédente prouve ['existence d'un élément :

@, 1) e Co(G", A) = CI(G", M) x {1}

A
qui transforme la ©-COCHAINE ELEMENTAIRE Q € Cg. Z(G", A') en une

A
©-COCHAINE ELEMENTAIRE Q' € Ci-,Z (G", A"). 1l en résulte facilement la

relation :

A " ) A2 " )
@ 1)+ [C} G, A)] = Cp,(G", A)
ce qui prouve la partie (d).
La partie (a) entraine facilement que le groupe E%(G", A") est le stabilisateur
. A2
strict de chaque sous-espace C. _(G", A).

La partie (c) entraine alors la partie (e), ce qui aché¢ve la démonstration.

LEMME 8-6 - Pour des DONNEES DE BASE quelconques :
(P=(G, T,0);G)
et pour un COCYCLE STRICT :

Z=@,m)=M=Mo), m'=mg) e Zo(G, )= ZXP)

tout COCYCLE STRICT :

69



z=(M,m) =M =M, m=(mgp) e ZaG, )= Z2P)

est strictement cohomologue @ un COCYCLE STRICT :

z=(1,m) =M= m=map) € ZyG,T)= ZXP)

défini par la condition :

~

(165) z=M, m)=(, D*M,m=a~Mm=a xz

pour une certaine 1-cochaine spéciale :
a=(ag) e CI(G,M)

et qui vérifie les deux propriétés suivantes :

(a) Le COCYCLE STRICT z = (n, m) € %2(P) est AU DESSUS du

COCYCLE STRICT ' =(m',m") € %2(})'), en ce sens qu'il vérifie la condition :
(166) Mo =N pour tout 6 € G'

(b) Le COCYCLE STRICTz = (M, m) € %2(P) est ADAPTE a la
REPRESENTATION (R) du groupe G, en ce sens qu'il vérifie la condition :
(AR) Mg () = Mg = pour tout (o, W) € G' x G"

PREUVE - La démonstration du Lemme 8-2 a utilisé l'existence d'au moins

une 1-cochaine spéciale (a'¢) € C1(G', M), vérifiant la condition :

(132) Nog =<a'g>MN'g pour tout c € G'
La 1-cochaine spéciale a= (ag) € C1(G, M) est définie par la condition :

167) ag = a"(,1 Mg v(d) = a';,l Mg )

pour tout élément o € G de la forme :
(115) o = 6V(R)
pour des éléments 6 e G'etp"()=a=Ae G" =Q.
La condition (167) entraine en particulier :
ag = a"(,1 Mg, = a"(,1 et ay() = a"l1 mpyq) =1
pourtout o € G'ettout p e G".
Les conditions (165) et (132) entrainent :
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J — -1 — -1 [ [}
No=<>MNo=<asg>No=<a5 ag>No=TNo¢

c'est-a-dire la condition (166), ce qui prouve la partie (a).
De méme, la condition (165) entraine alors :

Mo, (k) = 2a Nol@u(w) Mo,u(w) aéln(u)
= a'g No(1) mo,vglay mepgyl =1

c'est-2-dire la condition (AR), ce qui termine la preuve de la partie (b) et achéve la
démonstration.

LEMME 8-7 - Sous les Hypothéses 8-1, alors :
(a) Il est possible de choisir un COCYCLE STRICT :

z=(M, m)=@=Me)m=(mgp) € Z5(G,T)=Z2P)

€

qui est AU DESSUS du COCYLE STRICT 7' = (', m') € %Z(P'), en ce sens

qu'il vérifie la condition :
(168) Noe=MN'o pour tout 6 € G'

et qui ADAPTE a la REPRESENTATION (R) du groupe G, en ce sens qu'il
vérifie la condition :

(AR) Mg, v(u) = Moy = 1 pour tout (6, p) € G' x G"
(b) Avec un tel choix, et avec les notations des conditions (112) a@ (117)
toute ©-COCHAINE ELEMENTAIRE :

A S
Q= ((Fp), (myp) € C, (G A)

détermine un RELEVEMENT canonique, constitué par une 2-cochaine
généralisée :

A t A 1
Q = ((F(X)v (n (X,B)) € C2(G9 A)
vérifiant la condition de compatibilité :

(169) Foe F (Mo Vo) pour tout x € G
et les conditions de relévement :

(170) Fy, = Fy pour tout A € G"
et

(171) M = 00, o) Yo pour tout (A, p) € G"2
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et qui est caractérisée par la 1-cochaine spéciale :
(Fo) € CI(G, Aut(A"))

définie par la condition :
(172) Fa =Fg Fa avec : Fg = <ug> € Autj(A")
pour tout élément a.€ G de la forme : a = 6v(A), avec (0,A) € G' x G", et par
la 2-cochaine spéciale :

(n'ep) € C2(G, M) C C2(G, Gr(AY)
définie par la condition :
(173) n'g g =ug Fa(ur) myy ugl
pour des éléments o.€ G et B e G, de la forme : o = ov(A) et B = TO(W), avec :
(o,Me G xG"et(t,n) e G'x G", et avec : 01 =0 <A, > 0O(A, }) .

A
(c) De plus, ce RELEVEMENT Q vérifie les conditions de
compatibilité :

(174) Fse ¥ (Mg, Vo) pour tout c € G'
et
(175) n'gr=mgy pour tout (0, T) € G2

vis-a-vis du COCYCLE STRICT 7’ = (', m') € EZ(p').

PREUVE - Le Lemme 8-6 entraine la partie (a).

Avec un tel choix, caractérisé€ par les conditions de la partie (a), compte tenu
de la condition (11), la condition (AR) entraine la condition :
(176) Mo Ny = Novo(p) pour tout (o, u) € G' x G"
qui, avec les notations introduites, entraine la condition :
(177) Noa=NMo Mr
pour tout @ € G, de la forme : o = oL(A), avec (0,A) € G' x G".

Pour tout 6 € G', I'élément ug € N' = Gr(A"), détermine 1'automorphisme
intérieur :

Fg = <ug> € Autj(A")

pour lequel la condition (124) entraine naturellement la condition :

(174) Foe FM's, Vo) pour tout o € G'
de sorte que la condition (168) entraine la condition :
(178) Fs e ¥ Mo, Vo) pour tout 6 € G'

I1 est immédiat que la condition (172) caractérise une 1-cochaine spéciale :
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(Fo) € CI(G, Aut(A))

vérifiant la condition (170) et aussi la condition (174).

Compte tenu de la condition (126) et de la condition (178), les conditions
(172) et (177) entrainent immédiatement la condition (169).

11 est immédiat que la condition (173) caractérise une 2-cochaine spéciale :

(n'g,p) € CXG, N) = C%(G, Gr(A"))

vérifiant la condition (171) et aussi la condition (175), en tenant compte de la
condition (125).

Pour tout (¢, B) € G2, la condition (172) entraine :

Fa Fg = Fg F), Fr Fy = <ug> Fj <ur> Ky = <ug Fo(ug)> FA Fy
et:
Fop = Fc,1 Fau = <ug 2 Fau

de sorte que, compte tenu de la condition (127) qui entraine alors :
Fo Fg = <ug Fa(ug)> <mp > Fay = <ugFa(ur) myp> Fap
il en résulte :
FoFp = <ug Fa(ur) my u;,11> Fop

c'est-2-dire, compte tenu de la condition (173), 1a condition :
(179) FoFp = <n'q > Fop pour tout (o, B) € G2

Compte tenu de ce qui précede, cette condition (179), qui est I'analogue dans
le cas présent de la condition (11), prouve [l‘existence de la 2-cochaine
généralisée :

A A
Q = ((Fo), (n',p)) € CX(G, A)
Pour achever la preuve des parties (b) et (c), tout revient & montrer que la 2-
cochaine spéciale :
(n'ep) € CAG, N) = CX(G, Gr(A))
est en fait @ valeurs dans le groupe M = Gr(I').
Dans ce but, sous les hypothéses de la partie (a), il convient d'abord
d'examiner la structure d'une ©-COCHAINE ELEMENTAIRE quelconque :

Q = (B, ) € C2 (G, &) C C4(G", &)

En suivant la démonstration du Lemme 8-2, lorsque la 1-cochaine spéciale
(Fa) € CI(G", Aut(A")) est fixée, la condition (146) décrit ['une des formes
possibles de la 2-cochaine spéciale (ny )) € C2(G", N".
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Le Lemme 8-3 et les conditions (126) et (127) entrainent facilement que toute

autre forme s'en déduit par multiplication par une 2-cochaine spéciale :
(Xi'l,u) e CXG", XG')
ce qui préserve la forme de la condition (146).

La condition (168) montre que dans la condition (132), il est possible de
choisir : a'q = 1 pour tout 6 € G/, et la condition (AR) montre ensuite que les
conditions (132), (133) et (139) entrainent :

Cap=Chp =My pour tout (A, ) € G"2

Il en résulte la caractérisation :

(146" M = X My Ug(h ) pour tout (A, ) € G"2
pour une certaine 2-cochaine spéciale :
(xpp € C2(G", X).

Ensuite, le Théoréme 6-2 montre qu'il existe au moins une 1-cochaine

spéciale :
a=(ap) = (ar¢) € CI(G", CI(G', M)
de sorte que les automorphismes : F) € % (N, ¥)), soient caractérisés par une

condition de 1a forme :

(119) Falug,o)] = ar6 Us pour tout (A, 6) € G"x G'
et par suite, en posant pour simplifier les notations <A, > = 1/, il en résulte la
condition :

(119" Fafuq] = ap ¢ uy pour tout (A, ) € G" x G'

En utilisant systématiquement les conditions (124) et (125), pour tout (¢, B)
e G2, les conditions (173), (119") et (146"), entrainent successivement :
n'gB Ug; = ug Falug) myy
=Uga), . Ur' N} u
=MN's(arr) Ug uy My
=N'g(arr) Mg Ugr XApu MAp Ue(dp)
=N'g(ar,r) M'g,r N'or'(XA,pu M) Ust Un(hu)
=MN'g(ar,r) M'g,r' N'or(XA,u M) Mot ,w(Ap) Yo,
de sorte que dans le groupe N' = Gr(A"), la simplification par 1'élément ug,
entraine la condition :
(180) N'g g =MN's(arr) Mo Nor (Xdp M p) Mot o)
pour tout (ct, B) € G2 de la forme : & = GV(A) et P = TV(), avec: (6, A) € G'x

G"et(1,p) e G' x G", et avec : T' = <A, T>.

Il convient de remarquer que le membre de droite de la condition (180)
caractérise un élément du sous-groupe :
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M =Gr(I') C N' =Gr(A")

ce qui entraine donc la condition :
(181) n'gg € M=Gr(I) pour tout (o.,p) € G2
Ainsi, la condition (180) donne la CARACTERISATION DIRECTE de la
2-cochaine spéciale :
(n'qp) € C2(G, M) C C%(G, Gr(A")

ce qui acheve la démonstration.

THEOREME 8-8 - Pour des DONNEES DE BASE :
{P=(G,T,6);G}
qui vérifient la CONDITION DE SPEISER :

A
(S) HI(P") = (1}
et qui déterminent l'espace noté symboliquement :

[Z2(P)] = (z' = (', m) e Z2(P)1 2" = e [H2P)IC)
pour tout COCYCLE (GENERALISE) STRICT :

Z=M,m)=M=M'g), m' = (M'g2) € [Z2(P)]C]
dont la CLLASSE D'EXTENSIONS Q-NORMALES :

g'=7"e [HXP)IC = [Hy(G', DIC = [Extg(G’, 1)IC

est représentée par le PRODUIT CROISE MIXTE :

a AN=Ag=A,;=(,G,z)=[U; N]
qui détermine '[EXTENSION Q-NORMALE :
Im) r<a
caractérisée par la SUITE EXACTE MIXTE : '
(1T (0,1} — T =[V; M]— A'= [U; N1-P5 6 — (1)

avec les notations précédentes, alors :
(a) 11 existe au moins un COCYCLE STRICT :

z=(M,m)=(M=Ma),m=(mep) € Z5G,T)=Z2(P)

qui est AU DESSUS du COCYCLE STRICT z' = (', m") € [Z2(P)]'C) et qui est

ADAPTE a la REPRESENTATION (R) du groupe G, de sorte que, pour le



GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G', il existe une application :

): 2 (6", 4)—— CYG, D)

qui, a toute ©@-COCHAINE ELEMENTAIRE :

Q = ((F), (my) € C2 (G", A)

admettant un RELEVEMENT canonique:

A " t A 1
Q = ((Fo), (n'g,p)) € CAG, A)
associe la -COCHAINE [ou le -COCYCLE LARGE] :

A /\2
Q= (o). 'eP)) € Co(G, T)

caractérisée par la condition (173) du Lemme 8-7.
(b) 1l existe un diagramme commutatif de la forme :

A
& G —9 2.6, x% cz

A
(X) l Q) l hy

&G, 1 18 B3G, %) < 236G, %) =Z3G, D)

@(G" Y)= ZG(G"’ A")

dans lequel 13 est le morphisme de groupes d'inflation associé a
l'épimorphisme de groupes p" : G —— G" = G/G' = Q, dans lequel Tg est
I'APPLICATION COCYCLE DE TEICHULLER associée au "caractére
collectif" "REALISABLE : 6 € R (G, I') et dans lequel To est l'application

obtenue , par factorisation au travers du sous-groupe Zg..(G", XGY, a partir
de I'APPLICATION COCYCLE DE TEICHMULLER To associée au
"caractere collectif* : © = O, e M (G", A), déterminé par le COCYCLE

STRICT : 7' = (', m") € [Z2(P)]16).

PREUVE - Le Lemme 8-2 assure l'existence du "caractére collectif "
©=0ze M(G", A)
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déterminé par le COCYCLE STRICT : z' = (', m") e [Z 2(P)]I5), et aussi

A
l'existence des espaces Cz AG", A) de ©-COCHAINE ELEMENTAIRES.

Dans ce contexte, le Lemme 8-7 entraine la partie (a), en remarquant que la
A
condition de compatibilité (169) entraine que le RELEVEMENT (Q détermine bien,

A A
par restriction, une 8-COCHAINE : Q = (), (ﬂ'a,B)) € Cg(G, I), caractérisée

par le condition (173) du Lemme 8-7, et que le Lemme 7-3 de [4] montre que pour
A
le "caractére collectif’ REALISABLE 0 € R (G, I'), I'espace C%(G, I') des

A A
6-COCHAINES coincide avec l'espace Zg(G, I') = Ker Tg des 6-COCYCLES

LARGES.
Le Théoréme 6-5 de [4] entraine alors la relation :

(182) TelC3(G, )] = BY(G, X) C ZX(G, X)

qui justifie l'existence de la ligne inférieure du diagramme (X).
De fagon classique, le morphisme d'inflation I3 est celui qui, & tout cocycle :
t= () € Zgo(G", XO)

associe le cocycle :
B(1) = t* = (ta By € Z3(G, X)

caractérise par la condition :
(183) aBy =ty

pour tout (a, B, 7) € G3, tel que : A =& = p"(@), p =P =p"B) et v=F =p"®).
Les Notations 8-4 montrent que le “caractére collectif” :
O = 0Oy e M(G", A) = Mor[G", Aute(A)]

détermine en fait une APPLICATION DE TEICHMULLER :

A2 3 3
(184) To : CO(G", A)—— Z@(G", A) = ZG(G"’ Y)

pour laquelle le Lemme 8-3 entraine la relation :
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(185) Z3.(G", X%) < Z;(G", Y)

Pour achever la démonstration, tout revient donc & montrer que la restriction

A
de l'application (184) au sous-espace Cz. ,(G", A') de ©-COCHAINES

ELEMENTAIRES , "se factorise" au travers du sous-groupe défini par la relation
(185), de fagon a rendre commutatif le diagramme (X) ainsi obtenu.
Dans ce but, on considere une ©-COCHAINE ELEMENTAIRE :

Q = (B, M) € C2 G, A)

qui détermine la -COCHAINE [ou le 8-COCYCLE LARGE] :

0 = (Mo, Wap) € CXG, )

caractérisée par la condition :
(173) n'g g =ug Falug) mp u'cl1
pour des éléments . € G et B € G, de la forme : oo = cL(A) et B = TL(L), avec :
(o,M) e G'x G"et (1, u) € G'x G", et avec : 01 = 0 <A, T> O(A, W).

Le Lemme 6-2 et la Définition 6-3 de [4] montrent que Q détermine le
COCYCLE DE TEICHMULLER :

3 3
TolQ) =t=(pv) € Z5(G", Y) =Z,(G", A)

caractérisé par la condition :
(186) Fa(nyy) mypv = gy iy My

A ..
pour tout (A, 1,v) € G"3, et que Q détermine le COCYCLE DE TEICHMULLER :

A
TolQ] = t = (tapy) € By(G, X) C Z3(G, X) = Z3G, )

caractérisé par la condition :
(187) No(n'By) N By =tapy N'o,p Nap,y
Il convient de remarquer que pour achever la démonstration, tout revient d

démontrer l'égalité :
(1 88) k==

En effet, avec les notations de la condition (183), compte tenu du Lemme
8-3, I'égalité (188) entraine la condition :
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(189) tapy=topy=Hpuve XNY=X =X
pour tout (c, B, ¥) € G3 ou tout (A, t, v) € G"3.

Il en résulte que la relation (185) implique la relation :

. 3
(190) TolQ] =t = (t\uy) € Z3.G", XO) C Z

oG, Y)

ce qui prouve bien [l'‘existence de la "factorisation” de la restriction de

A
I'application (184) au sous-espace Cf. ,(G", A) de ©-COCHAINES

ELEMENTAIRES, au travers du sous-groupe défini par la relation (185), de sorte
que 'égalité (188) implique la commutativité du diagramme (X) ainsi obtenu.

Pour démontrer 1'égalité (188), il suffit d'adapter la méthode de
S. EILENBERG et S. Mac LANE, utilisée dans le cas des algébres Q-normales,
pour démontrer le Théoreme 10-1 de [3].

On utilise la REPRESENTATION (R) du groupe G, caractérisée par les
conditions (112) a (116).

En particulier, avec les notations de la condition (183), des éléments o € G,
B e Getye G s'écrivent sous la forme :

(191) a = cu(A) 5 B=To() ;o Y=pu(V)
ce qui entraine les conditions :

(192) of = o1o(AN), avec : 01 = O<A, > O(A,W)
et:

(193) By = 110(uv), avec : T1 = T<U, p> O, V)

L'associativité de la multiplication dans le groupe G entraine l'existence d'une
relation de la forme :
(194) (aB)y = a(By) = ev(Apv)
pour un élément € € G', dont il est facile d'obtenir une double caractérisation par

la relation :

(195) € = O1<AL,P> O(AU,V) = O<A, T1> O(A, Bv)
La condition (173) du Lemme 8-7 donne alors les relations :

(196) n'a,p Ug, = ugFA(ur) My

(197) n'gy Uy, = uFy(up) ny v

(198) N'oB,y Ve = Uchlu(up) LYSTRY

(199) ﬂ'a,ByUe = UGFX(UTI) LY WTAY

D'une part, les relations (198) et (196) entrainent successivement :
N, Nof,y Ve = N'o,B Ug, Fan(up) mupy

=ugFa(ur) mypu Fap(up) nppy
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=ugFa(ug) [<np p> o Fap(up)]l ny p map v
ce qui, compte tenu de la condition (127), donne la relation :

(200) n'g B NaB,yle =Enmynmyy
en posant :
(201) E = ugFa(u;) FaFu(up)

D'autre part, la condition de compatibilité (169) et les conditions (199),
(172) et (197) entrainent successivement :
Na(n'B,y) n'apy ve = Fal(n'g,y) UGFX(UH) ny,uv
= FoFx(n'ﬁ,y) UGFX(UTI) LY WTRY
= ugFA(n'g y) Fa(ug,) mupv
= UGFX(H'B,Y un) LY WTRY

= UGFX(UtFu(Up) Ny v) DA pv
= ugFp(ug) FAFu(up) Falnyv) nauv

c'est-a-dire, compte tenu de la condition (201), la relation :
(202) No(n'g,y) n'a,By Ue = E - Fa(np v) nj pv

Comme les calculs précédents sont effectués dans le groupe N' = Gr(A") dont
le centre Z(N') contient le centre-groupe Y = Zg(A') de I'anneau-groupe A’ =
[U'; N, il en résulte la relation :

tauve Y=ZgA) CTZ(N)C N

qui montre que 1'élément t) ,, y commute i I'élément E € N', de sorte que la
relation (200) entraine la relation :
(203) v Nop DBy Ue = Etapvnap mapy

La condition (186) et les relations (202) et (203) entrainent alors, dans le
groupe N' = Gr(A"), la relation :

Na(n'gy) Mg, By Ve = tAuv Mo p N'ap,y Ve

de sorte que par simplification par ug, il en résulte, dans le groupe N' = Gr(A"), la
relation :
(204) No(n'y) Mo By =thpyv N'ap Napy

Dans le groupe N' = Gr(A"), la comparaison de la condition (187) et de la
relation (204) entraine la condition :
(205) oy = ta,By
qui, compte tenu de la condition (183), exprime I'égalité (188), ce qui acheve la
démonstration.
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THEOREME 8-9 - Pour des DONNEES DE BASE :
{P=(G,T,90); G}
qui vérifient la CONDITION DE SPEISER :

A
(S) HI(P) = {1}
et qui déterminent l'espace noté symboliquement :

(22110 = {2 =M, m) e Z2P)| Z'=E e [H2(P)]C1}
il existe une APPLICATION CLASSE DE TEICHMULLER :

A ~ '
Ty : [Z2(P)C) — H3.(G", X©)

et une "application multivoque" :

T3 : [Z2(P))IC —— Z3.(G", XT)

c’est-a-dire une application :

T3 : [Z2P)]C)—— P[Z3.G", XF)]

a valeurs dans 1'ensemble des parties du groupe abélien de 3-cocycles

Z%..(G", XG"), associées et caractérisées par les conditions suivantes.

Pour tout COCYCLE STRICT :

z =M, m) e [Z2P)C =[Z2(G, ]S

pour lequel le PRODUIT CROISE MIXTE :

a A=Ay =(0,G, z)=[U; N
détermine 'EXTENSION Q-NORMALE :
(1) r< A

avec les notations précédentes, alors :
(a) Son image T3[z'] par I'application multivoque T3 est une partie

non vide du groupe abélien de 3-cocycles Z3..G", XGY, qui constitue

exactement une classe de cohomologie, appelée la CLASSE DES
COCYCLES DE TEICHMULLER de 'EXTENSION Q-NORMALE (II'), et qui
est caractérisée par l'une des conditions équivalentes suivantes :
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L] Al A2 "
(a1) Ts[z] = To[C,(G", A)]
LY .
(a2) T3[z1 = TolCy ,(G", A)]

pour un COCYCLE STRICT ARBITRAIRE : z= (M, m) € %2(P).

A A
(b) Son image T3[z'] par I'application T3 est la classe de cohomologie,
dans le troisieme groupe de cohomologie H%..(G", XG", de 1'un

quelconque des 3-COCYCLES DE TEICHMULLER :
t=(tapv) € T3[2]
qui peut également étre identifiée a la classe : T3[z'] C Zg..(G", XG).

PREUVE - Le Lemme 8-2 assure l'existence du "caractére collectif” :
© =0y e MA(G", A) = Mor[G", Aute(A")]

et des espaces de ©-COCHAINES ELEMENTAIRES :

Ay A2
C2 (G", &) € Co(G", A)

pour tout COCYCLE STRICT z=(N, m) € %2(P), qui déterminent 'ESPACE
DES ©-COCHAINES ELEMENTAIRES :

(206) G o= U G A)
2€ Z2(P)

du groupe G" dans l'anneau-groupe A'.

Pour deux COCYCLES STRICTS quelconquesze Z2(P)etz € Z2(P), la

partie (d) du Lemme 8-5 entraine I'existence d'un élément :

@@, e CLG", A)=CIG", M) x (1)

qui détermine une bijection :

A2 v A ~ N2
a[ 1:C7,(G", A)—— C72(G", &)
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caractérisée par la condition :
a[Q=Q=@, 1+ Q

de sorte que la partie (b) du Lemme 8-5 entraine alors :
TolQ] =Tol(, 1) « Q] =To[]

ce qui implique 'égalité :

/\2 " , A2 " ,
(207) TolC; ,(G", )] = TolC;,(G", A)]

Les égalités (206) et (207) entrainent immédiatement /'équivalence des
caractérisations exprimées par les conditions (ay) et (ap).
De plus, compte tenu du "degré de liberté” dans le choix du COCYCLE

STRICT z = (M, m) € iz(P), le Théoréme 8-8 montre qu'il est possible de le
choisir de fagon a ce qu'il soit AU DESSUS du COCYCLE STRICT z' = (), m")

e [Z%P)]C) et ADAPTE 2 la REPRESENTATION (R) du groupe G, de sorte

que le Théoréme 8-8 entraine alors I'inclusion :

(208) T@[eﬁ.'z(G", A < Z3(G", XG)

L'égalité (207) entraine alors que l'inclusion (208) reste vraie pour tout

COCYCLE STRICT z = (, m) e Z 2(P).
Les parties (e) et (b) du Lemme 8-5 entrainent alors facilement que la partie
non vide T3[z'] du groupe abélien de 3-cocycles Z%n (G", XG'), constitue

exactement une classe de cohomologie, ce qui termine la preuve de la partie (a).

A
Les conditions de 1a partie (b) caractérisent bien une application T3, ce qui

acheve la démonstration.

9. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

Compte tenu des Exemples 2-4 et des Exemples 3-3 qui montrent que les
EXTENSIONS Q-NORMALES constituent des généralisations des algébres
Q-normales, tous les développements précédents s'appliquent naturellement au cas
particulier des DONNEES CLASSIQUES, qui vérifient automatiquement la
CONDITION DE SPEISER (S) d'apres les Exemples 7-2, et qui représentent le
"cas classique” des algébres Q-normales.
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On trouve ainsi les résultats du "cas classique” évoqués dans 1'Introduction,
par des démonstrations qui différent en général des "démonstrations historiques”
de O. TEICHMULLER, de S. EILENBERG et S. Mac LANE, et de
G. HOCHSCHILD et J.P. SERRE.

Evidemment, ces nouvelles démonstrations ne sont pas simples, puisqu'elles
ne tiennent pas compte des particularités du “cas classique” qui permettraient de
les simplifier et qu'elles héritent de la complexité qu'impose le cadre général dans
lequel elles sont présentées.

En effet, toutes les propriétés précédentes sont obtenues dans un contexte trés
général "non nécessairement abélien” qui englobe en particulier a la fois le “cas
des groupes” et le "cas des anneaux”.

11 pourrait étre intéressant d'examiner la traduction et l'interprétation des
propriétés précédentes dans ces deux cas particuliers : le “cas des groupes” et le
“cas des anneaux”.

Cependant, la principale motivation de la "premiére étape” constituée par le
présent travail réside dans le fait que les théorémes obtenus ici se trouvent a la base
de la "seconde étape” constituée par un travail ultérieur [7], dans lequel on
généralise les SUITES EXACTES DE HOCHSCHILD-SERRE dans le cadre de la
COHOMOLOGIE NON ABELIENNE DES PSEUDO-MODULES.
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