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E X T E N S I O N S Q - N O R M A L E S 

Michel HACQUE 

Institut de Mathématiques et Informatique de l'I.S.M. 
Université Claude Bernard - LYON I 

69622 VILLEURBANNE, France 

INTRODUCTION 

La théorie classique des algèbres Q-normales résulte essentiellement des 

travaux de O. TEICHMÛLLER sur la théorie de Galois non commutative fl8L 

qui ont été repris et complétés par S. EILENBERG et S. Mac LANE à l'aide des 

techniques de la Cohomologie Galoisienne [2], et qui ont été interprétés par 

G. HOCHSCHILD et J.R SERRE dans le cadre de la théorie de la Cohomologie 

des extensions de groupes (voir pages 130 à 132 de LLU) au moyen de Tune des 

SUITES EXACTES DE HOCHSCfflLD-SERRE. 

Etant donnés un corps commutatif F et un groupe fini d'automorphismes : 

Q C Aut(F), qui déterminent le corps des invariants E = FQ et par suite l'extension 

galoisienne : E C F, de groupe de Galois Gal[F : E] = Q d Aut(F), on rappelle 

qu'une F-algèbre centrale simple de rang fini A est une ALGEBRE 

Q-NORMALE si l'extension : 

E C A 

est galoisienne, c'est-à-dire si elle vérifie la condition : 

E = A G a l t A : E l 

qui est équivalente ici au fait que le morphisme de groupes de restriction : 

Gal [A : E ] — > G a l [ F : E ] = Q 

est surjectif, ce qui signifie que tout automorphisme A, e Q C Aut(F) admet au 

moins un prolongement constitué par un automorphisme s e Gal[A : E] C Aut(A). 

Puisque S. EILENBERG et S. Mac LANE ont montré dans le Théorème 

5-4 de • ] que cette propriété de Q-NORMALITE ne dépend que de la classe de 

similitude [A] de la F - algèbre centrale simple de rang fini A, représentée par un 

élément du groupe de Brauer Br(F) du corps F, il en résulte que l'étude classique 
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des ALGEBRES Q-NORMALES se ramène au cas où l'algèbre A est un 

<< produit croisé » . 

Plus précisément, il est possible de considérer un corps L et des extensions 

galoisiennes de degrés finis : 

E c L et F C L 

de groupes de Galois finis : 

Gal[L :E] = G C Aut(L) et Gal[L : F] = G' C Aut(L) 

de sorte que le groupe G' est un sous-groupe distingué du groupe G, vérifiant : 

Gal[F : E] = Q = G/G* 

pour lesquels il est possible de supposer que la F - algèbre centrale simple de rang 

fini A est le produit croisé au sens de E. NOETHER : 

A = (L, G1, f ) 

du corps L par le groupe d'automorphismes G 'C Aut(L) au moyen d'un "système 

de facteurs" au sens de E. NOETHER : f = (f a / c ) € Z 2 (G' , L*), associé à une 

classe de cohomologie : 

f ' = Çf e H2(G\ L*) 

Il existe alors une EXTENSION de la forme : 

L c A = (L, G', f ) 

dans laquelle le produit croisé A = (L, G', f ) est construit à partir d'un sous-

groupe distingué G' du groupe d'automorphismes G = Gal[L : E] C Aut(L), et le 

Lemme 9-1 de [2J montre que pour que l'algèbre A soit une ALGEBRE 

Q-NORMALE pour le groupe Q = G/G', il faut et il suffit qu'elle vérifie la 

condition suivante : (N) = « Tout automorphisme a e G CZ Aut(L) admet au 

moins un prolongement constitué par un automorphisme s € Aut(A) du produit 

croisé A = (L, G', f ) » . 

Ainsi, l'étude classique des algèbres Q-normales se ramène essentiellement 

à l'étude d'un problème d'existence de prolongements d'automorphismes dans un 

produit croisé au sens de E. NOETHER. 

De plus, cette observation entraîne facilement que la caractérisation de la 

Q-NORMALITE classique au moyen de la condition (N) est susceptible d'une 

généralisation naturelle obtenue en remplaçant les produits croisés classiques au 

sens de E. NOETHER par des PRODUITS CROISES MIXTES quelconques, dont 

la théorie a été présentée dans [£], ce qui conduit à l'étude des EXTENSIONS 

Q-NORMALES, qui est l'objet du présent travail. 
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Une première motivation de cette généralisation et de cette étude résulte des 

remarques suivantes. 

Avec les notations introduites, les résultats de S. EILENBERG et S. Mac 

LANE relatifs à la Q-NORMALITE classique et tels qu'ils ont été interprétés par 

G. HOCHSCHILD et J.P. SERRE, établissent principalement que pour que 

l'algèbre produit croisé A = (L, G', f ) soit une ALGEBRE Q - NORMALE pour 

le groupe Q = G/G', il faut et il suffit que sa classe : 

f ' = Ç' e H 2 (G' , L*) 

soit invariante pour l'action du groupe G sur le groupe de cohomologie 

galoisienne H2(G', L*), c'est-à-dire qu'elle vérifie la condition : 

€ [H^G' , L * ) ] G 

pour le groupe d'invariants qui figure dans la SUITE EXACTE DE 

HOCHSCHILD-SERRE : 

(0) > H 2(G/G', F*) —h H 2 (G, L*) [H2(G', L*)]G 

H3(G/G', F*) —h H3(G, L*) 

associée au sous-groupe distingué G' du groupe G et dans laquelle les morphismes 

admettent des interprétations simples, qui montrent en particulier que la 

transgression t 3 coïncide avec l'APPLICATION CLASSE DE TEICHMÛLLER. 

Ce petit préambule montre que l'étude de la Q-NORMALITE classique 

repose sur le phénomène de l'existence de liens étroits entre des problèmes 

d'existence de prolongements d'automorphismes dans des produits croisés 

classiques au sens de E. NOETHER et l'interprétation en cohomologie 

galoisienne de certains termes et de certains morphismes d'une SUITE EXACTE 

DE HOCHSCHILD-SERRE. 

On se propose de montrer que ce phénomène est un cas particulier d'un 

phénomène analogue qui se produit dans un contexte infiniment plus général 

obtenu en remplaçant les produits croisés classiques au sens de E. NOETHER par 

des PRODUITS CROISES MIXTES quelconques, ce qui conduit aux 

EXTENSIONS Q-NORMALES étudiées ici , et en remplaçant la cohomologie 

galoisienne par la COHOMOLOGIE NON ABELIENNE DES PSEUDO­

MODULES, dont la théorie a été présentée dans le DIPTYQUE constitué par les 

deux articles [4] et [£], et dans sa PREMIERE ANNEXE [6]. 

Pour atteindre cet objectif, on utilisera deux étapes. 
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La "première étape" est constituée par le présent travail consacré à l'étude 

des EXTENSIONS Q-NORMALES, qui généralisent la notion classique d'algèbre 

Q - normale, comme cela vient d'être expliqué. 

La "second étape", qui complète naturellement la première, est constituée par 

un travail ultérieur [2J dans lequel on généralise les SUITES EXACTES DE 

HOCHSCHILD-SERRE dans le cadre de la COHOMOLOGIE NON ABELIENNE 

DES PSEUDO-MODULES, ce qui permet en particulier d'obtenir des 

interprétations tout à fait analogues à celles obtenues dans le cas classique des 

algèbres Q-normales. 

Tout d'abord, dans le présent travail, l'analyse de la situation classique 

réalisée par les Exemples 2-4, la Proposition 2-5 et les Remarques 2-6, dégage les 

idées directrices qui conduisent à la Définition 3-2 des EXTENSIONS 

Q-NORMALES, de sorte que les Exemples 3-3 montrent bien qu'elles constituent 

des généralisations des algèbres Q - normales. 

Ensuite, pour des DONNEES DE BASE : 

{ P = (G, T, 0) ; G'} 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, F, 0) et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE 

P' = (G', T, 0') et le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G', on commence par 

établir le Théorème 4-7 qui assure l'existence d'actions naturelles du groupe G sur 
A 

les groupes abéliens de COHOMOLOGIE CENTRALE et sur le SECOND 

ESPACE ÎÏ2(P) DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE. 

Ces résultats permettent la formulation du Théorème 5-3 qui donne la 

caractérisation de l'ESPACE DES CLASSES D'EXTENSIONS Q-NORMALES 

comme un ESPACE D'INVARIANTS : 

[ÏÏ2(P')]G = [ H Q . ( G \ T ) ] G = [Exte- (G', r ) ] G 

ce qui généralise la caractérisation classique, rappelée ci-dessus, par la condition : 

G [H^CG', L * ) ] G , dans le cas des algèbres Q - normales. 

Le Théorème 5-4 complète l'étude de l'action du groupe G sur le SECOND 

ESPACE H 2 ( F ) = H*,(G', T) DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE, qui est 

illustrée par les Exemples 5-5. 
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La caractérisation des EXTENSIONS Q-NORMALES, obtenue dans le 

Théorème 5-3 se présente sous une forme synthétique, qu'il convient de compléter 

par des "caractérisations techniques", obtenues dans le Théorème 6-2, et qui sont 

indispensables dans les applications. 

Il convient de remarquer que toutes les propriétés précédentes sont obtenues, 

sans aucune hypothèse particulière, dans un contexte très général "non 

nécessairement abélien" qui englobe en particulier à la fois le "cas des groupes" 

et le "cas des anneaux" . 

Comme la richesse de la cohomologie galoisienne résulte essentiellement du 

THEOREME DE A. SPEISER [16] qui entraîne que tout corps L et tout groupe 

fini d'automorphismes : G C Aut(L), vérifient la condition : 

H*(G, L * ) = { 1 } 

pour obtenir des propriétés intéressantes des EXTENSIONS Q-NORMALES, 

on est amené à généraliser la condition précédente sous la forme de la CONDITION 

DE SPEISER : 

(S) H l (P ' )= {1} 

dont on montre d'abord, dans le Théorème 7-3, qu'elle constitue une Condition 

Nécessaire et Suffisante d'unicité des prolongements d'automorphismes "à 

automorphisme central intérieur près". 

Sous cette CONDITION DE SPEISER (S), l'étude technique et fastidieuse 

des COCYCLES DE TEICHMÙLLER est indispensable pour obtenir le Théorème 

8-8, qui sert de base à la démonstration du Théorème 8-9, qui établit enfin 

l'existence de l'APPLICATION CLASSE DE TEICHMULLER : 

T 3 :[Z2(P')][G] > H^,(G", XG') 

ainsi que ses diverses caractérisations. 

Ce résultat fondamental de la "première étape" constituée par le présent 

travail, se trouve à la base de la "seconde étape" constituée par un travail ultérieur 

[2], dans lequel on généralise les SUITES EXACTES DE HOCHSCHILD-SERRE 

dans le cadre de la COHOMOLOGIE NON ABELIENNE DES PSEUDO­

MODULES. 

1. PRELIMINAIRES. 

Dans l'Introduction, on a expliqué rapidement les raisons pour lesquelles la 

théorie classique des algèbres Q-normales (voir [2] et [H] pages 130 à 132) 
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se ramène essentiellement à l'étude d'un problème d'existence de prolongements 

d'automorphismes pour une extension de la forme : 

L C A = (L, G', f ) 

dans laquelle le produit croisé classique au sens de E. NOETHER : 

A = (L, G', f ) 

est déterminé par un corps L, un groupe fini d'automorphismes G C Aut(L), un 

sous-groupe distingué G' du groupe G et un "système de facteurs" au sens de 

E. NOETHER : f = (f a , T ) e Z 2 (G \ L*), associé à une classe de cohomologie : 

f ' = Ç' G H 2 (G' , L*) 

On se propose d'étudier le problème analogue dans un contexte infiniment 

plus général obtenu en remplaçant les produits croisés classiques au sens de 

E. NOETHER par des PRODUITS CROISES MIXTES quelconques, dont la 

théorie a été présentée dans [5], ce qui revient à remplacer l'extension de la forme : 

L C A, par une EXTENSION DISTINGUEES D'ANNEAUX-GROUPES, au 

sens de L5J. 

Dans la suite, on utilise donc la terminologie et les notations introduites dans 

[4L [5] et [£], (et auxquels il est conseillé de se reporter pour un exposé détaillé). 

On rappelle néanmoins la terminologie et les notations de base, ainsi que 

quelques résultats utiles. 

Pour les raisons exposées dans l'Introduction de [4], on a été amené à 

considérer de nouveaux objets appelés des ANNEAUX-GROUPES. 

Un anneau-groupe F est un couple F = [V ; M] constitué par un anneau V et 

un groupe M qui est un sous-groupe M d V* du groupe multiplicatif V* des 

éléments inversibles de l'anneau V. 

Pour deux anneaux-groupes F = [V ; M] et F = [ V ; M'] l'ensemble 

Hom(T, F ) des morphismes d'anneaux-groupes : 

î:F—>F 

est constitué par les morphismes d'anneaux f <s Hom(V, V ) qui vérifient : 

f(M) C M', c'est-à-dire qui induisent un morphisme de groupes, noté également 

f e Mor[M, M']. 

Naturellement, ces conditions caractérisent une catégorie appelée la 

CATEGORIE DES ANNEAUX-GROUPES. 

En particulier, pour tout anneau-groupe T = [V ; M] le groupe des 

automorphismes Aut(H est caractérisé par la condition : 
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Aut(T) = Stab[Aut(V) ; M] 

c'est-à-dire constitué par les automorphismes d'anneaux f e Aut(V), qui 

stabilisent M, c'est-à-dire qui induisent sur M un automorphisme de groupes 

noté également f € Aut(M). 

Tout anneau-groupe T = [V ; M] détermine Vanneau sous-jacent V = An(T), 

le groupe sous-jacent M = Gr(T) et le centre-groupe X = Zg(T), qui est le groupe 

abélien caractérisé par la condition : 

X = Zg(T) = Gr(H n Z[An(r)l = M n Z(V) 

dans laquelle Z(V) désigne Vanneau centre de l'anneau V. 

La Proposition 2-4 de [4] établit l'existence d'un diagramme commutatif et 

exact canonique : 

{1} > Zg(T) > Gr(T) — ^ Aut(T) — A u t e ( r ) > {1} 

(1) r / 

AutKgOT)] 

dans lequel co est le morphisme de groupes qui, à tout a € M = Gr(r), associe 

Vautomorphisme intérieur co(a) = < a > de l'anneau-groupe T = [V ; M] constitué 

par le couple d'automorphismes intérieurs : 

< a >v ^ Auti(V) et < a >M € Auti(M) 

de la forme : x > axa*1, pour tout x € V ou pour tout x € M, et dont l'image 

constitue le groupe d'automorphismes intérieurs AutKO, de sorte que le Lemme 

2-2 de [4] montre l'existence d'une suite exacte canonique : 

(2) {1} — > Auti(D — > Aut(T) -̂ U AuteCO — > {1} 

qui caractérise le groupe des classes d'automorphismes extérieurs A u t e ( 0 , 

appelé également plus simplement le groupe des automorphismes extérieurs de 

l'anneau-groupe F. 

En adoptant une terminologie qui généralise les notions de "Kollektiv-

charakter" et de "Charakter" au sens de R. BAER (p. 377 de [2]), un groupe G et 

un anneau-groupe T déterminent l'ensemble pointé : 

JVC = JVt(G, O = Mor[G, Autc(T)] 

des "caractères collectifs" du groupe G dans l'anneau-groupe r, et aussi 

l'ensemble pointé : 

Mor[G, Aut(Dl 

des "caractères" du groupe G dans l'anneau-groupe T. 

Avec la terminologie et les notations de [4], [5J et [£] on rappelle rapidement 

les propriétés suivantes. 
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A 

Le Lemme 4-5 de [4] établit que le groupe Cl(G, T) des l-cochaînes 

généralisées faibles de G dans F opère à gauche par une action * sur l'ensemble 
A 

C 2 (G, F) des 2 - cochaînes généralisées de G dans T et le Théorème 4-8 de [4] 

montre que les orbites qui constituent les "classes de cohomologie faible" du 

groupe G dans Tanneau-groupe F, sont exactement les fibres : 

C e ( G , H = %"1(e) 

de l'application de projection surjective : 

% : C 2 (G, T) — > JVt = JVt(G, T) 

au dessus des "caractères collectifs" 0 e JVt = JVt (G, F). 

Le Théorème 6-5 de [4] montre que le JVt - ensemble C 2 (G, F) des 2-

cochaînes généralisées de G dans T, le JVt - groupe Z 3 (G, r) des 3-COCYCLES 

(CENTRAUX) de G dans F et le troisième JVt - groupe H 3 ( G , T) de la 

COHOMOLOGIE CENTRALE de G dans T sont liés par un diagramme 

commutatif de la forme : 

C 2 (G, F) ï — > Z3(G, F) 

\ A 

(3) x \ T ( A ) 

TT A 

H2(G, T) ^ JVt(G, D — > H3(G, n 

dans lequel ( A ) est le morphisme surjectifde JVt - groupes abéliens canonique et 

dans lequel les JVt - applications T, T et T sont respectivement l'APPLICATION 

COCYCLE DE TEICHMÛLLER T, l 'APPLICATION CLASSE DE 

TEICHMÛLLER T et l'APPLICATION OBSTRUCTION DE TEICHMÛLLER 

T . 

Par définition, l'ensemble 31 =31 (G, T) des "caractères collectifs" 

REALISABLES du groupe G dans l'anneau-groupe T est l'ensemble pointé 

consti tué par le NOYAU de l 'APPLICATION OBSTRUCTION DE 

TEICHMÛLLER : 

31 = & ( G , H = Ker T = f -1[ Ô3(G, T)'] = T -l[ {ÎQ; 6 e JVt}] 
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De même, l'espace Z 2 ( G , T) des 2-COCYCLES (GENERALISES) 

STRICTS de G dans T est constitué par le NOYAU de l'APPLICATION 

COCYCLE DE TEICHMÛLLER : 

Z 2 ( G , Y) = Ker T = T*[ Z3(G, T)'] = T" 1 [ { l e ; 6 e JVC}] 

et le Théorème 7-4 de [4] montre qu'il est muni d'une structure de - ensemble 

caractérisée par une partition de la forme : 

(4) Z2(G,D= IL z J (G ,D 

au moyen des espaces ZQ(G , T) des 9 - COCYCLES STRICTS de G dans T. 

Le Lemme 8-2 de [4J établit que le groupe Cl(G, T) des 1-COCHAINES 

(GENERALISEES) STRICTES de G dans T opère à gauche par une action ^ sur 

l'espace Z 2 ( G , T) des 2-COCYCLES STRICTS de G dans T, ce qui détermine 
l'ensemble quotient : 

(5) H 2 ( G , r ) = Z ^ G . T ) / 0 0 

appelé le SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE du groupe 

G dans l'anneau-groupe I \ et le Théorème 8-6 de [4J montre qu'il est muni d'une 

structure de 31 - ensemble caractérisée par une partition de la forme : 

(6) î ï 2 ( G , r ) = IL H Î ( G , D 
0 e f t W 

dans laquelle, pour tout "caractère collectif REALISABLE 9 e & = &(G, T), le 

SECOND ESPACE DE 9 - COHOMOLOGIE NON ABELIENNE H ^ G , T) 

du groupe G dans l'anneau-groupe T est construit comme l'ensemble quotient : 

(7) S J ( G , r ) = Z ^ G . r ) / 0 0 

C»(G, D 
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de l'espace Zg(G, T) = Ker Te des 9-COCYCLES STRICTS de G dans T, par 

l'action T du groupe Cl(G, T) des 1 - COCHAINES STRICTES de G dans T. 

Ces considérations de "cohomologie non abélienne" des anneaux-groupes 

servent de base à la CLASSIFICATION et à la CONSTRUCTION des 

EXTENSIONS DISTINGUEES D'ANNEAUX-GROUPES (voir la Définition 1-2 

de [¿1). 

Etant donnés deux anneaux-groupes T = [V ; M] et A = [U ; N] qui 

déterminent une EXTENSION : 

(I) T C A 

au sens de la Définition 1-1 de [5J, la Définition 1-4 de [5J entraîne que toute 

EXTENSION DISTINGUEE : 

(H) r < A 

est caractérisée par l'existence d'une SUITE EXACTE MIXTE de la forme : 

(III) { 0 , 1 } — > T = [ V ; M ] — > À = [U ; N] — G >{1} 

qui exprime à la fois la condition (II) et la caractérisation du GROUPE 

QUOTIENT: 
(IV) G = A / r = G r ( A ) / G r ( r ) = N / M 

défini par la suite exacte de groupes : 

(V) {1}—>Gr(r) = M—>Gr(A) = N - ^ G — > {1} 

On dit alors que l'anneau-groupe A = [U ; N] constitue une EXTENSION DE 

L'ANNEAU-GROUPE T = [V ; M] PAR LE GROUPE G. 

La Définition 1-5 de [5] donne la caractérisation de l'ensemble : 

Ext(G, T) 

des CLASSES D'EXTENSIONS DE L'ANNEAU-GROUPE T = [V ; M] PAR LE 

GROUPE G. 

Le Théorème 3-3 de [5J montre que toute EXTENSION DISTINGUEE est 

équivalente à une extension déterminée par un PRODUIT CROISE MIXTE, dont la 

caractérisation est donnée dans le Théorème 2-5 et la Définition 2-6 de L5J. 

Le Théorème 4-6 de [5J montre alors que l'espace Ext(G, T) est un 

$1 - ensemble caractérisé par la partition : 

(8) Ext(G ,r)= li Ext e (G , r ) 

dans laquelle Ext 0 (G, T) est l'espace des CLASSES DE 9-EXTENSIONS de T 

par G et qu'il existe un isomorphisme de - ensembles : 
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(9) E x t ( G , r ) - ^ H 2 ( G , r ) 

déterminé par des bijections canoniques : 

(10) Ext e (G ,r) ^ H j ( G , r ) 

pour tout "caractère collectif REALISABLE 0 € = & (G, Y) du groupe G 

dans l'anneau-groupe Y. 

Pour les raisons exposées dans [fi], on a été amené à introduire la notion 

nouvelle de PSEUDO-MODULE, caractérisée par la Définition 3-1 de [$}, dont on 

a donné de nombreux exemples et dont on rappelle la caractérisation. 

DEFINITION 1-1 - Un PSEUDO-MODULE P est un triplet : 

P = (G, T, 6) 
constitué par un groupe G, un anneau-groupe Y et un "caractère collectif" 

REAUSABLE : 

0 e 01 = f t ( G , r ) 
du groupe G dans l'anneau-groupe Y. 

Il convient de rappeler que la notion de PSEUDO-MODULE généralise la 

notion classique de G - module dans un contexte non nécessairement abélien qui 

englobe en particulier à la fois le "cas des groupes" et le "cas des anneaux". 

NOTATIONS 1-2 -

Etant donné un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0), dont l'anneau-groupe 

T = [V ; M] détermine l'anneau V = An(r), le groupe M = Gr(r) et le centre-

groupe X = Zg(r) = Gr(r) rv Z[An(H], qui est un groupe abélien auquel est 

associé le G - module (G, X, 0) = X = Xe constituant le MODULE CENTRAL 

associé au PSEUDO-MODULE P = (G, Y, 0), alors : 

(a) Le groupe C l (P) des 1-COCHAINES GENERALISEES FAIBLES du 

PSEUDO-MODULE P = (G, Y, 0) est le groupe : 

ClQP) = Cl(G, Y) = C^G, M) x C 2 (G, X) 

des 1 - COCHAINES GENERALISEE FAIBLES de G dans Y. 

(b) Le groupe Cl(P) des 1-COCHAINES (GENERALISEES) STRICTES 

du PSEUDO-MODULE P = (G, Y, 0) est le groupe : 
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C 1 (P ) = C 1 ( G , r ) = C 1 ( G , M ) x {1} 

des 1 - COCHAINES (GENERALISEES) STRICTES de G dans T. 

(c) Le groupe C*(P) des 1 - COCHAINES du PSEUDO-MODULE 

P = (G, r , 0) est le groupe intermédiaire : 

Cl(P) C C*(P) C C!(P) 

caractérisé par la condition : 

C*(P) = Cl(G, M) x ZQ(G , X) 

dans laquelle le groupe ZQ(G, X) est le groupe des 8-2-COCYCLES CENTRAUX 

de G dans I \ appelé également le groupe des 2-COCYCLES CENTRAUX du 

PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6). 

(d) L'espace Z 2 ( P ) des 2 - COCYCLES STRICTS du PSEUDO-MODULE 

P = (G, T, 6) est l'espace : 

Z2(P)= Zjj(G,r) = KerTe 

des 6 - COCYCLES STRICTS de G dans T. 

On rappelle que d'après la Définition 4-2 et le Scholie 4-3 de [4J, l'ensemble 
A 
C 2 (G, T) des 2 - cochaînes généralisées de G dans F est constitué par les couples: 

z = (il, m) = (TI = (îia), m = ( m a > p)) e Cl(G, Aut(T)) x C2(G, Gr(H) 

vérifiant la condition : 

( H ) rtoTIa = < m a , p > r j a p pour tout (a , P) e G 2 

Avec les notations du diagramme commutatif et exact canonique (1) et en 

posant pour simplifier les notations : 

q(s) = s e Au te (0 pour tout s € Aut(F), compte tenu du Théorème 4-8 de [4J, la 
condition : 

z = ( i i ,m)e C2

Q(G,r) = r 1 0 ) 

se traduit par la condition : 

(12) q(Tl a) = fia = 6(a) pour tout a e G 

Enfin, compte tenu du Lemme 6-2, de la Définition 6-3 et de la Définition 7-2 

de [4], pour toute 8-COCHAINE GENERALISEE : 
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z = (Ti ,m)e ^ ( G , n = r 1 (e ) 

la condition : 

z = (Ti, m) e Z2(P) = ZJ(G, T) = Ker T e 

s'exprime par la condition : 

T [z] = T 0 [z] = T 0 [ (TI, m)] = (ta,p,y) = t = 1 € Z*(G, X) = Z*(G, D C Z3(G, O 

qui se traduit par la condition : 

(13) t a > p i Y = Tla(mp,Y) m a , p Y m "Jp y m'J p = 1 pour tout ( a , p\ y) 6 G 3 

La définition précédente montre donc que les 2-COCYCLES STRICTS : 

z = (Ti, m) = (Ti = (r\a), m = (m a ,p)) e Z 2 (P ) 

du PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) sont constitués par les couples z = (n, m) 

formés par une 1 - cochaîne spéciale : 

Tl = (TÎO) e C!(G, Aut(r)) 

et par une 2 - cochaîne spéciale : 

m = (m a ,p ) € C2(G, GrOD) = C2(G, M) 

vérifiant l'ensemble des trois conditions (11), (12) et (13). 

(e) Le SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE H 2 ( P ) 

du PSEUDO-MODULE P = (G, I \ 0), défini par la condition : 

( 14) H2(P) = H ^ G , D ^ Exte(G, O = Ext[P] 

coïncide avec le SECOND ESPACE DE 0 - COHOMOLOGIE NON ABELIENNE 

du groupe G dans l'anneau-groupe T, identifiable à l'espace des CLASSES DE 0-

EXTENSIONS de l'anneau-groupe T par le groupe G, dont la relation (7) donne 

également la caractérisation : 

(15) H2(P) = Z2(P) / V ' 

Cl (P) 

( 0 La COHOMOLOGIE CENTRALE H*(P) = {W(V)) du PSEUDO­

MODULE P = (G, T, 0), définie par la condition : 

(16) H*(P) = Hj(G, H = Hj(G, X) = {H;(G, X)} 
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coïncide avec la 8-COHOMOLOGIE CENTRALE du groupe G dans l'anneau-

groupe T et avec la cohomologie abéliênne ordinaire du G-MODULE CENTRAL 

(G, X, 9) = X = X 0 associé au PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6). 

REMARQUES 1-3 - Le Théorème 4-9 de [£] assure l'existence de la 

CATEGORIE F DES PSEUDO-MODULES. 

Il en résulte, d'après le Théorème 5-2 et le Théorème 6-4 de [fl, que l'espace 

H 2 (P ) et les groupes H^P) "dépendent fonctoriellement" de P. 

La terminologie, les notations et les propriétés qui viennent d'être rappelées, 

seront librement utilisées dans la suite. 

2. PROLONGEMENT D'AUTOMORPHISMES. 

La nature de la condition (N) de l'Introduction, suggère l'examen du 

problème de l'existence de prolongements d'automorphismes dans le cadre de la 

catégorie des anneaux-groupes. 

Naturellement, étant donnés deux anneaux-groupes F = [V; M] et 

A = [U ; N] qui déterminent une EXTENSION : 

(I) r c A 

un automorphisme f € Aut(T) admet un prolongement constitué par un 

automorphisme F € Aut(A), si l'automorphisme d'anneaux-groupes F e Aut(A) 

stabilise l'anneau-groupe F = [V; M] (c'est-à-dire à la fois l'anneau V et le groupe 

M C V*) et induit l'automorphisme f e Aut(F). 

Dans la suite de ce paragraphe, on se limite au cas particulier d'une 

EXTENSION DISTINGUEE : 

(II) T <3 A 

caractérisée par l'existence d'une SUITE EXACTE MIXTE de la forme : 

(III) { 0 , 1 } — > T = [ V ; M ] — > A = [U;N]-^->G—-> {.1} 

qui exprime à la fois la condition (II) et la caractérisation du GROUPE 

QUOTIENT : 

(IV) G = A / r G r ( A ) / G r ( r ) = N / M 

défini par la suite exacte de groupes : 

(V) {1} — > G r ( 0 = M ^ - > Gr(A) - N i G — > {1} 

ce qui signifie que l'anneau-groupe A = [V; M] constitue une EXTENSION DE 

L'ANNEAU-GROUPE F = [V; M] PAR LE GROUPE G. 
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Dans ce cas, pour un automorphisme f e AutÇT), qui admet un prolongement 

constitué par un automorphisme F e Aut(A), la Définition 1-2 et le Lemme 1-3 de 

[£] entraînent facilement l'existence d'un automorphisme unique \|f e Aut(G), 

rendant commutatif le diagramme : 

{0, 1} > T = [ V ; M] >A = [U;N] >G > {1} 

(VI) f F ! y 
i 

>' 4 ]t 

{0,1} >r=[V;M] »A = [U;N] ^—>G > {1} 
Cette propriété justifie la Définition suivante. 

DEFINITION 2-1 - Etant donnée une EXTENSION DISTINGUEE : 

(H) T < A 

caractérisée par l'existence d'une SUITE EXACTE MIXTE (III), le GROUPE 

D'AUTOMORPHISMES D'EXTENSIONS : 

Aut(A ; O 

de l'EXTENSION DISTINGUEE (II) ou de la SUITE EXACTE MDCTE (III) est 

formé par les triplets : 

(f, F, \|/) 

constitués par des automorphismes : 

f e Aut(T) F e Aut(A) \ | / e Aut(G) 

rendant commutatif le diagramme (VI), la composition étant induite par le 

produit des compositions. 

REMARQUE 2-2 - Pour toute EXTENSION DISTINGUEE (II), tout 

automorphisme : 

(f, F, y ) € Aut(A; T) 

est entièrement déterminé par sa "composante" F, qui est un automorphisme 

d'anneaux-groupes F e Aut(A), assujetti à la seule condition : 

F € Stab[Aut(A); T] 

de sorte que l'automorphisme f G Aut(T) est alors l'image de F par le morphisme 

de groupes, canonique, de restriction : 

Stab[Aut(A) ; rj — > Aut(H 

Il en résulte un isomorphisme canonique : 

(17) Aut(A; Y) ^ Stab[Aut((A) ; F\ 

obtenu en identifiant (f, F, \|/) e Aut(A; T) à F e Stab[Aut(A); T ] , et des 

morphismes de groupes : 
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(18) Aut(A; r ) — > Aut(T) et (19) Aut(A; T) — » Aut(G) 

définis par "restriction" et par "passage au quotient". 

DEFINITION 2-3 - Etant donnée une EXTENSION DISTINGUEE : 

(II) T < A 

caractérisée par l'existence d'une SUITE EXACTE MIXTE (III), un couple 

d'automorphismes : 

(f, y ) € Aut(D x Aut(G) 

est appelé un c o u p l e COMPATIBLE s'il existe au moins un 

AUTOMORPHISME D'EXTENSIONS de la forme : 

( f ,F, \ | / )€ A u t ( A ; 0 

dans lequel l'automorphisme d'anneaux-groupes : 
F € Aut(A) 

constitue un prolongement du couple (f, \|0 COMPATIBLE. 

Sous cette condition, la notation (f, y ) désigne l'ensemble non vide 

des prolongements F € Aut(A) du couple (f, \f). 

EXEMPLES 2-4 - Pour illustrer le cas classique des algèbres Q-normales, on 

considère des "données classiques" constituées par : un corps L, un groupe fini 

d'automorphismes G C Aut(L) et un sous-groupe distingué G' du groupe G. 

Les Exemples 3-1 de [4] montrent que le corps L détermine canoniquement 

l'anneau-groupe : 

T = [L; L * ] = L 

pour lequel : 

(21) V = An(T) = L ; M = GTÇT) = L* ; X = Zg(T) = L* 

et qui vérifie : 

(22) Aute(T) = Aut(H = Aut(L) = Aut([L ; L*]) = Aut(L) 

Les morphismes de groupes canoniques injectifs : 

0 : G > Aute(D = Aut(H = Aut(L) = Aut(L) 

et 

9' : G*—> Aute(r) = Aut(r) = Aut(L) = Aut(L) 

déterminés par les groupes G C Aut(L) et G' C Aut(L), caractérisent des 

"caractères collectifs" REALISABLES : 

e € & = f l t ( G , O et 6'€ 6V = ft(G\ H 
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qui déterminent des PSEUDO-MODULES : 

P = (G, T, 9 ) et F = (G', I \ 9*) 

Comme l'anneau-groupe T = [V; M] est ABELIEN puisque : 

Z g ( H = X = M = Gr (H, les Exemples (b) du paragraphe 9 de [ 4 ] entraînent 

l'existence de l'identification : 

( 2 3 ) H2(F) = H J , ( G ' , T ) = HQ,(G', D = HJ.CG ' , X) = H2(G', L*) 

qu'il est possible de préciser. 

En effet, toute classe de cohomologie non abélienne : 

Ç' = 7'€ H2(P') = H J , ( G ' , D 

est déterminée par un 2-COCYCLE STRICT : 

z' = <y\\ m') = (TV = (r\'a), m' = (m ' a , t ) ) € zJ,(G', T) = Z 2 ( P ' ) 

du PSEUDO-MODULE P' = (G*, T, 9') , qui vérifie nécessairement la condition : 

( 2 4 ) Î1'CT = O pour tout a € G' 

de sorte qu'il peut être identifié au 2 - COCYCLE CENTRAL : 

m' = (m'a.t) = (fo,t) = f e zJ,(G\ X) = Z 2 (G' , L*) 

qui détermine donc la classe de cohomologie galoisienne : 

f ' € H^G ' , L*) 

qui peut être identifiée à la c/osse € H 2 ( P f ) . 

Malgré cette identification, la classe de cohomologie non abélienne : 

z ' e H 2 (P ' )=H0 . (G ' , D 

et la classe de cohomologie galoisienne : 

f ' € H2(G\ L*) 

déterminent néanmoins des EXTENSIONS de "natures distinctes". 

En effet, d'une part, le 2 - COCYCLE CENTRAL : 

f = (f CT>X) € Z 2 (G' , L*) 

constitue un système de facteurs au sens de E. NOETHER, qui détermine le 

produit croisé classique au sens de E. NOETHER : 

( 2 5 ) A = (L, G', f ) 
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et par suite une EXTENSION D'ANNEAUX : 

( D L C A = (L, G', f ) 

et d'autre part, le 2 - COCYCLE STRICT : 

z' = (TV, m') € Z2(P') = zJ,(G', T) 

du PSEUDO-MODULE P' = (G', T, 9 ' ) , constitue un SYSTEME DE 

FACTEURS MIXTES, qui détermine le PRODUIT CROISE MIXTE : 

(26) A' = (T, G', z') 

et par suite une EXTENSION DISTINGUEE D'ANNEAUX-GROUPES : 

(IV) r < A' 

qui peut être caractérisée par l'existence d'une SUITE EXACTE MIXTE de la 

forme : 

(IIF) {0, 1} >r = [ V ; M ] > A' = [U' ; N ' ] G ' > {1} 

ce qui signifie que l'anneau-groupe A' = [U' ; N'] constitue une 9 ' - EXTENSION 

DE L'ANNEAU-GROUPE T = [V ; M] PAR LE GROUPE G', dont la classe : 

C1[A'] € Ext0-(G\ T) = Ext[P'] 

coïncide également avec la classe : 

%' e H2(F) = U\,(G\ T) - Ext e<G', T) = Ext[P'] 

de cohomologie non abélienne du PSEUDO-MODULE P' = (G', T, 9 ' ) . 

Pour comparer les EXTENSIONS (I') et (IF), on utilisera librement les 

propriétés des PRODUITS CROISES MIXTES établies dans [5J et en particulier 

celles qui résultent du Théorème 2-5 de [5J, qui montrent que pour l'anneau-

groupe : 

A' = (r, G', z') = [U' ; N'] 

l'anneau sous-jacent An(A') = U' et le groupe sous-jacent Gr(A') = N' sont 

caractérisés par les conditions : 

(27) U ' = © Vu C T = © LuC T 

a e G ' oeG" 
et 

(28) N ' = ii M u a = IL L * u a 

a e G ' a e G ' 

l'addition étant celle du groupe abélien U' et la multiplication dans l'anneau U' et 

dans le groupe N' c U'* étant caractérisée (par distributivité dans U') au moyen 

des conditions : 
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(29) u a x = iy a (x) ua = a(x) u a 

pour tout a € G* et tout x e V = L ou x e M = L* , et : 

(30) u a u x = m ' a t t u a x = f a , x u a x 

pour tout (a, x) € G' 2 , le morphisme de groupes surjectif : 

p' : N' > G' 

étant celui qui, à tout nf € N \ de la forme : nf = x a u a , dans laquelle x a € M, 

associe : p'(n') = G e G'. 

Il en résulte immédiatement Y égalité : 

(31) U 1 = A = (L, G\ f) 

qui montre que l'EXTENSION DANNEAUX (T) est tout simplement l'extension 

d'anneaux sous-jacente à l 'EXTENSION DISTINGUEE DANNEAUX-

GROUPE (IF). 

Dans ce contexte, compte tenu de la relation (22) qui donne l'identification : 

(32) Aut(L) = Aut(T) 

pour tout automorphisme (de corps ou d'anneaux-groupes) : 

f € Aut(L) = Aut(r) 

a priori, il convient de bien distinguer les prolongements éventuels en un 

automorphisme d'anneaux f e Aut(A) = Aut(U') et les prolongements éventuels 

en un automorphisme d'anneaux-groupes F e Aut(A'). 

On a cependant le résultat suivant. 

PROPOSITION 2-5 - Avec les hypothèses et les notations des 

Exemples 2-4, pour toute classe : 

Ç'e H2(P) = HQ, (G\ O = H2(G\ L*) 

associée à L'EXTENSION D'ANNEAUX : 

(F) L C A = (L, G', f ) 

et à l'EXTENSION DISTINGUEE D'ANNEAUX-GROUPES : 

(IF) r < A = (r , G', z !) = [U' ; N'] 

dans lesquelles figure le même anneau : 

A = U' 

pour tout élément : 

g e G C Aut(L) = Aut(H 

qui détermine Vautomorphisme de groupes \ | / g e Aut(G') caractérisé par la 

condition : 
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Yg(a) = <g, a > = g a g"1 pour tout a e G' 

/€5 conditions suivantes sont équivalentes: 

(a) L'automorphisme g e G С Aut(L) admet au moins un prolongement 

constitué par un automorphisme g e Aut(A) de l'anneau produit croisé : 

A = (L, G', f ) = U\ 

( b ) Pour l'EXTENSION DISTINGUEE ( I I ) , le с о u p 1 e 

d'automorphismes : 

(g, v g) e Aut(r) x Aut(G') 

est un couple COMPATIBLE. 

De plus, sous ces conditions équivalentes, l'ensemble non vide ^ ( g ) 

des prolongements g € Aut(A) de l'automorphisme de corps 
g € G С Aut(L), coïncide avec l'ensemble non vide (g, \ j / g ) des 

prolongements F e Aut(A') du couple (g, yg) COMPATIBLE. 

PREUVE - Tout d'abord, en considérant le corps d'invariants : 

d'après la Théorie des produits croisés classiques, on sait que l'anneau 

A = (L, G', f ) = U' est une F-algèbre centrale simple de rang fini et que le 

corps L un sous corps commutatif maximal de l'anneau A, qui coïncide avec son 

commutant A(L) dans l'anneau A, ce qui donne la relation : 

(33) A(L) = L 

Sous la condition (a), soit g e Aut(A) = Aut(U') un prolongement de 

l'automorphisme g € G d Aut(L). 

Il en résulte : g(A*) = A*, de sorte que la relation : 

N' С U'* = A*, implique : g(N') С A*, et par suite, pour tout a e G', la 

condition (28) entraîne l'existence d'un élément inversible : 

g(u a ) = Ua € A* 

Par l'application de g qui prolonge g, la condition (29) entraîne la condition : 

«a g(x) = g о a(x) u0r pour tout x e V = L 

et en posant : g(x) = x', il en résulte la condition : 

(34) u a x' u - ^ = <g, a > (x') pour tout x' e V = L 



2 1 

De même, compte tenu de la relation : N' C U'* = A*, pour tout a e G1, la 

condition (28) entraîne que u a est un élément inversible u a e A*, pour lequel la 

condition (29) entraîne la condition : 
-1 

u a x' u a = a(x') pour tout x' G V = L 

ce qui implique la condition : 

(35) u< g , a > x' u^1

 a > = <g, a > (x') pour tout x' G V = L 

Pour tout a G G', en considérant l'élément inversible : 

u ^ a u < g > a > = a a € A* 

les conditions (34) et (35) entraînent la condition : 

a a x' = x' a<j pour tout x f € V = L 

qui montre que a<y appartient au commutant A(L) du corps L dans l'anneau A, de 

sorte que la relation (33) entraîne : 
aa € A* n A(L) = L* 

avec la condition : 

(36) u < g > o > = %a( j pour tout a € G' 

En considérant la 1 - cochaîne spéciale : 

c = ( c a ) e C!(G', M) = Cl{G\ L*) 

définie par la condition : 
-1 

(37) c a = <g, a> ( a a ) pour tout a e G' 

la condition (36) entraîne facilement la condition : 

(38) g(u a ) = u a = c a u< g > o> pour tout a € G' 

Pour tout élément n' G N \ de la forme : 
n' = x a u a 

dans laquelle x<j e M = L*, la condition (38) entraîne la relation : 

(39) g(n') = g(x a ) c a u< g , o> 

D'une part, la relation (39) montre que l'automorphisme d'anneaux 

g G Aut(A) = Aut(U') stabilise le groupe N' C U'*, c'est-à-dire induit un 

automorphisme d'anneaux-groupes : 

g = F € Aut(A') 

D'autre part, pour tout automorphisme de groupes \|/ G Aut(G') vérifiant la 

condition : 

(g, F, y ) G Aut(A ' ;D 
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équivalente à la condition : 

y o p' = p' o F 

la caractérisation du morphisme de groupes, surjectif : 

p' : N 1 > G' 

et la relation (39) entraînent la condition : 

\\f(o) = <g, a > = Yg(a) pour tout a e G ' 

c'est-à-dire : 

(40) v = \|fg 

Ainsi, avec l'identification décrite dans la Remarque 2-2, la condition (a), 

équivalente à : ^ ( g ) # 0 , implique : 

(41) f ( g ) C tT(g,Vg) 

d'où : ^ ( g , v g ) * 0 , c'est-à-dire la condition (b). 

Réciproquement, il est évident que la condition (b) implique la condition (a), 

avec de plus : 

(42) % V g ) c f ( g ) 

Il en résulte l'équivalence des conditions (a) et (b). 

Enfin, compte tenu des relations (41) et (42), elles entraînent : 

(43) f (g) = ^(g , \ | /g) 

ce qui achève la démonstration. 

REMARQUE 2-6 - Sous les hypothèses de la Proposition 2-5, elle montre que 

pour que l 'EXTENSION D'ANNEAUX (F) vérifie la condition (N) de 

l'Introduction, il faut et il suffit que l'EXTENSION DISTINGUEE D'ANNEAUX 

GROUPES (IT) vérifie la condition : 

(N 0 ) - « Pour tout élément g e G, le couple d'automorphismes : 

(g, y g ) G Aut(T) x Aut(G') 

est un couple COMPATIBLE » . 

3. E X T E N S I O N S Q - N O R M A L E S . 

Comme cela a été expliqué dans l'Introduction, pour définir les 

EXTENSIONS Q-NORMALES, qui généralisent les algèbres Q-normales, on est 

amené à substituer aux données classiques {L; G; G'}, constituées par : 

- un corps L, 
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- un groupe fini d'automorphismes G CZ Aut(L), 

- un sous-groupe distingué G' du groupe G ; 

de nouvelles DONNEES DE BASE {P = (G, I \ 6); G'), constituées par : 

- un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6), 

- un SOUS-GROUPE DISTINGUE G du groupe G. 

Il convient de noter que cette "substitution" réalise bien une généralisation 

des données, puisque d'après les Exemples 2-4, des données classiques sont 

équivalentes à de nouvelles DONNEES DE BASE particulières. 

NOTATIONS 3.1 -

Dans toute la suite, on considère des DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 8) ; G'} 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, I \ 6) et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G' du groupe G, arbitraires mais fixés. 

Ces DONNEES DE BASE déterminent automatiquement les éléments 

suivants. 

Tout d'abord, le SOUS-GROUPE DISTINGUE G' du groupe G, détermine 

le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G', caractérisé par une suite exacte de la 

forme : 
i p" 

(44) { 1 } — > G ' >G—^>G" >{l) 
Ensuite, compte tenu du Lemme 2-1 de [£]» la condition : 

(45) 6' = i*(6) = 0 o i 

caractérise un "caractère collectif REALISABLE : 

0 ' e & ' = 0l(G' , O 

qui détermine le PSEUDO-MODULE : 

P' = (G', T, 6') 

obtenu à partir du PSEUDO-MODULE : 

P = (G, T, 6) 

par la "restriction" déterminée par le morphisme de groupes, injectif : 

i € Mor[G', G], de la suite exacte canonique (44). 

Compte tenu de la condition (14), le PSEUDO-MODULE P' = (G', T, 0') 

détermine son SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABELIENNE : 
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(46) H 2 ( F ) = H Q . ( G \ T) - Exte-(G\ T) = Ext[P'] 

de sorte que toute classe : 

Ç' = T'€ HQ.(G ' , T) = H 2 ( P ' ) 

déterminée par un 9'COCYCLE (GENERALISE) STRICT : 

z' = (il1, m') = (r\' = (n'a), m' = (m'C T, T)) e Z * , ( G ' , T) = Z 2 ( F ) 

c'est-à-dire par un 2-COCYCLE STRICT du PSEUDO-MODULE 

P' = (G', T, 6'), est identifiée à la classe : 

C1[A'] = £ e Exte-(G', T) - H £ . ( G \ T) 

de l'EXTENSION DISTINGUEE D'ANNEAUX-GROUPES : 

(II*) r < A' 

déterminée par le PRODUIT CROISE MIXTE : 

d') A' = A'ç- = A' z. = ( r , G', z') 

de l'ANNEAU-GROUPE T = [V; M] par le GROUPE G' au moyen du SYSTEME 

DE FACTEURS MIXTES z' = (r | \ m'), et qui est caractérisée par l'existence 

d'une SUITE EXACTE MIXTE de la forme : 
p ' 

(IIF) {0, 1} >T = [ V ; M ] — > A' = [U'; N'] —-»G' > {1} 

qui exprime à la fois la condition (IF) et la caractérisation du GROUPE 

QUOTIENT : 

( IV) G' = A'/T = Gr(A')/Gr(r) = N'/M 

défini par la suite exacte de groupes : 
P ' 

( V ) {1} >Gr(r) = M >Gr(A') = N ' — ->G* > {1} 

et pour lequel, l'action par automorphismes intérieurs du groupe N' sur T, 

détermine, par passage au quotient, le "caractère collectif REALISABLE 

6' e 31' = 31 (G', T) du groupe G' dans l'anneau-groupe T. 

Enfin, tout élément g € G, détermine les automorphismes de groupes, 

réciproques : 

\ | f g e Aut(G') et (p g € Aut(G') 

caractérisés respectivement par la condition : 

(47) \ | / g (a) = < g, a :> = g a g ' 1 pour tout a e G 

et par la condition : 
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(48) (pg(°) = (g» or) = g-1 a g pour tout a e G 

Toutes ces notations seront librement utilisées dans la suite. 

DEFINITION 3.2 - Pour des DONNEES DE BASE : 
{P = ( G , T, 9) ; G'} 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = ( G , I \ 9) et un SOUS-GROUPE 
DISTINGUE G' du groupe G , qui déterminent le PSEUDO-MODULE 
F = (G', T , 9') et le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G*, étant donnée une 

classe : 

%' e H2(P) = H Q , ( G \ T) - Exte<G\ T) = Ext[P] 

pour laquelle le PRODUIT CROISE MIXTE : 
( D A* = A\ = AV = (r , G', z') 

détermine l'EXTENSION DISTINGUEE D'ANNEAUX-GROUPES : 
(IF) T < A 

caractérisée par la SUITE EXACTE MIXTE : 
p ' 

(III') {0,1} — > T = [V; M] — * A' = [IT; N'] — - » G' > {1} 
alors : 

(a) L'EXTENSION DISTINGUEE D'ANNEAUX-GROUPES (IF) est 
appelée une EXTENSION Q-NORMALE si elle vérifie la condition : 
(N') - « Pour tout élément g € G et pour tout 2-COCYCLE STRICT : 

z = 01, m) = (rj = (Tia), m = ( m a > p)) e zJ(G, T) = Z2(P) 

du PSEUDO-MODULE P = ( G , T, 9), le couple d'automorphismes : 

(Tig, \|/ g) e Aut(H x Aut(G') 

est un couple COMPATIBLE, ce qui signifie que l'ensemble "$ (y\g, Vg) des 
prolongements F e Aut(A') du couple (T)g, \j/ g) n'est pas vide. > > 

(b) Sous la condition précédente, la classe e H 2 ( P ) est alors appelée 

une CLASSE D'EXTENSIONS Q-NORMALES. 

Il convient de noter la cohérence de cette Définition, qui résulte du fait que la 

Q-NORMALITE de l'EXTENSION (II') ne dépend bien que de sa classe. 
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E X E M P L E S 3.3 - Dans le cas où les DONNEES DE BASE 

{P = (G, T, 0); G'} sont associées à des données classiques {L; G; G1} par la 

méthode décrite dans les Exemples 2-4, compte tenu de l'analogue de la condition 

(24), qui entraîne la condition : 

(49) r j g = g pour tout g e G 

les Exemples 2-4, la Proposition 2-5 et la Remarque 2-6 montrent que la condition 

(N) de l'Introduction s'exprime alors par la condition (N'). 

Il en résulte bien que les EXTENSIONS Q-NORMALES constituent des 

généralisations des algèbres Q-normales. 

4. L E S D I V E R S E S C O H O M O L O G I E S . 

On considère toujours des DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 0) ; G'} 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE 

P' = (G', T, 0') et le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G'. 

Les PSEUDO-MODULES : 

P = (G, T, 0) et P' = (G', T, 0') 

déterminent donc, d'une part les SECONDS ESPACES DE COHOMOLOGIE 

NON ABELIENNE : 

H 2 (P ) = H*(G, D - Exte(G, D et H 2 (P ' ) = HQ.(G ' , T) - Exte'(G', T) 

et d'autre part, pour chaque entier naturel n e N , les n i è m e s GROUPES DE 

COHOMOLOGIE CENTRALE : 

H»(P) = ÔJ(G, n = Hj(G, X) et H"(P') = Hg.(G', T) = Hj.(G', X) 

On se propose en particulier d'établir l'existence d'actions naturelles du 

groupe G sur l'espace H 2 (P ' ) et sur les groupes abéliens H"(P') . 

On commence d'abord par "relier" les PSEUDO-MODULES P et P'. 

L E M M E 4-1 - Us DONNEES DE BASE déterminent de façon unique un 

MORPHISME DE PSEUDO-MODULES : 
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<D = (i, l r ) = (i, l r , z, z*) : P = ( G , T, 0) » P' = (G', F, 0') 

constitué par un QUASI-MORPHISME sous-jacent : 

<Do = (i, lr ) : P = ( G , T, 0) > P' = (G', T, 0') 

et par un couple : 

(z, z*) 

"défini à une équivalence près" et formé par des COCYCLES 

(GENERALISES) STRICTS : 

z = (TJ, m) = (TI = (Tïa), m = (ma, p)) e Z2

Q(G, F) = Z 2 ( P ) 

et 

z* = (rt*. m*) = (r|* = (TQ, m *= (m* x ) ) e Z ^ G ' , F) = Z 2 ( P ' ) 

qui vérifient l'ensemble (c) des "conditions de compatibilité" constitué par 

les deux conditions suivantes : 

(ci) ri* = Tii(CT) = T| a pour tout a e G ' 

(C2) m* = m i ( 0 ) > i ( X) = ma, T pour tout (a, x) e G ' 2 

de telle sorte que le "morphisme d'espaces homogènes" : 

O* : Z ^ G , T) = Z 2 ( P ) — * Z Q . ( G \ T) = Z 2 ( P ' ) 

est caractérisé par la condition : 

(50) 0*[z] = z* 

PREUVE - La Définition 4-1, le Lemme 4-2 et la Définition 4-5 de [6] montrent 

que les DONNEES DE BASE déterminent de façon unique un QUASI-

MORPHISME : 

<Do = (i, l r ) : P = (G, T, 0) » P' = (G', T, 0') 

La Définition 4-6 de [6J, appliquée en choisissant : 

F' = T, (p = i et f = l r , montre que les conditions (ci) et (C2) caractérisent bien un 

PRE-MORPfflSME : 

<D = (i, lr , z, z*) : P = (G, T, 0) > P = (G', F, 0') 

Le Lemme 4-7 de [6J montre alors que ce PRE-MORPHISME détermine un 

morphisme de groupes : 

<D* :C!(P) >C 1(P') 
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qui, à toute 1-COCHAINE : 

c = (a, b) € Cl(P) = Cl(G, M) x Z ^ ( G , X ) 

associe la 1-COCHAINE : 

<D*[c] = 0*[(a, b)] = c* = (a*, b*) € C^P') = C^G', M) x Z Q . ( G \ X ) 

caractérisée par les conditions : 

(C3) a* = ai( a) = a<y pour tout a e G' 

(C4) b* = bi( a ) , i(X) = b a , x pour tout (a , T) e G ' 2 

De même, le Lemme 4-7 de [£] montre aussi que ce PRE-MORPHISME 

O : P -» F , détermine une application : 

O* : Z Q ( G , T ) = Z 2 ( P ) > ZQ,(G ? , O = Z 2 ( P ' ) 

qui est caractérisée par le fait qu'elle constitue un "morphisme d'espaces 

homogènes", en ce sens que les actions * et *', associées à P et à P', rendent 

commutatif le diagramme : 

C*(P) x Z 2 (P ) * > Z 2 ( P ) 

(51) <D* <X>* O* 

Cl(P) x Z2(F) -—> Z 2 ( F ) 

et qu'elle vérifie la condition : 

(50) <D*[z] = z* 

Enfin, le Lemme 4-7 de [£] entraîne que le couple (z, z*) est alors "défini à 

une équivalence près", ce qui, d'après la Définition 4-8 de [£], entraîne bien 

l'existence du MORPHISME DE PSEUDO-MODULES : 

O = (i, l r ) = (i, l r , z, z*) : P = ( G , T, 9) > P' = (G', I \ 8') 

et achève la démonstration. 

LEMME 4.2 - Us DONNEES DE BASE : 
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{ P = ( G , T, 9 ) ; G'} 

caractérisent le MORPHISME DE PSEUDO-MODULES : 
O = (i, l r ) : P = ( G , T, 6) > P" = (G', T, 6') 

qui détermine alors : 

(a) Une APPUCATION DE RESTRICTION : 

^ 2 : HQ(G, D = H 2 ( P ) — > H^. (G' , D = H 2 ( P ' ) 

caractérisée par la condition : 

( 5 2 ) 72 = O = H 2 ( < D ) 

(b) Pour tout entier naturel n G N , un HOMOMORPHISME DE 

RESTRICTION : 

i n : Hj(G, T) = № ( P ) — > H ; . ( G ' , T) = Hn (P' ) 

qui est un morphisme de groupes abéliens, caractérisé par la condition : 
A A A 

( 5 3 ) r n =<D"= № ( 0 ) 

PREUVE - Compte tenu du Lemme 4 - 1 , le Théorème 5 - 2 de [6J qui établit 

l'existence du FONCTEUR COHOMOLOGIE NON ABELIENNE : 

H 2 ( ) : F — » 6 
prouve la partie (a) et le Théorème 6 - 4 de [6J qui établit l'existence du 

FONCTEUR COHOMOLOGIE CENTRALE : 

H * ( ) = { № ( ) } n e N :F > ( C l ) N 

entraîne la partie (b), ce qui achève la démonstration. 

LEMME 4-3 - Pour le PSEUDO-MODULE F = (G', T , 9 ' ) , les 

automorphismes : 

W = (q>, f, z\ z") e Aut(P') 
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du PSEUDO-MODULE F = (G\ T, 0') sont caractérisés par leur QUASI-

MORPHISME sous-jacent W0 = ((p, f) s *P constitué par un couple 

d'automorphismes : 

= (cp, f) e Aut(G') x Aut(T) 

associé par la condition : 

(54) V = cp-1 

d un couple d'automorphismes : 

(f, y ) e Aut(r) x Aut(G') 

vérifiant la condition : 

(55) 0' o V = fe o 0' 

dans laquelle l'automorphisme "extérieur" fe G A u t e ( 0 est induit p a r 

Vautomorphisme f e Aut(T), agissant par automorphismes intérieurs sur le 

groupe Aut(r)-

De plus, dans la caractérisation : 

V = (cp, f, z\ z") = ((p, 0 

le couple (z', z") " défini à une équivalence près" est constitué par des 

COCYCLES STRICTS : 

z' = (TÏ , m') € zJ.(G\ T) = Z2(P) et z" = (n", m") G Z*.(G\ T) = zfyp') 

re//£s pa r /&y conditions : 

(cj) T i ^ ^ = f oî i^of" 1 pour tout a e G' 

(<£) m ^ ( a ) > v ( x ) = f [ m a x ] pour tout (a, x) G G * 

<7w/ traduisent la condition : 

(56) xF*[z'] = z" 

PREUVE - Elle résulte immédiatement du Lemme 9-1 de [6J. 

LEMME 4-4 - Les DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 6) ; G'} 
déterminent une application : 

G x Z 2 ( P ) — » Aut(P') 
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qui, à tout couple (g, z) € G x Z 2 ( P ) , constitué par un élément g € G et par 

un COCYCLE (GENERALISE) STRICT de la forme : 

z = (îi, m) = (îi = ( î ! a ) , m = (m^p)) € Z*(G, T) = Z*(P) 

associe VAUTOMORPHISME : 

(57) ^ g , z = (<Pg>Tlg)e Aut(F) 
du PSEUDO-MODULE P' = (G1, I \ G'). 

PREUVE - Avec les Notations 3-1, les automorphismes : 
Tig = f € Aut(T) (p g = cp € Aut(G') et \ | / g = y € Aut(G') 

sont reliés par la condition (54). 

Pour tout a G G', en posant : y ( a ) = Vg(a) = <g, cr> = g a g*1 = G'G G1, 

ce qui entraîne : g a = a'g, la condition (11) implique : 

Tig î la = < mg, a > T i g a et r\a< i\g = < 1%'^ > T^g 

ce qui donne la relation : 

% îla îlg 1 = < m g , a > < m ^ g > r\& 

c'est-à-dire la relation : 

f o î la o f 1 = < m g > a g > î l V ( a ) 

dans le groupe Aut(T)-

Son image canonique dans le groupe Aute(T) donne la relation : 

fefaal = % ( a ) 

c'est-à-dire la condition : 
fe o 0(a) = 6[\|/(a)] pour tout a G G' 

La condition (45) entraîne alors la condition : 
fe o 0'(a) = 9' o \j/(a) pour tout a G G' 

c'est-à-dire la condition (55). 

Le Lemme 4-3 entraîne alors que le couple d'automorphismes : 

(cpg> Tjg) = (cp, f) e Aut(G') x Aut(H 
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caractérise bien un AUTOMORPHISME : 

¥ g , z = ( < P g . T l g ) e Aut(F) 

du PSEUDO-MODULE F = (G', I \ 0"), ce qui achève la démonstration. 

LEMME 4-5 - Avec les DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 0) ; G'} 

pour tout AUTOMORPHISME DE PSEUDO-MODULES : 

¥ ' e Aut(P') 

qui est INTERIEUR en ce sens qu'il est de la forme : 

¥ ' = ((p = l G ' , f = < a » 

pour un automorphisme intérieur f = <a> e Autj(r) de l'anneau-groupe 

T = [ V ; m,alors: 
A 

(a) Pour tout entier naturel n e N , son image par le foncteur H n ( ) 

constitue l'automorphisme neutre : 

№ ( ¥ ' ) = 1 6 Aut[ Hj.(G', T)] = Aut[ H n(P')] = Aut[Hj.(G', X)] 

(b) Son image par le FONCTEUR COHOMOLOGIE NON ABELIENNE 

H 2 ( ) constitue l'automorphisme d'ensembles neutre : 

ÎÏ2CF) = 1 e Aut[HQ,(G', H] = Aut[H2(P')] 

PREUVE - Tout d'abord, il convient de remarquer que l'hypothèse : 

f = < a > e Autj(0> entraîne fe = 1 G Aute(T)> de sorte que le Lemme 4-3 entraîne 

bien l'existence de l'AUTOMORPHISME : 

y = ( 9 = i G S f = < a > ) e Aut(P') 

Le Lemme 4-7 et le Théorème 6-2 de [6J montrent que par l'application du 

FONCTEUR MODULE CENTRAL : 

c( >m. 
les PSEUDO-MODULES : 

P = (G, T, 0) et F = (G', T, 0') 

déterminent respectivement les MODULES CENTRAUX associés, constitués par 

le Q-module : 

c(P) = X=:(G, X, 0) = X 6 
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et par le G'-module : 

c(P') = X' = (G1, X, 0') = Xe-

caractérisés par le même groupe abélien X = Z g ( r ) muni des structures de G-

module et de G'-module déterminées par les "caractères" : 

BJ o 0 = 0 e Mor[G, Aut(X)] 

et 

03 o 0' = 0' € Mor[G', Aut(X)] 

notés plus simplement : 

0 G Mor[G, Aut(X)] et 0' e Mor[G', Aut(X)] 

De même, le Lemme 4-7 et le Théorème 6-2 de [6J montrent que par 

l'application du FONCTEUR MODULE CENTRAL c( ), l'AUTOMORPfflSME 

INTERIEUR DE PSEUDO-MODULES, 

y = (q> = 1 G . , f = < a >) e Aut(P') 

détermine l'automorphisme de G'-module : 

C(W) = Y = (<P = iGS f = lx) e Aut(X') 

qui est l'automorphisme neutre : 
cOF) = Y = (<p = 1 G . , 1x0 = 1 e Aut(X') 

Puisque la Remarque 6-5 de [6J donne la relation : 

(58) H*( ) = H*( ) o c ( ) 
les relations : 

Hn(P') = Hj,(G', T) = Hj,(G', X) = H"(G', X') 

entraînent les relations : 

(59) H"0I") = H n 0I") = H n ( l ) = 1 G Aut[Hn(P')] 

pour tout n e N, ce qui achève la preuve de la partie (a). 

Le Théorème 5-2 de [6] montre que par l'application du FONCTEUR 

COHOMOLOGIE NON ABELIENNE : 

H2( ) : f> >6 
l'AUTOMORPfflSME INTERIEUR DE PSEUDO-MODULES : 

XP' = ((p = 1q' , f = < a > ) G Aut(P') 

détermine l'automorphisme d'ensembles : 

H2(^') = ? ' G Aut[HQ,(G', Dl = Aut[H2(P')] 

Compte tenu des conditions : 

(p-1 = y = i G . e Aut(G') et f = < a > G Aut(T) 
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le Lemme 4-3 entraîne que pour des COCYCLES STRICTS : 

z' = ( î | \ m') € Z Q , ( G \ T) = Z 2 ( P ' ) et z" = (T|M, m") G Z Q , ( G \ T) = Z 2 ( P ' ) 

la condition : 

(60) ^ [ z ' ] = z" 

qui se traduit par les conditions (c"'i) et (c'"2), s'exprime ici par l'ensemble des 

deux conditions : 

(61) Ti" a = < a > o Tl' a o < a"1 > pour tout a e G' 

(62) nT a ,x = a . m'erj . a*1 pour tout (a, x) € G ' 2 

La condition : 

(63) a ' a = aîiafa- 1 ) pour tout a € G' 

détermine alors une l-cochaîne spéciale : 

a' = (a ' a ) G CHG\ M) 

du groupe G' dans le groupe M = Gr(F). 

D'une part, il est immédiat que la condition (61) se traduit par la condition : 

(64) r\ " a = < a ' a > 11 'a pour tout a G G' 

D'autre part, compte tenu de la condition (11), qui donne ici la condition : 

(65) Ti'cy Tlx == < m'A,T > îl'ax pour tout (a, x) G G ' 2 

puisque les éléments i y a , Tlx e t H or du groupe d'automorphismes : 

Aut(D = Stab[Aut(V); M] 

constituent également des éléments du groupe d'automorphismes Aut(M) du groupe 

M = Gr(H, dans ce groupe M, la condition (63) entraîne successivement les 

relations : 

a'a TVa(af

T) m' a ,x a '^ = aîl'ate" 1) T|'a[aTl'x(a"1)] m' a,x 

= a î l ' a ( a 1 ) î l ' a (a ) [Ti^xi^1)] m' a > x a '^ 

= a[Tl'aTl ,x(a-1)l m' a,x a^ x 

= a[m' a,x Tl'axCa"1) m^ x ]m 'a ,x a ' ^ 

= am 'a j i\'<n(rl) [aTVaxU"1)]"1  

= am'a,xîlax(a- 1)T|'ax(a) a ' 1 

= am' a,x a"1 

de telle sorte que la condition (62) se traduit par la condition : 

(66) m"a,x = a' aTl ,a(a ,x) m' a ,x a '^ pour tout (a, x) G G ' 2 

D'après le Lemme 4-5 de [4], les deux conditions : 
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(64) et (66) se condensent en la seule condition : 

(67) z" = m") = (a", 1) * (n/, m") = a" 7(y\\ m") = a' 7 z* 

qui est donc équivalente à la condition (60). 

Ainsi, il existe une 1-COCHAINE STRICTE : 

a' = (a', 1) e C ^ G ' , O = C^G', M ) x {1} = C 

pour laquelle la condition (60) entraîne la condition (67), qui signifie, d'après la 

Définition 8-3 de [4], que les COCYCLES STRICTS z' et z" sont strictement 

cohomologues, c'est-à-dire qu'ils déterminent la même classe de cohomologie 

stricte : 

%' = 7' = 7" € HJ,(G*, D = H 2 ( P ' ) 

Comme le Lemme 5-1 de [6J montre que l'automorphisme d'ensembles 

H 20F*) = *? ' se déduit de la bijection : 

¥ ' * : ZQ,(G', 0 = Z(P') > Zg.(G', D = Z2(P') 

par le "passage au quotient" : 

H j . ( G \ r)= zl(G\ r ) / ^ 

il en résulte immédiatement que H 2 0F ' ) = W est l'automorphisme d'ensembles 
neutre, ce qui termine la preuve de la partie (b) et achève la démonstration. 

LEMME 4-6 - Avec les DONNEES DE BASE : 

{ P = (G, T, 0); G'} 

pour tout couple : 

( g , z ) € G x Z2(P) 

qui détermine VAUTOMORPHISME DE PSEUDO-MODULES : 

^ g , z = (<Pg> % ) e Aut(P') 

alors : 
A 

(a) Pour tout entier naturel n e N , son image par le joncteur H n ( ) 

constitue un automorphisme de groupes : 
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H N O F G , z ) = g n € Aut[HQ,(G', D ] = Aut[H"(P')] = Aut[Hj . (G\ X)] 

indépendant du choix du COCYCLE STRICT z = (T|, m) e Z 2 ( P ) . 

(b) Son image par le FONCTEUR COHOMOLOGIE NON ABELIENNE 

H 2 ( ) constitue un automorphisme d'ensembles : 

H 2 0 F g > z ) = g € Aut[ H* ( G \ T)] = Aut[ H 2 (P ' ) ] 

indépendant du choix du COCYCLE STRICT z = (r\, m) e Z 2 ( P ) . 

PREUVE - Pour deux COCYCLES STRICTS quelconques : 

z = (TI, m) € Z ^ G , T) = Z 2 ( P ) et z' = (il*, m1) € Z ^ G , T) = Z 2 ( P ) 

la partie (a) du Lemme 4 - 4 de [6J entraîne qu'il existe au moins une 1-COCHAENE: 

(a, b) e 0(P) = Cl(G, M) x ZQ(G , X) 

du PSEUDO-MODULE P = ( G , F, 0), telle que : 

(68) z' = (TI', m') = (a, b) * (il, m) = (a, b) * z 

ce qui, d'après le Lemme 4 - 5 de [ 4 ] , se traduit par l'ensemble des deux conditions: 

(69) TVoc = < a a > rioc pour tout a € G 

(70) m'a,p = aa ria(ap) m a ,p a'Jp b a,p pour tout (a, p) e G 2 

En considérant l 'AUTOMORPHISME INTERIEUR DE PSEUDO­

MODULES : 

¥ ' g = (<p = 1 g \ f = < ag >) e Aut(P') 

compte tenu du Lemme 4 - 4 , la condition (69) entraîne la relation : 
(71) ^ g z . = , F g 0 ^ g z 

dans le groupe d'automorphismes Aut(P') du PSEUDO-MODULE P'=(G', T, G'). 

Pour tout entier naturel n € N, compte tenu de la partie (a) du Lemme 4-5, le 

A 

Théorème 6-4 de [fi] montre que l'application du foncteur № ( ) à la relation (71) 
entraîne la relation : 

(72) H n ( T g > z . ) = HnCP g , z ) 

ce qui termine la preuve de la partie (a). 
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De même, compte tenu de la partie (b) du Lemme 4-5, le Théorème 5-2 de [£] 

montre que l'application du FONCTEUR COHOMOLOGIE NON ABELIENNE 

H n ( ) à la relation (71) entraîne la relation : 

(73) H2OFg,zO = H 2OI'g ,z) 

ce qui termine la preuve de la partie (b) et achève la démonstration. 

THEOREME 4-7 - Pour des DONNEES DE BASE : 

{P = ( G , r , 6 ) ; G ' } 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 9) et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE 

P' = (G', T, 9') et le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G", alors : 

(a) Pour tout entier naturel n € N , il existe une action du groupe G sur le 

nième GROUPE DE COHOMOLOGIE CENTRALE : 

H"(F) = Hj,(G', o = H ; . ( G ' , X) = H n ( G \ XeO 

du PSEUDO-MODULE F = (G', T, 9'), caractérisée par le morphisme de 

groupes : 

9 n : G — > Aut[Hg,(G', T)] = Aut[H"(P')] 

noté aussi plus simplement : 9 n = 9, et qui, à tout élément g e G, associe 

l'automorphisme de groupes : 

e n(g) = g" e Aut[Hj.(G', H ! = Aut[ff>(F)] 

caractérisé par la condition : 

(74) 6„(g)= g n = HnOP g t Z ) 

pour un choix quelconque du COCYCLE (GENERALISE) STRICT : 

z = (n, m) e Z e ( G , T) = Z 2 ( P ) , ce qui détermine le G-module : 

(G, Hj.(G', T), 9) = HQ.(G \ T) = №(P ' ) 
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(b) / / existe une act ion du groupe G sur le SECOND ESPACE DE 

COHOMOLOG1E NON ABEUENNE : 

H2(P') = H^,(G', D « Exte'(G', D = Ext[P] 

du PSEUDO-MODULE P' = (G*, F , 8'), caractérisée par le morphisme de 
groupes : 

Q : G — » Aut[H^(G', D] = Aut[H2(F)] 

noté aussi plus simplement : 8 = 6, et qui, à tout élément g € G, associe 

/'automorphisme d'ensembles : 

6 (g) = g e Aut[H*,(G\ T)] = Aut[H2(F)] 

caractérisé par la condition : 

(75) 6 (g) = ? = H20P g > z ) = ? g > z 

pour un choix quelconque du COCYCLE (GENERALISE) STRICT : 

z = (T], m) G Z e ( G , T) = Z 2 ( P ) , ce qui détermine le G - ensemble : 

(G, H*,(G', T), 0) = H*(G' , T) = H 2 ( P ' ) 

PREUVE - Le Lemme 4-6 montre que les conditions imposées dans les parties 

(a) et (b) caractérisent bien des applications 0 n et 0 . Tout revient à montrer que ce 

sont des morphismes de groupes. 

Pour tout (a , p) € G 2 , compte tenu de la condition (11), en considérant 

l'AUTOMORPHISME INTERIEUR DE PSEUDO-MODULES : 

¥ o f p = (9 = 10% f = < ma,p >) ^ Aut(P') 

le Lemme 4-4 entraîne la relation : 

(76) ¥ a , z o Y P f Z = ¥ ' a , p o *F a p, z 

et compte tenu du Lemme 4-5, le Théorème 6-4 et le Théorème 5-2 de [fl montrent 

A ^ 
que l'application du foncteur H n ( ) et du foncteur H 2 ( ) à la relation (76) entraîne 

les relations : 

(77) H n ( V a ^ o H n ( V p ^ = HnOP a P f Z ) 
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et 

(78) H2Q¥tttZ) o H20Fp, z) = H ^ ^ ) 

Il en résulte bien que 0„ et 0 sont des morphismes de groupes, ce qui 

achève la démonstration. 

5. CLASSES D ' EXTENSIONS Q - N O R M A L E S . 

On se propose de généraliser la caractérisation, rappelée dans l'Introduction, 

de l'espace des classes d'algèbres Q-normales. 

L E M M E 5-1 - Avec les DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 0) ; G'} 

et avec les Notations 3-1, pour toute classe : 

Ç' G H2(P') = H^,(G', T) - Ext 6<G', D = Ext[P'] 

pour laquelle un PRODUIT CROISE MLXTE. 

( D A' = A\ = A'z- = (T, G', z') 

détermine l'EXTENSION DISTINGUEE D'ANNEAUX-GROUPES : 

(IF) r < A' 

caractérisée par la SUITE EXACTE MLXTE : 

( I I I ) {0, 1} >T = [V;M] > A' = [U'; N'] » G' » {1} 

pour tout 2-COCYCLE STRICT : 

z = (r|, m) = (rj = (ria), m = (m a > p)) e ZJ(G, T) = Z 2 ( P ) 

du PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) et pour tout élément g e G, qui 

déterminent en particulier l'AUTOMORPHISME : 
xFg,z = (<Pg.'ng)e Aut(P') 

du PSEUDO-MODULE P' = (G', T, 0'), les conditions suivantes sont 

équivalentes : 

(a) Pour l'EXTENSION DISTINGUEES (IY) caractérisée par la SUITE 

EXACTE MLXTE ( III) , le couple d'automorphismes : 

(Tig, \|/ g) e Aut(T) x Aut(G*) 
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est un couple COMPATIBLE, ce qui signifie que l'ensemble (Tjg, y g ) des 

prolongements F € Aut(A') du couple Cng, \j/ g) n'est pas vide. 

(b) La classe Ç' e H 2 ( F ) est invariante par l'automorphisme : 

¥ g , z = (9g» % ) e Aut(F) 

pour l 'action naturelle H 2 ( ) du groupe d'automorphismes Aut(P') sur 

l'espace H 2 ( P ' ) , ce qui signifie que l'automorphisme d'ensembles : 

H 20Pg,z) = ? g ) z e Aut[H2(P')] 

vérifie la condition : 

(79) ? g > z ( Ç ' ) = Ç' 

(c) La classe Ç'e H 2 (P ' ) est invariante par l'élément g e G, pour 

l'action du groupe G sur l'espace H 2 ( F ) , c'est-à-dire vérifie la condition : 

(80) g = 

(d) / / existe au moins une 1-COCHAINE STRICTE : 

a' = (a'CT) = (a*, 1) € CJ(G\ T) = Cl(G\ M) x {1} = C 1 (F ) 

qui vérifie la condition : 

(81) W*g,z[z'] = a.'7'z' 

équivalente à l'ensemble des deux conditions : 

(81') r i " a = T|G o ri'(g,CT) o il-ig = < a ' a > r\'a pour tout a e G' 

(81") m" a ,x = 'Hg[m,(g>a),(g,T)] = a'cHatex) m ' ^ a ^ pour tout (a , t ) € G ' 2 

PREUVE - Le Lemme 4-4 assure l'existence de l'AUTOMORPHISME : 

Vgj. = (q>g. îlg) e Aut(F) 

associé au couple d'automorphismes : 

(ng, \|/g) G Aut(T) x Aut(G') 

par la condition : y g = qf \ analogue à la condition (54). 

Le Théorème 9-3 de [£] entraîne alors l'équivalence des conditions (a) et (b). 

Compte tenu du Théorème 4-7, qui assure l'existence de l'action du groupe 

G sur l'espace H 2 ( F ) , la condition (75) entraîne l'équivalence des conditions (b) 

et (c). 
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Le Lemme 4-3 montre que les premières égalités des conditions (81') et (81") 

caractérisent le 2-COCYCLE STRICT : 

^*g,z[z1 = z" = (rf, m") 

de sorte que le Lemme 4-5 de [4] montre que la condition (81) est alors équivalente 

à l'ensemble des deux conditions (81') et (81"). 

D'après la Définition 8-3 de [4], la condition (d) exprime alors que z' et z" 

sont "strictement cohomologues" y c'est-à-dire que ' = 'z ", ce qui équivaut à la 

condition (79). 

Il en résulte l'équivalence des conditions (b) et (d), ce qui achève la 

démonstration. 

LEMME 5-2 - Sous les hypothèses du Lemme 5-7 et lorsque le PRODUIT 

CROISE MIXTE : 

(O A' = = A' z. = (T, G', z') = [U'; N'] 

est caractérisé par les conditions : 

( I ' l ) U ' = 0 V u a et Q' 2 ) N ' = i l Mua 
CJGG' G G G ' 

si les conditions équivalentes (a), (b), (c), (d) du Lemme 5-7 sont vérifiées, 

alors : 

(a) L'ensemble non vide ^CHg, \\fg) des p r o l o n g e m e n t s F € Aut(A') du 

couple (T| g , y g ) COMPATIBLE, contient en particulier le pro longement : 

F a- € Aut(A') 

caractérisé par l'une des conditions équivalentes : 

(82) F a '[u( g >a)] = a'a u a pour tout a e G' 

ou 

(83) F a [ u a ] = a*<g, a> u< g, a> pour tout a e G' 

de sorte que : 

(84) F a<x) = F a ' X x a u a = X T]g(*a) a'<g, a> u< g , a> 
. a e G J G G G 

powr tout x e U' de /a forme : x = X *a u<* / % > I i r une famille ( x a ) d'éléments 
a e G 

xa ^ V presque tous nuls . 

(b) // existe une act ion de groupe : 

z£.(G\ X) x *F (Tig, v g ) > ̂ (Tïg, \ | / g ) 

(e = (e a ) , F) > e . F = F 
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caractérisée par la condition : 

(85) F ' (u a ) = e . F(uC T) = F ^ u * ) = 0 g (e C T ) F(uC T) pour tout a e G * 

et qui fait opérer le groupe abélien de l-COCYCLES CENTRAUX : 

ZJ.(G\ X) = Z l (G\ XeO = Zl(P') 

librement et transitivement sur l'ensemble ¥ ( r j g , \ | / g ) , ce qui détermine sur 

l'ensemble ¥ (rjg, y g ) une structure de Z ^ P ^ - e n s e m b l e homogène 

principal. 

PREUVE - En considérant la 1-COCHAINE STRICTE : 

c = (c C T )€ C^G' , M) = C l ( G \ T) 

caractérisée par les conditions équivalentes : 

c<j = a '<g,a> et a ' a = C(gj(j) 

pour tout a e G', il est facile de vérifier que la condition (81), équivalente à 

l'ensemble des deux conditions (81*) et (81"), s'exprime par une condition 

analogue à la condition (62) du Corollaire 8-4 de [6J, de sorte qu'il détermine un 

automorphisme : 

F a ' = F c € Aut(A') 

caractérisé par la condition (84) et par les conditions équivalentes (82) et (83), ce 

qui prouve la partie (a). 

Le Théorème 9-5 de [6J implique la partie (b), ce qui achève la 

démonstration. 

THEOREME 5-3 - Pour des DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 6 ) ; G'} 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE P' = 

(G', T, 0') et le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G', pour toute classe : 

€ H2(P') = Hg,(G', D « Exte<G', D = Ext[P'] 

représentée par un PRODUIT CROISE MLXTE : 

(D A' = A\ = AV = (r, G', z') = [U'; N'] 

qui détermine l'EXTENSION DISTINGUEE D'ANNEAUX-GROUPES : 
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(IF) r < A' 

caractérisée par la SUITE EXACTE MIXTE : 

(in*) {0, 1} > T = [V; M] > A' = [IT; N'] » {1} 

/es conditions suivantes sont équivalentes : 

(a) La c l a s s e H 2 ( P ' ) est une CLASSE D'EXTENSIONS 

Q-NORMALES. 

(b) La classe e H 2 (P ' ) est invariante pour /'action du groupe G sur 

l'espace: 

H 2 (P ' ) = H^.(G', T) - Ext 0'(G', T) = Ext[P'] 

En d'autres termes, /'espace des invariants : 

[ÎÏ 2 (P')]G = [HQ,(G', H ! 0 - [Ext 0-(G', H ] G = [Ext[P']]G 

j ' i n t e r p r è t e comme / 'ESPACE DES CLASSES D'EXTENSIONS Q-

NORMALES. 

PREUVE - D'après la Définition 3-2 le Lernrne 5-1 montre que la condition (a) 

pour tout g e G , qui s'exprime par la condition (N'), est équivalente à la 

condition : 

(86) "g (Ç') = £' pour tout g e G 

c'est-à-dire à la condition (b), ce qui achève la démonstration. 

THEOREME 5-4 - Pour des DONNEES DE BASE : 

{P = ( G , r, 0) ; G'} 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = ( G , I \ 6) et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G' du groupe G , qui déterminent le PSEUDO-MODULE 

P' = (G*, T, 0') et le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G', alors : 

(a) Pour l'action du groupe G , le sous-espace des invariants : 

[H* (G' , n i° = [H 2 (P')]G 
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contient l'image de l'APPLICATION DE RESTRICTION : 

72 : H ^ G , T) = H2(P) > H^(G' , T) = H2 (F) 

qui induit donc également une APPLICATION DE RESTRICTION : 

? 2 : He(G, O = H2( P) [ g* ( G \ T)]G = [H2(P')]G 

(b) Le sous-groupe distingué G' du groupe G opère trivialement sur le 

SECOND ESPACE DE COHOMOLOGIE NON ABEUENNE : 

H2

&(G\ T) = H2(P") 

du PSEUDO-MODULE P' = (G', I \ 9'), et par suite il en résulte une action du 

groupe quotient Q = G" = G/G', caractérisée par un morphisme de groupes : 

Q" : G " — > Aut[HQ.(G', T)] = Aut[H2(P')] 

noté aussi plus simplement : 9 " = 9", ce qui détermine le Q-ensemble ou le 

G "-ensemble : 

(G", H* (G\ T), 9") = H^,(G', T) = H2(P') 

PREUVE - Pour démontrer la partie (a), on considère une classe : 

7 ' = Ç 'e HQ.(G ' , T) = H 2 (P ' ) 

qui appartient à l'image de l'APPLICATION DE RESTRICTION 72 caractérisée 

dans le Lemme 4-2, ce qui signifie que le COCYCLE STRICT : 

z' = (TV, m') e Z * (G', T) = Z2(P') 

est obtenu par restriction à partir d'un COCYCLE STRICT : 

z = (T i ,m) e Z ^ ( G , r ) = Z2(P) 
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ce qui s'exprime par l'ensemble des deux conditions : 

(87) Tl'CT = r j a pour tout a € G' 

(88) m'^x = n v j j pour tout (a , x) e G ' 2 

et le Théorème 4-7 montre qu'il est possible de choisir ce COCYLE STRICT 

z € Z 2 ( P ) pour exprimer la caractérisation de l'automorphisme d'ensembles : 

6 (g) = g = H 2 CFg, z ) 

déterminé par un élément g € G. 

Lorsque cet élément g e G est fixé, pour simplifier les notations, pour tout 

G€ G, on conviendra de poser : 

(89) a' = (p g(a) = (g , a ) = g - 1 a g 

ce qui équivaut à la condition : 

(90) a = \ | / g(a') = < g, a ' > = g a 'g" 1 

et aussi à la condition : 

(91) g a ' = a g 

En particulier, le Lemme 4-3 montre que la condition : 

(92) ^F*g,z[z1 = z" = (ri", m") 

détermine un COCYCLE STRICT : 

z" = ( î i " ,m")€ Z ^ , ( G ' , r ) = Z 2 ( P ' ) 

caractérisé par l'ensemble des deux conditions : 

(93) rfcr = îlg o Tla' o T{'lg pour tout a G G' 

(94) m" a , t = T\g[ma\%'] pour tout (a, x) e G ' 2 

Il est immédiat que la condition : 

(95) a ' a = m g ) C r ' m ' J g pour tout a € G' 

définit une l-cochaîne spéciale : 

a' = (a ' a ) € C^G' , M) 

du groupe G' dans le groupe M = Gr(T), qui détermine la 1-COCHAINE 

STRICTE: 

a' = (a ' a ) = (a', 1) e C *(G', T) = C*(G', M) x {1} = C H(P) 

Il existe alors un COCYCLE (GENERALISE) STRICT : 

z* = ( î i*,m*) = ( î l* = (Tl* a ) ,m* = ( m V x ) ) e Z Q , ( G \ T) = Z 2 ( P ' ) 

défini par la condition : 
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(96) z* = (Ti*, m*) = (a', 1) *' (if, m1) = a' 79 (rf, m1) = a' ~ ' z' 

qui s'exprime par Xensemble des deux conditions : 
(97) T i* a = < a ' a > i f a pour tout a G G' 

(98) m* a ,x = a ' a Tf a(a ' x ) m'a,T a ^ pour tout (a ,x) G G ' 2 

ce qui, compte tenu des conditions (87) et (88), est équivalent à Yensemble des 

deux conditions : 
(99) r\*a = < a ' a > 1% pour tout a G G 

(100) m * a f X = a'a îloKa'x) % , x a ax pour tout (a ,x) G G*2 

La condition (13) peut s'exprimer par la condition : 
(13') Tla(mp,Y) ma,p Y = m a >j} m ap > Y pour tout (a , |3, y) G G 3 

Pour tout (a,x) G G' 2 , avec les conventions introduites qui entraînent : 

g a ' = a g et gx' = xg, par des choix convenables de (a , p, y) G G 3 , la condition 

(13') entraîne en particulier les conditions suivantes: 

(101) îla(mg,xO roo.gT' = î^a.g m ga \x ' 

(102) îla(mx,g) roa.gr' = "krx.g 

(103) îlg(ma'j') m g > a y = m g > a ' m g a- > x» 

qui peuvent s'écrire sous la forme des conditions : 

(101') m^g î l a (m g , T 0 = m g a ' f X ' m a g x . 

( 102') îlaCm l̂g) m a j = ma^ 1 m ^ g 

(103') îlg(m<T',T') = mg,a' nig a' t X' m g * a V 

D'une part, pour tout a G G', la condition (11) entraîne les relations : 
Tlg i v = < mg>0r' > T | g a ' 

et 

îl<jîlg = < m C T > g > T i a g 

et compte tenu des conditions (91) et (95), il en résulte facilement la relation : 

% o Via' 0 = < m g,a' ni^g > îla = < a'a > T | a 

c'est-à-dire, compte tenu des conditions (93) et (99), la condition : 
(104) Tfa = r | * a pour tout a G G' 

qui s'exprime par l'égalité : 
(105) T f := î l* 

D'autre part, pour tout (a , x) g G ' 2 , dans le groupe M = G r ( H , et pour 

l'automorphisme : 
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T | a e Aut(T) = Stab [Aut(V); M] 

qui constitue en particulier un automorphisme du groupe M = GrCO, les conditions 

(95) et ( 100) impliquent : 

m*a,x = a'CT r i a (a ' x ) mo i X aa*. 

= m g , a - m ^ g T | a [m g > T - r a ^ ] m,j ) X [ m g j C y m ^ . g]" 1 

= m g > 0 - [ m ^ g Tla(m g ) X 01[Tla(m T | g )m a , x ] m ^ g 

de sorte que les conditions (101') et (102') entraînent : 

- „ - < , ^ < , ^ m g ' , 0 . , 

= m g ) a ' mg„\x< m'g1

 a V 

et par suite, la condition (103') entraîne : 

m*a,x = ilg(m<f .tO 

c'est-à-dire, compte tenu de la condition (94), la condition : 

(106) m"a,% = nr*C T it pour tout (a , T) e G ' 2 

qui s'exprime par l'égalité : 

(107) m" = m* 

Les égalités (105) et (107) entraînent l'égalité : 

(108) z" = (T|", m") = (rt*, m*) = z* 

de sorte que les conditions (92) et (96) entraînent alors la condition : 

(81) *F* g, z[z'] = a ' ? ' z ' 

qui figure dans le Lemme 5-1, et par suite, il entraîne la condition : 

(109) "g (Ç') = Ç' pour tout g G G 

Ainsi, il en résulte bien : 

Ç 'e [ H 2 ( P ' ) ] G 

ce qui prouve la partie (a). 

La démonstration de la partie (b) repose sur les remarques suivantes. 

D'une part, pour tout PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6), en choisissant 

G' = G, ce qui entraîne : P' = P et H 2 ( P ' ) = H 2 ( P ) , le Théorème 4-7 entraîne 

l'existence d'une "action directe" du groupe G sur H 2 ( P ) = H 2 (P ' ) et la partie 

(a) entraîne que cette "action directe" est triviale, ce qui se traduit par la 

condition: 
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(110) [H2(P)]G= H2(P) 

D'autre part, en revenant au cas général, pour l'action du groupe G sur 

H 2 ( P ) , un élément g € G agit par l'automorphisme : 

H 2 0P g , z ) = Ì 

pour un COCYCLE STRICT quelconque z = (tj, m) G Z 2 ( P ) et de même, pour 

"l'action directe" du groupe G' sur H 2 ( P ' ) , la condition (110) entraîne la 

condition : 

(110') [ H 2 ( P ' ) ] G ' = H 2 ( P ' ) 

de sorte qu'un élément g' € G' agit par l'automorphisme neutre : 

H 2 d " g ' , z ' ) = g '= l€ Aut[ H 2 (P ' ) ] 

pour un COCYCLE STRICT quelconque z' = (rf, m') € Z 2 ( P ' ) . 

Lorsque : g = g' e G', les automorphismes T] g e Aut(T) et r|'g» e AutOO 

admettent la même classe rjg = ri'g» e Aut e (F) et par suite, il existe au moins un 

élément c € M = Gr(T) tel que : 

Tlg = <C>TlV 

ce qui entraîne : 

(111) xFg,z = (9 = l G s f = < c » o ^ V , z ' 

Compte tenu de la partie (b) du Lemme 4-5, l'application du foncteur H 2 ( ) à 

la relation (111) entraîne : 

g = H 2 0 F g , z ) = H 2 OF' g ' , z 0 = g ' = 1 e Aut[ ÎÏ 2 (P ' ) ] 

Ainsi, le sous-groupe distingué G' de G opère trivialement sur H 2 (P ' ) , ce 

qui entraîne immédiatement la partie (b) et achève la démonstration. 

EXEMPLES 5-5 - Etant donnée une EXTENSION DISTINGUEE : 

(H) r < A 

caractérisée par une SUITE EXACTE MIXTE : 

(ÏÏI) { 0 , 1 } — > T = [ V ; M ] — > A = [U;N]-iUG—• {1} 

pour tout SOUS-GROUPE DISTINGUE G' du groupe G, il est facile de vérifier 

que les "images réciproques" définies par les conditions : 
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(112) N , = p - l ( G ' ) = p - N

1 ( G ' ) et (113) U* = 2 V n ' = p ^ G ' ) 

n 'e N' 

déterminent une SUITE EXACTE MIXTE : 

(Iir) (0,1} » T = [V; M] » A' = [U'; N'] — G ' » {1} 
qui caractérise une EXTENSION DISTINGUEE : 

(IF) F « A' 

obtenue à partir de (II) par la "restriction" déterminée par G' < G. 

Cette constructions détermine donc une application canonique : 

r :Ex t (G , r )—»Ext (G ' , r ) 

qui, à C1[A] = Ç € Ext(G, T), associe C1[A'] = £ € Ext(G\ T). 

De plus, le Lemme 1-3 de [5J entraîne l'existence d'un diagramme 

commutatif et exact de la forme : 

{0 ,1 } {0 ,1} {1} 

{0, 1 } — > T = [V;M] — > A ' = [U';N'] - ? ->G ' > {1} 

X X X 

(VII) { 0 , 1 } — > r = [V;M] »A = [U;N] — ? - > G — > {1} 

X X X 
{1} • A/A' >Q = G" >{1) 

i i 
{1} { D 

dans lequel les deux premières lignes et les deux premières colonnes sont des 

SUITES EXACTES MIXTES. 

En considérant le "caractère collectif REALISABLE 8 tel que : 

C1[A] = % € Ext 0(G,n - HQ(G, H 

ce qui détermine des DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 9) ; G'} 

il est possible de vérifier directement que l'EXTENSION DISTINGUEE : 

(II') T < A' 

est une EXTENSION Q-NORMALE, déterminée par la "restriction" : 
r e : Exte(G, T) > Exte<G\ T) 

Compte tenu de la condition (14) qui donne : 

H 2 (P ) = H ^ G , H - Exte(G, H = Ext[P] 

et 
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H2(P') = Hg.(G', D « Ext 9(G', T) = Ext[P'] 

cette propriété résulte également de la partie (a) du Théorème 5-4, du Théorème 5-3 

et du fait que la "restriction" TQ coïncide avec l 'APPLICATION DE 

RESTRICTION : 

72 : Hg(G, T) = H 2 ( P ) - _ • [ H ^ G ' , T)]G = [ H2(P ' ) ] G 

dont la CONSTRUCTION décrite ci-dessus donne donc une INTERPRETATION. 

6. C A R A C T E R I S A T I O N S T E C H N I Q U E S . 

La caractérisation des EXTENSIONS Q-NORMALES, obtenue dans le 

Théorème 5-3, se présente sous une forme synthétique. 

Il convient de la compléter par des "caractérisations techniques", 

indispensables dans les applications. 

NOTATIONS 6-1 - On considère toujours des DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 9) : G*} 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 8) et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE 

P' = (G1, T, G*) et le GROUPE QUOTIENT Q = G " = G/G*, caractérisé par la 

suite exacte : 

(44) { 1 } — > G' —-» G > G" = Q — > { 1 } 

qui permet d'interpréter le groupe G comme une extension du groupe G' par le 

groupe G" = Q. 

Dans toute la suite, on considère une "représentation" (R) fixée du groupe 

G comme une extension du groupe G' par le groupe G" = Q, au moyen des 

données suivantes. 

On choisit une l-cochaîne spéciale : 

v= (v(k)) = (DX) e Cl(G", G) 

qui constitue une section du morphisme de groupe p". 

De façon générale, pour simplifier les notations, on adoptera la 

CONVENTION selon laquelle, pour tout X € Q = G", s'il n'y a pas de risque de 
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confusion, l'élément v(X) G G, figurant par exemple en indice, pourra être 

remplacé par l'indice X G Q = G". 

Ainsi, pour tout Xe Q = G", les automorphismes de groupes, réciproques : 

VX = e Aut(G') et cpx, = çV(X) e Aut(G') 

seront caractérisés respectivement par les notations : 

(47') < X,o > = \|/JL(CO = < v>(X)y a > = OD(X)- 1 pour tout a G G' 

et 

(48') (X, a ) = (p\(a) = (i)(À,), a ) = u(^) - 1 OV(X) pour tout a G G' 

Il existe, alors un "système de facteurs" constitué par une 2-cochaîne 

spéciale : 

(œ(X, = (©X41) e C2(G", G') 

qui est un 2-cocycle, c'est-à-dire qui vérifie la condition : 
(112) <X, o>0i, v) > co(À,, ^iv) = (ù(X, [i) œ(À|i, v) pour tout (X, \i, v) G G" 3 

de telle sorte que soient vérifiées les conditions : 

(113) v(X) v([i) = ©(A., |i) u(fyi) pour tout (X, v) e G" 2 

(114) v(X)c = <Xya> v(X) pour tout (a, X) G G'X G" 

Des éléments quelconques a G G et (3 G G s'expriment alors de façon unique 

sous la forme : 

(115) oc = (Ti)(k) ; p =xv([i) 

pour des éléments : a G G' et x G G', et des éléments : 

p"(a) = a = X G G" = Q ; p"((3) = p = \i G G" = Q 

de sorte que leur produit a p est donné, par la table de multiplication constituée 

par les conditions (113) et (114), sous la forme : 

(116) a p = [cru(X)] [x\)(n.)] = aiD(fyi), avec : a i = a < X, x > co(À,, |i) 

Ces conditions caractérisent une REPRESENTATION (R) fixée du groupe 

G comme une extension du groupe G' par le groupe G" = Q. 

Pour un COCYCLE (GENERALISE) STRICT ARBITRAIRE : 

z = (Ti, m) = (ti = (Tio), m = (m a ,p)) G Z J(G, T) = Z 2 (P ) 

du PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6), la CONVENTION adoptée détermine pour 

tout X G G" = Q, l'automorphisme : 

(117) r| l )(x) = ri^G Aut(D 
et par suite, le couple d'automorphismes : 

OU, VJt) = (T1\)(X). Vt)(X)) e Aut(T) x Aut(G') 

et l'AUTOMORPHISME : 
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^X,z = (<PA, T1X) = (<Pd(X). î1d(3L)) = ^T)(X),z e Aut(F) 
du PSEUDO-MODULE P' = (G*, I \ 9'). 

THEOREME 6-2 - Pour des DONNEES DE BASE : 
{P = (G, T, 6) ; G'} 

constituées par un PSEUDO MODULE P = (G, I \ 9 ) et un SOUS-GROUPE 
DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE 
P' = (G", r, 9') et le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G', pour tout COCYCLE 
(GENERALISE) STRICT : 

z' = (TV, m1) = (TV = (Ti'c), m' = (m' a , T ) e Z^G' , F) = Z 2 ( F ) 

du PSEUDO-MODULE P' = (G', I \ 9'), qui détermine la classe : 

Ç' G H2(P') = H 2 ( G ' , D - Ext 9 '(G', D = Ext[P'] 

représentée par le PRODUIT CROISE MIXTE : 
(O A' = A\ = AV = (r, G\ z') = [U' ; N'] 

qui détermine l'EXTENSION DISTINGUEE D'ANNEAUX-GROUPES : 
(IV) r <1 A' 

caractérisée par la SUITE EXACTE MIXTE : 

(IIF) {0, 1} > r = [ V ; M ] — 4 A' = [U'; N ] —-» G' » {1} 

avec les Notations précédentes, les conditions suivantes sont équivalentes : 

(a) La classe Ç' e H 2 ( P ' ) esf «ne CLASSE D ' E X T E N S I O N S 

Q-NORMALES. 

(b) L'EXTENSION DISTINGUEE (II') est une E X T E N S I O N 
Q-NORMALE. 

(c) Pour l'EXTENSION DISTINGUEE (II') caractérisée par la SUITE 
EXACTE MIXTE (III'), pour tout le Q = G", le couple d'automorphismes : 

(TU, VA) e Aut(D x Aut(G') 

es/ un c o u p l e COMPATIBLE, ce qui signifie que l'ensemble \ = 
0U> Vx) des prolongements F e Aut(A') du couple (y\\, y x ) n'est pas 

v i d e . 

(d) / / existe au moins une 1-cochaîne spéciale : 
a = (ax) = (a^, C T)€ Cl(G", Cl(G\ M)) 



5 3 

déterminant des 1-COCHAINES STRICTES : 

a* = (ax,CT) = (ax, 1) e C l (G\ T) = Cl(G\ M) x {1} = C 1 (F ) 

qui vérifient la condition : 

(118) [z'] = a\ 7 ' z" pour tout X € Q = G" 

équivalente à l'ensemble des deux conditions : 

(118*) T1X o Tifoa) o T^1 = < ax , a > î l a 

(118") Tîx[m,(xta),(X,x)] = *Xyo TVa(ax,t) m'a/c a ^ a t 

powr rowr a e G1, pour tout (a, x) e G ' 2 /wwr rcwr X, e Q = G". 

De plus, sous ces conditions équivalentes, l'ensemble non vide 

X = (TiX» p r o l o n g e m e n t s F € Aut(A') du coup le (nx, yx) 

COMPATIBLE, contient en particulier le prolongement : 

Fx G Aut(A') 

caractérisé par la condition : 

(119) Fx[u(x,a)] = ax,a u a pour tout (X, a ) e G" x G' 

et le groupe abélien de 1-COCYCLES CENTRAUX : 

ZJ,(G\ X) = Zl (G\ XeO = Z l (F) 

opère librement et transit ivement sur l'ensemble x = ^ Olx, VJi)> 

l'action caractérisée par la condition : 

(120) e . F (u a ) = F ( e a u a ) = Tix(ea) F(u a ) pour tout a € G1 

ce qui détermine sur l'ensemble x = *!f (Tlx, Vx) wne structure de 

Z^P^-ensemble homogène principal. 

P R E U V E - D'après le Théorème 5-3, les conditions équivalentes (a) et (b), 

s'expriment par la condition : 

(86) = pour tout g e G 

La partie (b) du Théorème 5-4 montre que cette condition est 

automatiquement vérifiée pour tout g = a G G', de sorte que, l'écriture de tout 

a G G sous la forme (115), entraîne que la condition (86) est équivalente à la 

condition : 

(121) i)C\,)(Ç') = pour tout Xs Q = G" 

Compte tenu des Notations introduites, qui entraînent en particulier : 
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D(1) = 1, ce qui permet de choisir : a i t ( y = 1 pour tout a € G', le Lemme 5-1 

implique l'équivalence de la condition (121) avec chacune des conditions (c) et (d). 

Il en résulte l'équivalence des conditions (a), (b), (c) et (d). 

Enfin, les affirmations complémentaires résultent du Lemme 5-2, ce qui 

achève la démonstration. 

REMARQUES 6.3 -

(a) La caractérisation des EXTENSIONS Q-NORMALES donnée par la 

condition (c) du Théorème 6-2, constitue bien une généralisation formelle de la 

caractérisation initiale des algèbres Q-normales, qui peut être formulée par une 

condition d'existence de prolongements s € Gal[A: E] C Aut(A), des 

automorphismes X e Q = Gal[F: E] c Aut(F), comme cela a été expliqué dans 

l'Introduction. 

(b) Lorsque le Théorème 6-2 est appliqué à des données classiques : 

{L ; G ; G'} 

la condition (118') est automatiquement vérifiée, et modulo des changements de 

notations, la condition (118") se traduit par la condition (9-9) du Théorème 9-2 de 

[2]. 
Compte tenu de la Proposition 2-5, il en résulte que par sa condition (c), le 

Théorème 6-2 constitue en particulier la généralisation du Théorème 9-2 de [2], 

dans lequel S. EILENBERG et S. Mac LANE donnent une caractérisation de la 

Q-normalité des produits croisés classiques au sens de E. NOETHER. 

7. LA CONDITION DE SPEISER. 

La richesse de la cohomologie galoisienne résulte essentiellement du 

THEOREME DE A. SPEISER [16], qui entraîne que tout corps L et tout groupe 

fini d'automorphismes G C Aut(L), vérifient la condition : 

(122) H!(G,L*) = {1} 

(on peut voir également, par exemple la Proposition 3 p. 202 de [JJ, le Théorème 

1.1p. 332 de [2] ou la Proposition 2 p. 158 de [H]). 

Cette condition ou une condition analogue jouent un rôle fondamental dans de 

nombreuses questions (voir par exemple : [1], Q£], [2], Qû], LU], [12], [12], [14], 
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f i 5 1 . r i71) et en particulier dans la théorie des corps de nombres 

algébriquesÇThéoTème 2-1 p. 354 de LLOJ) et dans la théorie des Formations de 

Classes (voir par exemple l'Axiome I. p. 203 de [ j j , l'Axiome CF 1. p. 225 de 

[13J ou l'Axiome I. p. 174 de [I5J). 

On se propose d'introduire une généralisation de la condition (122). 

DEFINITION 7-1 - Pour des DONNEES DE BASE : 

{P = ( G , r 0 ) ; G ' } 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 6) et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE 

P' = (G', T, 9*) et le GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G', la CONDITION DE 

SPEISER est la condition : 

(S) H l ( P ' ) = { l } 

qui exprime la trivialité du premier groupe de COHOMOLOGIE CENTRALE : 

Hl(P') = H*.(G\ T) = H*.(G', X) = Hl(G', X) 

du PSEUDO-MODULE F = (G', T, 0'). 

EXEMPLE 7-2 - Lorsque les DONNEES DE BASE représentent des "données 

classiques" : 

{L; G; G'} 

les Exemples 2-4 entraînent la relation : 

H 1 (F) = Hj,(G', T) = H^,(G', X) = H^G ' , X) = H ! (G ' , L*) 

de sorte que la condition (122) entraîne que la CONDITION DE SPEISER (S) est 

vérifiée. 

THEOREME 7-3 - Pour des DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 0 ) ; G ' } 

constituées par un PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0) et un SOUS-GROUPE 

DISTINGUE G' du groupe G, qui déterminent le PSEUDO-MODULE 

P' = (G', T, 0') et le GROUPE QUOTIENT Q = G ' = G/G', et sous les 
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hypothèses et les conditions équivalentes (a), (b), (c), (d) du Théorème 6-2, 

alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

(a) Les DONNEES DE BASE vérifient la CONDITION DE SPEISER : 

(S) H»(F)= {1} 

(b) Pour tout X G Q = G", l'ensemble non vide x= Ou, y x ) des 

prolongements F G Aut(A') du couple Ou, VX) COMPATIBLE est constitué 

par "une seule classe", ce qui signifie que deux prolongements F G Aut(A') 

et F G Aut(A') du couple Ou, VX) COMPATIBLE sont nécessairement 

EQUIVALENTS, en ce sens qu'ils diffèrent d'un automorphisme intérieur 

x x = < x > G Autj(A'), déterminé par un élément x du centre-groupe X = Z g (T) 

de Vanneau-groupe T= [V; M]. 

PREUVE - Pour chaque Xe Q = G", le Théorème 9-5 de [£] montre que 

l 'ensemble non vide x = ( r |x, \\f\) constitue un Zl(P')-ensemble 

homogène principal et que, par passage au quotient, l'ensemble ^ [ î l x , y x l 

des "classes d'équivalences" [F] des éléments F G ^ x , est muni d'une structure 

A 

de Hl(P')-ensemble homogène principal. 

La Définition 8-6 de [£] entraîne alors immédiatement l'équivalence des 

conditions (a) et (b), ce qui achève la démonstration. 

REMARQUE 7.4 - Sous les hypothèses et les conditions équivalentes (a), (b), 

(c), (d) du Théorème 6-2, pour chaque X G Q = G", l'ensemble non vide 

y X = OlX, VX) contient au moins une classe [FjJ pour un prolongement 

FXG «$ x du couple Ou, *Fx) COMPATIBLE. 

Le Théorème 7-3 montre alors que la CONDITION DE SPEISER (S) 

équivaut à la condition : 

(123) *F x = [Fx] pour tout X G Q = G" 

qui exprime une condition d'unicité des prolongements "à automorphisme 

central intérieur près". 
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8. LES COCYCLES DE TEICHMÛLLER. 

Sous la CONDITION DE SPEISER, on se propose de généraliser aux 

EXTENSIONS Q-NORMALES, la notion classique de COCYCLE DE 

TEICHMÛLLER d'une algèbre Q-normale [3J. 

HYPOTHESES 8.1 - On considère maintenant des DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 0) ; G'} 

qui vérifient la CONDITION DE SPEISER : 

(S) H1 (P ' )={1} 
et on considère également une CLASSE D'EXTENSIONS Q-NORMALES : 

Ç' € [H2(P')]G = [Hg,(G', T)]G = [Ext 0<G', T)]G 

associée à un COCYCLE (GENERALISE) STRICT : 

z' = (TV, m') = (TV = (TV*), m' = (m'C T > x)) € Z ^ G ' , T) = Z 2 ( P ) 

du PSEUDO-MODULE P' = (G', T, Q'), et représentée par le PRODUIT CROISE 
MIXTE: 

( D A = A\> = A' z. = (T, G', z') = [U'; N'] 

qui détermine l'EXTENSION Q-NORMALE : 

(IF) r « A" 

caractérisée par la SUITE EXACTE MIXTE : 

(III) {0, 1) — » T = [V; M] » A' = [U'; N'] G' > {1} 

On utilisera librement les propriétés des PRODUITS CROISES MIXTES 

établies dans [5J, qui montrent que pour l'anneau-groupe : 

A' = (r , G', z') = [U'; N'] 

l'anneau sous-jacent An(À f) = U' et le groupe sous-jacent Gr(À f) = N' sont 

caractérisés par les conditions : 

(Fi) U ' = ® V u a et (I ' 2 ) N ' = IL M u a 

creG' a e G ' 
l'addition étant celle du groupe abélien U' et la multiplication dans l'anneau U' et 

dans le groupe N' C U* étant caractérisée (par distributivité dans U') au moyen 

des conditions : 

(124) u a x = Tl ' a(x) u a 

pour tout a G G' et tout x e V ou x e M, et : 

(125) u a u x = m ' a / c u a x 

pour tout (a, x) € G' 2 . 
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On utilise également la REPRESENTATION (R) du groupe G, caractérisée 

par les conditions (112) à (116). 

LEMME 8.2 - Sous les hypothèses précédentes, alors : 

(a) Tout COCYCLE (GENERALISE) STRICT : 

z = (TJ, m) = (ri = (Tia), m == (m a ,p)) € Z*(G, T) = Z 2 (P ) 

du PSEUDO-MODULE P = (G, I \ 6), détermine un espace non vide : 

C 2 , Z(G", A') 

constitué par les 2-cochaînes généralisées de la forme : 

= ((Fx), (nx,u)) € C 2(G", A') 

dans laquelle la 1-cochaîne spéciale : 

(Fx) e CKG", Aut(A')) 

vérifie la condition : 

(126) Fx € *T (Tlx, VX) pour tout X e Q = G" 

et dans laquelle la 2-cochaîne spéciale : 

(nx,n) € C2(G", Gr(A')) = C2(G", N') 

qui vérifie naturellement la condition : 

( 127) Fx = < nx,n > Fxu pour tout (X, [L) € G" 2 

vérifie aussi la condition : 

(128) nx , u e M u(û(X>u) pour tout (X, n) € G" 2 

(b) Pour chaque X e Q = G", l'automorphisme d'anneaux-groupes : 

Fx e Aut(A'), détermine sa "classe d'automorphismes extérieurs" : 

(129) Q(X) = OAX) = Fx e Aut e(A') 

qui est indépendante du choix du COCYCLE STRICT z = (r\, m) € Z 2 ( P ) . 

(c) Le COCYCLE (GENERALISE) STRICT : z' = (r)', m') € Z 2 ( P ' ) , 

détermine un "caractère collectir : 

(130) 0 = 0 Z - € <M,(G", A') = Mor[G", Aute(A')] 

du groupe Q = G" = G/G', dans l'anneau-groupe ; 

A' = (r , G', z') = [U' ; N'] 

qui peut également être caractérisé par la condition : 
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(131) n = ((Fx), (nxji)) G C Q ( O m , A') 

PREUVE - D'après le Théorème 6-2, les Hypothèses entraînent que pour 

chaque X G Q = G", l'ensemble Olx, y x ) fl'esf pas vide, et par suite, en 

choisissant : Fi = 1 e Aut(A'), il en résulte l'existence de l-cochaînes spéciales: 

(Fx) G CKG", Aut(A')) 

vérifiant la condition (126). 

Pour les COCYCLES STRICTS : 

z = (TI, m) G Z 2 ( P ) et z' = (r|', m') G Z 2 ( P ' ) 

il est évident qu'il existe au moins une l-cochaîne spéciale : 

(a ' a ) G Cl(G\ M) 

vérifiant la condition : 

(132) r | a = <a ' a > r | ' a pour tout a G G' 

et qu'il existe une l-cochaîne spéciale : 

(CX,H)G C 2 (G" ,M) 

caractérisée par la condition : 

(133) cx,̂ i = mx,n m"J ( X j l ) > X | A = mV(X),v(^) ™a(Xv)MX\i) 

pour tout (À,,|l) G G" 2 . 

Avec la CONVENTION adoptée, compte tenu de la condition (113), pour 

tout (X, (i) G G" 2 , la condition (11) entraînent facilement la condition : 

(134) T1X % = <cx,^> T i ^ ) TIX^ 

et par suite la condition (132) entraîne la condition : 

(135) T|x Tljx = <cx^ a'o)(X^)> TV©(A,M) ^XVL 

alors que la condition (113) entraîne également la condition : 

(136) VXV^i= 1G V©(3U»i) VXji 

La condition (126) entraîne les relations : 

(137) Fx G *T (Tlx, vx) î Fn ^ ^ (Tin, Vu) ; Fxn G (Tixn, VXn) 

De même, pour tout (X, (i) G G" 2 , en posant pour simplifier les notations : 

(138) u0)(X,n) = ux,n ; T| *(o(X )̂ = îl 'x^ ^ VcofljO = 

et 

(139) ÇX,|li = cx,n a'co(X^) 

la condition (124) montre que l'élément : G N' = Gr(A'), détermine un 

automorphisme intérieur <UX,JI> G Auti(A'), vérifiant la relation : 
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(140) <UA,,U> e (TI \ , u , \ | a ) U ) 

et que l'élément c \ > u € M C N' = Gr(A'), détermine un automorphisme intérieur 

<çx+i> e Auti(A'), vérifiant la relation : 

(141) <cx,u> e ^(<cx,n a'co(X,n)>, 1G0 

Compte tenu des conditions (135) et (136) qui entraînent, dans le groupe 

produit : Aut(r) x Aut(G'), la relation : 

(T1X, VX) (%, Vu) OlA+b YXu)"1 OlXu, (<cX,u a'co(X,u)>, IQ-)' 1 

= d r , l G 0 

les relations (137), (140) et (141) entraînent que l'automorphisme : 

(142) FX F u F - ^ <u-X

l

> u> < ç i u > = H X > U e Aut(A') 

constitue un prolongement du couple ( lp , 1G») G Aut(r) x Aut(G'), ce qui 

implique la condition : 

(143) Hxji e *F ( l r > 1G.) pour tout (X, il) G G" 2 

Compte tenu de la CONDITION DE SPEISER(S), le Corollaire 9-6 de [£] 

montre que la condition (143) entraîne que H j ^ coïncide avec un automorphisme 

intérieur de l'anneau-groupe A' = [IT; N'], déterminé par un élément du centre-

groupe X = Z g ( 0 de l'anneau-groupe T = [V; M], qui vérifie naturellement la 

relation : X C M C N\ 

Il en résulte immédiatement l'existence d'une 2-cochaîne spéciale : 

(XX41) e C 2(G", X) 

vérifiant la condition : 

(144) HX,LI = <XJI,LL> G Auti(A') pour tout (k, \i) G G" 2 

de sorte que la condition (142) entraîne la condition : 

(145) Fx F^ = <XX,LI CX41 uxyii> Fxix pour tout (X, ^i) G G" 2 

Il existe alors au moins une 2-cochaîne spéciale : 

(11x41) e C 2 (G", Gr(A')) = C 2 (G", N') 

caractérisée par la condition : 

(146) nx,Li = x x ^ c\tii ux^ pour tout (Xy \x) G G" 2 

de sorte que la condition (145) se traduit par la condition (127), et qui vérifie aussi 

la condition (128). 

La Définition 4-2 et le Scholie 4-3 de [4] entraînent alors : 

" = ((Fx), (11x41)) G C^Z,(G", A') C C 2 (G", A') 

ce qui prouve la partie (a). 
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Compte tenu de la CONDITION DE SPEISER (S), pour chaque 

Xe Q = G", le Théorème 7-3 entraîne la relation : 

(147) 5 ( T U , \ t a ) C F x e Aute(A') 

De plus, comme le Lemme 4-4 de [£] montre que Z 2 (P ) est un Cl(P)-espace 

homogène pour l'action *, un changement du COCYCLE STRICT z = (T), m) G 

Z 2 (P ) se traduit par son remplacement par un COCYCLE STRICT z = (T|, m) G 

Z 2 (P) , vérifiant en particulier une condition de la forme : 

(149) r\a = < a a > pour tout a € G 

pour une certaine l-cochaîne spéciale : 

( a a ) € Cl(G, M) 

Pour toute l-cochaîne spéciale : 

(Fx) G CKG", Aut(A')) 

liée au COCYCLE STRICT z = (T], m) G Z 2 (P ) , par la condition de la partie (a), 

ce qui entraîne en particulier : 

(126) (fx) G *f ( tu , \ja) pour tout X G Q = G" 

un raisonnement analogue à celui fait pour la démonstration de la partie (a) montre 

que la condition (149) entraîne l'existence d'une l-cochaîne spéciale : 
(xx) € Cl(G", X) 

vérifiant la condition : 

(150) Fx = <xx n> Fx pour tout Xe G" 

qui entraîne alors la condition : 

(151) "Fx = Fx € Aute(A') pour tout X G G" 

ce qui achève la preuve de la partie (b). 

La condition (127) entraîne : 

Fx = Fx̂ i pour tout (X, n) G G" 2 

c'est-à-dire : 

OAX) Gz'00 = ®ziX[i) pour tout (X, \i) G G" 2 

ce qui prouve que la caractérisation (129) entraîne bien l'existence du "caractère 

collectif : 

(130) 0 = 0 Z « G JVt(G", A') = Mor[G", Aute(A')] 

du groupe Q = G" = G/G', dans l'anneau-groupe A' = [U', N']. 
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Le Théorème 4-8 de [4] montre alors que les parties (a) et (b) impliquent sa 

caractérisation par la condition (131), ce qui termine la preuve de la partie (c) et 

achève la démonstration. 

LEMME 8-3 - Sous les Hypothèses précédentes, alors : 

(a) Le centre-groupe X = Z g ( 0 de l'anneau-groupe T = [V; M] est muni 

d'une structure de G-module (G, X, 9) = X = Xe, constituant le MODULE 

CENTRAL associé au PSEUDO-MODULE P = (G, T, 0). 

(b) Le groupe d'invariants X' = X G ' est muni, par passage au quotient, 

d'une structure de G ' m o d u l e (G", X', 8") = X' = X' 0« = X G ' . 

(c) Le centre-groupe Y = Zg(A') de l'anneau-groupe A' = [U'; N'] est 

muni d'une structure de G"-module (GM, Y , 0 ) = Y = Y © , "induite" par 

"caractère collectif 1 : O = 0 Z « e JVl(G", A'), du groupe Q = G" = G/G' dans 

l'anneau-groupe A' = [U'; N'] == (T, G', z'). 

(d) Dans le groupe N' = Gr(A')„ les centres-groupes : 

Z g(T) = X = M n Z(V) et Zg(A') = Y = N' n Z(U') 

vérifient la relation : 

(152) Z g (T) n Z g (A) = X n Y = X G = X' 

de sorte que l'inclusion canonique : 

(153) X G ' = X C Y = Zg(A') 

est un monomorphisme du G ' -module (G", X \ 0") = X f = X V = X 0 ' dans 

le G M - m o d u l e (G", Y , 0 ) = Y = Y Q associé au COCYCLE STRICT 

z' = ( î i ' , m ' ) € Z2(P ' ) . 

PREUVE - La partie (g) des Exemples 3-2 de [&] établit la partie (a), qui 

entraîne immédiatement la partie (b). 

Le diagramme commutatif et exact canonique (1), appliqué à l'anneau-groupe 

A' = [U'; N'], montre que le composé du morphisme canonique : Aut e(A') > 

Aut[Z g (A')] = Aut (Y) et du "caractère collectif 0 = 0 Z « e JVt(G", A') = 

Mor[G", Aute(A')] détermine un "caractère" 0 e JVt(G", Y ) = Mor[G", Au t (Y) ] , 

noté aussi simplement 0 = 0 Z - , du groupe G" dans le groupe abélien Y = Z g(A'), 

ce qui détermine le G"-module (G", Y , 0 ) = Y = Yq et prouve la partie (c). 
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Les caractérisations de X = Z g(T) et de Y = Zg(A') entraînent : 

X n Y = X n Z(U') avec X C Z(V) 

de sorte que la condition (l'i) montre que X n Y est constitué par les éléments 

x G X qui commutent aux éléments u a pour tout a G G', et par suite, la condition 

(124) entraîne : 

(154) X n Y = {x G X I iy a (x) = x pour tout a G G'} 

Comme le G-module (G, X, 0) = X = Xq peut être caractérisé par la 

condition : 

(155) 0 a (x ) = r | a (x ) pour tout x G X 

la condition (132) et la relation : X C Z(M), entraînent la condition : 

(156) îl'a(x) = r i a (x) = 0 a (x ) pour tout x G X et tout a G G' 

Les conditions (154) et (156) entraînent alors : 

X n Y = {x G X I 0 a (x) = x pour tout a G G'} = X G ' 

c'est-à-dire la relation (152). 

De même, compte tenu du Lemme 8-2, le G"-module (G", Y, 0 ) = Y = Y@ 

peut être caractérisé par la condition : 

(157) ©X(y) = Fx(y) = Tix(y) pour tout y G Y 

Pour tout x' G X n Y = X', les conditions (155) et (157) entraînent alors la 

condition : 

(158) ©x(x') = TU(x') = îlu ( 5 l)(x') = 0D(X)(X') = 0MJi(x') pour tout X G G" 

qui montre que le G"-module (G", X', 0") = X' = X'e" = X G ' , est bien, au moyen 

de l 'inclusion canonique (153), un sous G"-module du G"-module 

(G", Y, 0 ) = Y = Y© associé au COCYCLE STRICT : z' = (T|', m') G Z 2 (P ' ) , ce 

qui termine la preuve de la partie (d) et achève la démonstration. 

N O T A T I O N S 8 - 4 - Sous les Hypothèses précédentes, le diagramme 

commutatif (3), appliqué au groupe Q = G" = G/G' et à Vanneau-groupe À' = A'ç-

= A'z* = (T, G', z') = [U'; N'] donne un diagramme commutatif de la forme : 

/ \ T 

C 2 (G",A') > Z 3 (G", A') 

(vm) x T ( A ) 

JVt(G",A') - - > H3(G", A') 
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dans lequel figurent F APPLICATION COCYCLE DE TEICHMULLER T, 

l 'APPLICATION CLASSE DE TEICHMULLER T et l 'APPLICATION 

OBSTRUCTION DE TEICHMULLER T, associées au groupe Q = G" = G/G' et 

à l'anneau-groupe A' = (T, G', z'). 

En fait, ce diagramme dépend du choix du COCYLE STRICT : 

z" = Cn', m') e Z 2 ( P ) , dont la classe z"' = Ç e H2(F) vérifie la CONDITION 

DE Q - N O R M A L 1 T E : 

Ç"e [ H ^ P ' ) ] 0 

Comme le Lemme 8-2 montre que ce COCYCLE STRICT z' = m') € 

Z 2 (P ' ) détermine un "caractère collectif : 

0 = 0Z- G JVt(G", A') = Mor[G", Aute(A')] 

du groupe Q = G" = G/G' dans l'anneau-groupe : 

A' = (r , G', z') = [U'; N'] 
le Théorème 4-8 de [4J montre que la "classe de cohomologie faible" : 

C e ( G " , A , ) = x - 1 ( 0 ) = r 1 ( e z - ) 

est un CHG", A')-espace homogène, appelé l'ESPACE DES 0 -COCHAINES du 

groupe G" dans l'anneau-groupe A'. 

Par restriction, le diagramme commutatif (VIII) détermine alors le 

diagramme commutatif : 

A2 T = T © 3 3 
C e ( G " , A') Z e ( G " , A') = Z e ( G " , Y) 

(IX) \ T = T© ( A ) 

T = Ta A3 3 
{ 0 = 0 Z , } h 0 ( G " , A') = H 0 ( G " , Y) 

qui dépend aussi du choix du COCYCLE STRICT : z' = (T]\ m') G Z 2 (P ' ) . 

Le Théorème 6-5 de [4] montre que l'image par T = T©, de la classe de 

cohomologie faible : 
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CQ(G",A') = r

1 ( 0 ) = r 1 (©z-) 

est exactement constituée par un ensemble de 3-COCYCLES CENTRAUX de 

G" dans A', qui caractérise une CLASSE DE COHOMOLOGIE CENTRALE : 

A3 3 
(159) T[02.] = T[0] = Ç'(z') = C e H 0 ( G " , A) = H 0 ( G " , Y) 

du groupe G" dans l'anneau-groupe A' = (T, G', z'), caractérisant 

l 'OBSTRUCTION DE TEICHMÛLLER du "caractère collectif 0 = 0 z - e 

JVt (G", A') du groupe G" dans l'anneau-groupe A' = ( I \ G', z'), associé au 

COCYCLE GENERALISE : z' = (T|\ m') e Z2(P) , vérifiant les Hypothèses 

précédentes. 

Dans 1ESPACE DES 0-COCHAINES : 

A 2 
C 0 ( G " , A) 

le Lemme 8-2 assure l'existence du sous-espace non vide : 

C2

Z,(G",A')= U C2

Z.Z(G", A) 
ze Z 2 (P) ' 

appelé 1ESPACE DES 0-COCHAINES ELEMENTAIRES. 

De même, le Lemme 8-3 entraîne l'existence du groupe : 

(160) c ! (G" , A) = CKG", M) x C 2 (G", X G ' ) = Cl(G", F) n C^G", A) 

appelé le groupe des l-cochaînes généralisées faibles ELEMENTAIRES, qui 

admet pour sous-groupes, le groupe : 

(161) C *(G", A') = C^G", M) x {1} = C ^ G " , O n C ^ G " , A') 

appelé le groupe des 1-COCHAINES STRICTES ELEMENTAIRES, et aussi le 

groupe : 

(162) C J(G", A) = C^G", X) x C2(G", X G ' ) 

appelé le "groupe d'isotropie". 
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LEMME 8-5 - Sous les Hypothèses précédentes, alors : 

A 
(a) L'action* habituelle, du groupe Cl(G", A') de 1 - c o c h â m e s 

A 

généralisées faibles de G" dans A\ sur l'espace CZ(G", A') des 2-cochaînes 

généralisées de G" dans A', induit une action : 

CJ(G", A') x CJ(G", A') — c 2

z , ( G ' \ A') 

pour laquelle la condition : 

( 1 6 3 ) Q = ((Fx), (nj^)) = (a, b) . ((F X ) , (nX,n)) = (a, b ) . Q 

est équivalente à l'ensemble des deux conditions : 

( 1 6 3 ' ) Fx = <ax> FA, pour tout X e G" 

( 1 6 3 " ) nx,n = ax Fx(au) n\p. a j ^ bx,^i pour tout (k,\i) e G" 2 

(b) Pour cette action . , l'APPLICATION CLASSE DE TEICHMÛLLER 

T = T© vérifie la condition : 

( 1 6 4 ) T[(a, b) * Q] = ô|-(b) T[Q] 

pour toute Q-COCHAINE ELEMENT ATT AIRE : 

Q = ((Fx), (nx,n))e C*(G", A') 

et pour toute 1-cochaîne généralisée faible ELEMENTAIRE : 

(a, b) G Ce(G", A') == Cl (G", M) x C 2(G", XG') 

(c) Pour cette action *_, l'ESPACE c£(G", A1) DES e-COCHAINES 

A I 
ELEMENTAIRES est un CVO", A') - espace homogène. 

(d) Par restriction de cette ac t ion le groupe C e(G", A') opère 

transitivement sur l 'ensemble des sous-espaces : 

{C^ z (G",A' ) lz€ Z2(P)} 
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(c) Pour chaque COCYCLE STRICT z = (T|, m) € Z 2 ( P ) , l'espace 

C*. Z (G", A') « r i i n c J ( G M , A)-espace homogène. 

PREUVE - Compte tenu du Lemme 4-5 de [4], pour prouver la partie (a), il 

suffit de montrer que la condition : 

" = ((Fx), (njL4i)) G C ^ Z ( G " , A) C % ( G " , A') 

et la condition (163), entraînent la condition : 

Ç = ((Fx), (nx,n)) € C ^ ( G " . A ' ) C C*(GM, A') 

pour un certain COCYCLE STRICT : z = (TJ, m) e Z 2 (P ) . 

Il est immédiat qu'il existe au moins une \-cochaîne spéciale : 

a = ( a a ) e C*(G, M) 

vérifiant la condition : ax = aV(X) pour tout X G G", et en posant : 

a * z = (a, 1) * (f|, m) = (r|, m) = z G Z 2 ( P ) 

il en résulte la condition : 

T]X = <ax> Tlx pour tout X G G M 

de sorte que les conditions (163') et (126) entraînent la condition : 

(12© Fx G *F (TlX, VJt) pour tout Xe Q = G" 

et les conditions (163") et (128) entraînent facilement la condition : 

(12&) nx,n G M Uco(X^) pour tout (X, y) G G " 2 

De plus, compte tenu du Lemme 8-3 qui entraîne la relation : 

<b5t4i> = 1 e Auti(A) 

le Lemme 4-5 de [4] montre que les conditions (163) et (127) entraînent la 

condition : 

(12D Fx Fp. = <nx,^> lX[i pour tout (X, Li) G G " 2 

D en résulte bien la condition : 

Q = ((Fx), (nxji)) G C ^ ( G " , A') C C ^ ( G " , A') 

ce qui achève la preuve de la partie (a). 
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Comme le Lemme 8-3 entraîne la relation : 

8 3

0 (b) = ô^(b) 

le Lemme 6-4 de [4] entraîne la partie (b). 

Etant données deux 0-COCHAINES ELEMENTAIRES arbitraires : 

Q = ((F X ), (nx,n)) € C Z

2

; Z ( G ' \ A') C % ( G " , A') 

et 

Q = ((Fx), (nx,n)) G C ^ ( G ' \ A') C Cl (G", A') 

comme le Lemme 4-4 de [£] montre que Z 2 ( P ) est un Cl(P)-espace homogène, il 

existe d'abord au moins une 1-COCHAINE : 

(a, b) G C 1 ^ ) = C ^ G , M) x ZQ(G , X) 

vérifiant la condition : z = (a, b) * z, qui entraîne en particulier la condition : 

]U = <ax> 1U pour tout X G G" 

de sorte que, compte tenu de la CONDITION DE SPEISER (S), le Corollaire 9-6 

de [£] montre que la condition (126) entraîne l'existence d'au moins une 

l-cochaîne spéciale : 

(xx) G C ! ( G " , X ) 

vérifiant la condition : 

Fx = <*X aX> Fx pour tout X G G" 

La condition : ax = xx ax pour tout XG G", caractérise alors une l-cochaîne 

spéciale : 

a = ( ax )G CkG", M) 

vérifiant la condition (163'), et pour laquelle la partie (a) détermine la 

0-COCHAINE ELEMENTAIRE : 

g = ((Fx) (n'x,n)) = [(a, 1) * Q] G C ^ ( G " , A') 

Appliquée à filet Q\ la condition (127) entraîne, dans le groupe Auti(A'), la 

condition : 

<nx,n> == <nX|i> pour tout (X, |i) G G " 2 

et de même, la condition (128) entraîne l'existence d'une 2-cochaîne spéciale : 



6 9 

(bxu) e C2(G", M) 

vérifiant la condition : 

nx.,H = bx,n n ' x ) U pour tout (k, \i) e G " 2 

ce qui entraîne la condition : 

<bx > u> = 1 G Auti(A') pour tout (k, \i) e G " 2 

pour laquelle le Lemme 8-3 implique la condition : 

(bx,u) e C 2 ( G " , X G ' ) 

Ainsi, les caractérisations précédentes entraînent la relation : 
Q = ((Fx), (nxji)) = (a, b) * ((Fx), K u ) ) = (a, b) * Q 

ce qui termine la preuve de la partie (c). 

La construction précédente prouve l'existence d'un élément : 

(a, l ) e C E ( G " , A ' ) = C l ( G " , M ) x {1} 

qui transforme la 0-COCHAINE ELEMENTAIRE Q G C ^ Z ( G " , A') en une 

0-COCHAINE ELEMENTAIRE Q' e C ^ ( G " , A'). Il en résulte facilement la 

relation : 

(a, 1) * [ C 2 , Z ( G " , A')] = C ^ ( G " , A') 

ce qui prouve la partie (d). 

La partie (a) entraîne facilement que le groupe C F (G", A') est le stabilisateur 

strict de chaque sous-espace C^, Z ( G " , A'). 

La partie (c) entraîne alors la partie (e), ce qui achève la démonstration. 

LEMME 8-6 - Pour des DONNEES DE BASE quelconques : 

{P = ( G , T, 9) ; G'} 

et pour un COCYCLE STRICT : 

z' = (TV, m') = (TV = (TVa), m' = (m'C T > x)) G Z ^ G ' , T) = Z 2 ( P ' ) 

tout COCYCLE STRICT : 
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z = (îl, m) = (Ti = (Tia), m == (m a ,p)) € Z*(G, T) = Z 2 ( P ) 

est strictement cohomologue à un COCYCLE STRICT : 

z = ( 3 , m) = (T] = (J]a\ m = (m a ,p)) G Z*(G, T) = Z 2 ( P ) 

défini par la condition : 

(165) z = (Tj, m) = (a, 1) * (îl, m) = a T(T], m) = a T z 

powr it/n certaine 1-cochaîne spéciale : 
a = ( a a ) e Cl(G9 M) 

et qui vérifie les deux propriétés suivantes : 

(a) Le COCYCLE STRICT z = (r\, m) G Z 2 (P ) est AU DESSUS du 

COCYCLE STRICT z' = (r|\ m*) G Z 2 (P ' ) , en ce sens qu'il vérifie la condition : 
(166) = Tia pour tout a G G' 

(b) Le COCYCLE STRICT z = (T|, m) € Z 2 ( P ) est ADAPTE à la 

REPRESENTATION (R) du groupe G, en ce sens qu'il vérifie la condition : 

(AR) ma,vj(Li) = m ^ t = 1 pour tout (a, [i) € G' x G" 

PREUVE - La démonstration du Lemme 8-2 a utilisé l'existence d'au moins 
une l-cochaîne spéciale (a'a) G C^G', M), vérifiant la condition : 
(132) r | a = <a ' a > r | ' a pour tout a G G' 

La l-cochaîne spéciale a= (aa) G C^G, M) est définie par la condition : 

(167) a a = a'"J mo9v(X) = a'jj % ^ 

pour tout élément a G G de la forme : 

(115) a = ov(k) 

pour des éléments a G G' et p"(a) = a = X G G" = Q. 

La condition (167) entraîne en particulier : 

aa = a'J m<yj = a'"J et a ^ ) = a'"/ m i ^ ) = 1 

pour tout a G G' et tout [i G G". 

Les conditions (165) et (132) entraînent : 
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T}a = < a a > îla = <a ,

a

1 > Tla = <a,"J a' a> r|' a = r|' a 

c'est-à-dire la condition (166), ce qui prouve la partie (a). 

De même, la condition (165) entraîne alors : 

ipa/oOi) = aa T]o(&v(ii)) ma/oOi) a ^ ) 

= a'^1 Tla(l) m a ^ t a ' - J n v j ^ ) ] " 1 = 1 

c'est-à-dire la condition (AR), ce qui termine la preuve de la partie (b) et achève la 

démonstration. 

L E M M E 8-7 - Sous les Hypothèses 8-1, alors : 

(a) / / est possible de choisir un COCYCLE STRICT : 

z = 01, m) = (TÎ = (îla), m = (m a ,p)) G ZJ*(G, T) = Z 2 (P ) 

qui est AU DESSUS du COCYLE STRICT z' = (T]', m') € Z 2 ( F ) , en ce sens 

qu'il vérifie la condition : 

(168) Tla = î l a pour tout a G G' 

et qui ADAPTE à la REPRESENTATION (R) du groupe G, en ce sens qu'il 

vérifie la condition : 

(AR) nkyvbi) = rciaja = 1 pour tout (a, |l) e G' x G" 

(b) Avec un tel choix, et avec les notations des conditions (112) à (117) 

toute Q-COCHAINE ELEMENTAIRE : 

" = ((F^), (nx4t)) € C^ z (G" , A') 

détermine un RELEVEMENT canonique, constitué par une 2 - c o c h a î n e 

généralisée : 

Û = ( ( F a ) . ( n ' a , p ) ) 6 C 2 (G, A') 

vérifiant la condition de compatibilité : 

(169) F a G (Ti a, Va) pour tout a G G 

et les conditions de relèvement : 

(170) FX = F v ( x) pour tout X G G" 

et 

(171) n^,^ = n\)0t)fDGi) u©(X4i) Pour tout (A., ^i) G G" 2 
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et qui est caractérisée par la 1-cochaîne spéciale : 
(F a ) G CKG, Aut(A')) 

définie par la condition : 

( 1 7 2 ) F a = F a Fx avec : F a = < u a > G Auti(A') 

pour tout élément a G G de la forme : a = cro(X), avec (a , X) G G' x G", et par 

la 2 - cocha îne spécia le : 

(n'a,p) e C2(G, M) C C2(G, Gr(A')) 

définie par la condition : 
( 1 7 3 ) n ' a > p = u a Fx(u x) u'Jj 

/?(9wr des éléments a G G (5 G G, de la forme : a = av(X) et$ = XD(|I), avec ; 

(a , X) G G' x G" er (x, |i) G G' x G", et avec : a i = a <X, x> co(X,, p.). 

A 

(c) De plus, ce RELEVEMENT Q vérifie les c o n d i t i o n s d e 

compat ib i l i t é : 

( 1 7 4 ) F a G «$ OYa, \|%) pour tout a G G' 

et 

( 1 7 5 ) n ' a / r ; = m 'a, x pour tout (a, x) G G ' 2 

vis-à-vis du COCYCLE STRICT z' = (î]\ m') G Z 2 ( P ' ) . 

PREUVE - Le Lemme 8-6 entraîne la partie (a). 

Avec un tel choix, caractérisé par les conditions de la partie (a), compte tenu 

de la condition ( 1 1 ) , la condition (AR) entraîne la condition : 

( 1 7 6 ) Tla % = îlcru(ji) pour tout (a, \i) G G' x G" 

qui, avec les notations introduites, entraîne la condition : 
( 1 7 7 ) Tla = Tla Tlx 

pour tout a G G, de la forme : ex = <ru(X), avec (a, X) G G' x G". 

Pour tout a G G', l'élément u a G N' = Gr(A'), détermine l'automorphisme 

intérieur : 

F a = < u a > € Auti(A') 

pour lequel la condition ( 1 2 4 ) entraîne naturellement la condition : 

( 1 7 4 ) F a G *F (T| ' A , v a ) pour tout a G G' 

de sorte que la condition (168) entraîne la condition : 

( 1 7 8 ) F a G (r |a, \ | / a ) pour tout a G G' 

Il est immédiat que la condition ( 1 7 2 ) caractérise une l-cochaîne spéciale : 
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( F a ) G CKG, Aut(A')) 

vérifiant la condition (170) et aussi la condition (174). 

Compte tenu de la condition (126) et de la condition (178), les conditions 

(172) et (177) entraînent immédiatement la condition (169). 

Il est immédiat que la condition (173) caractérise une 2-cochaîne spéciale : 

(n' a ,ß) G C 2 (G, N') = C2(G, Gr(A')) 

vérifiant la condition (171) et aussi la condition (175), en tenant compte de la 

condition (125). 

Pour tout (a, ß) € G 2 , la condition (172) entraîne : 

Fa Fß = F a F\ F T = <u<,> Fx <u t > F^ = < u a F^(u T)> F*, F^ 

et : 
Faß = F a i Fxn = < u a i > Fxjx 

de sorte que, compte tenu de la condition (127) qui entraîne alors : 

F a Fß = <Ua F^(u t)> < n ^ > F ^ = <u a Fx(u x ) n ^ > F ^ 

il en résulte : 

F a F ß = < u a Fx(ux) nxv u^> Faß 

c'est-à-dire, compte tenu de la condition (173), la condition : 

(179) F a F ß = <n' a ,ß> F a ß pour tout (a, ß) G G 2 

Compte tenu de ce qui précède, cette condition (179), qui est l'analogue dans 

le cas présent de la condition (11), prouve l'existence de la 2-cochaîne 

généralisée : 

ß = ( ( F a ) , (n ' a , ß ) )€ C 2 (G, A') 

Pour achever la preuve des parties (b) et (c), tout revient à montrer que la 2-

cochaîne spéciale : 

(n' a ,ß) G C 2 (G, N') = C 2 (G, Gr(A')) 

est en fait à valeurs dans le groupe M = GrQT)-

Dans ce but, sous les hypothèses de la partie (a), il convient d'abord 

d'examiner la structure d'une 0-COCHAINE ELEMENTAIRE quelconque : 

ß = ((Fx), (njtji)) G CJ > Z (G", A') C % ( G " , A') 

En suivant la démonstration du Lemme 8-2, lorsque la l-cochaîne spéciale 

(Fx) G C ^ G " , Aut(A')) est fixée, la condition (146) décrit l'une des formes 

possibles de la 2-cochaîne spéciale (n j^) G C 2 (G", N'). 
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Le Lemme 8-3 et les conditions (126) et (127) entraînent facilement que toute 

autre forme s'en déduit par multiplication par une 2-cochaîne spéciale : 

(x'XjO G C 2 (G", X G ' ) 

ce qui préserve la forme de la condition (146). 

La condition (168) montre que dans la condition (132), il est possible de 

choisir : a ' a = 1 pour tout a G G', et la condition (AR) montre ensuite que les 

conditions (132), (133) et (139) entraînent : 

ÇJUi = c>4i = m>^ pour tout (Xy \i) e G" 2 

Il en résulte la caractérisation : 

(146') nxt[i = XĴ JX mx^ uœ(X4i) pour tout (X, \i) G G" 2 

pour une certaine 2-cochaîne spéciale : 

(XX41) e C 2 (G", X). 

Ensuite, le Théorème 6-2 montre qu'il existe au moins une 1-cochaîne 

spéciale : 

a = (a X) = (ax,a)€ Cl(G", CHG\ M)) 

de sorte que les automorphismes : F \ G ^ ( T U , YX) , soient caractérisés par une 

condition de la forme : 

(119) F j j u ^ a ) ] = a\,<r u a pour tout (X, a ) G G"x G' 

et par suite, en posant pour simplifier les notations <X, x> = x', il en résulte la 

condition : 

(119') F j ju x ] = a^x' ux< pour tout (X, x) G G" x G' 

En utilisant systématiquement les conditions (124) et (125), pour tout (a, p) 

G G 2 , les conditions (173), (119') et (146'), entraînent successivement : 

n a,p u a i = u a F^(u x) n ^ 

= u a a^ t< ux« nx9[L 

= 'n'a(ax,T') u a ux* nx^ 

= 'n'a(ax,x') n i ' a j ' u a x ' mx^ Uco(X^i) 

= n'a(ax,T') m ' a j ' TVax'Oaji ™ X ^ ) u a x' U(o(X,n) 

= TlaCa^jO m'a,x' îlW(*>^ m^ji) m ' a x ' , © ^ ) u G l 

de sorte que dans le groupe N' = Gr(A'), la simplification par l'élément u G l 

entraîne la condition : 

(180) n ' a ,p = îl'a(ax,xO m* a, x ' r | ' a x' m ^ ) m ' o x ^ ) 

pour tout (a , (3) G G 2 de la forme : ce = av(X) et p = XD(JI), avec: (a, X) G G'x 

G" et (x, n) G G' x G", et avec : x' = <X,x>. 

Il convient de remarquer que le membre de droite de la condition (180) 

caractérise un élément du sous-groupe : 
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M = G r ( 0 C N' = Gr(A') 

ce qui entraîne donc la condition : 

(181) n ' a > p e M = Gr(H pour tout (a,p) e G 2 

Ainsi, la condition (180) donne la CARACTERISATION DIRECTE de la 

2-cochaîne spéciale : 

(n' a ,p) € C2(G, M) C C2(G, Gr(A') 

ce qui achève la démonstration. 

THEOREME 8-8 - Pour des DONNEES DE BASE : 

{P = (G, T, 6) ; G'} 

qui vérifient la CONDITION DE SPEISER : 

(S) H1(F) = {1} 

et qui déterminent l'espace noté symboliquement : 

[Z2(p-)][G] = { z . = ( T 1 . f m . ) e z2(p-) | ^ ' = ^ e [H2(F)]Gj 

pour tout COCYCLE (GENERALISE) STRICT : 

z' = (TV, m') = (TV = (TVa), m 1 = (m'a,*)) e [Z2(F)][G] 

dont la CLASSE D'EXTENSIONS Q-NORMALES : 

Ç' = ? ' e [H2(P')]G = [ H 2 ( G ' , n i G = [Ext e<G', T ) ] G 

est représentée par le PRODUIT CROISE MIXTE : 

( D A' = A'ç = A'/ = (r, G', z') = [U' ; N'] 

qui détermine /'EXTENSION Q-NORMALE : 

(IF) r < A' 

caractérisée par la SUITE EXACTE MLXTE : 

(III) {0, 1} > r = [ V ; M ] > A' = [U'; N'] —-» G' > {1} 

avec les notations précédentes, alors : 

(a) / / existe au moins un COCYCLE STRICT : 

z = 01, m) = (Ti = (Tia), m = (m a ,p)) e Z ^ G , T) = Z2(P) 

qui est AU DESSUS du COCYCLE STRICT z' = (r\\ m') e [Z 2 (P')][G] et qui est 

ADAPTE à la REPRESENTATION (R) du groupe G, de sorte que, pour le 
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GROUPE QUOTIENT Q = G" = G/G', il existe une application : 

Ô : C ^ Z ( G " , A') > C ^ ( G , n 

qui, à toute Q-COCHAINE ELEMENTAIRE : 

G = ((Fx), (n > 4 l ) ) € C ^ . Z ( G " , A') 

admettant un RELEVEMENT canonique: 

Q = ((F«), (n' a,p))e C2(G, A') 

associe la Q-COCHAINE [ou le Q-COCYCLE LARGE] : 

Â = ((îla), (n' a,p))e C^(G, T) 

caractérisée par la condition ( 1 7 3 ) du Lemme 8-7. 

(b) // existe un diagramme commutati/ de la forme : 

C 2 , Z ( G " , A') > Z^..(G", X G ' ) C Z Q ( G " , Y ) = Z ^ ( G " , A') 

(X) ( J h 

ê j ( G , T) Bj*(G, X) C Z^(G, X ) = Z^(G, T) 

dans lequel /3 est le morphisme de groupes d ' i n f l a t i o n associé à 

l'épimorphisme de groupes p" : G » G" = G / G ' = Q , dans lequel Te est 

['APPLICATION COCYCLE DE TEICHÙLLER associée au "caractère 

co l l ec t i f "REALISABLE : 6 e ( G , T) et dans lequel Tq est l'application 

obtenue , par factorisation au travers du sous-groupe ZQ„(G", X G ) , à partir 

de ['APPLICATION COCYCLE DE TEICHMÛLLER Tq associée au 

"caractère collectif* : 0 = 0 z - e JVt(G", A') , déterminé par le COCYCLE 

STRICT : z' = (TV, m') e [Z2(V)]W. 

PREUVE - Le Lemme 8-2 assure l'existence du "caractère collectif " : 

0 = 0 z-€ JVt(G", A') 
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déterminé par le COCYCLE STRICT : z' = (r\\ m*) € [Z2(P')]^G\ et aussi 

l'existence des espaces C*. (G", A") de 0-COCHAINE ELEMENTAIRES. 

Dans ce contexte, le Lemme 8-7 entraîne la partie (a), en remarquant que la 

A 
condition de compatibilité (169) entraîne que le RELEVEMENT £2 détermine bien, 

A A 9 

par restriction, une 0-COCHAINE : Q, = ( (n , a ) , (n ' a ,p)) e C j G , T), caractérisée 

par le condition (173) du Lemme 8-7, et que le Lemme 7-3 de [41 montre que pour 

le "caractère collectif REALISABLE 0 € 31 (G, T), l'espace C ^ G , T) des 

A 7 A 

0-COCHAINES coïncide avec l'espace Zg(G, T) = Ker Te des 0-COCYCLES 

LARGES. 

Le Théorème 6-5 de [4j entraîne alors la relation : 
(182) TetC^G, T)] = Bj(G, X) C ZJ(G, X) 

qui justifie l'existence de la ligne inférieure du diagramme (X). 

De façon classique, le morphisme d'inflation /3 est celui qui, à tout cocycle : 

t = (tx,u.v) e ZJ.,(G", X°') 

associe le cocycle : 

/ 3(t) = t * = ( tVp ,Y)e Z*(G, X) 

caractérise par la condition : 

(183) t * a > P > Y = tx, u,v 

pour tout (a , P, y) € G 3 , tel que : X = â = p"(a), u. = P = p"(p) et v = y = p"(y). 

Les Notations 8-4 montrent que le "caractère collectif : 

0 = 0Z- € JVt(G", A') = Mor[G", Aute(A')] 

détermine en fait une APPLICATION DE TEICHMULLER : 

A 2 3 3 
(184) T 0 : C 0 ( G " , A') > Z 0 ( G " , A) = Z 0 ( G " , Y) 

pour laquelle le Lemme 8-3 entraîne la relation : 
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(185) 4 ( G " ' x G ' ) c Z 0 ( G " J ) 

Pour achever la démonstration, tout revient donc à montrer que la restriction 

de l'application (184) au sous-espace (G", A') de 0 - C O C H A I N E S 

ELEMENTAIRES , "se factorise" au travers du sous-groupe défini par la relation 

(185), de façon à rendre commutatif le diagramme (X) ainsi obtenu. 

Dans ce but, on considère une 0-COCHAINE ELEMENTAIRE : 

Q = ((F*), ( n A ) U ) ) e C^. z(G", A') 

qui détermine la 6-COCHAINE [ou le 0-COCYCLE LARGE] : 

Â = ((TlaX (N'a,p))e C^(G, T) 

caractérisée par la condition : 

(173) n'a,p = u<j F\(ux) u"^ 

pour des éléments a e G et |3 e G, de la forme : a = o\)(X) et P = ru(n), avec : 

(o, A,) e G' x G" et (x, |i) € G' x G", et avec : a i = a <X, x> (ù(X, ji). 

Le Lemme 6-2 et la Définition 6-3 de [4] montrent que Q détermine le 

COCYCLE DE TEICHMULLER : 

T 0 [ Q ] = t = (tx,u,v) e Z 0 ( G " , Y) = Z 0 ( G " , A') 

caractérisé par la condition : 

(186) Fx(nn > v) nx,nv = tx,n,v nx,n nx u ,v 

pour tout (X, n,v) € G" 3 , et que Q détermine le COCYCLE DE TEICHMULLER : 

T 0 [Q] = 1 = (t a ,p, Y ) e B*(G, X) C Z^(G, X) = Z*(G, T) 

caractérisé par la condition : 

(187) Tla(n'p)Y) n ' a ) p Y = 1 0 t p t Y n' a,p n ' a p, Y 

Il convient de remarquer que pour achever la démonstration, tout revient à 

démontrer l'égalité : 
(188) t*==£ 

En effet, avec les notations de la condition (183), compte tenu du Lemme 

8-3, l'égalité (188) entraîne la condition : 
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(189) t a f p, Y = t * 0 f p t Y = tx^v € X n Y = X 1 = X G 

pour tout (a, (3, y) G G 3 ou tout (ky n, v) G G" 3 . 

Il en résulte que la relation (185) implique la relation : 

(190) Te[Q] = t = (tx,n,v) e Z^,(G", XG*) C Z^(G", Y) 

ce qui prouve bien l'existence de la "factorisation" de la restriction de 

l'application (184) au sous-espace c\, z (G" , A') de © - C O C H A I N E S 

ELEMENTAIRES, au travers du sous-groupe défini par la relation (185), de sorte 

que l'égalité (188) implique la commutativité du diagramme (X) ainsi obtenu. 

Pour démontrer l'égalité (188), il suffit d'adapter la méthode de 

S. EILENBERG et S. Mac LANE, utilisée dans le cas des algèbres Q-normales, 

pour démontrer le Théorème 10-1 de [2]. 

On utilise la REPRESENTATION (R) du groupe G, caractérisée par les 

conditions (112) à (116). 

En particulier, avec les notations de la condition (183), des éléments a G G, 

P G G et y G G s'écrivent sous la forme : 

(191) a = cro(X) ; p = xu(»i) ; y=pv(v) 

ce qui entraîne les conditions : 

(192) ap = a\v(X[i), avec : a i = o<\, x> <Ù(X,\I) 

et : 

(193) pY = t l^Oiv) , avec : xi = %<\i9 p> (ù(\i, v) 

L'associativité de la multiplication dans le groupe G entraîne l'existence d'une 

relation de la forme : 

(194) (ocp)Y = a(pY) = eufl+iv) 

pour un élément e G G', dont il est facile d'obtenir une double caractérisation par 

la relation : 
(195) e = o\<X[i,p> co(X|ii,v) = a<À,, xi> co(k, ^v) 

La condition (173) du Lemme 8-7 donne alors les relations : 
(196) n ' a ,p u a i = u a Fx (u t ) nx,ii 

(197) n 'p t Y u X l = UxF^Up) n^v 

(198) n ' a p ï Y u e = u a i F x n ( u p ) n ^ , v 

(199) n'a^yUe = u a F x ( u T l ) n\9ÌiV 

D'une part, les relations (198) et (196) entraînent successivement : 

n'a,p n ' a p j Y u e = n ' a ,p u ^ F ^ U p ) n ^ f V 

= u a F \ ( u x ) nxtii F ^ ( u p ) nxiiy 
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= u G Fx(u x ) [<nx>fx> o Fx^(up)] nx^ n ^ , v 

ce qui, compte tenu de la condition (127), donne la relation : 

(200) n' a ,p n ' a p, Y u e = E n^ji n ^ > v 

en posant : 

(201) E = u a Fx(u x )FxF t l (up) 

D'autre part, la condition de compatibilité (169) et les conditions (199), 

(172) et (197) entraînent successivement : 

Tla(n ,p,y) n ' a ,p Y u e = F a (n 'p, Y ) u a F x ( u X l ) n\tilv 

== F aFx(n'p ï Y) u a F x ( u X l ) n\yixv 

== UaFA,(n'p,Y) Fx(u X l ) nxjiv 

== u a Fx (n 'p ï Y u X l ) nx f liv 

= u a Fx (u T F^(u p ) n ^ v ) nx,^v 

== UaFx(ux) FxF^(up) Fx (n^ v ) nx,\iv 

c'est-à-dire, compte tenu de la condition (201), la relation : 

(202) T|a(n ,p,T) n ' a ,p Y u e = E • F x ( n ^ v ) n ^ v 

Comme les calculs précédents sont effectués dans le groupe N' = Gr(A') dont 

le centre Z(N') contient le centre-groupe Y = Z g(A') de Vanneau-groupe A' = 

[U'; N'], il en résulte la relation : 

tX4ifV ^ Y = Z g(A') C Z(N') C N' 

qui montre que l'élément tx,ji,v commute à l'élément E G N', de sorte que la 

relation (200) entraîne la relation : 

(203) txji,v n' a,p n ' a p î Y u e = Etx^ fv nx t M. nxn,v 

La condition (186) et les relations (202) et (203) entraînent alors, dans le 

groupe N' = Gr(A'), la relation : 

îla( n'p.y) n'a.py ue = n*a>p n ' a p > Y u e 

de sorte que par simplification par u e , il en résulte, dans le groupe N' = Gr(A'), la 

relation : 

(204) ïla(n'p,Y) n ' a ,p Y = tX4i fV

 n a,P n ' a p, Y 

Dans le groupe N' = Gr(A'), la comparaison de la condition (187) et de la 

relation (204) entraîne la condition : 

( 2 0 5 ) ftji.v = la ,p,y 

qui, compte tenu de la condition (183), exprime l'égalité (188), ce qui achève la 

démonstration. 
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THEOREME 8-9 - Pour des DONNEES DE BASE : 

{ P = ( G , T , 9) ; G*} 

qui vérifient la C O N D I T I O N D E S P E I S E R : 

( S ) H l ( P ' ) = { l } 

et qui déterminent l'espace noté symboliquement : 

[ Z 2 ( F ) ] [ G ] = {z' = (n/, m') e Z 2 ( F ) \7' = Çe [ H 2 ( F ) ] t G l } 

il existe une APPLICATION CLASSE DE TEICHMÛLLER : 

T 3 : [ Z 2 ( P ' ) ] t G l > H ^ ( G " , X G ' ) 

et une "application multivoque" : 

T 3 : [ Z 2 ( F ) ] t G l * ZJ«(G", X G ' ) 

c'est-à-dire une application : 

T 3 : [ Z 2 ( F ) ] l G l > ^ P [ Z ^ . ( G " , X G ' ) ] 

à valeurs dans l'ensemble des parties du groupe abélien de 3-cocycles 

ZQ»(G", X G ) , associées et caractérisées par les conditions suivantes. 

Pour tout COCYCLE STRICT : 

z' = (TV, m') e [ Z 2 ( F ) ] [ G ] = [ Z ^ G 1 , D ] [ G 1 

pour lequel le PRODUIT CROISE MIXTE : 

(V) A' = A V = (r, G', z') = [U'; N ' ] 

détermine / " E X T E N S I O N Q - N O R M A L E : 

(II*) T « A' 

avec les notations précédentes, alors : 

(a) Son image T3[z'] par l'application multivoque T 3 est une partie 

non vide du groupe abélien de 3-cocycles ZQ. .G", X G ' ) , qui c o n s t i t u e 

exactement une c lasse de cohomologie , appelée la CLASSE DES 

COCYCLES DE TEICHMÛLLER de / " E X T E N S I O N Q - N O R M A L E (IF) , et qui 

est caractérisée par l'une des conditions équivalentes suivantes : 
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(ai) T 3 [z , ] = T0[C^.(G", A')] 

(a 2 ) T 3[z'] = T 0 [ C 2 . Z ( G " , A')] 

pour un COCYCLE STRICT ARBITRAIRE : z = (r\, m) € Z 2 ( P ) . 

A A 

(b) Son image T-$[z'] par l'application T3 est la classe de cohomologie, 

dans le trois ième groupe de cohomologie H Q . . ( G " , X G ) , de l ' u n 

quelconque des 3-COCYCLES DE TEICHMÙLLER : 

t = (t\,,i,v) e T 3 [z '] 

qui peut également être identifiée à la classe : T3[z'] C ZQ..(G", X G ) . 

PREUVE - Le Lemme 8 - 2 assure l'existence du "caractère collectif : 

O = 0Z- e cM(G", A') = Mor[G", Aute(A')] 

et des espaces de 6-COCHAINES ELEMENTAIRES : 

A 0 A 2 
C 2 , Z ( G " , A') C C E ( G " , A') 

pour tout COCYCLE STRICT z = (11, m) e Z 2 ( P ) , qui déterminent l'ESPACE 

DES O-COCHAINES ELEMENTAIRES : 

( 2 0 6 ) C j ( G " , A ' ) = I s J C J Z ( G " , A') 

Z€ 2 2 ( P ) 

du groupe G" dans l'anneau-groupe A'. 

Pour deux COCYCLES STRICTS quelconques z e Z 2 ( P ) et z e Z 2 ( P ) , la 

partie (d) du Lemme 8 -5 entraîne l'existence d'un élément : 

(a, 1 ) 6 Cg(G", A') = C^G", M) x { 1 } 

qui détermine une bijection : 

a[ ] : Z ( G " , A') — -> C ^ ( G " , A') 
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caractérisée par la condition : 

a[Q]=£2 = (a, 

de sorte que la partie (b) du Lemme 8-5 entraîne alors : 

T 0 [ Q ] = T 0 [ ( a f 1 ) . Q ] = T 0 [ Q ] 

ce qui implique l'égalité : 

(207) TeEC^CG", A')] = T 0 [ C ^ ( G " , A')] 

Les égalités (206) et (207) entraînent immédiatement l'équivalence des 

caractérisations exprimées par les conditions (ai) et (a2). 

De plus, compte tenu du "degré de liberté" dans le choix du COCYCLE 

STRICT z = Cn, m) e Z 2 ( P ) , le Théorème 8-8 montre qu'il est possible de le 

choisir de façon à ce qu'il soit AU DESSUS du COCYCLE STRICT z* = (îi', m') 

e [ Z 2 ( P ' ) ] t G l et ADAPTE à la REPRESENTATION (R) du groupe G, de sorte 

que le Théorème 8-8 entraîne alors l'inclusion : 

(208) T 0 [ C ^ Z ( G " , A')] C Z ^ ( G " , X G ' ) 

L'égalité (207) entraîne alors que l'inclusion (208) reste vraie pour tout 

COCYCLE STRICT z = (T], m) € Z 2 (P) . 

Les parties (e) et (b) du Lemme 8-5 entraînent alors facilement que la partie 

non vide T3[z'] du groupe abélien de 3-cocycles Z Q « ( G " , X G ) , constitue 

exactement une classe de cohomologie, ce qui termine la preuve de la partie (a). 

A 

Les conditions de la partie (b) caractérisent bien une application T3, ce qui 

achève la démonstration. 

9. E X E M P L E S ET APPLICATIONS, 

Compte tenu des Exemples 2-4 et des Exemples 3-3 qui montrent que les 

EXTENSIONS Q-NORMALES constituent des généralisations des algèbres 

Q-normale s, tous les développements précédents s'appliquent naturellement au cas 

particulier des DONNEES CLASSIQUES, qui vérifient automatiquement la 

CONDITION DE SPEISER (S) d'après les Exemples 7-2, et qui représentent le 

"cas classique" des algèbres Q-normales. 
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On trouve ainsi les résultats du "cas classique" évoqués dans l'Introduction, 

par des démonstrations qui différent en général des "démonstrations historiques" 

de O. TEICHMÜLLER, de S. EILENBERG et S. Mac LANE, et de 

G. HOCHSCHILD et J.P. SERRE. 

Evidemment, ces nouvelles démonstrations ne sont pas simples, puisqu'elles 

ne tiennent pas compte des particularités du "cas classique" qui permettraient de 

les simplifier et qu'elles héritent de la complexité qu'impose le cadre général dans 

lequel elles sont présentées. 

En effet, toutes les propriétés précédentes sont obtenues dans un contexte très 

général "non nécessairement abélien'" qui englobe en particulier à la fois le "cas 

des groupes" et le "cas des anneaux". 

Il pourrait être intéressant d'examiner la traduction et l'interprétation des 

propriétés précédentes dans ces deux cas particuliers : le "cas des groupes" et le 

"cas des anneaux". 

Cependant, la principale motivation de la "première étape" constituée par le 

présent travail réside dans le fait que les théorèmes obtenus ici se trouvent à la base 

de la "seconde étape" constituée par un travail ultérieur [7], dans lequel on 

généralise les SUITES EXACTES DE HOCHSCHILD-SERRE dans le cadre de la 

COHOMOLOGIE NON ABELIENNE DES PSEUDO-MODULES. 
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