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CRITERES D'IRREDUCTIBILITE ET D'EQUIVALENCE DES
REPRESENTATIONS REGULIERES DE GAUSS DU GROUPE DES MATRICES
TRIANGULAIRES SUPERIEURES FINIES D'ORDRE INFINI

V. KOSYAK (Kiev)

Résumé : Dans cette étude, on construit des équivalents des représentations
régulieres liées a la mesure de Gauss sur le sous-groupe du groupe des matrices
finies triangulaires supérieures d'ordre infini et on trouve leur critére
d'irréductibilité et d'équivalence.






INTRODUCTION

La représentation réguliére joue un réle important en théorie
des représentations des groupes localement compacts. Toutes les
représentations irréductibles des groupes finis et des groupes
compacts, ainsi que de nombreuses représentations irréductibles de
groupes de Lie localement compacts sont contenus dans la
décomposition de la représentation réguliére en représentations
irréductibles. Dans le cas des groupes localement compacts, la
représentation réguliére elle-méme est toujours réductible puisqu’il
existe, paralléelement & la représentation réguliére droite, une
représentation réguliére gauche, qui commute avec celle-ci. On sait
[1] que le théoréme suivant est vrai pour les groupes unimodulaires :

Théoréme A. Le commutateur de la représentation réguliére

droite est engendré par les opérateurs de la représentation réguliére
gauche, tandis que le commutateur de la représentation réguliére
gauche est éngendré par les 6pérateurs de la représentation rééuliére
droite.

Il est donc naturel de vouloir construire 1’équivalent de la
représentation réguliére dans le cas de groupes de dimension finie et
d’étudier ses propriétés. On entend par équivalent de 1la
représentation réguliére (droite et gauche) du groupe de dimension

finie G les homomorphismes

t°,¥":G —->U(! =1 (G,G,d,u)),f(x) et - (uff)<x) = (dp(xt)fdu(x))% x

xfxt) € X,f(x) e X — ('Hf )(x) = du t x/du x) f tlx) e X,

ou G est un groupe topologique (soit un espace topologique, soit un
i



G-espace topologique) contenant G comme sous-groupe dense

G c G, u est une G-mesure quasi-invariante sur G .

Apparemment, I’équivalent de la représentation réguliére ® —

- 1I(L2 (@, (D,du)) d’'un groupe commutatif de dimension infinie de

I’espace nucléaire @, ou @’ est l'adjoint de l'espace ®, a été

mentionné pour la premiére fois dans I’étude [2]. La représentation
réguliére RU“’ - U(L2 (R“’, RU”,da))) du groupe commutatif RU" des suites

finies de nombres réels correspondant aux différentes RU”—mesures

uasi-invariantes sur le groupe R” =R' xR'x---,R” c R”, a été
i}

étudiée dans la monographie [3]. Les études [4-9] sont consacrées a

la représentation E dite représentation énergétique du groupe

C (X,G) des applications lisses a4 support compact de la variété

riemannienne X dans le groupe de Lie semi-simple G compact.

La représentation E a été introduite dans I’étude [4] pour G =
SU, et le X-domaine dans R® et elle a €té introduite dans le cas
général dans [5,6]. L’irréductibilité et la non équivalence réciproque
de représentations de ce type pour différentes matrices ont été
démontrées pour la premiére fois dans [4] lorsque d = dimX > 5 et
que G = SU,. On a démontré [5] I'irréductibilité et la non équivalence
lorsque d > 4 et que G est un groupe de Lie compact semi-simple. On
a démontré dans I'étude [8] lirréductibilité pourd 23 et d = 2 avec
des hypothéses complémentaires. L’irréductibilité pour d = 1 a été
démontrée dans les études [7] et [8].

On a mentionné le lien avec la représentation réguliére lorsque

d=1 dans les études [6-9]. On montre [6] que lorsque X =[0,t), la



représentation énergétique E est unitairement équivalente a la

représentation réguliére droite ' :CDl ([0,t),G) —

- 1I(L2 (C ([O,t),G),CD1 ([O,t),G),dw)), ou C([0,t),G) est l’espace de
chemins lisses dans G, w est une mesure de Wiener sur C ([0,t),G)
définie par un mouvement brownien gauche sur G. On a montré dans
I’étude [7] pour le groupe CD"((O,I),G) qu’a coté de la représentation
droite ¥*, équivalente a la représentation énergétique E, il existe une
représentation gauche 1“ et on a prouvé ainsi la réductibilité de la

représentation énergétique lorsque d=1. Ce fait a été établi dans

I’étude [8] ot 'on a également étudié la représentation droite ¥* et
gauche ¥* des groupes CD""(R1 ,G) et CO“" (S1 ,G ) On a montré [9] que les

représentations §* et §“ construites en [8] sont des représentations
factorisables et que le théoréme A est vrai pour celles-ci et on y
trouve la décomposition des représentations §* et §* en intégrale

directe de représentations irréductibles.

On construit [10] des représentations réguliéres, une

représentation réguliére gauche §“ et une représentation réguliére

*

droite %* &', ¥*:0(E) —9?!(! =Lﬁ((E ®E) ,O(E),dv)) du groupe

O(E)= lim O(m),ou E = RD”, O (m) est un groupe orthogonal sur R™
—_—

*
et (E ® E) ~ M l'espace des matrices réelles d’ordre infini, v une

mesure standard de Gauss bi-invariante sur O (E) et on montre que la
représentation (gl, g“) €e0O(E)XO0([E) - a)*(gl, gz) = ¥ (g1 )HR e U(X)

se décompose en somme directe de représentations irréductibles. On



transpose dans [11] les résultats de I’étude [10] au groupe unitaire i
ou E =C~(X,R) est I'espace des fonctions réelles C~ sur la variété

riemannienne compacte X, U(E) est un groupe d’opérateurs

inversibles sur E, qui sont des isométries de l’espace LZ (X ). Dans
I’étude [12] on construit une représentation gauche réguliére
L. 00 oo o0) = i U

£ ¥ (o) —é'i(LZ(MC,ﬁ( ),d»{})) du groupe ¥ (o) 1lm ¥ m), ot M,

est 'espace de toutes les matrices complexes d’ordre infini, v est

une mesure standard de Gauss sur M, et on montre que t“ se

décompose en somme directe de représentations irréductibles. En

[13] on construit une représentation droite réguliére %*:B, —

> 'II(L2 (ﬁ",ﬁa”,dv)) du groupe B; des matrices de la forme

X =expt +S, ou t est une matrice diagonale avec un nombre fini
d’éléments réels non nuls, S est une matrice complexe triangulaire
supérieure finie, B, est un groupe de matrices arbitraires de la forme
X =expt +S, v une mesure de Gauss standard sur B, et on a
démontré l'irréductibilité de t* .

Dans I’étude de 'auteur [14] on a démontré 'existence d’une

famille de mesures de Gauss ,ub" sur le groupe B~ des matrices

triangulaires supérieures d’ordre infini avec des unités sur la
diagonale principale, qui possédent la propriété (LR) : une action

droite du groupe BU“ est admissible et ergodique tandis que l'action

gauche n’est pas admissible et l'on construit la famille des

représentations droites réguliéres T*'°: BU” - U (L2 (B ~ BD", d /.tb" )) du
groupe BU“ des matrices triangulaires supérieures finies BD"’ cB”.

R. S. Ismahilov a émis I’hypothése selon laquelle pour toutes



ces représentations, la propriété (LR) est équivalente a une
irréductibilité. G. I. Olchansky a conjecturé que des représentations
non équivalentes correspondent & des mesures non équivalentes. Ce
travail est consacré a la démonstration de ces conjectures pour le
groupe BU‘” des mesures de Gauss produits (Cf. également [15]).

Il est vraisemblable que ces hypothéses sont justifiées pour
tous les autres groupes infinis et pas obligatoirement pour les

mesures de Gauss. La question de la décomposition de Ila

représentation réguliére irréductible du groupe BD" est ouverte.

Au § 1, on construit sur le groupe B~ une famille de mesures

de Gauss ub" possédant la propriété (LR) et une famille de

représentations réguliéres droites T*® du groupe BU". Au 8§ 2 on

démontre que la propriété (LR) est équivalente & l'irréductibilité de

R.b

T®*. La démonstration de l'irréductibilité de T repose sur la BD”-

ergodicité de la mesure ub" et sur le fait que 'on peut approximer les

opérateurs de multiplication par des variables indépendantes par des
générateurs de groupes a un paramétre. Au §3 on démontre que des
représentations non équivalentes correspondent 4 des mesures non
équivalentes. La démonstration est fondée sur un calcul utilisant des
transformations de Fourier partielles sur le groupe B~ des mesures
spectrales de la famille des sous-groupes commutatifs

B™™ B~ ,meN ainsi que sur la comparaison de ces mesures
0 ]

spectrales a l'aide des intégrales de Helinger. Au § 4 on donne la

démonstration de quelques lemmes techniques.

R. S. Ismahilov ne s’est pas contenté d’attirer 'attention de

I’auteur sur cette conjecture, il a également accordé son soutien



constant et formulé de nombreuses remarques qui ont simplifié
profondément quelques démonstrations. Les discussions avec G. I

Olchansky ont été trés utiles a I'auteur.



§ 1. Représentation réguliére

Soit BD"" le groupe des matrices triangulaires supérieures finies

réelles d’ordre infini avec des unités sur la diagonale principale, B~
est le groupe de toutes les matrices triangulaires supérieures avec
des unités sur la diagonale principale, b~ est son algébre de Lie, c’est-

a-dire l'ensemble de toutes les matrices triangulaires supérieures

strictes. Si l'on désigne par E ,kneN les unités matricielles

d’ordre infini, alors les matrices I + X,X = Zxk E ol seul un
n n
k <n

nombre fini d’éléments X est distinct de zéro (Xk étant des

kn n

éléments quelconques) sont des éléments du groupe BU”

(respectivement B”). b™ = {X = Xk Ek } Soit B(m,R) le sous-
k <n
groupe des matrices de BU’“de la forme
B(mR) = {t =1 + 2 Xk E } Il est évident que
k <n Sm

BU"" = lim B (m, R). Munissons BO"’ de la topologie de limite inductive.

m

Etant donné que le groupe G = BU” n’est pas localement

compact, alors il n’existe pas de groupe de mesure G-invariante (A.
Weil [16]), ni de mesure G-quasi-invariante (Sia-Do-Chin [17]). Par
conséquent, on doit construire un équivalent sur le complément G du

groupe G. Si 'on choisit pour complément G le groupe B"’, alors il

existe sur le groupe B~ de nombreuses mesures différentes BD"’ quasi-

invariantes (par exemple des mesures de Gauss). Il n’y a aucune

raison de préférer I'une d’entre elles ; il est donc raisonnable



d’étudier toutes les mesures ou les mesures d’une classe donnée.
Il est plus commode de construire d’abord une mesure sur
I’'algébre de Lie correspondante b”, puis de la transposer au groupe

B~ a l'aide de I’application exponentielle.

Pour une matrice de nombres positifs b = (bk ) (désignons

k <»

par & I'’ensemble de ces nombres), définissons la mesure de Gauss u
b
sur ’espaceb” :

b
g (x) = ® *exp(-b X' JX = ®du (X, |

k <n n n kn kn k <n bkn

Soit /pr la mesure sur B” , image de la mesure K par I'application
piX €b” > p(X) =1 +X eB , 1(A) =4 (p‘1 (A)),

En réalité, X = ZXk E représente les coordonnées de

n
k <n

second ordre pour p(X) =1 +X. Posons donc X = ZX" Ek |
k =1

est alors évident que p(X) =1 +X =---(1 +X )(I +X3)(I +X2) =

--exp(X, ) exp (X3 )exp(Xz ) Etudions I'action & droite R et I'action &

gauche L du groupe BU"" sur BT:Rs =stLs =ts,t € BU”,s €B”.

R L
Désignons par (,ub" ) ’,(ub" )’ les images de la mesure ub" par les
applications R L. B —» B". 1l s’avére que la mesure ub” est toujours
BO""—quasi-invariante droite (lemme 1.1), mais pas toujours BU"’-quasi-

invariante gauche (lemme 1.2). C’est pourquoi on peut construire une

famille d’équivalents des représentations réguliéres droites T*° et

10



gauches T"* (si elles existent) dans I’espace ¥(b) = L (B =, du’ ) :
b
1/
fix) e ¥(d) - (Tf"’f)(x) = (dybp(xt)/d/.t:(x)) ‘fixt) e X(b) (1.1)

fix)eX®b) > (Tt“’f)(x) = (dub"(t_lx)/d/,tbp(x))l'{f(t'lxt) et®) (L2

Théoréme 1.1. La représentation réguliére droite T*?'® du

groupe BU"‘ est irréductible seulement et seulement si aucun

déplacement gauche Lte BO"" n’est admissible pour la mesure ,ub” .

Les représentations (1.1) et (1.2) ont été construites dans
I’étude [14] de I'auteur, mais les questions d’irréductibilité n’y ont

pas été étudiées. La représentation T*'' pour la mesure de Gauss

standard 1 = (bk ) ,b =1 a été construite indépendamment par

k<n km

N. I. Nessonov [13] et on a montré son irréductibilité. Cependant, la
méthode de Nessonov qui est fondée sur la transformation de Fourier

et sur la loi des grands nombres n’englobe pas le cas généralb € §.
R
Lemme 1.1. Pourt € BD"‘, les mesures (,ub") ‘et ,ub" sont toujours

équivalentes.

Démonstration. Etant donné que pour une transformation

R:B~ — B~, seul un nombre fini de coordonnées varie :
t

X €B =I+ZXM Ekn—>Rt(X)=I+ZXME € B

rq
k <n P <q

L = < { =
ou X X, o+t o+ > X t quand p<q SN etX =X

pq pkkaq pa

quand q > N (t), alors la question se réduit 4 I'équivalence de deux
mesures de Gauss dégénérées dans un espace de dimension finie qui

sont visiblement équivalentes, puisque chacune d’entre elles est

11



équivalente a la mesure de Lebesgue.
L
Lemme 1.2. Soit t e BD‘”. Les mesures (/,tb”)' et ;tb” sont

équivalentes si et seulement si

o

s ()= Y b b < oo,k €N (1.3)
k k +1 m ek 42 k m k+l m
Démonstration. Posons t . . =1 + tE'c L R' et montrons
+ +

L
que la condition ( ,ub" )' ~yb” est équivalente a (1.3). En réalité, puisque

L t 0 1 Xk k +1 X" m
(x) = =
E kol 0 1 - 0 1 Xk +1 m
_ 1 Xk . +t e )(k m +’ th lm
0 - 0 1 Xk o
L 1
t . L L\
alors 4 ko est une mesure produit pu‘ = (( W) )
L L
%k X) = ® (X ® %k X ) ®
#b - n <m ub ‘nom ) ub ( k k +1
n %2k, k +1 rm k kol

L
t
s k ksl
® m =?+z ('ub ® 'ubk | ] (Xk m ’Xk +1m )

km

de plus les densités de ses facteurs par rapport aux facteurs de la

mesure 4 sont égaux :

12



2
—kkd (x ) = exp(—b (x +t) +b X' )
d# k k +1 k k +1 k k +1 k k +1 k k +1

2
+ _ _ 2
(ka,xk+lm) —exP( bkm(ka +txk+1m) +bkmka)
d| u ® u
bkm k+l m

En vertu du critére d’équivalence de la mesure produit [18, § 16,

L
t
théoréme 1], la condition I Kk M est équivalente a la convergence

du produit II :

d#kk'«l
b
_ k kol
H—J d kk+l)d#b (kk+l)x
! .ub kol
R
k k+l

L 2
d(ﬂ ®# ]tkkql .
o0 b b
km k+ m
X I_I J (xk m’xk +1 m)d(#b ® #b ](xk m’xk +l m
k m k+s m
k lm]

X2

b 1/2/ _bkk ].(ka+1 +t) +bkk+1 k k +1
= | 2 exp - exp(-—b X? )ka .

k k+l k k+1

exp(—bk x> -b X’ )dx dx =

m km k+l m k+1lm k m k+l m

13



: I._.I 1/2/.[ -b t'X°
k k +1 k+l m k m k+l m

= exp 2 exp X

4 m =k +2 n Rl 4

e
b t’ - b
_ __k k4l K+l m —
EXp( bk +1 ka+1 m)dxk+lm = exp H b
4
m =k 42 +t2 km
k+1 m 4
1
bkk 1t2 1:[ t bk (‘2{

= exp| - ———— 1 + ——=

4 m =k +2 4 bk+lm

Ainsi, la convergence du produit I1 est équivalente a la convergence

2 s L _ - -1 - -~
de la série S " (b) = §+ b b . Etant donné que les groupes a

un parameétre

t

k k +1

G ={t EB” l,teRl},keN,

k k +1 k k +1 0

=1 + tE
K

k +

L
engendrent le groupe BO”, alors ub’ Wt BD“ est équivalent a

L
t

K ke ‘4 ,k € N, et le théoréme est démontreé.

Remarque 1.1. On en déduit notamment l’équivalence des

conditions s:k 1(b) < oo,k € N et
+

s )= Y b b < oeokne€Nk<n
kn - km ™

Lemme 1.3 La mesure ,ub" définie sur B~ est BU""-ergodique par

rapport a ’action a droite.

Démonstration. Toute fonction mesurable sur R~ dont la

mesure standard de Gauss est invariante lors d’une variation

arbitraire d’'une coordonnée premiére quelconque, coincide presque

14



partout avec une constante [19, § 3, conséquence 1]. C’est pourquoi
la démonstration découle du fait que le sous-groupe B (n, R) du groupe

BD“’ a une action transitive sur le sous-groupe B(n,R) c B~ et, du fait

que la mesure K est un produit tensoriel de mesures.

15



§ 2. Irréductibilité des représentations
La démonstration de lirréductibilité d'une représentation
réguliére repose sur l'ergodicité de la mesure /.tb" par rapport aux
déplacements droits sur les éléments du groupe BD"" et sur le fait que
Pon peut approximer les opérateurs de multiplication par des
variables indépendantes par des générateurs de groupes a un

parameétre.

Démonstration du théoréme 1.1. La condition nécessaire est

évidente. Démontrons que la condition est suffisante. Soit

L
(ub” )' 1 ,ub" ,t € BD"", alors d’aprés le lemme 1.2

SLn(b) = oo, k,n € N,k <n.

k

Désignons parw (b) I’ensemble des opérateurs auto-adjoints ou

teB"’}
0

antiauto-adjoints de ¥ (b), associés a l'algébre w (b) = {Tt’”’
et montrons que

W () D {xk n,a —bqupq|k <n, p<gqKk,n pq € N}.

rq
Désignons par A les générateurs du déplacement droit :
d

A = a—-t-TR'b(I +E )

k <n,k,k € N.

t =0

Un calcul direct donne

A =,,.2=1ka(‘9 ~b X )’kail’k<“’amn=%9x“' (2.1)

k n m n m n mn

m n

Lemme 2.1. {X ,apq —bpqqu|m <n,p<gqmn, pq € N} cW(b)-

Nous démontrons ce lemme par récurrence.

Etape initiale de la récurrence. Montrons que :

16



{x”,a -b X d -b X k=2,3,...}cW(b).

’
1 k L & 1k k 2 k +1 2 k +1 2k+1’

Effectivement, 'opérateur X  peut €tre approximé par des

combinaisons linéaires des opérateurs A ,A ,n > 2. Utilisons pour
1 2 n

cette démonstration la méthode de calcul proposée par R. S.
Ismahilov (lemme 2.3-2.4) (la méthode initiale (Cf. [15]) était plus

complexe).

Lemme 2.2. L’opérateur X , peut étre approximé par des

combinaisons linéaires des opérateurs A A si et seulement si
n

A )

=3

o (b)= b b} =
12 n=3ln2n

Démonstration. Calculons la distance de X 1 par rapport a

I’enveloppe linéaire des vecteurs A A 1, N <n<N. Etant donné

Il n 2 n

que

A= X AL =X (0, h X ) (e, b k) @2

1=

(Cf. (2.1)), nous avons

A A 1=X (bZXZ b )+bbx X =
12 1=

I n 2mn ln 1Imn ln2n 1n 2n

=-Lp X +b° X y +b b X X
2 12 1m 12 °1mn

I n lm2n 1ln 2n

En effectuant le changement de variables

, alors J’y1 nd”b =0et

ln ln ln

jyf dp = _[(x“ -X° bt -4"p? )d/,tb x)=2"p".

1n ln ln

Multiplions les deux membres de (2.2) par tn,Nl <n < N2 de sorte

17



2
que Zb1 t = —2 et faisons la sommation sur n :
n

NZ NZ NZ
— 2
2 t"Ai nlAZ nl - Xl 2 + Z t"bl nxl 2y1 + E bl an nX nx n,
n =N n =N n =N
1 1 1
Posons
N N N
2 2 5 2
o = t"‘AI nlAZ nl - Xl 2 = z t”bl nxl Zyl n + z t"bl an nX X n,
n =N1 n =N n =N
puisque tous les termes sont non corrélés, alors
Y, 1 1 b° b’ Y, , 1 b’
lol? = Y €] N 2 =
= " Ln 2b 2[)2 2b 2b * 4 ln 2n
n=N I n 2 n N l 2

L 12 1l n

Choisissons a présent {t | de sorte que @ soit minimal. Il est facile de

voir que

alse - (52

de plus on obtient un extremum pour t = L
a

pourquoi
N N 2 -t
_ 2, 2 2 bl .
mind Y £y th =-2r=4 > ,
=N n =N }’n
1 1
. -1
2b ; b?
de plus l'extremum est atteint pour t = ——=2 z - , C'est
: " y’n n =N y‘n

18
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pourquoi I’on obtient aprés avoir choisi {t'n } de maniére optimale :

-1

N b2
lol? =4 ) ==
n =N Yn
1
Exigeons que be Y, = oo, c’est-a-dire
n
2 2 -1 ! 1 1 -t 1
;bln(blnb12+blnb2n) =nz(b12+b2nbln) =°°c>2blnb2n=°°.
Alors,X eW(®),d -b X =A eW(b),k =2,
12 1 k L& 1k 1 k
d -b X =A -X (8 -b X )eW(b),k23
2 k 2k 2k 2 k 12 1 & 1 k 1 &k
NZ
Montrons a présent que la convergence tA A X
n =N .
NZ
des opérateurs auto-adjoints AN ., = Z t"A1 A2 (le caractére
1772 n =N [

auto-adjoint de 'opérateur A découle de la relation de
172

commutation [Al ,A2 ]= 0,n,q 2 3, du caractére anti-adjoint de
n q :

A : A =-A etde la nature réelle de t ) vers l'opérateur auto-

kn kn kn

adjoint A = X a lieu au sens de la résolvante de Weil. Il suffit pour

cela de montrer [20, théoréme VIII.25], que la convergence

A f — Af est vraie pour tout f € §, ou # est un domaine réel
N N
1 2

quelconque pour tous les opérateurs AN y ,A. Soit # un ensemble
12

dense constitué des combinaisons linéaires finies des monomes libres
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a a a a a
X* =X '?Xx 13X2‘233---Xllk")(z‘“‘---. a =0,1,...,i <j On voit que #

12 13 k ij

est un domaine réel quelconque pour tous les opérateurs A et A
N
1 2

puisque J est constitué de vecteurs analytiques pour les opérateurs

A et A. Soit f € J. Puisque f est cylindrique, il existe n €N tel
1772

que f ne dépend pas des variables X X quand n > n . Soit

n 2 n

N1 >n, alors

N2 : NZ g
—_ _— 2 —_— feceed
Xl 2 z t"‘A [\Z n - XIZ z t" (XLZ (bl nXI n bl n )+bl nbz nxl nXZ n)
2

2

=X 1—2t(b2 X° —bln) + th b X X -

2 2

N
2 2 2
2 2
lklzf" Y g‘ t” (blnxln _bln) +|rlr. § t"bl an nXInXZn —-)0,

1 1
puisque comme on vient de le démontrer
2 2 2

N
2
XLZ— zt"Aln‘AZn =f1- ;t"(blznxlzn —bln) +

1 1 L

L ML*
a

tbeXz

in 2n 1

est négligeable pour NN convenablement choisis.

Pas de récurrence. L’inclusion suivante est vraie.

{an,n <m<pd -b X ,ISnSp,m>n}CW(b).

n m n

Prouvons qu’alors

-b X ,l<p+1<m}cV\7(b). Nous

’
{ I p+l p+l m p+tim p+l m

présentons la démonstration de cette proposition sous la forme de
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plusieurs lemmes.

I1 semblerait que les opérateurs X ,1 <k puissent étre

approximés par analogie avec X ,par les opérateurs A A ,n>Kk.
n kn

Cependant, les considérations suivantes montrent que ce n’est pas
toujours possible quand S:‘ (b) = o,k < n.
Lemme 2.3. L’opérateur X 1 <k peut étre approximé par les

combinaisons d’opérateurs A A ,n>k si et seulement si
n

- b’
~ _ I n —_
& (b)= > l = o, 1 <k

k
n =k +|
2 Xb b
jin m n
j: m =1

1

Démonstration. D’aprés la formule (2.1)

k
ajn _bjnxjn)’ Akn = men(amn _bmnxmn)’

j=1 m =1

>
I
&><
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1
A A 1 ZZb B X X X X+ ¥y X X -

J=lm =1 m =]
im

4

—;_ Zb’" "Xm le k.

m =1

Multiplions les deux parties de I’égalité par des nombres {t,. } tels que

N
2
L —
. z tb =1. Alors
n =N
1
N N
2 2
(b) tA A 1+~ tbh X =
iln kn " rn Lk
n =N n =N
1 1
Nz 3 k 1 -1
— - L
= 2 4|2 Xb b X X X X, -5 Xb X X 4+
n =N J=lm =1 m =1
Jrm

c’est pourquoi

N
1 -1 2
@ (b)l PRI . T
lo Zzleb SRR Yrrau
I jl m k ml m k
Fom
1-1 b* b
+ z m n + I n
mo12b. 4b b 2b° 2b
mli mk ln Lk

En d’autres termes,

N N
2 2 i 2 k1

I&)l k (b4| z ti 2 ijn mn + zbf" n = t;l Zzbjnbm n
n = l -17_:“1) m =1 n=N1 m =] j=1

En utilisant (2.3), nous obtenons :
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N bz

oo 3
DRI

Jj=lm=l
Exemple 2.1. Soit le systéme b'!’ = (b;“ ) de la forme :
n g <n
b p'l bV e 12 1 (n+2)2
2n a4l 2u4e — ' b’ =1,k #2,3
g0 p p v 1 (n+1Y 1 " ’ ’
3 3n+l 3n
Il est évident que S: (b‘“) = oo, k < n, Mais
- b(l) -
o (b < oo, k > 3.
! ( ) z ”’+ +b‘“ g’ln +k -2 ’

n

1)

II découle du lemme 2.3 que pour le systéme b on ne peut

approximer par les opérateurs A A aucun opérateur
n n

f ->X f,k >3 ; on peut approximer X II vaut mieux

approximer les opérateurs X = par des opérateurs du type

(azn —blnXln)Akn’k <n.

Lemme 2.4. Pour que l'on puisse approximer les variables

X ,1 < k par les opérateurs (o"l -b X )Ak , il faut et il suffit que

1k n

Démonstration.




(3. -5 % Ja 1=(3, -5 % )3x_ (3, -b, X )=

I
-2
=
o
3
Hi
>
3
"<
=
>
3
+
S,
<
"<
|
I
>
lon

(avec le changement de variables : Xf =y + ! , j y, du = 0).

I n 2b

ln

Multiplions la partie gauche et la partie droite par t N <n £ N,

N

2
aprés avoir choisi t tel que Z tb = -2, alors
n =N

o ()= gt(a —b Xl")A -X |1=

N
2 k
— 2
- § t"l: Z bl nbm "Xm le nXm n + bl yl nXl k]
1

n m =1, m #l

Y, i b b b ",
"a)lk(b)l ; ti Z ra— + — g trzl zbl nbm n?
n= n=
1 1

N 2
, 2 bzn
min”a)l . (b)” =4/ Y I
n =N
1 b b
{t" nzbl nt" =—2] mz=1 tm ™0
Il faut que
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- b’ - b
Zk__l"_z 2 - Lz = oo, 1 <Kk,

n =k +1 zb, nbmn n =k +1 zbm,, +bln

m =1 m =1,m #l

ce qui est équivalent a

-1
o k
o (b) = Zbln( bmn) = o, | <k.

n =k +1 m =1,m #1

Cependant, I’exemple 2.1 montre que pour tout systéme b''’,

comme précédemment, on ne peut approximer aucun opérateur

f -X f,k > 3 par les opérateurs ((}’1 -b X )A’c ;avec X  on le
peut.

Il s’avére que pour tout q = 2,3,... il existe p < q tel I’'on peut
approximer les variables X, par les opérateurs
(apn _bpnxpn)Aq SLES

Lemme 2.5. Soit St (b) = o, k =1,2,...,q — 1, il existe alors
q
p<q tel que g,, (b) = co.

Démonstration. Nous donnerons une démonstration par

récurrence. Soit q =3 et SlLk )= Xb kba—lk = o,
k =4

st ) = b b3"‘k = o0, Supposons au contraire que o b) =
23 2 k
k =4

-1

< o et que oza(b)=k§b“(blk +bk) < oo,

=k§4blk(b23 +b3k)

alors il découle de 0'”(b) < o que bl <b2 +b ,k 2 ko, alors

k 3 3k

o -1 -
0-23(b)> zbZk(blk+b3k) > zbZk(b2k+2b3k) =% puisque

k =k k =k
0 il



SZ’“3 (b) = . La contradiction obtenue démontre la propriété pour q=3.

Il découle de s: (b) = o, k =1,2,...q =1 que o, _(b) =  pour
q

un certain p<q. Démontrons cette propriété pour q+1. Supposons au

contraire que o (b) <o, r =1,2,...,q. 11 découle de
rq+
-1
oo q +1
= oo . >
o . (b) Zzbln[ men] <. que b <b 4=4b  n2n
n =q + m =

Substituons ¢ (b) < oo, r = 2,...,q. Nous avons :
rq +1

> b
©>0 (b)> 3 ——r =2,3,...q.
"Tob , +23b
e

Cette derniére formule est équivalente a

oo

b
o' (b)= ) —F " — <, 2<r <q,

rgq+l q +1

n =q +2 Z
bm n

m =2,m #r

N

ou S* (b)=e2 <k <q, ce qui contredit I'hypothése de

kg +1

récurrence aprés un changement de notation : Ek =b k <n.

b
n k+l n+l

L’exemple suivant montre que pour tout q il existe un p

unique tel que p<q et o, (b) = oo.

Exemple 2.2. Soit bk(z) =n,k =1<n et bk(z) =1, k >1, alors

n n

S:q(b(“) = oo, k <q,qq(b‘2’) = oo,opq(b‘“) = o0,] < p<gq. Il reste a

‘corriger' un peu les opérateurs (81 -b X )Ak , n >k pour que

n

I'on puisse approximer les variables X 1<Kk a laide de ces

opérateurs.
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Lemme 2.6. Soit S: (b) = e, k < n, alors X 1 <k sont

approximés par les opérateurs A(nl ) = (8 ~b X ) A("l )

ln kn

m =1

me{n FIRYSN ) }
1 r

pour un choix convenable de n €N,1<n <k,n #n,i#j
i i i J

1<i,j<r,r £k -2
La démonstration découle de la démonstration du pas de
récurrence. Supposons que ’hypothése de récurrence

{Xnm,n<mS p, @ —bnanm,ISnSp,m>n}CV\7(b) soit

nm

vérifiée. Démontrons alors que

-b X ,1<p+1<m}cv\7(b)

b
{ L p+1 p+l m p+lm p+l m

-b X )A il faut

il n p+l m

Pour approximer X . opar les opérateurs (8
p+

et il suffit en vertu du lemme 2.4 que

o b
— ln —
6, 0= 3 =i <prl
n=p+2 b

m n
m =1,m #{

En vertu du lemme 2.5 I'une des séries o 1(b),l < p+1 est
p+

divergente.

Ainsi, pour un certain n <p +1 o 1(b) = oo, C’est-a-dire
n p+
1

que nous pouvons approximer X . par des opérateurs
n p+
1
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(8 -b X )A . En vertu du lemme 2.5 on peut approximer
1

p+l n

(n )
X par les opérateurs A ' si et seulement si
r p+!l TRh p+lon
(n ) - b
! = —_— = <r <
O-rp+l(b) 2 — m,l_r_p,r:atnl

n=p+2 Z
bm n

m =1

m #r,n
1

(n )
En vertu du lemme 2.5 'une des séries o ! (b) est divergente. Soit

r p+l

(n )
o' 1 (b) = oo. Alors on peut approximer X
n + n

pr
2 2

, n #n, etc par les
p+1 1 2

(n )

opérateurs = A 11 . I en résulte que nous obtenons une suite
P p+l n

(nl,nz,...,np), une permutation de nombres (1,2,..., p) telle que les

variables X e k =1,2,..., p peuvent étre approximées par les

k
. (n ,...m ‘) .

opérateurs A' ¥t 11 découle de ¢ -b X =
nk " p+in p+l m ptlm p+l m
4

B _ N e .

=A Z_‘:X”’H (arm b X, hp+l<m 'inclusion

J -b X eW (b),, ce qui termine la démonstration du

p+l m p+l m p+l m

lemme 2.1.

Ainsi, les opérateurs de multiplication par les variables

indépendantes {Xk [k,n € N, k < n} sont adjoints a l'algébre de Von

”

t € BO”) ; 1’algébre de Von Neuman W (b)

Neuman sur W (b) = (TIR"’

contient donc les opérateurs



teR‘,k,neN,k<n}.

{Uk ) = exp(lth )
Soit un opérateur A € L(Lﬁ (B ", d /,zb" )) commutant avec tous les

opérateurs Tt’“’, t € BU". Montrons qu’'il est alors multiple de

'opérateur unité A = AI, A € C'. En réalité, dans ce cas, A commute

avec les opérateurs Uty g c’est pourquoi A est opérateur de

n

multiplication par la fonction réelle bornée A = f (X). En vertu des

relations de commutation [fA (X ),Tl’“’] = 0, nous en déduisons que la

fonction f (X ) est invariante par rapport a l'action du groupe BD"",

oo

f X) = fA (Xt) quels que soient X e B” teB En vertu de
A ’

0

I’ergodicité de la mesure ,uh" f (X) = const, c’est-a-dire A = AL, ce qu'il

s

fallait démontrer.

Ainsi, on a construit une famille d’équivalents des
représentations réguliéres T**, b € § du groupe B". Parmi celles-ci
les représentations irréductibles sont caractérisées par la condition

b e §:

8 = {b cBfs’ )= b b = m},

m =n +|
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§ 3. Représentations équivalentes

La question se pose naturellement de savoir quelles sont les

représentations équivalentes parmi les représentations irréductibles

T*"bel.
. N . . .. . (1)
Théoréme 3.1. Les représentations irréductibles T** et

(2] - - rd . . -
T**  sont unitairement équivalentes si et seulement si les mesures

(1)

u etu o sont équivalentes.
b b

On sait [2, chapitre II] que deux mesures produits u 0 et u

b b(2)

sont équivalentes si et seulement si

-1

(b(“ +b(21)2

(1) (23 _ kn kn

H(b" b )—H(,ubm,ub(z))— E_—_—m“b(“ >0, (3.1)
kn kn

Les théorémes 2.1 et 3.1 donnent une description des représentations

réguliéresT**, b e§ du groupe B”.

Théoréme 3.2. Parmi les représentations réguliéres droites T **,

b €#, les représentations irréductibles sont déterminées grace a la
condition b e#“, mais parmi les représentations irréductibles, les

représentations équivalentes sont déterminées par la condition

H(#b(l)’ub(21)>0'
La démonstration du théoréme 3.1 repose sur le calcul

explicite des o ™ -mesures spectrales des restrictions des
{b)

représentations T*® sur les sous-groupes commutatifs de dimension

infinie B™™ et sur la comparaison de ces mesures spectrales a l'aide
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des intégrales de Helinger. Le calcul de la mesure spectrale 0{;)"‘

utilise la transformation partielle de Fourier proposée par N. I
Nessonov [13] qui envoie les générateurs des groupes a4 un paramétre
de B™™ sur les opérateurs de multiplication par les fonctions.

La condition suffisante est évidente. En réalité, soit

B~ alors u"[ - u"( o et I'opérateur unitaire
b b b b

u(b‘“,b‘” l(b‘“)—-)l'(b‘z’) ol R(B)=LZ(B°°,dub") de multiplication par la

1
(1)

2 .
fonction (du"( . d,u"( 2)) (x) permute les représentations T**® et
b b

(2) - . . . »
T®® |, c’est-a-dire que le diagramme suivant est commutatif.

f(b(“) _TR,T) x(b(l))

.(bm'bm d l tbm'bm)
x(bm) x(bm)

(2)
TR,b

(1) (2)

~T®*  découle de Ko ~H
b

b

Nécessité. Montrons que T** o

r”

Désignons parw (b) = (l‘t’“’ |c eBU”) I’algébre de van Neumann engendrée
par les opérateurs Tt“’ teBU"", W (b) est I’ensemble des opérateurs
auto-adjoints ou anti-auto-adjoints A = j AdE(A), associés a l’algébre
W (b), c’est-a-dire dont les projecteurs spectraux E (A) se trouvent

dansw (), A EB(Rl ) est la c-algébre des ensembles boréliens sur I'axe.

Soit Wl(b) I’ensemble des opérateurs de multiplication par des
variables indépendantes f -X f dans 'espace X (b), alors w b)cW b)

comme on 'avait démontré dans le théoréme 2.1. Soit

V ={kn)[k<n<m}, _ ={n) |k <m<n}m=23,..,
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B ™ ={I+ Z X E ka arbitraires cB~, remarquons que B ™ est

.

un sous-groupe commutatif de B~. Alors W (b)- = ={iAk |(k,n)e_m} est
une famille commutative d’opérateurs de I’ensemble W (b). Rappelons

que 'on nomme mesure spectrale o(A) de la famille A=(Ak) des
k eN

opérateurs auto-adjoints A keN commutant au sens de la partition

de l'unité, toute mesure scalaire o(A,A) sur la c-algébre AeB(R™)

engendrée par les ensembles cylindriques avec des bases boréliennes

[[®r") = {H(Xl S VY ><---><:An) = {x = (x1 X ,) e R”}Xk

€ Al,..,an € An}

1
A eB(R‘ ),i =1,...,n, Jkl,...,kn eN}, est équivalente a la partition
simultanée de l'unité E de la famille des opérateurs A qui est

définie sur les ensembles cylindriques d’aprés la formule :

E (LI(X ,..oX,58 x-xA ))=E (A& J-xE_ (A)

k
1 n
Soit ob) = =0'(V&7(b)—m) la mesure spectrale de la famille des

opérateurSiA: =iA ,(kn)e_  de X().
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. (1) (2) . . . R .
Soit T  etT®® des représentations équivalentes, c’est-a-

dire telles qu’il existe un opérateur unitaire ¥:¥ (b‘“) —>l(b‘2’) tel que

1) % (2)

g5 R b2 - .. . s R.b R.b
T =T, TR, teBU , nous écrirons briévement T * ~T ™

t

La démonstration de la nécessité repose sur deux lemmes.

Lemme 3.1. Soit o(b“’)"” ~ o(b‘z’)'"' , alors pb‘(z") ~{ ™ meN

b(?)
. (L (2) . ] L.
Lemme 3.2. Soit T*® etT®® des représentations unitaires

) g (2) )

- » . » . [1
irréductibles équivalentes T** ~T%®  Alors w (b‘“ )~Wl (b‘2 ’) avec le

méme opérateur de permutation u:IXk =X ¥.

n kn

La nécessité du théoréme 3.1 découle alors du lemme 3.2. En
réalité, peo’ Apeet =W (b”’)lwl (b”’):)c)‘(w1 (b‘“))~ G(W1 (b”’)). Mais la

mesure spectrale O'(Wl(b)) de la famille des opérateurs de

multiplication par des variables indépendantes dans 1’espace X¥(b) est

évidemment équivalente a ub” , ¢’est pourquoi nous avons

o.(wl (b(l)))‘vcévl (b(Z)))=>#:l) ~#bp(2) =>ub(1) ~#b(2)

La démonstration du lemme 3.1 se réduit au calcul explicite

des mesures spectrales de ob)-»,meN et au calcul des intégrales de

Helinger H(o(b‘” )"’" ,c(b‘z’ )""‘ )
Rappelons la définition et les propriétés de l’intégrale de

Helinger [22, chapitre 11, § 2].

Soit x4 et v deux mesures probabilistes sur un espace
mesurable (X,8), A est une mesure probabiliste telle que u<4, v<a,

par exemple, 1 =(u+v)f2. L’intégrale de Helinger pour u et v est

définie comme suit :
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H(,u,v)=;!%‘j%dl.

Elle ne dépend pas de A et posséde les propriétés suivantes :

(H1) 0 <H (y4, v) <1 est I'inégalité de Schwartz,

H2)H(u,v)=1lou=yv,

(H3) H(u,v)=0 = ulv,

(H4) p~v=H(u,v)>0, l'inverse, en régle générale, n’est pas
vrai.

Fixons un nombre me N et faisons la transformation de Fourier

n

J de I'espace !V"‘ b)®% ™ (b) sur lequel agissent les opérateurs A:
de la famille W (p)-~ .

Désignons  par b ™ =p (BV’")b‘”‘ =p“( ‘"‘)cb”. Soit

t= 2 tknEkn Ebvm,y: Z yknEkn’x= 2 anEkn Eb_m.

k <n<m k Sm <n k Sm <n

Il est évident que B™™ est un sous-groupe commutatif normal
v
dans B~. Examinons le produit semi-direct B " xB™ ™. Il est évident

quel+t+y =1 +y)d +t) = p(y)pty €B ™ B " , les fonctions
v - v ~ v _ P
oy )pw) 1™ ©)@Y " o)=L (B B~ (1" @p ") ),

Calculons la transformation partielle de Fourier-Wiener (Cf.

I’équivalent [23] ou [21], chapitre II § 5).

(Jmf)(p<x)p(t))=f:n(p(x)pm)=exp{§- Y xi"bk‘il]

(c:n)e

[ expli )2 XY (p(Y)pm)d(#,;}"](P(Y)):
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=exp(~(B7'x.x)) | exp(i(x,y))f(p(y)pm)du;;" (v)

b—m
ol (%)k . =b ,,-‘2, k <n, B est un opérateur diagonal
Bx),, =bk X yk<n .} estun opérateur unitaire de xv'" )X ™ (b)
dans ¥'™ (b)®!t‘"‘(b“1) (b'l) =b™',k <n. Soit z = 2 z E eb™™
! kn kn’ ) )

(k,n)e_m kn kmn

Calculons p(y)pt plz ).‘Nous avons :

ply)ptrpiz) = p(y )ptrpe)ptr™ pit)

. - v _
Etant donné que B™™ est un sous-groupe normal dans B ™" B~ ™, alors

ptpiz)pty” = Adp(t )p(z ). C’est pourquoi ’application

Ppy =P Ad P

agit sur b ™. Le calcul direct donne

z':= (Dp(t)(z ) =ptrz = 2 (p(t)z)”Ekn = z [zkn + by t rz”}“,
(kn)e_ (kn)e_ p——

Puisque pour x,z eb™™ p(x)pz)=px +z), alors

ply)ptrpiz) = p(y)plz' Jocts = p(y +2 Jocty.

Par transformation de Fourier, les opérateurs T ;iz"’),p(z)eB""

prennent la forme :

tfn(p(x)pm)—eexp(él—(B‘lx,x)) Jexp(i(x,y))f(p(y)p(t)p(z )

p-m
1

af ®#b“’")p(p(y)p<t>p(z ) Zd( ]
v 4 #b y
d(u™ ®u ™) (p(v)pm) 4

b

J(P(y )) =
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a(1™ ®u ) (ply +2' o)

exp(;—(B _Ix,x)) :[m exp(i(x,y))f(P(Y +Zt)p(t)) d(/.tv’" &y )p(p(y)p(t))

4

=exp(;—(B"x,x)) :[ exp(i(x,Y))f(P(y +z”)p(t)) 2d/.tb’/;" (p(y +zt)) =

(en posantw =y +z', y =w —z', exp(i(x,y)) = exp(i (x,w))-exp(—-i (x,z' )))

= exp(—i (x,zt ))fn (px)ptr).

Par conséquent,

R,bp-1 — . e\~
(.i'mTp(z F. f)(p(x)p(t))—exp(—](x,z ))fm (px)pm).
De plus, les générateurs iA: sont envoyés sur les izi: opérateurs de
multiplication par les fonctions suivantes :
.o o, d o ot _.. d . LN _
1Akn —ldz exp(——l(x,z ))|- _ldz exp| - ZXN Z,, + thrzrq =
=0

En - kn (r.a) r=p+l
kn kn

=|x +n—lt X =(p[t" )x =|L x| ,(kn)e_ .
B0, [ |

Etant donné que J3:X"(0)8K " ()Y " ®)®¥ "(b") est un

opérateur unitaire [21, chapitre II, théoréme 5.1], alors la mesure
spectrale de la famille iA:n’(k’“)E—m est équivalente a la mesure
spectrale o(b)-» de la famille des opérateurs izi:n,(k,n)e_m. Nous
désignerons la mesure ob) = sur le groupe B ™ et son image
o(b)-m"f1 (A)=ob)-~ (p(A)) sur l'algébre b™™ par le méme symbole

ob) .

Montrons que la mesure ob)-= sur l'algébre b™™ a la forme
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suivante pour Ael(b‘"') ou .l( "") est une oc-algébre d’ensembles

boréliens sur b™™ :

o) (8) =, (yb‘j; )L[v[” J@pap™ w. 3.3)

En effet, selon la définition dans o(b)-» nous avons

ob) = (A) =(dybv"‘ ®d,ub_;’1" ) (t,x) eb ™ xb ™ |L X =p(tT )x eA

1)
=] (ﬂb’f )H J@pu™ @

. v v
Etant donné que la mesure d,ub’" = ® du sur b ™ est

(k,n)eVm kn

équivalente a la mesure de Gauss standard

v
du ™

= ® --—exp(——t2 )dt , alors la mesure (3.3) est équivalente
1 (ra )V, T Pa

rq

[18, § 18, théoréme 1) & la mesure suivante :

Ll

v
ob) = (8) =], (#'_’f ) A7) (app @ (3.4)
b .
Pour calculer les intégrales de Helinger
H™ =H(0(b(l))—m ,O'(b(z))_m ) des mesures a(b(l))nm et o(b(z))_m sur
I'espace b™", calculons les intégrales de Helinger

H™" :H(o{b(l))_m'",o(b(z))_m'") des projections des mesures o) =

sur les sous-espaces de dimension finieb ™" deb™™ ou
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b ™" ={xeb ™|x= x E & ={(r,s)e 1 <r<m<s Sm+n}
rs rs -_m,n —_m

)
(r.s)e_m‘n

et en se servant du fait que 1imH™" =H™, montrons que pour les

N —¥oo

mesures orthogonales u‘(I")J_u"”, on a H™” =1limH™" =0 ; par
b b

(2) n—doo
conséquent, d’aprés la propriété (44) des intégrales de Helinger,

a‘;" 1o ;") , ce qui démontre le lemme 3.1.
by

Calcul des intégrales H™". Désignons par d1™" (x) la mesure de

Lebesgue sur b ™" et calculons la densité do®)-m.» (x) fd1™ ™ (x). Alors,

par définition, I'intégrale de Helinger H™ " sera égale a

Hm,n =

b-m.n

1
S eV
do’(l:ll;) x)dofb™ ) ™" (x) . 35

(2)
T X) d1™ " (x)

Soit f une application mesurable bijective R* - R", dx est la mesure

de Lebesgue sur R", du(x) une mesure équivalente a la mesure de

Lebesgue : u(A) = J g (x)dx,du(x)fdx = g(x), alors
A

w(A) = ,u(f'1 (A)) = j g (x)dx = (en faisant la substitution
7(8)

y =f(x),x =f 7" (y))

= [eft™ ())ar™ (v)fy Jay (3.6)
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- v
Etant donné que pour tout teb ™, L est un automorphisme de

)

I'espace b ™" pour tout mneN, alors pour Ael(b""'") d’aprés la

formule (3.6) nous avons avec f(x)=L" _x:

oty (&)= | (u-m J ) @yasm o -

p !
p m

o dI™"|L, x
| A7) :
= J —— L x d1™ " (x)dy,™ ) (3.7)
@) :
1 découle de (3.2) que le Jacobien de l'application z -L ,_ z est égal
A")
a 1 pour tout tebv”‘, c’est pourquoi la formule suivante pour la

dob)

densité T% découle de (3.7)

m,

—m au ™
S e PR R

b

2
b~} !
TS -1
J H exp| — Z b X, +Zt”x“ X
b ™ (T's)e_m,n 4 (r,s)E_m‘n i=1

X(p,q%Vm (-—Jl——;;exp(—tiq )dtpq ) = rIm} (pr.n (b—l ’Xr'n ) (38)

x"" eMat(r xn)

@ (T}_};exp(—t:r)dt”) (3.9)



Examinons la mxn matrice x™" €Matimn) et les vecteurs

t,Xx,..,x €R”
1’ l’ ¢ n

X X X t

11 12 in 1 il ln

X X X t X :
X'mn — 21 22 2n ,t — 2 ,X — , .,X —_ n
sew n see

1 1

X X X t X X

ml m2 mn m m 1l mn

k=l r™ k=m+2

+,n -1 m+.n a b;l+lk 1/2‘ " -1 2 ]'
o)< Fl| 2 | fanl S e (o)) 5

Conformément a (3.8)

M - m+l,n -1 m+l.n dO'(b)'m,n m,n
(mmﬂ'" )(x)—(P (s )(_—dlm'" J(x ) (3.10)

exp(—(tt))dt

c’est pourquoi, aprés avoir posé a=(a,...,an), b=(bl,...,b"),

1

a —(b‘“ )—1 b =(b‘2’ )_1,k =1,2,..,n, nous obtenons :

k m+l,m ok " Mo+, m Lk

H™ " = .[ (pmﬂ,n(a’xm-i-l,n)[do—(a—) | ](Xm,n)x

daim™"

b’m*l.n

‘ afp ) Y
g o )[—(Wr—'](xm'” )] (dlm.n (x”"")®(,§§ ax )) (3.11)

Posons

L n
£ oax =
k=l

m+l,k

Gm,n(a’b’xm,n) - J‘ ((pmﬂ.n (a’Xm,‘n)¢m +,n (b,Xm,n))

R

n_la n ’ 1
[H _* J exp(— a (Xm ok +(Xn,t)) )WeXth’mdt
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l{ n
j exp( (K, L0) J J_;Texp(—(t,t))dt] ®dx_ . (3.12)

L’objectif des calculs suivants est de trouver une expression explicite
pour la fonction G™'" (a,b,X ).

Lemme 3.3. Pour tout mn eN, soient a=(a1,...,an), b =(b1""’bn)

des suites de nombres positifs et une matrice

X X X
11 12 In
X X X
xmr = # ™" la représentation suivante
X X X
ml m?2 mn

n da b m,n N
Gm,n (a,b,X)=< ak k 5 (a,x)gm (b,X)> , (3.13)

e (o)

est vérifiée
& (ax) = 1+Z Y Ha [ } (3.14)
r=1 lSk <k < <k <n t=l 1 7

r

est le déterminant de Gram des

ou a[x )X e X ]=det(
2 r

‘ox)
1 i 7/ 5=

2ab .
vecteurs x ,X ...,X_, est la suite
172 T atb

2ab) _ Zakbk .
a+b/, a +b
k k

Formulons encore deux lemmes nécessaires a la démonstration

du lemme 3.1.
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Lemme 3.4. L’égalité suivante est vraie :

gm,n(a’x)ém,n (b7x)=22m-—1 n?m,n(a,b) (315)

(e (2]

2
, (a +b J
i ,1<k <k <<k <n¢.
4a b

1 1'

ou IT™ " (a,b) = max

i=l

Lemme 3.5. Si le produit des nombres posjtifs H=Hmk,mk 21
k=1

diverge, Il1=, alors pour tout peN, Tlim[I**/II"™ =0 ou

n=poe

p n
pn wes o
I1 —-max{l Imk llSk1 <k2 < <kp Sn},n kl 1Imk,pSn
i=l 4 =

Si I’on suppose que les lemmes 3.3. 4 3.5 sont vérifiés, le lemme

3.1 en découle.

Démonstration du lemme 3.1. Nous ferons la démonstration a

partir du contraposé, c’est-a-dire que la condition

Tm o+l “m o+l
’ubm 'L'ub(zx (3.16)
implique H™" =1imH™"" =0,m=0,1,.... La condition (3.16) est

n ~Poo

équivalente (Cf. (3.1)) a

2

b2 )

(k,‘n)E_m*l kn kn
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. (bm +b? )2

Soit m=0, et u! lu! c'est-d-dire [[-—~——2— =« ; montrons
b(l) b(ZJ o2 4b(l)b(2)
ln 1mn

qu’alors o(b”’ )_‘ _Lo(b‘” )'1 . En effet,

1n 1n 1n

_ — s AD — _ ~ ~ 1
ob): —0'{1Aln —-1(3 b x )[l <n}‘_l(b) O'{xlnll<n}'_l[b_l) H
puisque la transformation partielle de Fourier .71 - transforme

i(a -b x ) en opérateurs de multiplication par X (Cf. (3.2)). Par

1n ln 1In

conséquent,
2
. (btl) +b(2))
ln ln ! 1
R
- b Vb2 p(1) (@)
n= 4 In 1n

=e@u Lyt -1 c»o(b‘“)".Lo-(b‘z’)—l

)

- -1

=) )

Supposons que (3.17) soit vrai. Posons
(1) @ Y
- (bkn +bkn) . Hymm )\
O | (LAY A S A N
P 1 <k <m + n=1;1*2 4p'V'p'? ’ bt yemar k7 Jrzm v
kn k=n

alors en vertu des lemmes 3.3., 3.4 et des formules (3.11), (3.12), nous

obtenons :

1

-1 4
Hm+1.n S{(nnn (am+1’bm+1 )) 22m-1 HZm,n(amH,bm-H )} Hm.n
Aprés avoir appliqué cette inégalité un nombre suffisant de fois, nous
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obtenons :

1

) H?" (3.18)

+1 (= 2k -3 ( b
mln o §
H Ez ( - )

Puisque 1im H"'"(a",b" ) < oo pour k= p+l,..,m+1 et

N —deo

Tim IT"" (a”,b" ) = oo, alors en vertu du lemme 3.5

n =300

lim l'IZ(k_l)n(a",b")/H"'"(a",bk)<oo et 1im IE?*"(a?,b7)/IT"" (a7,b7) =0.

D’aprés la propriété (H1) des intégrales de  Helinger

0<H? =1imH?" €1, c’est pourquoi nous obtenons & partir de (3.18)

n oo

limH™ " =0.

n e
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§ 4. Démonstration des lemmes 3.2 4 3.5

Démonstration du lemme 3.5. Si tous les m <c, alors IT"" <c?,
k

c’est pourquoi I1”" /IT"" <c?fII*" -0, lorsque n — «. Dans le cas

contraire, il existe une suite infinie (kmn))’_ , k1) =1,
k@)= min{klrnk >m }, o kn+1)= min{klrnk >mk( )}, pour laquelle la propriété

limm =o,m <m ,n € N est vérifiée.
n—ee k(n) kn) k(n+l)

Pour r,neN,r < p, désignons par k(,n)eN des nombres tels que

P

k(pn) <k(p-1,n) <--<k(,n), m i 1" . Soit ne [k(r),k(r +1)]f\N, alors
r =1 "

k@,n) 2kir) k@r)=2k(r -1} k(pn) 2k(r— p+1), c’est pourquoi

M JIr" =m -m oM m <
f k(l,n) k(z,n) k(pn) ch=-1[ k

-1

u -1 p+l)
(Hm ) < Hm —0,n > oo
ia
ks (in) .k (pn)

Démonstration du lemme 3.4. Nous réécrirons l'inégalité (3.15)

sous la forme suivante :

1+Z > H[ --,xkr:l 1+i D bqi[xq ,---,xqs]s

r=l 1%k <- <k <n i =1 s=l1<g <---<155n
1 1

2

<f1+4¥Y % Ha o [“1 x] (3.19)

¢ =1 l<p<<p<n1‘l ¢
'L

Alors I'inégalité (3.19) découle du systéme d’inégalités suivant que l'on
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obtient en comparant les coefficients de l:xk X ],
1 r

1 s

{xk X ]xl:x X :l,l <r,s £n, dans le membre gauche et le membre droit de
1 r

1 k" _J i=l it=l 1’
b 2a b
q g
<c2H H t—+1<rs<n (3.20)
a +b ;o a tb
k qt qt

i 1.

Affaiblissons les inégalités (3.20) :

r r r r zak bk

'l_l[ak‘ +ku_ Sn(ak' +ka jSCZH;—;—{)——,l <r <n
1= l 1= 1 = 1 1 1= k k

Ha Hb +H 11—Ibi <H(a'+b )fl(aq +bqt)s

i=] it=l t=l

Za b 2a b

q 49g
<c2 Lt 1<rs<n 3.21
; a +b Haq +bq ( )

i 1 t t

Nous obtenons a partir de (3.21) :

2 2 ]

2

r (ak. +bk’ ) r (ak’ +bk’ ) s (a’q +bq )
2r-1H i i ’2r+s—1H i i ¢ ¢ 1 Sr,ssn

4a b
k k

1 i i i

.

c = maxy
i=l
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r

2
[a +b )
Zm k. k.

=2""max{ | [-———% 1 <k <--<k Snf’
1 2m

-,
—

ce qui démontre le lemme 3.4.

» . - (1)
Démonstration du lemme 8.2. Soit TF~*?® et TF*" des

représentations unitaires irréductibles équivalentes, 1: K(b‘“ ) - !(b‘z’) est

leur opérateur d’entrelacage : tTtR-b”’ =TtR'b‘2)ﬂ, t €B~. Montrons qu’alors

tix =X it (3.22)

kn

En effet, d’aprés le lemme 3.1, on a pour tout meN, Y c’est-a-
b b

dire
(b(l) +b(2))2
[~ <o, 323)
(k'n)e-m 4bk nbkn

La démonstration du lemme 2.2 nous a montré que

N
2 (1, (1)

Zt(b‘“)A” A’ -x dans !(b(“)avecy =b° +b b et

“ n 1n 2n 12 n 1n In 2n
n-—N1

-1 -1
b, sz:bf 9 sz b
t =-2— = = ——— _—, (3.24)
’ Yo lnev Vo b1n+b2n n=N1b1n+b2n
!

n=N n=
1 1 '(bm)
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N (bm)z N, ,
= 3ol WS ) |-
Y 12 =

-1

NZ b[l)
_ 1l n ‘
=4 z b 4+p? ’ (3.25)
"= 1 ln 2m
NZ
(L (1) X
Montrons que ¥ Y t (b‘“ )Ai> Azb —x  dans !l(b‘“). I1 suffit pour cela,
n =N

1

comme lors de la démonstration du théoréme 2.1, de montrer la

convergence de ces opérateurs sur un vecteur unique lel(bm). Nous

avons :

2

2

N N
- (1 Y012 bt - (Y1 (2)
= Zt(b )A A +Zt(b )-bx
!(bm) n ln 2n = n 2 1n 12
1

)
'(bmJ

v, (bm)z N, .
- S| T R B b)) |-

(2)
n =N b n =N
1 12 1
N ) <N (1 (2) (2 (2)
(2 ) 2
2 b’ 2 b b° b" +b
_ ln in in 1m 2m
_4 z (2) (2) 2 (1) (1) (1) (1) (? (3.26)
o b'? +b S 4+ b b +b
1 1mn 2mn i 1= 2n 1lm 1n 2n
(2) (2) (2)
b b" +b

Montrons que lim—~—-2—2* =], En effet, la condition (3.23) est
e (D) Pl L D)

I n 1n Zn

équivalente a la convergence de la série
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2
5 buo)

(1) (2)
(k'")eqm b b

kmn kn

ce qui est équivalent a la convergence de la série :

b(Z)
2 ’(‘17: -1 <o,
(kn)en (P,
b(e) ’
il en découle que pour tout meN, £>0, il existe n eN tel que fl': -ll<¢;
. bk )
k =12,...,mn2 n , pour cette raison
(21} (2) (1) (1)
z"I:)k n 2Ibk n bk n m gzbk n
i | B <S—*=2 _=meg
(@8] (1} )
bk n zbk n zbk n
k =1 k=1 k=1
Par conséquent,
mzb(Z)
k kn
lTim&—— =1, meN, _ (3.27)
n e me
k'n
k =1 .
Il découle de (3.27) I'inégalité suivante pour le membre droit de (3.26)
N -1
| 2 2 blm
A (1) <eoo n .
||Cl)12(b )'(bm)_c ngt b bt ’
1 L= 2n .

qui est négligeable pour un choix approprié de N et N, compte tenu du

in

fait que s* (b"') = 25“ /b = oo (CE. (1.3).
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Nz(p) bm
Nous écrirons lim Y —"— =0 si (N sN )—(N1 (P)’Nz(P))—>°°-
PP v (b +b
1 2n
NZ
La partie gauche de (3.26) contient I’expression - Yt (b‘” )bl“”x1 )
n
n=N
Montrons que
NZ
Tim & 2 t (b‘“)b"“ =-1. En effet,
2 n ln
N N > n=N
1 2 1
N v, bV -t v Xy N
1im L t(b(“)b(m:— 1im 1n In o lm =1
N N —*“2n§ n 1n (N N )_*N n; b(l] +b(1) n; b(l) +b(1) b(l)
1 2 1 1 2 1 1= 2n 1 1mn 2n ln

étant donné que

N N2
2
ab, 2, b, -1)
n=N =N
e | R < max |b —1|—>0
N, N, N snsn ' %
1 2
22, XS
n=N n =N
1 1
b(l) b(Z)
Nous avons posé a =——"— b =-" et nous avons utilisé le fait que
n (1) () n L)
b +b b
ln 2n In
b[?]
lim—= =1
n e,
in
NZ
Ainsi, dans la partie gauche de (3.26) - ) t (b‘“)b[“x - —x
< n in 12 12
n=N

1
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N N

2 (1), (1) 4 (21 2y
ar conséquent % t (b‘“)A” A = t (b‘“)A” A oS
p q g n ln 2n ; xtz’ dans
n= n =
] 1

(2) b 1 —_
!‘(b ), c’est pourquol uxlz _xuu.

On montre par analogie que 'lel L =X k‘l{. En effet, d’aprés le lemme

N

< \ (1)
2.4, x est approximé par les opérateurs ) t (b‘“)(a -b'"'x )A”
Lk " n ln In In kn
2
N
(1) ’ - (1] b(l) Ab(l)
Iwzk(b )!(b‘“)_ zt( )( lnxln)kn X s
nN
t(bm)
N N 2\
5 (o 50 < (n
H z t"l( )zbln mn =4 2 bln z mn -—>O,
n =N m 1L=Nl m=
1
ou
-1 -1
2 N bm?' ’ N, bV
(Y . _ ln - in - in
tn(b )_ X 2 k k Z k
plt [y (1) (1) bl [ n=N (1)
zbln mn zbtnbmn 2 m ! bmn
m =] m =1 =] m =]
N’?
z (1
Montrons que §| Y t (b”’)(a ~b'"x )A” —x dans l‘(b‘z’)
n in Iln In kn lk
n=N
En effet,
N N, :
é) (bm) ‘ _ z‘z t (b“’)(& -—-bmx )Abm +_1_ z t (bmﬁmx H
Lk lb(ZJ - n In In In/ kn 2 n Il In
n=Nl n=N1



1

2
K36 Seee,

n =N m =1

-2

N (1) N (1) (2) b

2 b 2 b b mn
=4 z in z In In m=l
k b &

n:Nl b(n n=N zb(l) i b(l)

m =1
Compte tenu de (3.27), nous obtenons l'inégalité :

-1

N (1)
(1) : bz
A, < n
lek(b )[I.(bm)_c ; e )
n =
bm

m =]

qui est négligeable pour un choix approprié de N et N (Ct.

2

démonstration du lemme 2.4). On conclut la démonstration du lemme 3.2

par l'égalité
-1
N N2 b(l) N2 b(l) b(2)

1im ;—Ztn(bm)bm:— 1im Z kln z kln Ly

iln b(l)
N N © 5 =N N N [Pl =N (1) n=N (1)
1 2 1 1 2 1 b 1 b [
mn mn
m =] m =1

Démonstration du lemme 3.3. Notons que la fonction g™ (a,b,x""” ),

x"'" eMatimxn) est invariante par rapport 4 #(m), groupe orthogonal de

I’espace R" . En effet,

G’"-"(a,b,Ox"""):G’"-"(a,b,Oxl,. . n n"[HJ-J exp( nak(x“” (Ox t)))
k=1



4
n b m 2
JIFexp(—(t,t))dt -H@Lm exp(—kg’b" (Xm o +(Oxk,t)) ]Tlﬁexp(—(t,t))dtJ ®

n

® dx =G"""(a,b,x1,...,xn)=G"""(a,b,x'"’"). (3.28)

k=1 m+l k

Il suffit de démontrer I’égalité (3.13) pour G*"*,n eN.
En effet, quand m<n I’égalité (3.13) pour G™" est un cas particulier de

I’égalité pour G" ", puisque pour X ..9X, €R" CR"

,
[x yere X :|=det X ,X ]
k k k&
t 4 U

Indiquons quelques formules qui nous sont nécessaires. On sait que pour

=0, r>m.

AeEnd(R"),A>o

I S (3.29)
e

w(c1 ’"-’Cn’d) = _‘(_l;m:.[nm exp(—i(ck,t)z _(d,t))exp(—(t,t))dt =

k =l

= T +A(c))exp(i—((l +Ale) " d,d )} (3.30)

m

ot Alc) :(A.’ (c)) A ) 2(6,»’6 )n" .

i i,j=l J

En effet, substituons dans la partie gauche (3.30) t =T +T T,TD eR™ de

sorte que les termes soient linéaires en T. Etant donné que
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n

Z( ,c’t)2 +(6t) = (@ +A)xt), alors

k=1

Sl +T | (7 4T ) +fr 47 T 47 ) = (0 +Aefr +T )T 47 )+

k =l

HaT +T )= (0 +A@XT)+2(0 + A T )+@T)+( +Aw)X T )+(dT ).

. . ad
Choisissons TU tel que (2(1 +A(c))l‘0 +d,T ) =0 @TD =—(1 +A))™ ?, alors

((1 +A@IX [T )+(<:1,TU ) - ((I +A@)T +%,TU )+(-(-21-,T0 ) = (:—,TU ) =

= —i—((l +A(c))'1d,d), pour cette raison
wle s.me,,d) =—-1‘{7ij exp(~(( +A()X T ))dT -exph(( +Alc) ™ d,d),

nous en déduisons (3.30) d’aprés la formule (3.29). Utilisons la formule

(3.30) pour la transformation G™"

V'S
Hakbk J m 2
G™" (a,b,x) = kﬂﬁ J.n” (Lm exp(—Zak (xm i +(xk,t)) JJIF X

® dx =
k =1

m+l k

n : 4
xexp(—(t,t))dt~.|;m exp(—Zbk (Xm » +(xk,t)) )\{%m_ exp(—(t,t))dt]

)

=k (Lm exp(*Z% (xot) -2Xax (xk’t)Jﬁexp(—(m» at

n 2 n

g exr{—Zbk () -2Xbx (Xk’t)) leexm—(m»dtJ

n a +b
® exp| ——-—=EX" X =
k =l 2 m+l k m+l k
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E a +bk , ) J2z
n posant X =z",X =—=,x (a) =x Fia X =X fb
2 m o+l k kD Tmalk F'ak +bk " ek’ k(b) eV ok’

. 2423 x z n

k pk k

d@a) = (dp(a))p=1 , dp {a) =,‘§_—ak—J—T_E— = (ip (a),z), ?Ep (a) =(’2p,‘ (a))k 2

m

Zﬁakxpk m n Zﬁbkx 2
X =t = =V k& pk k(2
% ta)=—=Lb, db) (@,0) - d,0) ;1 —= (%, ®)z)
k k - k k

n Zﬁbkx .
~ I e - _ P
2,0)=(2 ©) % 6)=——tZ)

k k

A
- H—ia&f— L. (Lm exp[—nZ(xpm,t)z —(d<a>,t)]417exp(—(t,t))dt

k=1 (a +b p=l
k k

n

: 4
X.[n"‘ exp(—}_:(xk (a),t) —(d(b),t))%y— exp(——(t,t))dt] —\r-l7exp(—(z,z))dz
Y

n 4akbk 1
- E(ak +b )2 det(l +A(x(a))det(l +A(x b))

.Ln exp;—{((l +A(x(@)) ' da)d (a))+((l +A(x(b)))—ld(b),d(b))}‘j——l_f-[-n——exp(—(z,z))dz .

(3.31)
Désignons respectivement par R _(@,A a)1 < pq <m les éléments de la
matrice (I +A(x(a)))”" et ses cofacteurs, alors

A (a)

R (a) = Prq
pa det(l +A(x(@)))

pour cette raison



(@ +A@) " dia)d (@) +((I +A(x®))) d®)d (b)) =

m

= 2 (qu (a)(ip (a ),z)(iq (a ),z)+qu (b)()?p b)z )(iq (b),z)) =

pg=l
prnd R < v +R )/(« b ~ —
pél( re & Xpi(a)zixqj(a)zj pqié pi( )Zixqj(b)sz

Z(ZR (a)x (a)x (a)+ ZR (b)x (b)x (b)]zz —ZR (a.,bx)zz,,

i,5=1 p.q =l i,.5=1

R b) = R X X +R b)x (b)x b)) =
i ”(a, X) Z( " (a)xpi(a)xqj(a> 2q ¢ )xm,( )x“,( ))

p.q =l

— X AP‘I (a) > () " b)x“ (b) —
- 2 det(l +A(x a)))x (a)xqi(a) det(I+A(x(b))) ¢ a7 -

p.q =1

1 x A -
= G A et A ME:I (det(i +A(x(b)))A,, @R @R @)+

r (a,b X)
) det(l +A(x(a)))det(l +A(x (b))

+det(l +A(x(@)))A (b)ipi b)X ;b

Par conséquent,

((1 +A(x(a)) " d @),d (a)) +((1 +A(x(b)) db)d (b)) =

= (det(I +A(x(a)))det(l +A(x(b))))m1 nz r j(a,b,x)zizj.

i,)=1

En reportant dans (3.13) nous obtenons

Y
n dab 1

G™" (ab,x) = kl;[(ak +bk )z det(l +A(x(a)))det(l +A(X(b)))

(r(a,b,x)z,2) 1
X.Ln exp{s det(l +A(x())det(l +A(x(b)))}4{_exp( ~z))dz =
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»n 4ab
- Hk_kz(dEt(I +A(x(a)))det(l +A(x(0)))

k=1 (a +bk)
k

4

det’|1- r@b,x) _1
8 det(l +Alx()))det(l +A(x(b)))

Y

» dab det(l +A(x())det(l +A(x(b)))

B "I}(ak +bk )2 det’ (8 det(l +A(x(a)))det(l +A(x(b)))—r(a,b,x))

Etant donné que A (a), A (a), det(l +A(x())), det(l +A(x(b))) sont des
polyndémes en Xij,l <i<ml1 < j<n, Ej(a,b,x)

det(8 det(l +A(x(a)))det(l +A(x(b)))—r(a,b,x)) sont également des polyndomes
enX .

L)

m

Soit xL (@)..,x (a) € R”, X, {a) = (xpk 'iak )p=1’ k=1,..,n, xl (@)..,x (a)e R",

n

)zp @)= (ka ﬁ)k o

Posons A(x(a)) = (A, ) (x(a)))

m

A @) =(X @,% @), Axia)=(& @)

n
ij=1 J J p.g=l

lipq (x(a)) =(xp (@)X (a)), X =(xpk), x(a) =(xpkﬁ)l <p<ml <k <n . Alors
I’'égalité

det(l +Acx(a)) =det(l +Axxian) =& k) (3.34)
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est vérifiée. En effet, pour les vecteurs X s.uX € R™, I’égalité
k

) (3.35)

,
VT
- X -
l:Xk ’ ’xk ] det xk > J 2 k o...k (x)
1 T i 7 i j=1

1<p <<p <m 1T
1 r

P ,...P
ou Mk1 " (x) sont les mineurs de la matrice X est vérifié, car
k

1.... ,

+(X @,% (a)) (~ @)% (a)) (’21 @)X (a))
+

i
(” (a),x~2(a)) (iz(a),im(a)) _

det(I +A(x(a))) =det

@,% @) (%, @K @) o 1+(%, @)%, (@)

2

PP
_1+z 2 [ip (@)yeun ~p a)]—1+z 2 kl . (x(a))
5=l ISpl <<p Sn 1 =l 1Sp <w<p Sm 1 s

1<k<<k<n
1

=1+ 2 2 Ha | [x . ,st :l= e (a,xm'") =det(I +/§(x(a))).

s =l ISk <. <k <ni=l

Nous démontrerons ’égalité (3.13) pour G™"*" par récurrence sur

. Soit n =1; alors, aprés aveir posé x (a)= fa x , x = fa x
neN n =1; alors, ap P (@) [L X ) ,!'2 o

X (a) =( ax ,fax. ), det(l +A(x@)) =(1 +(?Z1 @)X (a))) =1+ zza X

1

2 bx z

det(I +A(X(b)))=]_+22bkxfk’d(a) k 1k k d(b)_z 1k k

(0 +Ax@)) @),d @)+ ({1 +Ax b)) (b),d(b))) =(c .2 )2 + (c2 z)
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1 ax ax
N _ 111 2 12
Ouc = ,

1 J1+22akx12k \(al +bl ’\{az +b2
k=1

1 b x b x
¢ T | 22| nous avons, d’aprés (3.31), (3.30)
z 2 a +b a +b
1+ b x° ool z 2
- k Lk
. e
2 ab
GLZ (avb)x s X )= H k & 1
bbbz k=1 (a +b )2 det(l +A(x(a)))det(1 +A(x(b)))det2 (1 —A))
k k

mais d’aprés (3.34)

—(Cl ’cl) —(CI ’Cz) _ k=13 +bk

—(cz '€ ) 1 —(cz €, ) 1+ iakxzk

det( —Afc)) = det(I —Ac )) =det

: b'x° 2 a’b’x’ 2 2ab i

z kK Lk z_’.‘_’i_li 1+2 k ko2

a +b k=1 & +bk Py k
% &

X1 - - =
2 2 2 2 2
2 2 2 2 2
1 +2;bk X (1 +k§ak X J(l +k§'b" X J (l +k§ak X ][1 +k2b" X )

il en découle (3.13) pour G'* (a,b,x“,x12 )

Montrons que si (3.13) est vérifiée pour G"‘l'"(a,b,x"‘l'”), alors
I’égalité (3.13) est vérifiée pour G"'"(a,b,x""‘). En vertu de linvariance
G:G™" (a,b,8x)=G" " (a,b,x )8 €B(n),, on peut considérer que la matrice r est

triangulaire :
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X X X
11 12 ln-l in
21 22 2n-1
X =
X
-11 n-12
X 0
nl

on peut écrire la fonction £ (a,x) sous la forme suivante :

& a,x)—1+2 2 Ha coX | =

r=l 1<k <- <k <n i=l i r
1

-

-1+Y Y I |x e, Y I |x ey, o,

r=1 1Sk < <k sn-l i=l i r=1 ISk <-- <k =n i=l i r-l
1

D’aprés la propriété (3.33) nous obtenons, pour la matrice x,

2

I
M
Eod
.
=
%
I

l=p <p <-<p_ <n 172 T e
1 2 r
2
_ Z Py by (1 2 _
= X X =
k ...k 1n
28p <-<p Ssn 1 r-l
r
1 1
=X X 3eees X
ln k k
1 r -l
. pg""pr 1 . . 1 1 1
ou Mk . (x) sont les mineurs de la matrice 'x, x,..., x sont les
s eew 1 »n -1

1 r -1

colonnes de la matrice 'x:
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X
21 22 2n-—-l 12 13 1n
X 0 X
31 32 22 23
1 enu
X = , X = )
1
X X X X
n-11 n-l2 n-22 n-23
X 0 0
nl n~-l2

c’est pourquoi

gu,n (a’xn,n) - 57:,71—-1 (a’xn,n—l )+a"xlzn§n-1,n-1 (a ,1 xn.n). (3.86)

On montre par analogie que

§n,n (a,xn,n) — gn—l,n (a,xn—l,n)_'_al xil gn—l,n—l (a . xn,n) (3.37)

Etant donné que

Ll exp(—a(y +tx) )_J%exp(_tz )dt = ‘{—L_—exp[% —ay’ ] =

1+ax’

2
= ! exp| — 2y (3.38)
Jl +ax’ 1+ax’

alors
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2
n -l
1 P
- e (")d =
J'nlexp l(xn+ll+§_;trx”+tnxn1) = exp{~, ¢,
n~l :
b | x + )tx
1 ‘ 1l n+ld 7_1' rl
= exp _2
1 +b 2 1+b x
1 nl bont

c’est pourquoi

non nn) _qn-loaf n—l‘,'n 1
G (a.,b,x ) ¢ (a’b,x (1 +a1xi 1+blxil)
n - ~\" - a b iy
oud=() .b=f) .4 :“aj"il 1 =1+b:x§1 T
Etant donné que
25151 ~ Zalb1 1
51 +l;1 (1 +ale“)(l +blxil) a (l +a1xil )—1 +b1 (l +b1xi1 )-1
2ab 2ab B
= 11 1+ L1 XZ ’
a +b a +b !
a5 el e )
Y
(al +b1) (1 +a1x§1 )(1 +b1Xi1) 1"'%"7211
1 1
_ dab (+ax Ji+vx )
@+b) [ 2ab ’
1 1 1+ —LX°
a +b !
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alors £ (1,0 ) =1+ 3 H[

r=l 1Sk <- <k n t=l
1

2<k <<k Sni=l
i r

+ZHa

ZSk < <k <n i=l

2
l:x seeag X :l+ax
k 1 nl
i r

1+Z 2 Ha

1+
1

nl

r=11<k <<k <n 1=l i[
3

> s

”Sk <o <k <ni=l

2
yoens :|+ax
kr 1 =1

gn—l.n (a’xn—l,n),_‘_alxilgn—l,n——l (a’xn,n)

1+4+ax’
1 nl

c’est pourquoi

Gn,n (a’b,xn,n )

1

’

(40 oo, ))'4/

4akbk (l +a1 xil )(1 +b x° ) 1+

1 =nl

1

2ab

1.1 XZ

a +b1 nl
X

2

2ab

a +b *
1 1

o [ 2 e Jion )
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aeen X
2<k <<k Sni= i 1 2 r
1
X 5eenX 1+ax +Z
ki kl kT 1+a r=l
1 nl

L

S I |,

28k < <k <ni=l
1

-1, ~ -1,
G" n(a’b’xu n)z



(gn—l,n(a’xn—l.n)_'_a X én—l.n—l (a , xn,n))(grz-l,n (b,xn—l,n)+b X gn—l,n—l (b,1 ™" ))

1 nl 1 nl
X S

2
a_l_n(Zab Xn_l'nj'f' 2a1b1 XZ gn—l.n—l(zab xn,n)
b4
a+b a +b ! a+b’

"
:<l_nI 4akbk {f"'"(a,x"'")5""L(b,)<:n’")> ’

2 2
) (5(2+‘;x))

ce qui, compte tenu de (3.37) démontre (3.13) pour G*” (a,b,x"'" )

J

Démontrons a présent que la formule (3.13) est vraie pour
Gn.nH (a,b’xn,nﬂ).

Si I'on désigne par

X X X
i1 12 13 ln 1 n+l 11 12 1n
X X X 0
n,n+ _ 21 22 23 2n n,n _ 21 22 Zn
= X =
X X 0 0 0 X 0
nl n2 nl n2
X e X
21 22 2n
X 0
1 31 32
X =
X 0
nl n2

(on peut réduire la matrice x=x""" a cette forme en vertu de
Iinvariance de G¢""* (a,b,x"'"“) par #m)) et si l'on utilise (3.36) pour

& (a,x) alors I’égalité (3.13) peut étre écrite sous la forme :

: 4
(gn,n(a’xn.n)+a X gn—l,n(a ’1 X))(:n'n(b,xn'n)"l‘b X §n—l,n(b’1 X))

n+l 1n+l n4+ ln+l

y(a,b,x):= -
(G n,n+ (a,b,x))
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-

n+¢l da b 22 b
— I I X k 2 gn.n(zab ,x"'")+ Al ml 2 én.n(zab,x x) (3.39)
kzl( a+b a +b 1nd a+b

ak +bk) n +1 e+

Pour x =0 (3.39) correspond & (3.13) pour G™" (a,b,x™"). Etant donné

que G™"*" (a,b,x) est une fonction paire par rapport a X alors y(a,b,x)
n+

est une fonction paire, mais compte tenu de (3.32) nous en déduisons

que y(a,b,x) est un polynoéme :

14
Y(ab,x)= Y, Y (@bx)x ., p<o, | (3.40)

k =L

n |a +b 2
o - H(Za bk) L
k k

k=1
Un calcul direct donne

Zy/(a,b,x):w =
! Fx

In+l x
1 m+l -0

_ InI 4akbk 4an+1bn+l gn‘n(Zab ’Xn,n) (3.41)
3 2 a +b a+b
k =1 (a +b ) n+l n+l
* k
En effet,
}Gn,nﬂ
£uin) n,E i) S
2 a, X n 4l ’ tntl

J w(a,b,x)
————————————— b’
o V/(a? X)LIM o X gnn(a’xnn) gn,n(b,xn.n) Gn.n+1

1 n+l

1n+
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n +l

W
mais la fonction G = (Hakbk J G™"*" (a,b,x) vérifie :
k=1

_ n,n+l _
SR R L R
ox’ ox’
In+l |, = Lutl |, =0
1 n-l 1n+l
! JG JG a *b
:_2( ) aZ +b2 _ o m+l n+1,
n+l aa n +l 8b 2
n+l n +l x =0

ce qui permet d’utiliser la formule déja démontrée

1

n+ T/
G(a,b,x)L = (Hakbkj G""* (a,b,x
1 n+l k=1

P B () B )
n(a" +b, )2 (gn,n(Zab o )2

b
a+b

n,n+l ! aan’nH J W
En calculant (G ) —-é-xz— et en reportant dans EVa nous
D =0 1 n+l

obtenons (3.41).

" y(a,b,x)

Montrons que —~ =0,k >1
axl n +l x =0
1m-l
Démontrons pour cela que
Tim G™"* (a,b,x)>0 (3.42)

1 n+l
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En effet, en intégrant par rapport a t eR' et en utilisant (3.38)

nous obtenons

n +1 E’A/
Hak bk

2

n m

Gn,n+1 bX — k=1 J. j ex - a X + X t — 2

(a') ] ) —F_ Rnel kTIL*l p kE:d k m+ k g rk 7 an+1x’m+ln+l +
= r =

n +l m :
X + X t
kzlak 1k xm+lk 21 rk 7 m ]
= r= 2
: ® exp(—t )dt X
n+l ) k=2‘\(7t k k
1+ »ax
Kk lk
k=l
2
n+l m
bx |x +)x t
n m g kzlk Lk m+l k zlrkrj
= r=
X.[n’" 1 EXP _zbk Xk +22ertT + n +l
k =1 T = 2
1+ b x
"Zl kK 1k

k=l n+l n +l
2
1+2ax 1+2bx
Kk 1k 1k
. k =1 k=l

m n+l n+l
2
t Zax +x + )ax x .
z’ k 1k 2k k 1k m+lk a X X
r=2 k=l k=1 > n+l ln+l m+l n+l
n 4+l - n+l

2 2
1+Zakxlk 1+k;akxlk

07



quand (tz,...,tm)eL (a) ={(t2,....,tm)eR'"“ 'z iakxlerk 20}
k=1

n +l m Y
2
be X +Zx s
E o1k | mHk Tk T b x X
k=1 r=1 - nH In+l m4ln+l
>
n+l - n+l
2 2
1+ )b x 1+ )b x
k 1k k 1k
k =1 k=1

m -1

pour (Sz"“’sm ) eL ()= {(SZ,...,SM ) eR"™ ,:T ankx1 X 20, =2,...,m}
k =1

X

X geeay
m+l 1

(m+1) =( X +1n)EDn (a,b)=Dn (@a)ND_ (b), puisque ak,bk >0,k =1,...,n

n m 4l n
Zax X 20},Db:{x( +)€R"Lbe X 20}
k 1k m+lk n o k 1k m+tk

k =)

(m+l) n
Dn(a)'—' X €R

alors G™"* (a,b,x) vérifie I'inégalité suivante :

ab ]
k k X \
Gn,n +1 (a.,b,x) Z_f_i”n_ﬂ_-[ni J‘Dn (a,b) J; (a)exp —Zak (Xm + ok +7§xrktr)

m -1 k=1

2
m l 7l m
k():)zﬁe)(p(—ti )dtk J‘L | b )eXp _kglbk (xm +lk + Zxrksr ]

m -

X X )

mo] 2 lﬁf 1 (an Holn+l mH n+l 2
®—;exp(—sk )dsk exp> -a X
k=Y

n +l n+l m o+l n+H

(b X X ) n
+ n+l ln+l m+4ln+l _b XZ dX ®(®dx )X
k=1 m+l k

n -+l n+l om 4 onH m+l n 4

2
1 +kZlbk X
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n+l

+ ¥b X°
kZI kxlk

n +l
2
x((l +k§ak X J(l

Etant donné que

Iy

2

(a X X )
ntl 1ln+l m+4ln+l

1 1 J- expl
1 ol n -
n+1 n+l %(ﬁ B 2 1+21a x2
2 2
1+Zakxlk 1+Zbkx1k fodL IR
k=1 k=1
2
(b X X )
_a+1xz +n o+l — 1"1: = b + 2+1 1 dx 1 n+l -
n m n n n m n+ m + n+
2
1+Zbkxlk
k =1
r n
2
1 1 1 an +1 (1 +k§_:‘ak Xl k )
= exp_ — —
1 n
n+l n+l %ﬁ " 2 1+ia XZ
1+Zax2 1+ )b x kolk
P k 1k o k 1k k=1

n
b (1+ b x° J
n +l - k 1k
=1 2 rdx —
n+l m +l n+l m+l n+l
1+ Yb x°
k 1k
k =] _J
n+l n+l
2 2
, 1 +k21ak X 1 +k;bk X
:E n n +1 n n+l
2 2 2 2
a l+zakx1k 1+Zbkxlk +b 1+Zbkxlk 1+ Yax’
k =1 k =1 k=1 k=]
e
b
\il_ an+l n +1
2:lnol--)m 2 n n :
a 1+ Yax’ +b 1+ )b x°
n +l P k lk n +1 n +l o k Lk n+l
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1 n —%
=—~fa b (24- (a +b )xz ) >0
2 n+l m+l . k k 1k

=1

pour tout uplet (x1 (3 X )e R"

1n

n +l %
(Hakbkj n m :
n.n+l k =1
G (a,b,X)?_——_—J;)n (a,b) J‘L 0 (a)exp B lak (X + zxr ktr J

m ] X S 2
Beoste)on [ oof (e o)

n 4 A, R !
®-l.;exp(—si)dskj 2 ®dxm+“‘ x%(angHl) l/4(((2+Z(ak +bk )xfk) 2 >0

k =2 k =1
Ainsi, (3.41) est démontré.

Par conséquent, ¥(,b,x)=0 pour k>2 puisque dans le cas
contraire, compte tenu de (3.39) et (3.40) nous aboutissons a une

contradiction avec (3.42), ce qui termine la démonstration du lemme 3.3.
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